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« Why should only Fermat have a Little Theorem? »
John H. Conway, A Characterization of the Equilateral
Triangles and Some Consequences

RESUME. — Les A-quiddités de taille n sont des n-uplets d’éléments d’un ensemble
fixé, solutions d’une équation matricielle apparaissant lors de ’étude des frises de
Coxeter. Celles-ci peuvent étre considérées sur divers ensembles avec des structures
trés variables d’un ensemble & ’autre. L’objectif principal de ce texte est d’obtenir
des formules explicites donnant le nombre de A-quiddités de taille n sur un corps fini
et sur les anneaux Z/NZ lorsque N est de la forme 4m avec m sans facteur carré. On
donnera également quelques éléments sur le comportement asymptotique du nombre
de A-quiddités vérifiant une condition d’irréductibilité sur Z/NZ lorsque N tend vers
Pinfini.

ABSTRACT. — The A-quiddities of size n are n-tuples of elements of a fixed set,
solutions of a matrix equation appearing in the study of Coxeter’s friezes. These can
be considered on various sets with very different structures from one set to another.
The main objective of this text is to obtain explicit formulas giving the number of
A-quiddities of size n over finite fields and over the rings Z/NZ with N = 4m and m
square free. We will also give some elements about the asymptotic behavior of the
number of A-quiddities verifying an irreducibility condition over Z/NZ when N goes
to infinity.
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1. Introduction

Les frises de Coxeter sont des arrangements de nombres dans le plan véri-
fiant certaines relations arithmétiques (voir section 2.2). Introduites au début
des années soixante-dix par H. S. M. Coxeter (voir [4]), elles sont aujourd’hui
au centre de trés nombreux travaux, du fait notamment de leurs liens éten-
dus avec de multiples branches des mathématiques (voir par exemple [10]).
En particulier, I’étude de ces objets passe par la considération de I’équation
matricielle suivante :

Qp —1 Ap—1 —1 al —1
M, (a1,...,ay) = - ) N R R - 1.

En effet, ce sont les solutions de cette équation qui permettent de construire
des frises de Coxeter (voir [1] et [6, proposition 2.4] ainsi que la section 2.2).
Cela conduit notamment a chercher ’ensemble des solutions de cette équa-
tion ainsi que le nombre de solutions de taille fixée. Dans cette optique, S.
Morier-Genoud a calculé ce dernier dans le cas ol les a; appartiennent a un
corps fini (voir [11, théoréme 1] et la section 2.2).

Par ailleurs, I’étude de I’équation précédente amene naturellement a consi-
dérer I’équation généralisée ci-dessous :

M,(ai,...,a,) =+Id.

Les solutions de celles-ci sont appelées A-quiddités (voir [5]) et objec-
tif principal est de mieux connailtre ces derniéres pour un certain nombre
d’ensembles. Outre la recherche de résultats généraux, tel le nombre de
A-quiddités de taille fixée, on cherche également & restreindre I’étude des
solutions a la recherche de A-quiddités particulieres. Pour effectuer cela, on
introduit une notion de solutions irréductibles, basée sur une opération entre
uplets d’éléments d’un ensemble fixé (voir [5] et la section suivante). Cela
permet de réduire I’étude des A-quiddités a la bonne connaissance des solu-
tions irréductibles. Dans cette optique, on dispose d’une classification précise
des A\-quiddités irréductibles sur plusieurs sous-ensembles de C (voir notam-
ment [5]), ainsi que d’un certain nombre d’informations sur celles-ci pour les
cas des anneaux Z/NZ (voir par exemple [7, 9]). De plus, on a également une
construction récursive des A-quiddités sur N* et des formules permettant de
compter ces derniéres (voir [2, 12]).

On s’intéresse ici a la recherche des A\-quiddités sur les corps finis et sur
les anneaux Z/NZ. En d’autres termes, on considére la résolution sur un
anneau A fixé de ’équation.

M, (ay,...,a,) =+xId. (Ea)
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Comptage des quiddités

L’étude de cette équation est d’autant plus intéressante qu’elle est liée a la re-
cherche des différentes écritures des éléments des sous-groupes de congruence
ci-dessous :

[(N) = {C € SLy(Z) telque C==+Id (mod N)}.

En effet, on sait que toutes les matrices de SLy(Z) peuvent s’écrire sous la
forme M, (ai,...,a,), avec les a; des entiers naturels strictement positifs.
Cette écriture n’étant pas unique, on est naturellement amené & chercher
toutes les écritures de cette forme pour une matrice, ou un ensemble de
matrices, donné.

Notre objectif dans cet article est d’obtenir le nombre de A-quiddités
sur les corps finis et sur les anneaux Z/NZ lorsque N = 4m avec m sans
facteur carré. Plus précisément, on va démontrer le théoreme ci-dessous qui
complete le résultat déja obtenu par S. Morier-Genoud. Avant de donner des
énoncés précis, on introduit quelques notations. Si X est un ensemble fini,
| X| représente le cardinal de X . Pour ¢ la puissance d’un nombre premier p,
B € SLy(F,) et n € N*, on note

— |{(a1,-..,an) €F" | My(ar, ... ,a,) = B}|.

+

ng ild . De plus, si m € N* et ¢ € N5, on note :

q—1 2 q—l)(q2—1)

Notons u

Par ailleurs, on aura besoin a plusieurs reprises de la formule suivante :
2m—2

T +a("s), = (%),

THEOREME 1.1. — Soient q la puissance d’un nombre premier p > 2 et
neN, n>4.

(i) Sin est impair alors on a uf , = u, , = [”7*1](12.
(ii) Simn est pair alors il existe m € N* tel que n = 2m.
e Sim est pair on a : u} (q—l)( ) +qgm L.

o Sim >3 est impair on a : u}, (q—l)(g)q.

Couplé au théoreme 2.12, on obtient ’ensemble des formules de comptage
des A-quiddités sur les corps finis. Ensuite, on établira une formule générale
de récurrence concernant le nombre de solutions de ’équation

Mn(ala"'van) = :l:Ba

avec B un élément quelconque de SLy(F,), qui permettra de retrouver de
facon indépendante I’ensemble des formules souhaitées.
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THEOREME 1.2. — Soit q la puissance d’un nombre premier p. Soient
B e SLy(Fy) et n € N, n>4. On a la relation suivante :
B B -B -B B -B
Up,qg = (q - 1)(un71,q - qunf“},q) + qUy, 9 4 + q(unflq - qun74,q)'

On démontrera également, dans la section 4, des formules pour le nombre
de A-quiddités sur Z/4Z. Pour cela, on note :

wy v = [{(@,...,a) € (Z/NZ)" | My(ay, ...,a,) = £1d}|.
THEOREME 1.3. — Soit n un entier naturel supérieur a 3.
(i) Sin est impair alors on a ’égalité suivante :

4n—2 _ 271—3

3

(ii) Sin est pair alors il existe m € N* tel que n = 2m.
e Sim est pair on a :

+ _ —
wn,4 - wn,4 -

n 4n—2 + 2n—1 B 4n—2 _ 2n—2
Wpa= 3 el w,, = B —

e Sim est impair on a :
n 4n72 _ 2n72 B 477,72 + 2n71
Wy g = — s et Wy, 4 = — s

Le lemme chinois, le théoreme 1.1, le théoreme 2.12 et le résultat ci-dessus
permettent d’obtenir des formules pour wf y dans le cas o N = 4m avec
m sans facteur carré. Plus précisément on a :

COROLLAIRE 1.4. — Soit N = p1...p, avec les p; des nombres premiers
impairs deux a deux distincts. Soit n > 2, on a :
+ _ &£ + + + I - + +
Wn,N = Unp1Un,ps -+ Unp,s WnaN = Wnalnp Unp, -+ - Unp, -

Notons qu’une formule générale de récurrence pour wf ~ dépasse le cadre
;
de cet article.

On s’intéressera pour finir aux solutions irréductibles (voir définition 2.4)
de (E4), en essayant d’obtenir quelques informations sur la suite (vy), le

nombre total de classes d’équivalence de solutions irréductibles de (E4) sur
Z/NZ :

THEOREME 1.5. —

UN ) s
(1) <7N ln(N)) n’est pas bornée.

(2) VI €RT, (vy —IN) nlest pas bornée.
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Ce résultat est prouvé dans la section 5. Dans cette derniére, on donnera
également le nombre de solutions irréductibles de (F4) sur Z/NZ lorsque
N < 16, obtenu grace a un programme informatique, fourni dans ’annexe B.

Remerciements

Les auteurs remercient Sophie Morier-Genoud pour sa disponibilité et son
aide précieuse. Ils remercient également le rapporteur pour ses commentaires
et ses nombreuses propositions de modifications qui ont été utilisés pour
améliorer ce texte d’une facon notable.

2. Quelques éléments sur les frises

2.1. Quiddités

Le but poursuivi par cette section est d’énoncer formellement un certain
nombre de définitions évoquées dans l'introduction. A moins que des pré-
cisions supplémentaires ne soient apportées, A est un anneau commutatif
unitaire, ¢ désigne la puissance d’un nombre premier p, F, est le corps fini
a g éléments. N désigne un entier naturel supérieur a 2 et, si a € Z, on note
@ := a+ NZ. On commence par donner une définition précise du concept de
A-quiddité.

DEFINITION 2.1 ([5, définition 2.2]). — Soit n € N*. On dit que le n-
uplet (ai,...,a,) d’éléments de A est une \-quiddité sur A de taille n si
(a1,...,ay) est une solution de (E4), c’est-a-dire si My(ay,...,a,) = £1d.
En cas d’absence d’ambiguité, on parlera simplement de \-quiddité.

Pour procéder a ’étude des A-quiddités, on utilisera les deux définitions
ci-dessous :

DEFINITION 2.2 ([5, lemme 2.7]). — Soient (n,m) € (N*)?, (a1,...,a,) €
A" et (by,...,by) € A™. On définit l'opération suivante :

(a1y..yan) @ (b1, bm) == (a1 + bm, a2, .., an_1,an +b1,b2, ... by_1).

Le (n 4+ m — 2)-uplet ainsi obtenu est appelé la somme de (aq,...,a,) avec

(b, - -, bm).-
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Ezemples. — On suppose N > 8 et on se place sur Z/NZ.

e (1,2,3)®(3,2,1) = (2,2,6,2);

e (1,0,4) & (3,1,0,1) = (2,0,7,1,0);

e (5,2,1,1,3)®(2,2,3,0) = (5,2,1,1,5,2,3) ;

en>2 (ar,...,a,) ®(0,0)=(0,0) ® (@, ...,a) = (@, ..., @)

L’opération @ est trés intéressante pour mener & bien 1’étude des solu-
tions de ’équation (E4). En effet, celle-ci posséde la propriété suivante : si
(b1,...,bm) est une A\-quiddité alors la somme (as,...,a,)® (b1,...,by) est
une A-quiddité si et seulement si (a1, ..., a,) est une A-quiddité (voir [5, 13]
et [7, proposition 3.9]). Toutefois, il est important de noter que @ n’est ni
commutative ni associative (voir [13, exemple 2.1]).

DEFINITION 2.3 ([5, définition 2.5]). — Soient (a1, ..., an) et (b1,...,by)

deur n-uplets d’éléments de A. On note (ai,...,an) ~ (by,...,b,) si
(b1,...,by) est obtenu par permutations circulaires de (ai,...,a,) ou de
(any ... a1).

On constate aisément que ~ est une relation d’équivalence sur I’ensemble
des n-uplets d’éléments de A. De plus, si un n-uplet d’éléments de A est une
A-quiddité alors tout m-uplet d’éléments de A qui lui est équivalent est aussi
une A-quiddité (voir [5, proposition 2.6]). Muni de ces deux définitions, on
peut formuler la notion d’irréductibilité évoquée dans l'introduction.

DEFINITION 2.4 ([5, définition 2.9]). — Une solution (ci,...,cn) avec
n > 3 de (E4) est dite réductible s’il existe une solution de (E4) (by,...,b)
et un m-uplet (a1, ...,am) d’éléments de A tels que

[ ] (cl,...,cn)N(al,...,am)@(bh...,bl);
em>=3etl>3.

Une solution est dite irréductible si elle n’est pas réductible.
Remarque. — (0,0) est toujours une A-quiddité. En revanche, celle-ci

n’est jamais considérée comme étant irréductible.

L’étude des solutions de (E4) de petite taille permet de connaitre exac-
tement le nombre de A-quiddités dans ces cas. On dispose notamment des
résultats suivants (voir par exemple [6, exemple 2.7] ou [7, section 3.1] pour
le détail des calculs) :

PROPOSITION 2.5. —

(i) (Ea) n’a pas de solution de taille 1.
(ii) (0,0) est l'unique solution de (E4) de taille 2.
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(iii) (1,1,1) et (—1,—1,—1) sont les seules solutions de (E ) de taille 3.
(iv) Les solutions de (E4) de taille 4 sont de la forme (—a, b, a, —b) avec
ab=0 et (a,b,a,b) avec ab = 2.

On en déduit qu’il existe zéro A-quiddité de taille 1 et une A-quiddité de
taille 2. Si 1 # —1 dans A alors (E4) a deux solutions de taille 3 (si 1 = —1
alors il y en a une seule). De plus, si A est un corps fini de cardinal ¢ et de
caractéristique différente de 2 alors (E4) a 3¢ — 2 solutions de taille 4 (et
2q — 1 8l est de caractéristique 2). On souhaite ici obtenir plus d’informa-
tions, c’est-a-dire compter le nombre de A-quiddités de taille fixée lorsque A
est un corps fini.

2.2. Frises de Coxeter

L’objectif de cette section est de donner les quelques éléments sur les
frises de Coxeter nécessaires a la formulation du théoréeme de S. Morier-
Genoud, évoqué dans la section précédente. Cela nous permettra également
de préciser certains éléments de contexte fournis dans l'introduction. On
commence par la définition suivante :

DEFINITION 2.6 ([4]). — Une frise de Coxeter est un tableau de nombres
vérifiant les conditions suivantes :

le nombre de lignes est fini;

chaque ligne est infinie a gauche et da droite ;

la premiére et la derniére ligne ne contiennent que des 1;

deux lignes consécutives sont disposées avec un décalage ;

lorsque quatre éléments a, b, c,d sont disposés de la facon suivante :

b
a d
c

)

la régle unimodulaire est vérifiée, c’est-a-dire ad — bc = 1.
Sim est le nombre de lignes de la frise alors n = m — 2 est la largeur de
la frise.
On définit maintenant une classe particuliere de frises de Coxeter.

DEFINITION 2.7 ([1]). — On peut étendre une frise de Coxzeter en ra-
joutant en bas (resp. en haut) du tableau une ligne constituée entiérement
de 0 suivie (resp. précédée) d’une ligne constituée uniquement de —1 (en
prolongeant une frise de cette maniére, la régle unimodulaire est toujours
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satisfaite). Prolongée ainsi, une frise de Cozeter est dite docile si pour tout

éléments a, b, ...,1 présents dans la frise et disposés de la fagon suivante :
¢
b f a b ¢
a e i on a d e f|=0
d h g h i
g

En utilisant la regle d’'unimodalité rappelée ci-dessus, on peut, a partir
de la deuxiéme ligne (c’est-a-dire la ligne en-dessous de celle ne contenant
que des 1), reconstruire toutes les lignes de la frise. On dispose également
du résultat ci-dessous :

THEOREME 2.8 ([4]). — Les lignes d’une frise de Cozeter docile de lar-
geur n sont périodiques de période n + 3.

Ezxemple. — Voici un exemple de frise de Coxeter de largeur 2 :

\

Il existe un lien surprenant entre les frises de Coxeter a coefficients en-
tiers strictement positifs et les triangulations de polygones convexes. Pour
détailler celui-ci, on a d’abord besoin de la définition suivante, introduite
dans [3] :

DEFINITION 2.9. — On considére une triangulation d’un polygone
conveze a n sommets PPy ... P,. On appelle quiddité associée a la triangu-
lation la séquence (a1, ..., a,) ot a; est égal au nombre de triangles utilisant

le sommet P;.

On dispose du résultat suivant :

THEOREME 2.10 (Conway-Coxeter [3]). — Soit n > 3.

(i) La quiddité (aq,...,a,) associée d la triangulation d’un polygone
convere ¢ n sommets détermine la deuziéme ligne d’une frise de
largeur n — 3.

(ii) Tout n-uplet d’entiers strictement positifs (a1, ..., a,) qui définit la
deuziéme ligne d’une frise de largeur n — 3 est la quiddité associée
a la triangulation d’un polygone convexe a n sommets.
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Comme indiqué dans l'introduction, les frises de Coxeter sont reliées a
Pétude de l'équation (E,4) par lintermédiaire du résultat qui suit (voir [1]
et [6, proposition 2.4]).

PROPOSITION 2.11. — Soit A un anneau commutatif unitaire. Le n-uplet
(a1,...,ay) d’éléments de A détermine la deuziéme ligne d’une frise docile
de largeur n — 3 si et seulement si M, (a1, ...,a,) = —1Id.

Ezemple. — Si on reprend la frise de 'exemple précédent, on a 1’égalité
Ms5(1,3,1,2,2) = —1Id.

On souhaite maintenant compter le nombre de frises de Coxeter dociles
dont les éléments appartiennent a un corps fini. Grace a la proposition pré-
cédente, cela équivaut a calculer u,, .

THEOREME 2.12 (Morier-Genoud [11, théoréme 1]). — Soient ¢ la puis-
sance d’un nombre premier p et n € N, n > 4.

(i) Sin est impair alors Up g = [nT_l}qz-

(ii) Sin est pair alors il existe m € N* tel que n = 2m.
e Sip=2,u,,= (¢ — 1)(2’)(} +qgm L.
e Sip>2etm pair on a:u, = (q— 1)("2”“)(1,
o Sip>2etm >3 impair on a :u, , = (q— 1)(’;)‘1 +qgmL

Remarque. — A Dorigine, le résultat donné dans [11] concerne unique-
ment le nombre de frises.

Pour de nombreux autres éléments sur les frises et leurs applications,

on peut consulter Particle [10] qui donne une présentation assez compléte
du sujet.

2.3. Résultats préliminaires

Le but de cette sous-section est de fournir un certain nombre de résultats
utiles pour la suite et d’obtenir quelques éléments découlant immédiatement
du théoréme de S. Morier-Genoud.

2.3.1. Casp=2

On peut utiliser la proposition 2.11 et le théoreme 2.12 pour obtenir
d’autres formules de dénombrement. On se propose ici d’appliquer ce cas
aux triangulations de polygones via la définition ci-dessous :
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DEFINITION 2.13. — Soit P = Py ... P, un polygone convexe a n som-
mets. On effectue une triangulation de P et on note (dy,...,d,) la quiddité
associée a celle-ci. La séquence de parité de la triangulation est le n-uplet

(di,...,d,) € F3, c’est-a-dire que pour tout i, 1 < i < n, d; :== 0 si un
nombre pair de triangles utilise le sommet P; et d; :== 1 sinon.

//\
\ \
1& /2

3——2

1—0
FIGURE 2.1. A gauche une triangulation et sa quiddité, & droite la
séquence de parité de cette triangulation

= — =
Sl —

FEzemple. — La séquence de parité de la triangulation dans la figure 2.1

est (1,1,1,1,0,0,1,1). C’est une solution de (Er,) = (E2).
PROPOSITION 2.14 ([8, remarque 5.4]). — Soit n > 3.

(i) Toute séquence de parité d’une triangulation d’un polygone convexe
a n sommets est une solution de taille n de (E3) possédant un élé-
ment non nul.

(ii) Si(et,...,C,) est une solution de (E2) et s’il existe un entier i dans
[1;n] tel que e # 0 alors (¢, ...,¢,) est la séquence de parité d’une
triangulation d’un polygone convere a n sommets.

Grace a cela, on peut compter le nombre de séquences de parité d’une
triangulation d’'un polygone convexe.

ProOPOSITION 2.15. — Soit n > 3 et P un polygone convere a m som-
mets.

(i) Sin est impair, il y a ["7*1]4 séquences de parité possibles associées

aux triangulations de P.
(ii) Si n = 2m est pair, il y a (72")2 +2m=L 1 séquences de parité
possibles associées aux triangulations de P.

Démonstration. — Par ce qui précede, le nombre de séquences de parité
possibles associées aux triangulations de P est égale au nombre de solutions
non nulles de (E3). Or, il n’y a pas de solution nulle de taille impaire. Donc,
le théoréme 2.12 donne (i). De plus, il y a exactement une solution nulle de
taille paire égale a 2m. Ainsi, en retirant 1 a la formule correspondante du
théoréme 2.12, on obtient (ii). O
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2.3.2. Quelques opérations sur les A\-quiddités

Le résultat suivant généralise la propriété 5.1 de [6].

LEMME 2.16. — Soient n > 4, n = 2m et A un élément inversible de
A. Soit (a1,...,a,) € A™. Si My(a1,...,a,) = €ld avec € € {1,—1} alors
Mn()\al, )\71(1427 ey )\CLgm_h Ailagm) = eld.

Démonstration. — On vérifie par un calcul direct :
()\‘1 0> ()\a —1) (A‘lb —1> ()\ 0) _ <a —1) (b —1)
0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0
pour tout (a,b) € A%. Ainsi,
eld = M,(a1,...,an)

A0 _ _ Ao
= (0 1) Mn(Aala)\ 1a27--~7>\a2m—17>\ 1a2m)( 0 1) .

Donc, M, (Aa1, A" tag,. .., Aagm_1, A\ " tag,) = eld. O
On a de plus quelques égalités concernant les matrices M, (a1, ..., ay).
LEMME 2.17 ([6, proposition 4.1 et lemme 4.2]). — Soient A un anneau

commutatif unitaire et (a,b,u,v,z,y) € A% avec a et uv — 1 inversibles dans

A. Ona :

Démonstration. — Ces formules découlent d’un calcul direct. Par ailleurs,
(i) et (iv) sont donnés dans le lemme 4.2 de [6] et (ii) et (iii) sont donnés
dans la proposition 4.1 de [6]. O

2.3.3. Cas n impair

Soient p un nombre premier impair et ¢ une puissance de p. Le théo-
réme 2.12 nous donne u,, , = [%’1]112. Pour démontrer le point (i) du théo-
N . \ — _ +
reme 1.1, il reste donc a montrer que u,, , = u, ..
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PROPOSITION 2.18. — Soient n € N*, n impair, A un anneau com-
mutatif unitaire, Q,(A) Uensemble des solutions de taille n de l’équation
M, (a,...,an) =1d sur A et E,(A) Uensemble des solutions de taille n de
M, (a1,...,a,) = —1d sur A. L’application

On 2,(4) — E,(4)
(a1,-..,an) —> (—aq,...,—ay)

est une bijection.
Démonstration. — Avec
(0 ) w6 )= (0 0)
on obtient pour (as,...,a,) € Q,(4)
Id=K?=KM,(a1,...,a,)K = KM, (a,)K ... KM (a;)K

= (-1)"M,(—a1,...,—an)
=-M,(-a1,...,—Gp_1,—0ay)

puisque n est impair. U

Cette proposition donne u,, , = u;;q pour n impair et A = F,, donc la
partie (i) du théoréme 1.1.

3. Démonstration du théoréme 1.1
3.1. Preuve directe

Soient n un entier naturel, p un nombre premier impair et ¢ une puissance
de p. Si n est impair alors les formules contenues dans le théoréme 1.1 sont
vraies (voir section 2.3). On suppose maintenant n = 2m.

Notons €,(q) U'ensemble des solutions de taille n de M, (a1,...,a,) =1d
sur Fy et =, (¢) 'ensemble des solutions de taille n de My, (aq,...,a,) = —1Id
sur Fy. u,,, , = |En(q)| est donné par le théoreme 2.12.

Pour terminer la preuve, il nous reste a calculer ujm 4 On a :
.

Qn(q) - {<a17 s 7an) € Qn(‘])7 az = O} U {(alv' .. ’an) € Qﬂ(Q)a az 7£ 0}

= |_| {(a1,...,a,) € Qu(q), a1 =a et ay =0}
a€lFy

v,
| | {1, ... .an) € Qu(q), a2 =1b}.

beF; o
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Considérons, pour commencer, les deux applications suivantes définies
pour a € [Fy :

Pn,a - \Ija — En72(q)
(a,0,as,...,a2m) — (a+as,...,a2m)
et
¢n,a : En—Q(Q) — ¥,
(a1,...,a2m—2) — (a,0,a1 —a,as,...,a2m).

Par le lemme 2.17(i), ces deux applications sont bien définies. De plus,
ce sont des bijections réciproques. Donc,

Wa| = [En2(q)] et [{(a1, ..., an) € Qn(q), az = 0} = qugy, o 4

Considérons, maintenant, les deux applications suivantes définies pour un
élément b € F7

T O, — Qn_1(q)
(a1,b,a3,...,a2m) — (a1b—1,a3b — 1,a4b7 1 asb, ..., az,b" ")
et
Onp Qn—1(q) — Oy

(a1,...,a2m—1) — ((a1 +1)b71,b, (ag + 1)b7 1, azb, ..., agm_1b).

Par le lemme 2.16 et le lemme 2.17 (ii), ces deux applications sont bien
définies. De plus, ce sont des bijections réciproques. Donc, |0,] = |2,-1(q)|

et |{(a1, . ,an) S QTL(q)a a2 7& O}| = (q - l)u;m—l,q'

On aboutit ainsi & la formule de récurrence suivante :
+ + —
Uom,qg = (q - 1)u2m—1,q + qQUop,—2 4-

En particulier, puisque U;rmfl,q = Uy, 1, (Voir proposition 2.18), on a
Jr _ — — — —
Ugm,g = (¢ — 1)u2m71’q + qUay o4 Or, Uy, 1, €t uy, o, sont connus.
Ainsi, si m est pair, on a :

2m—2 _ 1

-1 m
+ o (g-nd 1 (™ m=1 _ (,_1 m—1
Uy, = (g—1) 71 +talg=1){ q+q (a-1{ q-l—q

De méme, si m est impair, on a :

)qQZQ_ZIl+q(q—1)(m;1)q:(q—1>(§>q.

Ainsi, les formules données dans le théoréme 1.1 sont vraies, ce qui conclut
la preuve de ce dernier. O

ul =(g—1

n,q
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Remarque. — En utilisant les mémes arguments, on peut démontrer la
formule suivante :

— _ — +
Uom,qg = (q - 1)u2m—1,q + qQUgp,—2 4-

3.2. La formule générale de récurrence

Nous allons maintenant montrer le théoréme 1.2, c’est-a-dire établir une
formule générale de récurrence reliant les solutions de M, (a,...,a,) = B
et celles de My, (aq,...,a,) = —B pour différentes valeurs de n, avec B une
matrice quelconque de SLa(Fy).

Démonstration du théoréme 1.2. — Soit n > 4 et a € F,;. On définit les
ensembles suivants :

o OF(q) ={(ar,...,a,) €F2, My(a1,...,a,) = B};
o AB(q) ={(a1,...,a,) € QB(q), az = 0};

e U5, (q) = {(ar,...an) € AP(q), a1 =a}

° Ag(q) = {(al, .. .,an) € Qg(q), as # ()}.

Pour commencer, on va démontrer I’ égalité suivante : |AZ(q)| = qu; B, .

Considérons, pour cela, les deux applications suivantes définies pour a € Fy :

Pn,a * qu,a(‘]) — Q;€2(Q)
(a,0,a3,...,a,) — (a+as,...,an)
et
Pna 0% () — 5 (q)
(a1y...,apn—2) — (a,0,a1 —a,az,...,an_2).

Par le lemme 2.17 (i), ces deux applications sont bien définies. De plus,
ce sont des bijections réciproques. Donc, |\I/f’a(q)| = ’Qgg(qﬂ = u;fz)q et
-B
|Af(q)| = qun—?,q'

De plus, on dispose de la relation suivante : [AZ(q)| = |Q5 (q)| - |[AB(q)].
Ona:

Qg(q) = {(ala x '7an) € Qg(q>7 azaz # 1}
U{(ai,...,an) € Q2(q), azaz = 1}.
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Etape 1. — On considére d’abord 'ensemble ci-dessous :

O ={(a1,...,a,) € Q2 (q), azaz # 1}

:AE(Q)I—I |_| {(al,...,an)eﬂf(q), a2:ba a2a37é1}
beF;

Yy

On pose maintenant pour b € F} : fr 4 : Y, — AF | (q) avec
o = fn,b((aly bu Az, ..., an))
= (a1 + (1 —ag)(bag — 1) ", bag — 1,as + (1 = b)(baz — 1)}, as, ..., an)
et gnp: AP (q) — Y, avec
B=gnp((a,...,an-1))
= (a1 + (b az+1) = 1ay ', b, b az +1),a3 + (b—1)ay ' agy ... an_1).
Par le lemme 2.17 (iv), fy» €t gn.p» sont bien définies. Ce sont des bijections
réciproques. Donc, on a I'égalité |V,| = [AZ_,(q)|. Ainsi,
|{(a1, ey p) € QE(Q), asaz # 1}|
= [A7 (@] + (= 1) [A7(9)]
= (q—1)(|QF ()| = [AZ (@) + qu, B,
= quT_L—BQ,q + (q - 1)(”5—1,(1 - quT_L—BS,q)'
Etape 2. —

{(alv s 7an) € Qf(q)? a2a3 = 1} = |_| {(xva%a’;lva‘lv .- '70%) € QE(Q)}

z€lFy

Ly
On pose maintenant pour z € Fy : hy, . : Z, — AB ,(q) avec

hn,w((x7 az, 0/2_1, aq,... 7an))
= ((agx —2a9 + a4)a§2, —ag, (azas — 1)612717 aGy -y lp).
et kn,x : AE,Q(Q) — 7, avec

kno((a1,. .. an—2))

= (z, —aq, —a;l,ag(m —x) — 2as, (agag — 1)(1271,(147 ey Qp—2).
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Par le lemme 2.17 (v), hy, 5 et ky, , sont bien définies. Ce sont des bijections
réciproques. Done, on a Pégalité |Z,| = |Afﬁ2(q)‘. Donc,

[{(a1,...,as) € Q2(q), azas = 1} = qufz(Q)‘

B B
= q(’Q7L—2(q)| - |An—2(q)|)
B -B
= q<unf2,q - qun—4,q)'
Etape 3. — En regroupant, les résultats des étapes 1 et 2, on a :
B B -B B -B B -B
un,q = |Qn (Q)| = qun72,q+(q_1)(unfl,q_qunffi,q)—’_Q(uan,q_qun74,q)' U
Muni de cette relation de récurrence et des petites valeurs de u,} , et u, ,
évoquées dans la section 2.1, on peut retrouver simplement les théorémes 1.1
et 2.12. En effet, il suffit de vérifier que les formules données dans les deux
énoncés vérifient bien les relations de récurrence que nous venons d’établir.
De plus, contrairement a la preuve directe, cette démonstration utilise seule-
ment les formules données dans le lemme 2.17 et les solutions de (F4) pour

les petites valeurs de n (en particulier on n’utilise pas le théoréme de S.
Morier-Genoud).

Remarque. — Les matrices +1d sont les seules matrices scalaires que
l'on peut considérer (puisque AId € SLy(F,) si et seulement si A = =£1).
Toutefois, on peut chercher, grace au théoréme 1.2, des formules de comptage
pour d’autres matrices.

4. Nombre de A-quiddités sur Z/NZ pour certains entiers N non
premiers

L’objectif de cette section est d’obtenir une expression du nombre de A-
quiddités sur les anneaux Z/NZ pour certains entiers N non premiers, en
particulier pour N = 4.

4.1. Démonstration du théoréme 1.3

Démonstration. — Soient B € SLy(Z/47Z) et n € N*. On note :

o Q) = {(@,....a) € (Z/42)", Mu(a1, ..., @) = B};

e w?, le cardinal de Q7 (4).
Soit n > 4. On va utiliser les solutions de (Fz/4z) de taille inférieure a 4
pour obtenir une relation de récurrence permettant de calculer les cardinaux

souhaités. Pour cela, on va regarder les différentes valeurs possibles de la
deuxieéme composante d’une solution.
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e (ay,1,a3,...,a,) > (a1 —1,a3 — 1,ag,...,a,) établit une bijection
entre 'ensemble des éléments de 55(4) dont la deuxieme compo-
sante est T et QB | (4). Ainsi, il y a wl | 4 éléments de QB(4) pos-
sédant un 1 en deuxiéme position.

o (ar,—1,as3,...,a,) — (a1 + 1,a3 + 1,ag,...,G,) établit une bijec-
tion entre ensemble des éléments de ﬁf (4) dont la deuxiéme com-
posante est —1 et -7 (4). Ainsi, il y a w;ﬂA léments de QB (4)
possédant un —1 en deuxiéme position.

e En raisonnant de la méme fagon que dans la preuve du théoreme 1.2,
on obtient qu'il y a 4w, 5, 4 €léments dans QB (4) possédant un 0 en
deuxieme position.

e Pour le cas ou la deuxieme composante vaut 2, on regarde la troi-
sieme composante.

- (a1,2,1,ay,...,a,) — (a1 —1,a4 — 2,05,...,a,) établit une
bijection entre l’ensemble des éléments de (NZE (4) dont la
deuxiéme composante vaut 2 et la troisieme T et QB _,(4). Cela
donne w?_, , éléments de QB(4).

- (a1,2,-1,aq4,...,a,) — (a1 + 1,a4 — 2,@5, ..., qy,) établit une
bijection entre l’ensemble des éléments de ﬁf (4) dont la
deuxiéme composante vaut 2 et la troisitme —1 et QB _,(4).
Cela donne w3, , éléments de Q5 (4).

- (a1,2,0,aq,. .. ,ﬁ) — (a7, a4 — 2,0s, . .., a,) établit une bijec-
tion entre ensemble des éléments de Qf (4) dont la deuxieme
composante vaut 2 et la troisieme 0 et ﬁ; B,(4). Cela donne
w;PZA éléments de QB (4).

- (a1,2,2,a4,...,a,) — (a1 —2,a4 — 2,@5,...,a,) établit une
bijection entre l'ensemble des éléments de QZ(4) dont la
deuxiéme composante vaut 2 et la troisieme 2 et 2,5, (4). Cela
donne w,, FZA éléments de QB (4).

Ainsi, on a la formule de récurrence suivante :

B _ B -B _B B
Wy g =Wy 14 T W, 77 4 + 6w, 75 g + 2w, 4.

N -B _ B -B B -B
De méme, on a Wy g = Wy_q 4+ W, 75 4+ 6wn72,4 + 2wn_z,zy
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On pose
11 2 6 1 1 1 1
¢= 1 (1) g ?) » b= 1}4 —11/2 i/é —z'/12
0100 /4 —1/2 —i/2 /2
4 0 0 0
ot D= 8 02 —022' 8
0 0 0 2
P est inversible et
1/3 1/3 2/3 2/3
poi_ |16 16 —2/3 —2/3

1/4 —1/4 —ij2  i/2
1/4 —1/4 /2 —i/2

C est diagonalisable dans C et C = PDP~'. On a

B B
Wi 4 W3 4
w,, Wq
n,4 _ n—3 p—1 3.4
wB =PD"°P Wb
nE1,4 2%
Wp—1,4 Wa 4
Puisque wily = w;id =1, wé‘i} =0et w;id =1, on obtient :
4n—2 ) n—3 o B o B
’LUI4 — _ ( ) —_n 22n 4 (_Z)n 22n 4;
’ 3 3
_ 4n—2 ) n—3 o B o B
w, 4 = 3 _ ( ; 4 qn 22n 4 + (_Z)n 22n 4.

On considere 27~4(i"~2 4 (—1)"~2j"~2). On distingue trois cas :

e si n est impair alors n — 2 est impair et on a 1’égalité
2n—4(in—2 + (_1)n—2in—2) — 2n—4<in—2 _ Z»n—2) =0:
e sin = 2m avec m pair. n — 2 est pair non divisible par 4 donc on a
I’égalité :
2”74(7;”72 + (_1)71722%72) _ 2n74(_1 4 (_1))) _ _2n73;
e sin = 2m avec m impair. n — 2 est divisible par 4 donc on dispose
de I'égalité :
2n74(in72 + (_1)n72in72) — 2n74(1 4 1) — 2n73.

En reportant dans les formules de wi 4 et w,, 4, on obtient :
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e si n est impair alors on a ’égalité suivante :

477.72 _ 2n73

+ - .
wn,4 - wn,4 - 3 ’
e si m = 2m avec m pair, on a :
n—2 n—1 n—2 _ on—2
w:4:74 2 et w;4:74 2 3
’ 3 ’ 3
e si n = 2m avec m impair, on a :
w+ B 471—2 _ 2n—2 ot w- = 4n—2 +2n—1 .
n,4 3 n,4 3 °
Remarque. — On peut utiliser les éléments précédents pour trouver des

formules de comptage concernant les générateurs du groupe modulaire.

(1) — SiB=S§5= <g?> alors 'UJT_L;AS; = w5_174 + w;§174 + 6w5_274 +

2w, %, ,. Comme wy, = wy; =0et wy, =0 ws; =4, on a les formules
générales suivantes :

° ws, 4 2n73in73((71)n72 o 1) :

I

47172 _ (_2)n72
4 2 3 2

n—2 _ (_9\n—
—é ) 427733 (1 4 (1) 8.

[
w,’

N

. i1 -7 -T
(2. — SiB=T = (%%) alors w3 = wl |, + w4+ 6wl 54+
2w;f2 4 Comme wl, =0, w;f =1et wéFA = w;f =1, on a les formules

générales suivantes :

4n—2 — (=2 n—3
= ?(’ ) + 2n—47;n—2((_1)n—3 _ 1) ;
4n72 — (=2 n—3

?() ) + 271742'77,72(1 + (_1)77,72).

Cela donne notamment les valeurs numériques ci-dessous :

no|2[3/4]5]|6]| 7| 8 9 10
wS, | 0]0[4]32]80] 3201344 | 5632 | 21 760
w5 [0[4]4]16]80 384 | 1344 | 5376 | 21 760
wly |0 1[8]20]|80]336| 1408 | 5440 | 21 760
wyh | 1142096336 | 1344 | 5440 | 22 016
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4.2. Application au calcul du nombre de solutions pour d’autres
valeurs de N

Soit IV un entier naturel supérieur a 2. On note :

Qu(N) = {(@,.... @) € (Z/NZ)", My(a,...,a,) = 1d};
En(N) ={(@,...,a@) € (Z/NZ)", My(a,...,a,) = —1d}.

Comme les coefficients de M, (a7,...,a,) sont des polynémes en
ai,...,0an,, on a avec le lemme chinois :
PROPOSITION 4.1. — Soit N = p{* ...p% avec les p; des nombres pre-

miers deux a deux distincts et les «; des entiers naturels non nuls. Soit n
un entier naturel supérieur a 2. Les applications

T:Qp(N) — Qu(p7Th) X -+« X Qp(p2T)

définies par

((@1,...,an))

= (a1 +pZ,...;an +pT'Z), ..., (a1 + PZ, ... an + DY 7))

é((ar,...,an))
= (a1 +pZ,...;an + 7' Z), ..., (a1 + PZ, ... an + DYTZ))

sont des bijections.

N)| =TTi= [En )]

En particulier, |§~2n(N)| = H:=1|fln(pf“)

Dans le cas ou la décomposition de N en nombres premiers ne contient
pas de facteur carré, ou contient seulement 4 comme facteur carré, on peut
utiliser les théoremes 1.1, 2.12 et 1.3 pour obtenir le nombre de A-quiddités
de (E4) sur Z/NZ. En effet, en combinant ce résultat avec les théorémes 1.1,
2.12 et 1.3, on obtient le corollaire 1.4.
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4.3. Applications numériques

: 7. + —
On donne ci-dessous quelques valeurs numériques pour w, et w, y. On

commence par donner des valeurs de w,,  :
,

N
. 2 3 4 5 6 7 10 11 12
4 2 4 4 6 6 12 10 8
5 10 20 26 50 50 130 122 200
6 11| 35 96 149 385 391 1639 1451 3360
7 2 191 | 336 | 651 | 1911 | 2451 | 13671 | 14763 | 30576
8 431260 | 1344 | 3224 | 11180 | 17100 | 138632 | 162260 | 349440

On donne maintenant des valeurs de w:; N

. N 2 3 4 5 6 7 10 11 12
4 ) 8 9 15 13 27 21 40
) 10 20 26 50 50 130 122 200
6 11| 26 80 124 286 342 1364 130 2080
7 21| 91 | 336 | 651 | 1911 | 2451 | 13671 | 14763 | 30576
8 43 | 287 | 1408 | 3349 | 12341 | 17443 | 148307 | 163591 | 404 096

Notons que les valeurs de w;", et w;, , sont différentes de celles de ;" ,

et u, 4 (voir [11, section 3.8]).

5. Quelques éléments sur le nombre de classe d’équivalence des
solutions irréductibles

L’objectif de cette section est de donner quelques résultats concernant
la suite (vy) qui compte le nombre de classes d’équivalence de solutions
irréductibles de (E,4) sur Z/NZ.

5.1. Démonstration du théoréme 1.5

On s’intéresse ici a des propriétés asymptotiques de cette suite. Avant
de démontrer le théoréme évoqué dans I'introduction, on donne le résultat
préliminaire suivant :
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LEMME 5.1 ([7, propositions 3.5 et 3.10]). — Une solution de (E4) de
taille 4 sur Z/NZ est réductible si et seulement si elle contient 1 ou —1.

Démonstration. — Soit (a7, az, a3, az) une solution de (E4) sur Z/NZ.

Si (a1, az,as,a4) est réductible alors (ay,asz, a3, az) est équivalent a la
somme d’un m-uplet solution de (E4) avec un l-uplet solution de (F 4) avec
m,l >23.Onam+1—2=4doncm+1[=6 et comme m,l > 3 on a néces-
sairement m = [ = 3. Comme les solutions de (F4) de taille 3 contiennent 1
ou —1, une solution réductible de taille 4 contient 1 ou —1.

Si (@1, as,a3,as) est une solution de (E4) contenant 1 ou —1. Il existe
e dans {—1,1} il existe ¢ dans [1;4] tels que @; = €. Quitte a effectuer une
permutation circulaire, on peut supposer ¢ = 4. On a :

(ailaai%ai&aiél) = (al —€,Q2,a3 — 6) 2 (€,€7€)~

Comme (g,€,€) est solution de (F4), (a1, az,a3,as) est une solution réduc-
tible. O

On peut maintenant effectuer la preuve annoncée.
Démonstration du théoreme 1.5. —

E’tape 1. — Posons N = 22™ avec m > 2 et n = 2m. On va compter le
nombre de solutions irréductibles de (E4) que 1’on connait afin de minorer
celui-ci.

On s’intéresse aux solutions du type (@, b, —a, —b) avec ab = 0. On a déja
les solutions (@, 0, —a,0) avec @ # +1 qui donnent % classes d’équivalence.
En effet, (@,0,—a,0) ~ (b,0,—b,0) si et seulement si @ = +b. Donc, pour
0<a< %7 a # 1, on a des classes de solutions irréductibles deux a deux
distinctes.

On a également les solutions (2m+Fkq, 2m—kp —2m+kq —2m=kp) avec 0 <
a< 2™ et 0<b <K 2m+k, a,b impairs et 1 < kK < m — 1. Pour chaque
1 <k <m—1,ilya2mk-lgmtk=1 — 9n=2 golutions de ce type. Par ailleurs,
ces solutions sont irréductibles car elles ne contiennent pas £1. Notons éga-
lement que ces solutions ne sont pas équivalentes aux solutions évoquées
précédemment car elles ne contiennent pas 0. Deux solutions de ce type équi-
valentes utilisent nécessairement la méme valeur de k. Soit 1 < k < m — 1.
Soient 0 < a < 2™ % et 0 < b < 21k avec a,b impair, on a au plus quatre
solutions de ce type appartenant a la méme classe :

amthg 2m=kp _gmthkg —om—kp),

gmTk(gm—F — q), gm—kp, —gmtk(gm—F — q) —gm-kp);

gmTkq, gm—k(gmTk — ) —gmtkq —gm—k(2mtk — b)),

gmTk(gm—F —q), 2m—k(2m+k _p) —gmtk(2m—k_g) —gm—k(2m+k_p)).

o (
o (
o (
o (
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2n—4 — In(N)

321n(2)

de solutions irréductibles deux & deux distinctes de cette forme. Donc,
In(N) N N In(N) TN

N2 3mE) 16 2 32m(2) 16
En particulier,

o . . m—1an—4 N
Ainsi, on a au moins »_, | 2" * = (m —1) N — {5 classes

UN < 1n(N)+ 7
NyIm(V) ~ 32In(2)  16y/In(N)’

Comme il y a une infinité d’entiers de la forme 22™, on peut extraire

une sous-suite de (#N(N)) non bornée (puisque le terme de droite de

linégalité tend vers +o00). Ainsi, (“71\’) n’est pas bornée.
N+/In(N)

Etape 2. — Supposons par I'absurde qu’il existe [ € R* tel que (vy —IN)
est bornée. Il existe K tel que, VN > 2, vy —IN < K. En particulier,

o < r + l — 0
Ny/In(N) = Ny/I(N) /In(N) N—+o

Donc, (“7"’) est bornée, ce qui est absurde. O
N+/In(N)
Remarque. — On connait d’autres solutions irréductibles de (Eg2m). On

dispose notamment pour ces équations d’une classification de toutes les so-
lutions monomiales minimales irréductibles (voir [9, théoréme 2.6]).

5.2. Calcul numérique des valeurs de vy pour les petites valeurs
de N

On connait déja I’ensemble des solutions irréductibles de (E4) lorsque
A =7Z/NZ pour 2 < N < 6 (voir [7, théoréeme 2.8]), ce qui nous permet
d’avoir les valeurs de vy pour ces mémes entiers. A I'aide d’un programme
informatique, fourni dans ’annexe B, on étend cette connaissance aux valeurs
de vy pour N < 16. La longueur des plus longues solutions irréductibles est
notée £y .

N |2|3|4]|5|6 ]| 7]|8 9 10 11 12
vy |2(13]6|9]10|42 |48 |229 | 203 | 25686 | 1161
Iy |4]14|1416]6 |9 8] 12 | 12 19 15

N 13 14 15 16
vy | 2913226 | 90748 | 14346911 | 8259494
N 25 20 26 24
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On constate, en particulier, que v19 < vg. Donc, la suite (vny)n>2 n’est
pas croissante.

Annexe A. Démonstration du théoréme 1.1 i 1’aide d’une
bijection

Nous allons redémontrer le théoréme 1.1 en donnant une bijection entre
I’ensemble des solutions et un ensemble dont on pourra calculer le cardinal.
Cette bijection étant pratiquement la méme que celle donnée dans [11] (seules
quelques signes sont a changer), on se contente de rappeler les grandes lignes
de sa construction. Cette derniére sera effectuée sur un corps commutatif K
quelconque. En revanche, les éléments de comptage seront effectués sur F,.
Ici, p est un nombre premier impair, ¢ une puissance de p et m un entier
naturel non nul pair de la forme n = 2m.

A.1. Les ensembles C,

On commence par introduire un certain nombre de notations utiles pour
la suite :

e O, (K) est I'ensemble des solutions de taille n de Id = M, (a1, ...,ay)
sur K;

e =, (K) est 'ensemble des solutions de taille n de —Id = M, (a1, ...,an)
sur K;

e D(K) désigne 'ensemble des droites vectorielles de K?;

(] CT(K) = {(dl, .. .,dr) S D(K)T,d,« 7é dy et d; 7& dz‘+1 1€ [[1;7" - 1H},
r € N*,

o Qn(q) = Qn(Fy), Enlq) = En(Fy) et Cr(q) = Cr(Fy).

On va maintenant définir deux sous-ensembles de Ca,, (K) qui nous seront
tres utiles pour la suite. Si (di,...,d2m) € C,(K), on pose dji, = d;. Soit
(di,...,dam) € Cn(K). Pour tout i dans [[1;n], il existe un v; dans K? tel
que d; = vect(v;). Notons V = (vy,...,v,). Soit B une base de K2. Comme
d; # di11 pour i € [1;n], detg(vi,vi+1) # 0. On peut donc considérer le
quotient suivant :

detp(vi,v2) detp(vs, vg) . .. dets(vam—1, Vam)
f(di, ... dam) =
detB(UQ, 1)3) detg(v4, ’U5) ... detg(vgm, 1}1)
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Notons que f(dy,...,dsy,) ne dépend ni du choix de la base ni du choix
des vecteurs directeurs. On peut maintenant introduire les deux ensembles
ci-dessous (voir [11] section 2.2) :

Cgm(K)Jr = {(dl, e ,dgm) (S Cgm(K), f(dl, e ,dgm) ES —1},
CQM(K)i = {(dl, - ,dgm) S CQm(K), f(d17 - ,de) = 1}

On peut définir de fagon naturelle une action de K* sur €, (K) et une
action de PGL(K?) sur Ca,,(K)~ (les détails de ces derni¢res sont données
dans les sections qui suivent). Le but est de définir une bijection o entre les
orbites de ces actions, c’est-a-dire de montrer que :

Qo (K) /K* 2 Cayr, (K) ™/ PGL(K?).

On va maintenant donner quelques formules de comptage sur F;. On
dispose notamment de la formule de dénombrement suivante :

LEMME A.1 ([11, lemme 3.1]). — Soitr > 2, on a |C-(¢)] = ¢"+(—1)"q.

De plus, les cardinaux de C,(q)* et de C.(¢)~ sont liés par la formule de
dénombrement ci-dessous :

LEMME A.2 ([11, lemme 3.2]). — Soit r > 4 pair, on a

)

| = [Cr-1(q)| + q|Cr—2(q) |
e IC () I =ICr1(q)] + qlCra(q)T|.

Notons, en particulier, que pour r > 4, |C.(q)"| # 0 et |C,(q)~| # 0. Par
ailleurs, tous les couples de droites distinctes appartiennent & Ca(¢)*. Donc,
|C2(q)™| # 0. En revanche, C2(q)~ = 0.

Soient u € GL(K?), m > 2et (d1,...,dam) € Com(K)™ avec d; = vect(v;).
Comme u est inversible, on a, pour tout 7 dans [1;n], u(d;) # u(d;+1). De
plus, en utilisant la formule detps(u(v;), u(vi+1)) = det(u) detg(v;, viy1), on
a f(u(dy),...,u(dzm)) = 1. Ainsi, on peut définir une action de PGL(K?)
sur Copmn (K)~ de la fagon suivante :

a: PGL(K?) x Com(K)™ — Com(K)~
({Au, A e K*}, (dy, ... dom)) — (u(dy),...,u(dam))”

On note M\2m(K)_ les orbites de Ca,,, (K)™ sous cette action. Si m = 1,
on pose M, (K)~ =
désignant par Ma,, (K)* les orbites. On dispose du résultat suivant :

(). On procéde de maniere analogue pour Ca,, (K)* en
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LEMME A.3 ([11, théoréme 4]). — Soit p un nombre premier impair et
q une puissance de p. On a pour m > 1 :
e sim pair, +| = (g")q ;

e sim impair, |/\//\12m(q)+’ = (’;L)q +[m— 1], + 1.

Nous rappelons qu’une application projective linéaire dans I’espace pro-
jectif P" est déterminée par I'image de r + 1 points. A partir des résultats
précédents, on peut calculer ‘Mgm(Q)_‘.

LEMME A.4. — Soient p un nombre premier impair, ¢ une puissance de
petn=2m. On a pour m>1:

e sim est impair |/\//\12m(Q)_| = (Z’)q ;

e sim est pair, |/\//\12m(q)_| = (?)q +qlm —2]; + 2.

Démonstration. —

Supposons m impair. — Si m = 1 alors }/T/l\mn(qr‘ = 0. Supposons m
supérieur & 3. Comme m — 1 est pair et non nul, Ca,,,—2(¢)" ne contient pas
d’élément de la forme (dy,ds, ..., d1,ds). Dong, les éléments de Copm—2(q)™

contiennent toujours au moins trois droites distinctes (par définition de
Com—2(q)). Ainsi, les orbites sous l'action de PGL(F2) ont |[PGL(F2)]| élé-
ments. Donc,

Com—2(0)"| _ |Com—2(q)"|

Par le lemme A.3, |Com_2(q)"| = q(¢®> — 1) (m2—1)q (m—12>1).

Par les lemmes A.1 et A.2, |Com(q)™| = ¢" 1 — q+ ¢*(¢® — 1)(m;1)q
(2m > 4).
Com(q)™ ne contient pas d’élément de la forme (dy,ds, ..., d1, ds), puisque

m est impair. Donc, les éléments de Ca,, ()~ contiennent toujours au moins
trois droites distinctes et les orbites sous I'action de PGL(F?2) ont |PGL(IF3)|
éléments. Ainsi,

—~ _ [Cam (q)~| —1+4 g2 m—1 m
M = = + = .
Mam(@7| = PeL@E)] £ -1 N\ 2 ) T \2),
Supposons m pair. — Comme m — 1 est impair, Copm_2(q)™ contient
les éléments de la forme (dq,ds,...,d1,ds) qui sont tous dans la méme or-

bite. Les autres éléments contiennent toujours au moins trois droites dis-
tinctes et leur orbite sous 'action de PGL(F2) ont [PGL(F2)| éléments. 11 y
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a g + 1 droites vectorielles dans Iﬁ‘g, donc il y a ¢(g+ 1) éléments de la forme
(dl,dg, ey dl,dg). DOI’IC7

_[Com2@ = ala+1) | _ [Can-2(@)| — alg+1)

+1.
[PGL(F2)| q(¢*> — 1)

Mam-2(0)"|

Par le lemme A.3, \Cgm_g(q)ﬂ = ((mgl)q +[m— Q]q)Q(C]2 —1)+q(g+1)
(m—12>1).

Par les lemmes A.1 et A.2, on a, comme 2m > 4 :

C - _ n—=1_ m—1 _9 20,2 _ 1 2 1

[Cam(a)™| = ¢ q+ o ) tm=2e| @ -1+ g+ 1)
q

Comme m est pair, Cop(q)~ contient les éléments de la forme
(d1,da,...,d1,ds) qui sont tous dans la méme orbite. Les autres éléments de
Com(q)™ contiennent toujours au moins trois droites distinctes et les orbites
sous D'action de PGL(F2) ont [PGL(F2)| éléments. Ainsi,

1 1Com(e)" | —alg+1)
(07| = [PGL(F2)]

q

n—2
q -1 m—1
= T2-1 +q<( 9 ) +[m—2]q>+2
q

:(?)q+q[m—2]q+2. U

|M\2m + 1

A.2. Les ensembles (), (K)

A la lueur de la proposition 2.16, on peut définir une action de K* sur
2, (K) en posant :

B K* x 2,(K) — Q,(K)
()\, ((],17 e ,an)) — (/\(ll, )\_lag, e, AAom 1, /\_1a2m) ’
On note ,(K) les orbites de cette action.

LEMME A.5. — Soient n > 4, n = 2m, p un nombre premier impair et
q une puissance de p.
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Démonstration. — Si m est pair alors l'orbite de (0,...,0) ne contient
qu’un seul élément tandis que les autres en contiennent ¢ — 1. En appli-
quant ’équation des classes, on obtient la formule souhaitée. Si m est im-
pair, (0,...,0) n’est pas solution et chaque orbite contient ¢ — 1 éléments.
En appliquant I’équation des classes, on obtient la formule souhaitée. |

A.3. Etablissement d’une bijection

Avant de redémontrer le théoréme 1.1, on a besoin de plusieurs résul-
tats intermédiaires. Leur preuve étant tres similaire aux démonstrations des
lemmes de la section 2 de [11], on se contente ici de donner les énoncés. Dans
cette sous-section, on considére m > 2.

LEMME A.6. — Soit (d1,...,dom) € Con(K). Il existe un choiz de vec-
teurs (vi,...,vm) relevant (di,...,day) tel que pour toute base B

dgt(vhvg) = dgt(vg,vg) =...= dgt(vgm,l,vgm) = dgt(vgm,vl)
si et seulement si (dy,...,dom) € Com(K)™

LEMME A.7. — Soient (di,...,dom) € Com(K)™ et (vi,...,v2m,) un
choix de vecteurs directeurs vérifiant

det(vy,vq) = det(vg, v3) = - -+ = det(vom—1, Vom) = det(vam, v1).

1l existe un unique n-uplet (a1, ..., a,) d’éléments de K vérifiant les relations
Vi = a;Vi—1 — Vi—g (pouri € [1;n]) avec vog = v, et v_1 = vy_1.

De plus, pour tout A € K*, (a1, A\ tag, ..., Aa2m—_1, A\ Laam) € Qn(K).

Soient D € Moy (K)™ et (dy, ..., dsm) € D. Soit (v1,...,vam) un choix
de vecteurs directeurs pour (dy,...,ds,,) vérifiant les conditions du lem-
me A.6. A partir de ce choix, on définit, grace au lemme A.7, des éléments
(a1,...,ay) vérifiant v; = a;v;_1 — v;_2. Notons B l'orbite de ces éléments
sous 'action de K*. On montre que B ne dépend que de D. On peut ainsi
définir une application

o M\gm(K)_ — Q. (K), D+ B.

LEMME A.8. — o est une bijection.

A.4. Calcul de u,},

On peut maintenant terminer la preuve du théoreme 1.1. Par les résultats
de la section 2.3, le théoreme est vrai pour p premier impair et n impair.
Soient n > 4, n = 2m, p un nombre premier impair et ¢ une puissance de p.
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Etape 1. — Supposons m pair. Par le lemme A.5,
Ut g = 1)) =1+ (¢ = ) (|Q(0)] - 1).

Or, par le lemme A.8, |§n(q)‘ = ‘M\gm(q)_}. De plus, par le lemme A.4,
|Mam(q)~| = (?)q + ¢[m — 2]4 + 2. Donc,

ul,=1+(g—1) <<?>q+q[m—2]q+2—1>

m _
_1+(q1)<2) +q" ! —g+g-1
q

=(¢-1) (Z’)q +qm

Etape 2. — Supposons m impair. Par le lemme A.5, uiq = |Q.(q)| =
(g— 1)(|Qn(q)|) Or, par le lemme A.8, on a |§n(q)| = |~/\72m(Q)7|. De plus,

par le lemme A .4, |./T/l\2m(q)7| = (’g)q. Donc, u,} , = (¢ — 1)(2’)(}. O

Remarque. — On peut aussi interpréter les deux ensembles ./T/l\gm(q)* et
Mo (q)T comme des variétés, voir par exemple [11].

Annexe B. Algorithme pour calculer le nombre de classes de
solutions irréductibles de (E4) sur Z/NZ

L’algorithme B.1. est un prototype simplifié du programme utilisé pour
le calcul numérique des valeurs de vy pour les petites valeurs de N. Pour
obtenir toutes les quiddités irréductibles pour un anneau A, on appelle
Irréductibles((), (0),(0,1)). Le principe de base est tres simple : on ajoute
des nombres a ¢ et on calcule les nouvelles colonnes de la frise en méme
temps. Pour obtenir les valeurs associées & N = 13,15, 16, il faut optimiser
la technique.
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Algorithm B.1: Irréductibles(c = (¢1,...,¢n), u =

(u1,...,Upt1), v = (v1,...,0542)) : Calcule toutes les quiddités
irréductibles qui commencent par c.

Input: le début ¢, les deux derniéres colonnes u, v de la frise

correspondante
Output: liste de quiddités irréductibles

1 R:=10

2 for z in A do

3 d:=(c1,...,Cn,x)

4 if (z,¢p,...,c1) > d then

5 w:=(0,1,2) U(zv; —uj—1 |1 € {3,...,n+2})

6 if £1 € {ws,...,w,y3} then

7 if £1 ¢ {ws,...,wy 42} then

8 € 1= Wnp+3

9 Y 1= EVpyo

10 w' = (0,1,y) U (yw; —v;—1 |1 € {3,...,n+3})
11 if £1¢ {ws,...,w;, .} then

12 Y i= EUpo

13 Z 1= EWpyo

14 w’ = (0,1,2) U (zw] —w;—1 |1 €{3,...,n+4})
15 if £1¢ {wy,...,w) o} and w), 5 = —¢ then
16 ¢ := représentant de (cy,...,cpn,x,y, 2) SOus

l’action du groupe diédral

17 R:= RU{c}
18 else
19 L R := R U Irréductibles(d, v, w)
20 return R
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