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SUR LES

ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE
ET LA

THÉORIE DES SUBSTITUTIONS ENTRE n LETTRES,

PAR M. EDMOND MAILLET.

INTRODUCTION.

M. Jordan a montré, dans son Traité des Substitutions ( Livre III, Chap. III ),
que l’on pouvait former pour un grand nombre d’équations, qui interviennent
dans la détermination de points, courbes ou surfaces remarquables en Géométrie,
un groupe r de substitutions contenant le groupe G de ces équations.

I. D’autre part nous avons fait voir (Assoc. franç. pour l’avancement des
Sciences, Mémoires du Congrès de Saint-Étienne, I897, p. Igo) que, si une équa-
tion à coefficients réels possède 2k racines imaginaires exactement, son groupe
contient une substitution d’ordre 2 à k cycles permutant deux à deux les racines
imaginaires conjuguées; nous avons indiqué (’ ) plusieurs applications de ce théo-
rème.

Le présent Mémoire a pour objet : i° des perfectionnements ou des complé-
ments à apporter aux théories de M. Jordan sur les équations de la Géométrie;
2° l’application de notre théorème ci-dessus, principalement à ces équations.
En particulier, nous obtenons les résultats suivants :

II. Soient les congruences

(1) Association française, loc. cit.; Comptes rendus, décembre 18g8, et Journal de

Mathématiques, 18gg, p. 205-2I6.



278
. (p=i, 2, ...,~ /’, /’~ donnés, /~>a), et /~ lettres caractérisées par les q in-
dices .r~ ~2? ... , ~ Soit C un système quelconque de /’j de ces lettres,
distinctes ou non, dont les indices forment une solution de ces congruences :

Quand r est exacte d’un nombre l’ensemble des
substitutions entre les rq lettres qui permutent entre elles toutes ces 

est le groupe r dérivé du G" des substitutions linéaires

gènes

et du groupe G’ des substitutions

où a, , ..., aq prennent (mod r) toutes les valeurs possibles multiples de 
o étant le plus grand commun diviseur de r et r1 .

Ce théorème comprend, comme cas particuliers, plusieurs théorèmes de

M. Jordan (~). Il est encore exact quand r~~ = 3, c~ = 2, r~ = 6.

III. Notre propriété 1 pose la question de la détermination de la classe des
substitutions d’ordre 2, ou même de la classe d’un groupe quelconque, en vue
des applications à la théorie des équations et à la Géométrie. Aux résultats déjà
connus nous en ajoutons quelques-uns relatifs à la classe des substitutions des
groupes linéaires, abéliens, etc. Ainsi, le groupe linéaire génér°al de degré
à n indices (mod ~p premier quelconque ) est de classe - 

.

Nous indiquons une méthode générale pour la détermination de la classe des
substitutions d’un groupe et de la classe de ce groupe; nous en faisons applica-
tion au groupe de l’équation aux 27 droites des surfaces du troisième degré, dont
les substitutions d’ordre 2 déplacent 24, 20 ou 12 lettres; au groupe de l’équation
aux 28 tangentes doubles des quartiques générales; au groupe de l’équation aux
2~ points, autres que les points d’inflexion, où une cubique générale a, avec une
conique, un contact du cinquième ordre : les substitutions de ce groupe déplacent
27, 26, 24 ou 18 lettres.

IV. Ce qui précède, joint à I, nous donne un certain nombre d’applications
géométriques immédiates aux points d’inflexion des cubiques, aux cubiques
ayant un contact du troisième ordre en 3 points avec une quartique générale, aux

(1) ) Traité des Substitutions, Li~~re III, Chap. III.



63 coniques (~ ~ tangentes en 4 points (dont un réel choisi arbitrairement) à une
quartique générale réelle, aux 16 plans stationnaires d’une courbe gauche du

quatrième ordre, aux plans tangents et aux points singuliers de la surface de
Kummer, aux 27 droites des surfaces du troisième degré, aux 28 tangentes
doubles d’une quartique, etc.
Nous disons quelques mots des applications de la théorie des groupes de substi-

tutions aux constructions par la règle ou la règle et le compas.

V. Nous sommes conduit incidemment à revenir sur les substitutions opérées
par les substitutions d’un groupe G de degré d entre les combinaisons ’1 à v de
ses lettres :

10 Si d .- v’lz - I (h entier > o), et si G est transitif entre les combinai-

sons v à v de ses d lettres (03BD ~ d 2), il est transitif entre les combinaisons v’ à v’

de ses d lettres quand v’ v; il en est de même pour d quelconque quand v’~ r,

2° Soient G, de degré d quelconque, transitif en tre les combinaisons v à v de ses

d lettres 2 ~ v ~ ~ ~ le plus grand nombre premier inférieur à d -- 2 et > ~ : :
on a forcément v ~ d - . P Quand d >_ 40, v Cà ~; quand d  4o ~ v ~ 8; quand
1 1  d  g. v ~ ~ (log d~= (~’~.. "

3° Si G, de degré d quelconque, est transitif entre les combinaisons v à v de

ses lettres 2 ~ v ~ - , il est primitif.
Il existe des groupes transitifs entre les combinaisons v à v (v = 2 ou 3 ) de

leurs lettres et qui ne sont pas v fois transitifs.

VI. En terminant, nous indiquons un certain nombre de sujets à traiter,
comme suite de notre Mémoire (3~.

(1) Parmi ces coniques, s’il y en a une d’imaginaire, il y en a 32, 48 ou 56.
(-’) Cette formule a été obtenue à l’aide des Tables de nombres premiers. Le logarithme

est un logarithme ordinaire. 
(3) Sa lecture exige des connaissances assez étendues : : Traité des Substitutions de

M. Jordan premières pages), Fonctions algébriques de MM. Appell et Goursat ou
Fonctions abéliennes de Briot, un Mémoire de Clebsch (J, de Crelle, t. 63, p. I89) ou
les Leçons sur la Géométrie de Clebsch et Lindemann, traduction Benoist (passim),
Algèbre supérieure de Serret (passim); enfin un coup d’0153il au moins sur les Mémoires
de M. Jordan ou de nous, que nous citons.
Un résumé de ce Mémoire a été communiqué à l’Académie des Sciences de Paris (Comptes

rendus, m avril I904, p. 8gi et I0I2).



I.

Nous avons obtenu antérieurement le théorème suivant ( ~ ~ :

THÉORÈME I. - Si une équation irréductible de degré n à coefficients réels
a exactement av racines imaginaires x, ... ,X2V conjuguées), son
groupe contient la substitution (x, .Z’2 ) ... (,Z’~y_~ 

En effet, soit f (x) = o une équation algébrique à coefficients rationnels réels,
ces coefficients pouvant dépendre rationnellement d’un certain nombre de para-
mètres k2, ... arbitraires. D’après un théorème connu (2), il existe entre

les racines de l’équation un groupe G de substitutions tel que tonte fonction F
rationnelle des racines et des paramètres dont les substitutions de ce groupe
n’altèrent pas la valeur numérique (3) soit rationnellement exprimable en fonc-
tion des paramètres; et, réciproquement, que toute fonction rationnelle des ra-
cines et des paramètres, rationnellement exprimable en fonction des paramètres,
ait sa valeur numérique inaltérée par les substitutions de G. Or on sait qu’on
peut toujours former une fonction rationnelle des racines de l’équation proposée,
dont la valeur numérique soit invariable par les substitutions d’un groupe quel-
conque r entre les racines, et variable par toute substitution n’appartenant pas
à r. On dit que cette fonction appartient au groupe r. Une fonction apparte-
nant à G est rationnellement exprimable.

Ceci posé, n’attribuons k2, ... que des valeurs réelles; ~"2? ..., xn)
une fonction rationnelle des racines et des paramètres rationnellement expri-
mable et appartenant à G : la valeur numérique de 03C6 est réelle et reste invariable

quand on change i = ~/- I en - i dans celle des racines , x~ ..., Xn qui sont
imaginaires. Soient x,, x~, ..., x2V (v  o) les 2’1 racines imaginaires de

f (x) = o que l’on suppose ne pas avoir toutes ses racines réelles, et X2k

étant conjuguées. Le changement de i en - i X2, ... , , xn) revient à y
opérer la substitution

(1) Association française pour l’avancement des Sciences, Mémoires du Congrès de

Saint-Étienne, 1897, p. ig5. Pour la clarté, nous reproduisons ici la démonstration, sous
une forme toutefois un peu plus générale. Dans cette première démonstration, il faut sup-
primer l’avant-dernière ligne de la page 195 : « et le groupe de etc. ».

(2 ) JORDAN, Traité des Substitutions, p. 257 et 

(3) La valeur numérique de F est la fonction de ki, k2, ... à coefficients numériques, que
l’on obtient quand on substitue aux racines leurs expressions en fonction de kt, k2, ....



en sorte que S laisse la valeur numérique de 03C6 invariable, et appartient à G.

C.Q.F.D.

Nous avons fait connaître (i) une série d’applications de ce théorème à la

théorie des équations algébriques. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’en

indiquer de nouvelles, en nous occupant principalement d’équations que l’on ren-
contre en Géométrie ( 2 ).

II.

Rappelons d’abord quel est le principe des applications faites par M. Jordan
de la théorie des substitutions à un certain nombre d’équations de la Géométrie.

Supposons que des points, lignes, surfaces, etc. en nombre fini d soient déter-
minés par une équation X = o de degré d et de racines inégales, à laquelle satis-
feront, par exemple, les coordonnées x des points, ou un des paramètres des
lignes ou surfaces, les autres coordonnées ou paramètres s’exprimant rationnelle-
ment en fonction des racines. L’équation X = o pourra d’ai lleurs contenir un cer-
tain nombre d’arbitraires k. , k2, ... que nous adjoindrons au domaine de ratio-
nalité en les supposant réelles.
Admettons que les solutions (points, lignes on surfaces) soient liées entre elles

par certaines relations géométriques, c’est-à-dire, par exemple, que la connais-
sance de k d’entre elles entraîne, grâce à une propriété géométrique connue, la
connaissance d’une (k + au moins. Exemple : si l’on se donne deux points
d’inflexion d’une cubique plane, on sait que la droite qui les joint coupe la cu-
bique en un troisième point, qui est d’inflexion. Cette propriété se traduit entre
les coordonnées x ou les diverses valeurs d’un paramètre par une ou plusieurs
relations R = o, que nous supposons toujours rationnelles, par suite, si l’on veut,
entières. Les fonctions R des racines de X = o et des arbitraires réelles k~, ...
ont une valenr numérique rationnelle, puisque cette valeur est o. Le groupe G de
l’équation X = o doit donc laisser numériquement invariable la valeur de R :

autrement dit, le groupe de X= o est contenu dans le faisceau. ou ensemble r

commun aux fonctions R, c’est-à-dire l’ensemble des substitutions laissant inva-
riables simultanément les valeurs numériques de ces fonctions.
La considération de toutes les relations R = o connues dans le problème pourra

nous donner ainsi un faisceau T’ > G et contenant G. Si tous les coefficients de

( 1 ) Association loc. cit.

( 9 ) JORDAN, Traité des Substitutions, Chap. III, p. 3o t . Il y a quelques années Jordan,
à qui nous avions communiqué le théorème I, nous avait engagé à en chercher des applica-
tions géométriques.



X = o, ainsi que ~~,,, ... ° sont réels, il suffira que r (i) ne contienne pas le
groupe alterné de degré d pour que notre théorème 1 puisse donner une propriété
géométrique intéressante ou remarquable des points, lignes ou surfaces au point
de vue de la réalité : si ces points ne sont pas tous réels, il y en aura au moins
n imaginaires, n étant la classe de r (c’est-à-dire le nombre minimum de lettres
que déplace une substitution de r).
Supposons que l’équation X = o (rencontrée en Géométrie ou ailleurs) ait

( 1 ) Ou même le faisceau r1 d’une des équations R = o, qui contient r, par suite G.
Ce faisceau l’1 n’est pas forcément un groupe : ainsi, soient trois points d’inflexion en ligne

droite ri, x2, x3 d’une cubique générale R == ~(xl, x?; x3) = o, la relation exprimant que
ces points sont en ligne droite; R est invariable par les substitutions du groupe linéaire
( mod 3) à deux indices, et par les substitutions du groupe symétrique entre x~, ..., x9. Le

groupe dérivé est le groupe symétrique de 9 éléments entre xi, ..., x9, qui ne laisse pas
invariable la valeur numérique de R = o, car la substitution donne R ~ o.

Ceci pose ainsi ce problème général très intéressant : :
Quelles conditions doivent remplir plusieurs fonctions R = o pour que le faisceau

comniun r forme un groupe (comp. Teoria delle Sostituzioni, 1885,
p. 220, ou NETTO, Substitutionentheorie, Tripelnsysteme).
Nous nous contenterons de quelques indications à ce sujet.
Soient k relations R = o, R’ = o, , .., formant un système E, entre les racines d’une équa-

tion X== o, à racines distinctes, de groupe G, F le faisceau des substitutions entre ces ra-
cines laissant numériquement invariable chaque fonction de E : F contient G.

Soit S une substitution de F : en l’opérant sur E, on obtient un nouveau système de .

relations qu’on peut représenter par ES; le faisceau ~ correspondant à ES n’est autre que
le faisceau S-1F formé du produit de S- 1 par les substitutions de F; car S-l F appartient
à ~, et, si E est une substitution de ~, SX laisse chaque fonction de E numériquement inva-
riable et appartient à F, par suite S à S-l F ; S-1F contient G.

Soient i, S, S’, ... les substitutions de F : l’ensemble des systèmes E, ES, ES’, ... forme
un nouveau système dont chaque fonction est numériquement invariable par les substi-
tutions d’un faisceau ce faisceau est évidemment formé des substitutions communes à

F, S-l F. S’-lF, ... ; Fi contient G.
On opérera sur Ei et Fi comme on l’a fait sur E et F, et ainsi de suite. Le nombre des

fonctions algébriquement distinctes de E, Ei, ..., Ej ne pouvant augmenter indéfiniment

avec j, on finira par obtenir un système E~ et un faisceau F j de substitutions 1, Sy, S~, ...

tel que EjS’j = Ej, ..., S-1j Fj = Fj, S’-1 j Fj = Fj, ...; Fj est alors évidemment
un groupe dont les substitutions permutent entre elles les valeurs algébriques des fonctions
de Fy contient G. Ej sera alors ce qu’on peut appeler un système complet, c’est-à-dire
un système de fonctions tel que les substitutions du faisceau laissant numériquement
invariable chaque fonction du système permutent exclusivement entre elles les valeurs

algébriques de ces fonctions. 
Un système complet qui ne contient aucun système complet plus petit sera dit irréduc-

tible.

Tout système de relations conduit, par le procédé ci-dessus, à un système complet dérivé
et à un groupe corrélatif.



exactement 2v racines imaginaires, x,, ..., x~v ~x.~k_~ et étant conju-
guées); G contient (théorème 1)

Pour savoir combien X = o peut avoir- de racines imaginaires, il suffira de

connaître la classe [c’est-à-dire le nombre de lettres déplacées ( ’ )] des substitutions
d’ordre 2 de G.

Soient 2~,,, 2À2, ..., 2~~a ces. diverses classes; il n’en résultera pas forcément

que X =o peut avoir, suivant la valeur des coefficients, supposés racines

imaginaires (i == 1, 2, ..., x); mais il en résultera forcément que, si ~X = o a

2 j racines imaginaires, y est lln des nombres o, 03BB1, ..., , i,a. Autrement dit,

parmi les points, courbes, etc., en question, il y en aura d, d - 2~,,, ..., ou

réels, quelques-uns de ces x + r cas pouvant d’ailleurs ne pas se présenter.
A défaut de la connaissance du groupe G, on pourra résoudre le même pro-

blème pour un faisceau ou un groupe r contenant G.

Enfin, la détermination de la classe de G ou f donnera une limite inférieure
des )Bj.
Les applications algébriques et géométriques du théorème 1 nous conduisent

ainsi à ces deux vastes problèmes dont le second a déjà fait l’objet de travaux de
11I. Jordan et des nôtres : :

i ° Déterminer les classes des substitutions d’ordre 2 d’un groupe G; ;
2° A défaut, pour avoir une limite inférieure de ces classes, trouver la

classe de G ou une limite inférieure de cette classe.

III.

REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES GROUPES G.

On peut établir, dans des cas étendus, que le groupe G ou le faisceau r n’est
ni symétrique ni alterné.
En effet :

1° Supposons que l’une des relations R==o exprime que trois points x.~, x~

sont en ligne droite, sans que les d points y soient : on aura une certaine relation
x_~, X3) = o. Une substitution S du groupe G ou de r, opérée snr cette

équation, donne la nouvelle relation x’2, x’3) = o exprimant que les trois

points x:~, sont en ligne droite. Le groupe G ou r ne pourra contenir
toutes les substitutions circulaires d’ordre 2 on 3, car il contiendrait ou

(1) NETTO, J. für lYlath., t. 



(i ~ 1, 2, 3) permettant de faire succéder à x3 me autre quelconque
des racines, et tous les points Xf, ..., Xd seraient sur une même ligne droite.
Même, le sous-groupe de G on le sous-faisceau de r, qui laisse x, et X2 immo-
biles, ne peut être transitif sans que les d points soient en ligne droite.

Si trois des points déterminés par X .- u sont en. ligne droite, ces d points
n’étant pas tous en. ligne droite, le groupe de X = o n’est pas plus de

, 

deux fois transiti f.
Ou encore : :

Si l’on peut trouver sur une courbe algébrique C = o d points dont les
abscisses sont distinctes et sont les racines d’une équation algébrique X = o
de degré d à coefficients rationnels par rapport aux coefficients de C supposés
réels et si trois de ces points sont en ligne droite, sans que les d points y soient,
le groupe de X = u n’est pas plus de deux fois transitif.

Si le groupe de X = o est deux fois transitif la droite menée par deux quel-
conques des points en question passe par un troisième.

20 Supposons que ). des points déterminés par X = o doivent être sur une
même courbe de degré , avec (1) 1 = (  + 3)  03BB; x1, x2, ’.’? par

exemple, sont liés par une relation f (x f, x2, ..., x03BB) = o ; G n’est pas plus de
u, fois transitif à moins que les d points soient sur cette courbe.

Si À des d points sont sur une même courbe de de g ré N~ î,> ~~f 2 + 3) = , ~, , ,
sans que (=) les d points y soient, le groupe de X == 0 n’est pas plus de 1 fois
transitif; même le sous-groupe des substitutions de X = o qui laissent u, de ces
points immobiles ne peut être transitif entre les autres (v).

Ainsi, quand N.= 2, ~,, = 5 : si six des points sont sur une conique, sans que
les d y soient tous, le groupe de X = o n’est pas plus de cinq fois transitif.

( 1 ) Une courbe algébrique de degré  est déterminée par Il’

aura ici de relation entre les ri, ..., Xd que si 
0 (  + 3) 2  03BB.

(2) Cette restriction est essentielle, car le problème de l’intersection de deux courbes de

degrés m et n conduit, en général, à une équation de degré mn. Pour n =1, cette équation
peut donner une équation X = o de degré ni dont le groupe est symétrique; exemple :
intersection d’une courbe générale de degré in avec x = o. L’équation est

équation générale de degré m.

(s) C’est-à-dire entre les abscisses des autres.



Voici des applications à des cas connus :
La droite qui passe par deux points d’inflexion arbitrairement choisis d’une

cubique passe par un troisième; le groupe ( ~ ) de l’équation X = o aux abscisses
de ces points d’inflexion n’est pas plus de deux fois transitif.

Soit une quartique générale C~ : on sait (2) qu’il y a 63 systèmes distincts de

coniques tangentes en quatre points à la quartique (en laissant de côté les droites
du plan). Un point de contact M, pour ces coniques étant choisi arbitrairement

(l’abscisse de ce point jouera dans X = o le rôle d’un paramètre ki ), les trois

autres points de contact d’une conique forment 63 systèmes distincts; un des

paramètres de la conique dépend d’une équation de degré 63.

Or, pour trois valeurs de k. , ces coniques forment trois ensembles de 63 sys-
tèmes ; en prenant une conique au hasard dans les deux premiers ensembles, et
une convenablement choisie dans le troisième, on obtient douze points de contact

qui sont sur une cubique.
On peut aussi considérer trois valeurs de k, identiques : les trois ensembles de

63 systèmes se réduisent à un seul et la cubique a trois points confondus en Mi
avec la quartique. Ainsi, soient les 63 coniques distinctes qui touchent la quar-
tique en quatre points, dont un M1 choisi arbitrairement; on peut prendre au
hasard deux de ces coniques, faire passer par leurs points de contact et par M~
une cubique ayant un contact du deuxième ordre en M~ avec la quartique; cette

cubique coupe la quartique en trois autres points qui sont les points de contact
autres que Mi d’une autre des 63 coniques.

Soit alors X = o l’équation qui détermine ces 63 coniques (l’inconnue étant,
par exemple, un des paramètres) : la propriété ci-dessus se traduira entre trois ra-
cines a2, a3 de X = o, par une condition û(a,, a~, a3) = o, où ai et a2 sont
arbitraires. Donc le groupe de X = o est au plus deux fois transitif.

IV.

LE GROUPE LINÉAIRE DANS LES ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE.

Dans un grand nombre de théorèmes relatifs à l’application des fonctions ellip-
tiques ou abéliennes à la Géométrie, en particulier dans plusieurs de ceux ind{-

qués par Clebsch ( 3 ), l’équation algébrique X = o dont dépend le problème est

( 1 ) JORDAN, Traité des subst., p. 30~.

(2) Voir HESSE, .%Ll1’n. de Crelle, t. 49; CLEBSCH, id., t. 63, p. 2Iu; APPELL et GOURSAT,
Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, 1895, p. 497.

(3) Journ. de Crelle, t. 63 ; voir aussi JORDAN, Traité des subst., p. 302 et suive



déterminée par des relations ( 1 ~

Le problème de l’inversion de Jacobi détermine p des points, courbes, etc. en
fonction des 03B42014p autres choisis arbitrairement, par une équation de degré r2p,
irréductible ou non. On en conclut, si l’on représente par (2) ..., 

(modr) les racines, que le groupe G de X ‘ o laisse invariable l’ensemble des
solutions des congruences

où les x/1 peuvent être tous identiques aux ( j ~ j’) quel que soit p.
Pour plus de généralité, nous supposerons p = i, ~, ..., ~, où q est pair ou

impair, et nous déterminerons le groupe r des substitutions laissant invariable
l’ensemble des solutions du système de congruences

quand c~ = Zp, Il contient G.

Soit Xi’ ..., ..., ..., une solution : si nous ajoutons simul-
tanément à x’1, ..., un même nombre rl..j, à x’2, ..., un même nombre

dès que r, o o (mod r), en particulier, quel que soit ap, si r, - o (mod r).
r contient alors toutes les substitutions

telles que a,, ..., aq soient des multiples de ’-, ~ , , étant le plus grand commun
diviseur de n et de ri . Ces substitutions forment un groupe G’, d’ordre 

Considérons, de même, la substitution linéaire homogène

( 1 ) Pour les notations, voir le Mémoire de Clebsch ou la Théorie des fonctions algé-
briques de Appell et Goursat, p. 497, par exemple.

(2) x1= î,l, > ..., ~,~,~ xp+1= li, > ..., x~~ = 



et opérons-la dans le premier membre de la congruence (i), on obtient

qui, d’après (i), esL quel que soit p. Le groupe F contient, donc

toutes les substitutions du groupe linéaire (mod/’) à ~ indices non homogène
quand et, quand toutes les substitutions du groupe
linéaire homogène G~, qui ne déplacent pas la racine dont tous les indices sont
zéro.

Désignons par ~, ..., ~ les lettres (i, o, ..., o), (o, i~ o, ...y o)~ ...,

(o, ...,o, t) (pour quand y ~~)~ premier),

Les transformations (2) qui laissent ~ ~~ ..., ~ immobiles sont de la forme

On le voit en remarquant que cette forme est vraie pour i = 0, et que, si on la

regarde comme exacte sans spécifier la valeur de i, les substitutions qui laissent
~3,, , Il .., i.mmobiles sont comprises parmi les substitutions ~3), et, pour elles
évidemment,

Soit S une substitution de f qui laisse immobile (o, o, ..., o) = ~o. Le groupe
des substitutions (2) contient la substitution

où rJ..j, ..., aq sont arbitraires, pourvu que l’un d’eux soit premier à r; car si, par
exemple, est premier à r, iJ suffit de considérer la substitution qui laisse inva-
riable x2, ..., Xi-t, ..., xq, et qui remplace xi par x,. C’est une substitu-
tion, car le déterminant est égal à ± ai premier à r.



Je dis, d’autre part, que S doit substituer à l’une des lettres ~, == (1, o, ..., o),
... une lettre A dont un indice est premier à r (c’est-à-dire à p,).

En effet, ceci est évident si r est premier, puisque [3o est la seule racine dont
tous les indices sont (modr). Supposons r non premier.

Considérons les congruences (i) : ces congruences admettent, en particulier,
des solutions telles que

tous les 2) étant nuls (modr). S laissant fin invariable permutera entre
elles les solutions de ces congruences (5); supposons que S substitue à ~, une
lettre dont les indices sont tous non premiers à r: (1,0, ..., o) et (l’-I, o, ..., o)
étant solutions simultanées de (5) (ici n? 4), (r - t, o, ..., o) _ (-1, u, ..., o)
est aussi remplacée par une lettre jouissant de la même propriété : si S remplace
(t, o, ..., o) par (ç 1, ..., ~~), elle remplace (- t, o, ..., o), par (- ~,, , ..., 

- 

.

Nous supposons n, > 3.’ Les congruences (i ) admettent encore des solutions
telles que

ces congruences sont t satisfaiLes pour

Donc (- 2, o, ..., o) est remplacé par une lettre ayant tous ses facteurs non pre-
miers à r ; par suite aussi (2, o, ..., o), d’après (5). Si l’on prend

on voit qu’il en est de même de (- 3, o, ..., o) et (3, o, ..., o), etc. Donc, ceci i
a lieu o, ..., o) quel que soit Xt. De plus, d’après le même raisonnement,
les lettres ~x,, o, ..., o) sont remplacées par des lettres dont le indice a avec r

un plus grand commun diviseur, qui est une puissance de p,.
Si la même chose n’avait pas lieu pour (o, 1,0, ..., o), c’est-à-dire si

(o, i, o, ...,0) = ~2 était remplacée dans S par une lettre d’indices non tous divi-
sibles par Pi’ S substituerait à ~~ une lettre dont un indice est premier à r la per-
mutation des indices X2 et x~ i nous permettrait de raisonner comme dans le cas
où S substitue A (p. 28g) à ~,, etc. Finalement, les indices étant convenablement

choisis, si S ne substitue pas à ~, une lettre A, on peut admettre que

sont remplacées par des lettres à indices tous non premiers à r~.



Considérons alors les congruences

Ceci nous montre que, d’après (6), les lettres ~x’~, x’.;~, o, ..., o)ou o, ..., o~
sont remplacées par des lettres d’indices tous non premiers à r, puisque r== p;’.
Alors, d’après (6), et

les lettres X2, ~3? o, ..., o) jouissent de la même propriété, etc. Finalement,
toutes les lettres jouiraient de cette propriété et S ne serait pas une substitution,
contrairement à l’hypothèse.
On pourra donc, en faisant, an besoin, une permutation d’indices, supposer

que la lettre substituée à ~, par S ait un indice premier à r.
Prenons maintenant la substitution déduite de (4) en changeant a5 en ai :

(4) devient

et substitue à (1, o, ..., o) une lettre que l’on peut prendre identique à A, moyennant
un choix convenable des x,, ..., (Xy : : ST-1 laisse (1, o, ..., o) immobile, et appar-
tient à I’. D’après les congruences (5), S, __-_ laisse (- i, o, ..., o) immobile.

D’après les congruences (6), S, laisse (2, o, ..., o), = ~ ~ 2014 i, x’~’- 2, les
autres indices nuls), puis (-2, o, ..., o) d’après (5), puis, d’après (6), (3, o, ..., o),
(x~ ---1, ce§ == - 2, x~ -3), etc., immobiles. Finalement, S, laisse (x,, o, ..., o)
iminobile, comme les substitutions Eo, de la forme (2) qui laissent po et j immo-
biles [formule (3) pour i = t]. 

-

Considérons maintenant _ (o, I, o, ..., o) : S, remplacera ~., par une

lettre A2; si l’un des indices ~,, ..., ~,~ de A~ est premier à r, il y a une substitu-

tion de la forme

où xi (i >_ 2), par exemple, est premier à r, les j - i antres a étant arbitraires;
Fac. de T., 2e S., VI. 

’ 

38



car, prenant

les autres coefficients non écrits étant nuls, le déterminant de la substitution est
+ a.i premier à ~°. Cette substitution remplace (o, r, o, ..., o) par a.~, ..., 

due l’on peut prendre == A2, et S, laisse (o, t, o, ..., o) immobile.
Admettons pour un moment que ;2, ..., 03BEq sont tous non premiers à 1". S, rem-

placera par une lettre où x.~, ..., xq sont non premiers à /’; de même,
d’après (5), pour (o, - i, o, ..., o). D’après (6) (i + i -2 __--_o, - ~ -1-a--2-o),
il en sera de même pour (o, ---- 2, o, ..., o), (o, 2, o, ..., o), etc.; finalement pour
(o, o, ..., o), quel que soit X2.
On peut alors admettre encore que cela a liéu pour (o, o, ..., o, xj, o, ..., o)

( i > 2), sans quoi, en permutant xi et x2, on pourrait raisonner sur S, et une
certaine substitution linéaire T~ comme nous l’avons fait ou le ferons tout à l’heure
sur Si et 

D’après (6), et

on voit que ~o, x3, o, ..., o~ jouit de la même propriété; finalement aussi

(o, X2, x3, ..., xq), (x?, x3, ..., xq non tous nuls).
D’après (6), et ,

il 1 en est de même de (xi, ..., quand x2, ..., xq ne sont pas tous nuls :
Sj ne serait pas une substitution, ni S non plus, contrairement à l’hypothèse.
Dès lors, S.>= appartient à r et laisse ~~2=(0, 1, o, ..., o) immobile, par

suite, d’après (5) et (6), (o, 2, o, ..., o), ..., (o, x2, o, ..., o), et, encore d’après (6),
(x,, x~, o, ..., o), quels que soient x, etx2.
Nous considérons ensuite ~3~=(0, o, 1, o, ..., o) : S2 remplace ~3 par une

lettre A3, etc.

Supposons que nous ayons établi que le produit Si de S par une substitution
linéaire convenable (mod/’) laisse (x t, X2; ..., xi, o? ’ ’ ’? ~) immobile, quels que
soient x,, ..., (où
.r~~...~~/~~~2~’2014~~=~o? xi+~~~ 1). On formera la substitution



linéaire ~

où 03B1j premier à r (y > i), qui a pour déterminant + 03B1j premier à n, et substitue
à la lettre (a,, ..., telle que l’un des indices ..., xq est premier à 1.
Si Si substitue à une lettre dont un des q - i derniers indices est premier
à r, en choisissant convenablement 1’i, = SiT-1i laisse immobile, ainsi

~2, ..., .r~ o, ..., o). D’après (5)~ laisse (o, ..., 0~~~=2014 i~ o~ ...)
immobile, et, d’après (6), (o, ..., o, Xi + = 2, o, ..., o), etc., par suite,
(o, ..., o, xi+,, o, ..., o) quel que soit Si+i laisse d’après (6)

.... xi, xi+,, o, ..., o) immobile, et l’on peut continuer le raisonnement.
Supposons donc que Si substitue à une lettre (~,, ..., ~q) dont 

derniers indices sont non premiers à r. D’après (5) il en est de même pour
(o, o, ... , o, xi+, ~- r, o, . , . , o); d’après (6) il en est de même pour
(o, ..., o, ==±: 2, o, ..., o); § et ainsi de suite; finalement, il en est de même

pour (o, ..., o, xi+,, o, ..., o) quel que soit xi+, ..
On peut alors admettre que cela a lieu pour (o, ..., o, x j, o, ..., o), avec j quel-

sinon, en eiet, en permutant xj et xl+,, on déduit de Si une
substitution analogue à Si+J sur laquelle on peut raisonner comme tout à l’heure.
D’après (6) et

on voit que (o, ..., o, xi+1, xi+2, o, ..., o) jouit de la même propriété, etc. Fina-
lemen t, il en est de même de (o,..., o, Xi+J, ..., D’après (6) et



il en est de même de 
..., xq) quand xi+,, ..., xq ne sont pas tous nuls, c’est-

à-dire pour toutes les lettres que déplace S : S ne serait pas une substitution.
Finalement en faisant varier i, on voit que, en multip]iant S par une substi-

tution linéaire convenable on obtiendra une substitution qui se réduit à i. Donc S
est linéaire homogène. 

’

Il reste à voir toutefois que r, qui contient G’ et G" (p. 286-28j), e~t bien dérivé
de ces deux groupes.

Cherchons combien de lettres distinctes r peut substituer à (o, ..., o) = ~o :
posons dans (1) 

...

on a les congruences

qui admettent comme solutions (o, ..., o). r permute alors exclusivement entre elles
les solutions distinctes (mod r) des congruences (; ), au nombre de ôq (d plus grand
commun diviseur de r et ri). L’ordre de f est an plus égal, par suite, à

01’ ,

ordre T’’ ordre G’ x ordre G",
et

ordre G’-~- 

Donc
ordre F =~ ordre G’ x ordre G", 

et r est bien dérivé de G’ et G" ; G’ est bien évidemment un sous-groupe inva-
riant de r.

Il résulte de là que, pour 3, T n’est transitif entre les nq lettres que si

D’autre part, si r - p~ n’est pas premier 1 ), G" permute exclusivement
entre elles les lettres d’indices tous multiples de p, autres que ~o, tout en les dé-
plaçant, car .

où est premier à est une substitution quels que soient x2, ..., et rem-

place o, ..., o) par x2p,, .. ;, donc G" est intransitif entre les

lettres qu’il déplace. Si est premier ( ~ ‘ y, la même substitution rem-
place (l, o, ..., o) par 0~2, ..., qui est arbitraire (mais ~ ~o~ : G" est tran-
sitif, y mais ne l’est deux fois que si pi == 2, r ~. 2.



Nous traiterons tout à l’heure le cas ou 2.

Nous avons obtenu ainsi le théorème suivant :
’ 

THÉORÈME II. - Soient les congruences

(p = i, 2, ..., J; n, donné > 2) et rq lettres (x,, xz, ..., xq) caractérisées par
cl indices (mod r) (1), r = p 1 et p, premier. On peut associer ces lettres r°, à r,, ,
une même lettre pouvant être répétée plusieurs fois, de façon que les indices
de même rang 1, 2, ..., q satisfassent aux congruences ci-dessus, et l’on
forme ainsi des combinaisons de r, lettres : l’ensemble des substitutions entre
les c°q lettres qui permutent entre elles toutes ces combinaisons est le groupe r

du groupe G" des substitutions linéaires homogènes

et du G’ des substitutions

où x,, , ..., xq prennent (modr) toutes les valeurs possibles multiples de 
d étant le plus grand commun diviseur de r et r, .
En particulier, si 03B4 = r, d’est-à-dire r, = o ( mod r), r est le groupe linéaire

non homogène à q indices. Dans ce cas, et dans ce cas seule-
ment, T est transitif; mais il n’est pas primiti f si r n’est pas premier (’-’).
La condition nécessaire et suffisante pour que r soit deux fois transitif est

r, - o r . = p, ..A lors même, si p, = 2, r est exactement trois fois
transilif.

Remarque l..- G’ est formé de substitutions échangeables, et ses facteurs de
composition, puisque ô ~~~l, ~,~ sont tous égaux à pi (il l y en a q).
Donc I’ a facteurs de composition égaux à les autres étant ceux du
groupe linéaire homogène (modr~ à c~ indices.

Remarque Il. - Nous avons supposé précédemment (p. 288) 2. Soit
maintenant r1 = 2 : les congruences (y se réduisent aux congruences (o).

( 1 ) prenant chacun les valeurs o, i, ..., r-I 
(2) Car G" n’est pas maximum dans r, puisqu’il permute exclusivement entre elles ~les

lettres d’indices multiples de pi, comme les substitutions de G’ pour lesquelles les x sont
tous multiples de pi.



Si r = 2, ces congruences sont satisfaites par xP _= xP, quel que soit. 1

(5) est illusoire; r est le groupe symétrique de 2q éléments.
Soit r j 2. Une substitution S de r qui remplace (x,, ..., xq) par (~,, ..., ~q),

remplace (- , x,, ..., -- xq) par (- ~,, ..., - ~~).
Io r = p 1 ( p, impair). Prenons les rq - I lettres autres que 03B20 = ( o, o, ..., o)

(r laisse ~o immobile), et associons deux à deux les r’= r~- I paires de lettres
autres que ~o pour lesquelles, dans chaque paire, les indices correspondants sont

égaux et de signe contraire; ceci est possible, puisque (~,, ..., ~~), (-- ~,, ..., - ~~)
sont distinctes. Désignons par ai, bi ; ... ; ; ar-, br- ces r’ paires.
Nous formerons toutes les r’ ! substitutions possibles entre a,, ..., ar,,

puis les substitutions déduites de celles-là en remplaçant a par b,

et le groupe g’ des substitutions

correspondant d’ordre r’ ! . 
,

D’autre part, formons encore le groupe g’ dérivé de

d’ordre 21". Le groupe cherché r est dérivé de ces deux groupes et d’ordre r’ ! 2’’’:

En eiet, I’ contient les substitutions de ces deux groupes; de plus, toute substi-
’tution de l.’ est égale à une substitution qui permute les paires d’une certaine
manière par une substitution qui les laisse immobiles, c’est-à-dire au produit d’une
substitution de g par une de On voit de suite que r est une fois, et une fois

seulement, transitif entre les 2 r’ lettres autres que fio, car r n’est pas primitif (t ).
2" r ==: 2~. - Les lettres ~~,, ..., ~~) dont les indices satisfont à

sont permutées exclusivement entre elles par r. On a pour elles o ou 2~!’ :

ces lettres sont au nombre de 2q. r contient le groupe symétrique entre ces

2y lettres.

~ 

( 1 ) Ce groupe rentre dans une catégorie de groupes déjà considérée par nous (J. dé

Math., 1895, p. g ). -



Au contraire on peut raisonner sur les 2n’’-- ~c~q-. 2q autres lettres comme
tout à l’heure. Le groupe r est d’ordre n’! 2q ! a’~".

Remarque III. - Le théorème lI précédent a été établi par M. Jordan dans
les cas particuliers sui.vants : . 

’ 

= .

et indiqué comme résultant de raisonnements semblables pour les cas où

Le théorème II précédent a l’avantage de résumer les solutions des cinq cas
ci-dessus envisagés par M. Jordan et, éventuellement, de fournir la solution de
cas analogues.. -

Notre procédé de démonstration diffère sur un point de celui employé par
Jordan pour ces cas particuliers. Pour montrer nettement la dissemhlance,

prenons, par exemple, le groupe de Hesse ou groupe de l’équation aux abscisses
des points d’inflexion des courbes du troisième degré. Ce groupe est contenu
dans le groupe r, formé de l’ensemble des substitutions entre les g lettres X2)
( mod 3) qui permutent entre elles les solutions des congruences

telles que

soient des lettres distinctes. En effet, d’après la -théorie des fonctions ellip-
tiques (~), les points d’inflexion d’une courbe du troisième degré sont déterminés
par 

~ -, - , . , , .

Les congruences (8) expriment précisément que 3 de ces .points distincts sont
en ligne droite: le groupe cherché doit, comme r, , permuter entre eux ces s,>s-
tèmes de 3 points ou les droites passant par ces 3 points. Mais, si nous prenons les
solutions de, (8 ) pour lesquelles (x§ , xi ) , (r’[ , x!§ ) , ( r’§ , r§ ) ne sont pas distinctes ,

( 1 ) Traité des substitutions, p. 302, 306 et 308. 
(°) JORDAN, Cours d’Analyse lithographié de l’École Polytechnique, i" division, -

APPELL et GOURSAT, Fonctions algébriques, p. £90.. "



on remarque que ~~.r~ ~~~ entraînent ~~.r~ .y~~~.~. Les 3 points
correspondants de la cubique sont confondus. Le groupe de Hesse permute aussi
entre eux ces points, qui sont les points d’inflexion, et les tangentes d’inflexion
qui passent par ces 3 points confondus; par suite, il est contenu dans le groupe
des substitutions entre les 9 lettres qui permutent entre elles les solutions de (8)~
les 3 (x"1, x"2), (x1, x2) étant distinctes ou non. Mais ce dernier
groupe n’est autre que le groupe r de notre théorème il dans le cas particulier où
/~== /~==3, ~=2.
Un même mode de raisonnement est applicable aux autres cas particuliers

mentionnes tout à l’heure et étudiés par M. Jordan, ou plus généralement aux
équations

de la page 286 : les congruences (i), que les lettres ..., x’.: p~, ..., ..., x’.;~p)
dont les indices y entrent soient distinctes ou non, expriment certaines pro-
priétés géométriques et équivalent à des relations rationnelles R = o entre les
abscisses ou les paramètres solutions de X== o. L’ensemble des fonctions R = o 

’

est laissé invariable par le groupe de X = o, par suite aussi l’ensemble des solu-

tions des congruences (i), que les lettres (x~, ..., x2p , ..., (x’~’1’, ..., qui
y entrent soient distinctes ou non. Il y a donc lieu à application du théorème TI;
mais il est bien évident que le groupe de X=o permute aussi exclusivement
entre elles les solutions de (i) pour lesquelles les rJ lettres sont distinctes. Dans
chaque cas, ce qui précède comportera d’ailleurs une interprétation géométrique.

Indiquons-la encore dans le cas des cubiques G ayant en 3 points un contact
du troisième ordre avec une quartique générale (sans point double).

Les solutions du problème sont données par les 3 relations (’ )

où sont des intégrales abéliennes de première espèce attachées à la courbe,
et où l’on fait ~ .

( 1 ) ApPELL et GOURSAT, Fonctions algébriques,



On a ainsi

A chaque système de valeurs des ... , x6’ correspondent ainsi 3 points de
contact et une cubique G qu’on peut caractériser par ~x1~’, ..., 

Prenons 4 de ces cubiques, distinctes ou non,

mais telles que

Les 3 relations (9) exprimant la condition nécessaire et suffisante pour que
12 points de la quartique soient sur une cubique, on voit que les 12 points de
contact des 4 cubiques c~’~, ..., c~~~ sont sur une cubique Y. 

’ 

..

. Mais il n’est aucunement nécessaire de supposer que ces 4 cubiques sont dis-
tinc tes.

. Prenons d’abord

la cubique correspondante y’ est tangente en 3 points à la quartique.
Prenons maintenant

on a forcément

La cubique correspondante est la cubique c{’~.
~ 

Il est bien évident ici que chaque substitution du groupe de X== o doit per-
muter entre elles les cubiques les cubiques y, les cubiques ~’respectivement (’), .

par suite, permuter entre eux les systèmes de solutions, formées de lettres dis-
tinctes ou non, de (i bis). Le groupe de X = o est donc contenu dans le groupe
linéaire général (mod 4) à 6 indices, d’après le théorème II.

- 

On pourrait aussi traiter le cas des cubiques ayant en 4 points un contact du

( ~ ) Comparer CLEBSCH, Journal de Crelle, t. 63, r 864, p. 205; où sont signalées ces

diverses catégories de cubiques. _

Fac. de T., 2e S., VI. 39



deuxième ordre avec la quartique : on en trouverait (i) 36 systèmes. Le groupe
de X = o est compris, d’après le théorème II, dans le groupe linéaire général
(mod 3), à 6 indices, et même dans le groupe linéaire homogène, puisque l’un
des systèmes est formé des droites du plan (ce groupe permute entre elles les

solutions des congruences x’p + x’P _--_ o (mod 3).
Considérons encore, comme à la page 285, l’équation X = o qui détermine les

63 systèmes distincts de coniques tangentes en 4 points à une quartique générale;
ces coniques étant caractérisées par (x,, ..., xs) (mod a), le groupe de X = o

laisse invariables les solutions des congruences

Ici r, = 3, r == 2, q = 6, 0 === i. D’après le théorème II, le groupe de X = o
est contenu dans le groupe linéaire homogène (mod 2) à 6 indices.

V.

LA CLASSE DU GROUPE LINÉAIRE ET DE SES SUBSTITUTIONS.

Méthode générale pour la détermination de la classe des substitutions

d’un groupe. - Indiquons d’abord une méthode générale pour la détermination
de la classe des substitutions d’un groupe et de la classe de ce groupe. 

’

Soient G un groupe de substitutions, a, b, ... ses lettres, en nombre n, ces
lettres étant effectivement déplacées par G. Classons les lettres de G en catégo-
ries, en mettant ensemble celles que G permute entre elles. Soient

ces catégories, H~ le sous-groupe des substitutions de G qui laissent a immobile.
Classons les groupes H~ en catégories, deux de ces groupes appartenant à une
même catégorie pour les valeurs de a appartenant à une même ligne de (10),
c’est-à-dire à une même catégorie de lettres ; les groupes d’une même catégorie
sont les transformés d’un d’entre eux par les substitutions de G, par suite sont

semblables. Donc Ha, Hb, .., sont semblables; de même .... Prenons

dans chaque catégorie de groupes Ha un groupe la représentant : soient Ha,

(1) ApPELL et GOURSAT, Fonctions aLgébriques, p. ~g8. ~ 
, 

, 

. , _



Ha-, ... ces représentants ; une substitution de G ou bien est de classe n, ou bien
laisse une lettre immobile et est semblable à une substitution de ou H~,, ou ....
Pour avoir sa classe il suffit de trouver la classe des substitutions de Ha; Ha-, ....
On opérera alors sur chacun de ces groupes comme on l’a fait sur G; et ainsi

de suite. 
,

Dans les opérations successi.ves que l’on fera, on pourra être amené à consi-
dérer des sous-groupes, par exemple qui soient contenus dans des sous-
groupes déjà étudiés au point de vue de la classe, par exemple Hay : il sera inu-
tile de s’en occuper. A un moment quelconque du raisonnement, nous pourrons
admettre que l’on ne considère que des sous-groupes non contenus dans les sous-
groupes déjà étudiés. C’est ce que nous appellerons la condition (A).

Cette méthode est aussi, a fortiori, applicable pour trouver la classe de G.
Elle se simplifie même, puisqu’il est inutile de s’occuper du degré des sous-
groupes considérés, tant qu’on n’arrive pas à un sous-groupe dont chaque substi-
tution déplace toutes les lettres de ce sous-groupe, et pour lequel la classe est

égale au degré.

Application aic groupe linéaire (mod r) (r premier). - Considérons d’abord
le groupe linéaire général L non homogène à m indices (mod r), r étant premier.
Nous allons établir le théorème suivant :

THÉORÈME III. - Le groupe linéaire général homogène à m indices (mod r°).
r étant premier, renfenme des substitutions de classe r°’n - t, rm.- n,

rm - r2, ..., rm - rm-i , , . 
- exclusivement. Il est m fois incomplè-

tement transitif.
Le groupe linéaire général non homogène renferme en outre des substitu-

tions de classe r’n; il est m + 1 fois incomplètement transitif.
La classe des deux groupes est rm- rmw (’ ).

(1) JORDAN, Comptes rendus, décembre i8;2, p. i;54. Rappelons que le groupe linéaire 

’

général non homogène ( mod r) est deux fois transitif quand r ~ ~, trois fois quand
r = 2 (Jordan).
Le groupe abélien (JORDAN, des Substitutions, p. contient la substitu-

tion (nt = 2 n2~ ) 
.

qui laisse immobiles les l’2m!-1 lettres pour lesquelles y1= o : sa classe est donc celle du
groupe linéaire général.
De même pour le groupe orthogonal Tra.ité des Substitutions, p. 155) qui

contient la substitution

laissant immobiles les lettres pour lesquelles x~ - x2.



En effet, rappelons d’abord la définition de la transitivité incom-

plète ( ~ ).
Soient A un groupe transitif entre les n lettres ..., x,~ qu’il déplace ; ACXi le

sous-groupe de A laissant xt immobile : Aas est le transformé de par une subs-

titution de A.

peut laisser en même temps a~, ..., immobiles en déplaçant toutes les
autres lettres : .

A03B11 déplace toute autre lettre 03B1j(j > p1). Supposons que soit t transitif entre

les lettres oc~,1+,, ..., an : : si ,~, _-_ I, on dit que A est deux fois transitif; il est
alors primitif; A est mais on peut dire dans ce cas que
A est deux fois incomplètement transitif (3).

Toute substitution de A qui laisse une lettre immobile est transformée d’une

substitution de par une substitution de A, et elle appartient à un sous-
groupe de A laissant exactement p1 lettres immobiles, comme A03B11...03B1P1;
parmi ces lettres se trouve ak, et xi, ...,’ diffèrent toutes de ces ~, lettres

x,, , .., ou leur sont toutes identiques, sans quoi le groupe dérive de y

laisserait au moins une lettre immobile, sans en laissera : un de ses
transformés serait contenu dans A«~= et le contiendrait, tout en étant

plus grand que lui, ce qui est absurde. Finalement ,(’~ ), A admet une répartition
de ses n lettres p1 à p1 en systèmes s,, s?, ..., sn.

p, ,

Soit dans le sous-groupe des substitutions laissant 

immobile. Tout sous-groupe A’ des substitutions de A laissant Immobile une des,

lettres d’un des systèmes, si par exemple, et une autre lettre de A non contenue
dans ce système, est semblable à En effet, par une substitution conve-

nable, on transformera A’ en un groupe A~ de la forme ( j ~ I), puis,
n, par une substitution de qui est transitif entre ..., on 

S

transformerai , .,,

A03B11...03B1P1 (x +1 peut laisser immobiles d’autres lettres : soient 03B1P1+2, ...., ces

( 1 ) Intermédiaire des Mathématiciens, I900, p. I57-I58.
(2) Voir Traité des Substitutions, p. 283-Z85. et notre Mémoire des Annales ;

de la Faculté des Sciences de Toulouse, i8()5, D. t8, théorème VII.

(3) La définition donnée par Lie de la transitivité multiple dans les groupes finis continus

est précisément analogue à celle de la transitivité incomplète, dans les groupes de substitu-
tions ( Yoir notre Mémoire du Journal de Mathématiques, I90I, p. 62 .

( ~ Zoc. cit., note (2) ci-dessus.



lettres, «~,1+p2.+J ( j ~ I~ étant déplacé par on a

Si 
ps + est transitif entre les lettres qu’il permute, on dira que A est trois

fois incomplètement transitif, et ainsi de suite:

Dans un groupe A n + i fois transitif ou incomplètement transitif, le sous-

groupe des substitutions de A laissant une des lettres, u, , immobile est n fois

transitif ou incomplètement transitif; le sous-groupe des substitutions de Ax1
laissant une des lettres déplacées par immobile est n - 1 fois transitif ou

incomplètement transitif, et ainsi de suite; une substitution S qui laisse une lettre
immobile est semblable à une substitution de une substitution de ACXi qui
laisse une lettre de Acx1, déplacée par immobile est semblable à une substitu-

tion de etc.
Ceci posé, considérons en particulier le groupe linéaire général I~ à m indices

(modr).
Une de ses substitutions S peut déplacer rm lettres : elle est alors de classe 

mais ne peut être d’ordre 2 que si r = 2, cas où l’on a toujours des substitutions
d’ordre 2 et de classe rm, ..

Considérons une substitution S’ de L laissant une lettre immobile : L étant

transitif, cette substitution est semblable à une substitution Si laissant immobile

la lettre dont tous les indices sont nuls : pour avoir la classe de S’, il suffit

d’avoir celle de S",. Le groupe Lcxo...o des substitutions de L laissant immo-

bile est le groupe linéaire homogène qui est transitif entre 1 lettres, car
il remplace par une lettre arbitraire [formule (4), p. ~.8; ~. Si S’, est de

classe n"t.- i, elle n’est d’ordre 2 que si. r impair. On sait d’ailleurs que ,

transitif entre rm- i lettres, renferme des substitutions de classe o"~-1 1 ~1 ~.
Si S~ est de classe  r"t- i, elle laisse une autre lettre déplacée par 

immobile. Elle est semblable à une substitution S" de laissant immobile la

lettre x, o".o, par suite à une du groupe Les substitutions de 

sont de la forme 
’

laisse invariables les r lettres pour lesquelles l’indice x, 1 est quelconque,
les autres indices étant nuls. Il suffit d’avoir la classe de S".

(1) JORDAN, Journal de Mathématiques, I872, p. voir encore plus loin, p. 312.



remplace ~o > i > o > ..: par la lettre (a( , ..., arn) qui est arbi-
traire parmi les lettres pour lesquelles x2, ..., xm ne sont pas tous nuls ~p. 28g-2go);
donc est transitif entre les lettres qu’il déplace, en nombre rm- ~°, et

contient des substitutions de classe r; r’n- r est pair, que r soit== 2 ou > 2.
S" peut être de classe r ou non ; si non, S" est semlJlable à une substitution

de laissant invariable ao,o...o, c’est-à-dire appartient à 
Les substitutions de ce groupe sont de la forme

et ce groupe laisse invariables les r2 lettres (x,, x2, o,..., o). On voit encore que
ce groupe est transitif entre les rm- r2 autres lettres, et ainsi de suite. Plus gé-
néralement le sous-groupe des substitutions de L laissant x2, ..., Xi, o, ..., o)
immobile est transitif entre les autres lettres. Il est aussi formé des substi-

tutions laissant (o, n, ..., o), (1, o, ..., o), ..., (o, ..., ..., o) immo-
biles.

Dès lors, pour i = m - i, ce sous-groupe est transitif; pour - 2, deux

fois incomplètement transitif, etc.; pour i ~ o, m fois incomplètement transitif.
Finalement on voit que le groupe linéaire homogène (mod 1) à m indices ren-

ferme exclusivement des substitutions de classe rm, rm - I, rm - r, rm - r2, ...,
l’m-- ~°"t-’ le groupe linéaire non homogène renferme en outre des substitutions
de classe n"L. c. Q. F. D.

Le rapprochement du théorème III et du théorème 1 nous donne alors ce

résultat:

COROLLAIRE. - Une équation de degré rnt (r premier), dont le groupe est
contenu dans le groupe linéaire général non homogène à ni indices (mod r),
ne peut avoir que T’n- i, - r, ..., 

- 
1 ou o racines imaginaires si r

impair, 2m, 2nz - 2, 2m - 22, ..., 2"L - 2m-1 = 2m-1, Ou 0 SL t’ = 2 (1).

Nous allons encore appliquer la méthode générale ci-dessus (p. 2g8) à la déter-
mination plus ou moins complète de la classe des substitutions contenues dans le

groupe linéaire général non homogène L à n indices ( p premier, 1)

(1) Même, d’après ce que nous verrons plus loin (p. 3i4), il Y a o ou 2~1~--~zm-h racines

imaginaires k = l, 2.... ou E quand r = 2.







































































encore absurde car le nombre d 03B8 des systèmes est ~ d 2 p, puisque 03B8 ~ 2. Donc

F ne peut être imprimitif. c. Q. F. D.

Ce lemme en entraîne un autre quand on s’appuie sur le théorème suivant ( ~ ~
de M. Jordan :

Quand p est un nombre premier impair, un groupe de degré p + k ne peut
de k fois transitif, si k ~ 3, à moins de contenir le groupe alterné.

Soit d - 3 : : tout étant posé comme au lemme I, r sera

d - p + i fois transitif; p + k - d, k> 3, d - p + i = k + I. r serait de degré
p + k avec k >_ 3, et plus de k fois transitif, ce qui est impossible d’après le théo-
réme ci-dessus. Si donc nous admettons que, d étant quelconque, il y a tou jours

un ou des nombres premiers plus petits que d - 2 et plus grands que ~, nous
obtenons àinsi une limite de transitivité des groupes de degré d où intervient le

plus grand de ces nombres premiers :

LEMME II. - Si p est le plus grand des nombres premiers inférieurs à
d - 2, un groupe G de substitutions transitif entre d lettres et qui ne contient

pas le groupe alterné de d lettres n’est pas plus de d - p fois transitif, ou,
ce qui revient au même, est d’ordre premier à p; on a

Ce n’est qu’une transformation de l’énoncé de Jordan. Mais cette nouvelle

limite de transitivité s’étend à la transitivité entre les combinaisons v à v des

d lettres.

En effet, considérons un groupe G transitif entre les combinaisons v à v des

d lettres (~~ d , et qui ne contient pas le groupe alterné des d lettres. Son
ordre (J’ est divisible par

Soit encore p le pins grand des nombres premiers plus grands que d et infé-

( 1 ) Bulletin de la Société mathématique, t. I, I872-I873, p. 42.
( 2 ) D’après Tchebychef ; voir ci-dessous,



rieurs à d - 2 : si d - v + i ~p ou V  d - P -}- i, G contiendra une substitution
d’ordre p et sera d-p + 1 fois transitif contrairement au lemme II. Donc

Mais, d’après Tchebychef et Serret supérieure, t. Il, édition,
1 885, p. a38 ~, il y a toujours un nombre premier ~ d - 3 et plus grand que

où

les logarithmes sont ici népériens, et d~ 6.
Donc, dès que d est supérieur à une certaine limite ~,

et il y a toujours un nombre premier au plus égal à d - 3 et ~ 5 4 d.
On vérifie que, si l’on prend A = 10 oo3, 03B4’d - 4 5 est positif pour d > 0 

est aussi positif, par suite aussi 03B4d - 4 5 d quand d > 10 003 ’ .

( 1 ) Pour les valeurs de d ~ iooo3, on vérifiera à l’aide d’une Table de nombres premiers

qu’il y a un nombre premier p 3 tant que 40. Un des moyens les plus

rapides de le faire est de se reporter à la Table suivante de M. J. Glaisher : Factor Table
for the Fourth Million, London, Taylor and Francis, I879, p. 48; où l’on trouve tous les
nombres premiers jusqu’à 30 341 avec la différence ~1 des nombres premiers consécutifs ,;
à 2 (on peut aussi se contenter du Tableau de la page 340). On remarque que ~~~ 36, quand
d ~ I0 003; p existera donc tant que

Quand d  200, 1  i~ ; p existe tant que



Nous obtenons ainsi ce lemme :

LEMME. - Quel que soit le nombre d, il y a toujours un nombre preniier p
a,.ic plus égal à d - 3 et supérieur à 4 5 d, dès que d est supérieur â 3 9 .

Dës lors, si d est assez grand, v _ d - , > 4 d, v  ‘~. Nous obtenons ainsi
ce résultat :

THÉORÈME . - Soit G un groupe de substitutions entre d lettres qui permute
transitivement les combinaisons v à v de ces d lettres v _  d 2 , p le plus grand

nombre premier inférieur â d - 2 et plus grand que d 2 : on a f orcément

Ce théorème comprend le lemme II comme cas particulier, car un groupe de
degré d v fois transitif est transitif entre les combinaisons des d lettres v à v.

Remarque. - VM. A. Bochert (1) et Jordan ont indiqué pour un gronpe t fois
transitif de degré d des limites de transitivité très avantageuses en général. Ainsi

Jordan a démontré (2) que pour ce groupe

Mais la formule v ~ d - p du théorème précédent est susceptible de nous donner
une formule analogue 03BD ~ 03C8(d) si l’on connaît une limite supérieure de la diffé-

Quand d  go, 6 ; p existe tant que

Pour 40 ~ d  50, on vérifie la chose directement.
Enfin, quand d  ~o, on voit de suite que

(1) Math. Ann., t. XXIX, XXXIII et t XL.
( 2 ) Journal de Mathématiques. 1895, p. 35.



rence d - p en fonction de d : l’utilisation de la valeur de c~ (d~ déduite des résul-
tats de Tchebychef nous a précisément donné en général v  d 5.
On ne connaît pas, croyons-nous, de valeur plus avantageuse ou

mieux, de la limite supérieure de la différence ~, entre ~ nombres premiers consé-
cutifs z~~, m2 (m2 > r~~ ~ en fonction de m2 ou quel que soit ~2. Mais, dans
les limites des Tables des nombres premiers, on peut chercher une valeur 
aussi avantageuse que possible. En particulier, on peut chercher à vérifier ainsi
jusqu’à d == par exemple (Tables de Burckhardt et de M. Glaisher), pour la
transitivité entre les combinaisons de v lettres, une formule analogue à celle de
MM. Bochert ou Jordan.

Voici comment on peut opérer : formons (par la pensée) un Tableau où les
nombres premiers sont rangés par ordre de grandeur croissante, et où nous por-
tons, vis-à-vis de chaque nombre premier, la différence ~, avec le nombre pre-
mier précédent; puis ne conservons dans ce Tableau que les différences ~~ qui
sont supérieures à toutes les précédentes. Nous obtenons le Tableau suivant (’ ~,
valable pour les premiers nombres :

(1) Pour les 100 ooo premiers nombres, nous avons déjà un Tableau analogue, ne compre-



Soit xi le nombre premier qui figure dans la ligne de ce Tableau, ~i la diffé-
rence 0~ correspondance : quand d - 2 ~ Xi+i - âa+,, le nombre premier p immé-
diatement inférieur à d - 2 est au moins égal à d- 2 - ~i, et

Donc: 1

COROLLAIRE I. - Quand d - 2 ~ - d~+~ ~ a

nant que les deux premières colonnes, dressé par M. J. Glaisher (Messenger of Math.,
~$~8, t. VII, p. I~~-I~5), et rectifié ici par nous d’après J. GLAISHER, Factor Table for the
Fourth Million, London, Taylor and Francis, I879, p. 48. Au delà, nous nous sommes servi
du Tableau des différences ~1 de 80 et au-dessus pour le premier million (Mess., loc. cit.,
p. io4), 100 et au-dessus pour les 9 premiers millions (GLAISHER, Factor Table for the
Sixth Million, etc., 1883, p. 64-65). Enfin nous avons vérifié personnellement, d’après les
Tables de Burkhardt (Paris, l’exactitude du Tableau précédent entre 100 ooo et 405 ooo.
Les mêmes résultats et vérifications nous ont encore permis de constater l’exactitude,

dans les limites des Tables, de ce théorème empirique : :

h étant donné, on peut toujours trouver 2 nombres premiers consécutifs dont la diffé-
rence est 2 h.

Ce théorème était déjà vérifié implicitement par M. Glaisher, qui, toutefois, ne l’a pas

énoncé, jusqu’à h = 32 ( pour les ioo 00o premiers nombres, Mess., loc. cit., p. y4, et

Factor Table for the Fourth Million, p. ,~8). Pour 40 ~ h ~ 70, il résulte des Tableaux de

séquences de nombres non premiers (valeurs de 1 - i) indiqués par M. Glaisher (Tables
et Mess., loc, cit., p. I04 et 1; r). Pour 33 ~ fi ~ 39, on a :

Enfin, d’après les Tableaux de M. Glaisher, on peut encore avoir

Finalement, ce théorème est vrai pour h ~ ~o. On sait de plus (Mess., loc. cit,, p. io6 et
E. LUCAS, vol. VIII, 1879, p. 81) que la différence 2 h de 2 nombres premiers consécutifs

peut croître indéfiniment.

Mentionnons les différences

qui ne figurent pas dans la Table de M. Glaisher (Mess., loc. cit.; p. 
Notre travail personnel nous permet d’affirmer, sauf erreur de notre part, et sous réserve

de l’exactitude de la Table des nombres premiers de Burckhardt (Paris, 1817); les résul-
tats précédents pour les nombres ;£ 405 000. Au delà, une vérification spéciale serait utile.



xi et ni étant le nombre premier et la différence 03941 correspondante de la 

ligne (2 premières colonnes) du Tableau précédent (d  4 652 356). Quand
9.io~~4652 356, ,

On peut substituer à ce Tableau une formule valable dans les limites des Tables,
en cherchant une limite supérieure de d - p en fonction de d à l’aide de ce
Tableau.

Nous écrivons dans le même Tableau les valeurs de les logarithmes
ordinaires de d (base enfin le nombre (z log10d)2. On constate que l’on a

constamment, pour les nombres ~ ag,

D’ailleurs, 4log; o d_> 6 dès que

Par conséquent : :

LEMME. - Dans les limites des Tables de nombres premiers (03C92 et d ~ g . I06),
la différence 0, entre 2 nombres premiers consécutifs m, 03C92(03C92 > 03C91) satis-

à

quand 03C92 > De même, lcz différence 03942 entre un nombre quelconque d > I3
et l,é nombre premier p immédiatement inférieur à d - 2 est telle que

COROLLAIRE II. - On a

quand I 3 C d C g . 

C’est là, bien entendu, jusqu’à nouvel ordre, une formule empirique.

Il est bon de signaler ici que ~i doit croître indéfiniment avec xi, ainsi que l’ont

remarqué MM. Glaisher (’~ et E. Lucas (2).
En effet, si p est premier impair, les nombres p! + i(i = ~, 3, ..., p + r~ ne

( 1 ) Nless., loc., cit., p. to6.

(~) Mess., loc. cit., Vttf; i8~g, p. 81.



sont pas premiers. Quand

Finalement, pour une infinité de valeurs de d,

( lim = o pour d = ~) et 03942 croît indéfinimen t avec d.

On peut améliorer un peu cette limite inférieure en considérant, au lieu des

nombres p ! -E- i, les nombres 2 . 3 . 5. ~ . I I ...~ -~- i, où figure seulement le produit t
des nombres premiers au plus égaux à p. En remarquant que, si

on a, d’après Tchebychef (1),

on trouverait

pour une infinité de valeurs de d.

III. - On que si un groupe G de degré d est v fois transitif d % v ~ 2 )? ,
sa classe u est limitée inférieurement en fonction de d . u ~ n, 4 quand ra > 20 )’ On
peut se demander si un théorème analogue n’a pas lieu pour la transitivité entre
les combinaisons de v lettres. Nous allons établir le théorème suivant, qui permet
de répondre affirmativement, mais est, sans doute, susceptible de perfectionne-
ments :

(1) Journal de mathématiques, 1852, p. 379, ou SERRET, Algèbre supérieure, t. t1,
5e édition, 1885, p. 236. L’emploi de la formule d’Halphen, 6(p) 
Bulletin de la Société mathématique, ~8g6, p. 217) conduit à une inégalité de même
forme.

(2) A. BOCHERT, t. XL; 1892, p. 181.


