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RECHERCHE DES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES
DANS LE MOUVEMENT D’UN SOLIDE PESANT AUTOUR D’UN POINT FIXE,

PAR M. ÉDOUARD HUSSON,

Ancien Élève de l’École Normale supérieure,
Professeur au Lycée de Lille.

INTRODUCTION.

1. Le système des six équations différentielles définissant t le mouvement d’un

solide pesant autour d’un. point fixe admet trois intégrales premières algébriques
et un dernier multiplicateur égal à (’unité.

Le problème de (’intégration formcHe ou réduction aux quadratures est, par

suite, ramené à la recherche d’une quatrième intégrale première, non fonction
des intégrales connues.

Cette quatrième intégrale existe et est algébrique dans les deux cas particuliers,
devenus classiques, d’Euler et de Lagrange.
Dans un Mémoire remarquable (Acta mathematica, t. XII) Mme Kovalevsky a

mis en évidence un nouveau cas d’intégrabilité, et a obtenu la quatrième intégrale
algébrique correspondante par la formation de deux équations intégrales.
Dès la publication du Mémoire de Mme Kovalevsky, le problème de la recherche

de tous les cas dans lesquels il existe une quatrième intégrale algébrique a été

posé.

2. M. Poincaré (’) a démontré l’impossibilité de Inexistence d’une nouvelle in-
tégrale algébrique si l’ellipsoïde d’inertie relatif au point de suspension n’est pas
de révolution. En même temps, l’illustre géomètre a signalé dans une Note l’exis-
tence de résultats importants obtenus par Mme Kovalevsky.

« Je crois savoir, écrivait M. Poincaré, que Mme Kovalesky a découvert de

(1) Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1.
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nouveaux cas d’intégrabilité. Les notes qu’on a retrouvées après sa mort sont,

malheureusement, insuffisantes pour permettre de reconstituer ses démonstrations
et ses calculs. ))

L’étude des problèmes de Mécanique admettant des intégrales algébriques a été
mise au concours pour le prix Bordin de 1 Hg4, et dans l’Intermédiaire des Ma-
thématiciens (mars 18g4) Appell et Poincaré ont donné une indication d’où
il résulte que la méthode employée par Mme Kovalevsky était vraisemblablement
celle des équations intégrales.

Le Mémoire présenté par M. Painlevé et couronné par l’Académie des Sciences
contient les résultats les plus importants sur les propriétés générales des inté-
grales premières des équations de la Dynamique.

L’on peut préjuger que les recherches de l’éminent analyste premettront de
décider, non seulement de l’existence d’une intégrale algébrique ou de nature dé-
terminée, mais encore de la nature même de toutes les solutions possibles.

3. Un Mémoire intéressant, présenté au concours par M. Roger Liouville et
inséré dans le Tome XX des Acta mathelnatica, contient des résultats dignes
d’attention, relativement au mouvement du solide pesant autour d’un point fixe.
M. R. Liouville s’est proposé d’établir les conditions nécessaires et suffisantes

pour qu’il existe une quatrième intégrale algébrique; depuis 1896 les conditions
qu’il a indiquées ont été reproduites dans la plupart des Traités classiques et dans
les journaux scientifiques

. 

Les paragraphes 1 et III du Mémoire, consacrés à la recherche des conditions né-
cessaires, paraissent d’abord satisfaisants; mais une étude plus attentive permet
de constater que les démonstrations sont au moins insuffisantes, et qu’il est

impossible, d’accepter les conclusions.
En fait, quoique les conditions trouvées par M. R. Liouville soient nécessaires,

on ne peut les déduire des calculs indiqués, et, de plus, ces conditions ne sont

pas suffisantes.

4. J’ai dû reprendre complètement, en admettant le résultat de M. Poincaré, la
recherche des conditions d’existence d’une nouvelle intégrale algébrique.
On peut résumer les méthodes employées avec succès pour résoudre des ques-

tions du même genre, en disant qu’elles consistent à exprimer l’existence pour
une solution particulière, et ensuite pour toutes les solutions infiniment voi-

sines.

On peut opérer directement comme dans la méthode de Bruns ( ~ ), dont l’esprit

(1 ) Problème des trois corps ( Acta mathematica, t. XI ).



consiste à exprimer que l’intégrale algébrique convient pour les grandes vitesses,
c’est-à-dire pour le mouvement rectiligne ou sensiblement rectiligne.
On peut introduire un paramètre dans les termes des équations différentielles,

qui semblent avoir un rôle essentiel, et exprimer que l’intégrale convient pour la

valeur nulle du paramètre et ensuite pour les valeurs infiniment petites. C’est sous
cet aspect qu’apparaissent les recherches célèbres de M. Poincaré, sur le problème
des trois corps, et de M. Painlevé ~’ ~, sur la généralisation du théorème de Bruns.

La méthode revient aussi à ordonner l’intégrale par rapport à certaines variables
et l’on obtient ainsi une vérification et une interprétation précieuse des équations
aux dérivées partielles qui se présentent.

5. Le Chapitre 1 a été dirigé, en se bornant aux cas de la Mécanique, vers la
recherche explicite d’une intégrale possible.

,1’établis d’abord, en perfectionnant une méthode employée par M. R. Liou-

ville, que toute intégrale première algébrique est une combinaison algébrique
d’intégrales premières rationnelles entières.

Pour la recherche des Intégrâtes rationnelles entières j’ai utilisé les variables

complexes, qui sont indiquées dans l’étude du cas de Mme Kovalevsky.
Il semble que la symétrie du système différentiel exige que l’on ordonne l’inté-

grale par rapport aux composantes p, q, ; de la rotation instantanée, mais, si l’on
opère ainsi, on constate que les systèmes d’équations aux dérivées partielles qui
se présentent admettent toujours des polynômes comme solutions. On construit
une série algébrique, dont les premiers termes peuvent être des polynômes, sa-
tisfaisant formellement au système différentiel. Pour obtenir des conditions d’exis-
tence d’une intégrale algébrique, il est nécessaire de calculer le terme et

d’arrêter le développement à ce terme. Il n’y a exception, peut-être, que
dans quelques cas particuliers.

C’est sans doute cette singularité qui ajoute à la difficulté du problème et qui i
contribue à infirmer les raisonnements de M. Liouville.

En ordonnant l’intégrale par rapport à y, = p -~- qi, Zt = Y -~- iy’, ~~" j’ai repris
les solutions particulières indiquées par M. R. Liouville (§ 

J’ai essayé en général d’éviter la recherche, parl’ois délicate, de relations a Igé-
briques entre transcendantes, et d’utiliser le plus possible la forme rationnelle

entière de 

En appliquant sous ses divers aspects la méthode esquissée pour le calcul des
termes successifs de ordonnée j’ai obtenu, en supposant les conditions
initiales arbitraires, le résultat suivant :

( 1 ) Bulletin astronomique, i 8g8.



Toute intégrale algébrique est une combinaison algébrique des intégrales
classiques, sauf dans les cas d’Eulen, de Lagrange et de Kovalevsky.

6. Dans le Chapitre II, ,j’ai repris l’étude du problème en employant une seconde
méthode ayant même point de départ, mais dont les développements sont assez
différents.

J’ai cherché à démontrer l’impossibilité de l’existence d’une intégrale algé-
brique nouvelle, cette intégrale étant présentée sous une forme quelconque, les
lettres A, B, C désignant les moments d’inertie de la Mécanique on des nombres
positifs arbitraires.
Eu remplaçant y,, Z t, ~~" par ~,~,, ~, ~" on déduit du système différentiel

définissant le mouvement un système différentiel dépendant d’un paramètre ~,; ce
nouveau système doit admettre, quel que soit ~, une intégrale première algébrique
non fonction des intégrales classiques.
On obtient des conditions nécessaires d’existence en écrivant la propriété pré-

cédente pour 03BB = o, et ensuite pour À infiniment petit.
Pour cela, on développe l’intégrale générale du système différentiel suivant les

puissances de ~,, et en substituant dans le développement de l’intégrale première
i

suivant les puissances de 03BB ou de 03BBp on écrit que cette intégrale première prend
une valeur constante.

Dans ce Chapitre 11, il est nécessaire d’exprimer constamment que des trans-
cendantes dépendant de paramètres arbitraires sont liées par une relation algé-
brique. J’ai pu arriver aux résultats sans considérer ces transcendantes dans toute
leur généralité, soit à l’aide de lemmes abéliens préliminaires, soit en étudiant la
nature de l’une de ces transcendantes.

On obtient finalement les conclusions du Chapitre lI, quelle que soit la gran-
deur du rapport C A.

Les méthodes d’intégration utilisées au Chapitre II peuvent s’appliquer pour
achever les calculs dans le Chapitre I. Il suffit t de ne laisser subsister qu’une va-
riable, de façon à calculer les termes successifs de l’intégrale entière par qua-
dratures.

J’ai i tenu cependant t à conserver les deux méthodes, car il 1 m’a semblé qu’il 1

pouvait être intéressant de juger de leurs avantages respectifs. La première, plus
élémentaire, exige plus de calculs, mais elle donne des indications sur l’existence
des intégrales premières particularisées, intégrales dont le résultat final fait res-

sortir l’importance. La seconde, plus délicate, mais plus concise, se rapproche,
avec les modifications nécessaires, de la méthode appliquée systématiquement
par M. Painlevé à la recherche des équations du second ordre, dont l’intégrale
générale est uniforme.



En terminant ce travail, je suis heureux d’exprimer toute ma reconnaissance
à MM. Appell et Painlevé pour leurs bienveillants conseils et l’affectueux intérêt

qu’ils ont bien voulu prendre à mes recherches.

CHAPITRE 1.

§ I. - Toute intégrale algébrique est une combinaison d’intégrales
rationnelles entières.

7. Les équations différentielles du mouvement, d’un solide pesant autour d’un

point fixe 0 peuvent toujours être ramenées à la forme

Les axes Ox, Oy, Oz, liés au solide, sont trois axes de symétrie de l’ellip-
soïde d’inertie (supposé de révolution) relatif au point fixe, 0.~ l’axe de révo-
lution, le plan xUz passant par le centre de gravité G, E l’angle de OG avec le

plan x0y.
En adoptant la forme précédente des équations différentielles on suppose

mg OG 
= I, ce qui revient à adopter des unités convenables ori à imaginer que y, Y’, y"

sont les produits des cosinus directeurs des axes liés au solide avec la direction

de la pesanteur par la constante mg OG.
On peut, pour les mêmes raisons, donner à A et G des valeurs numériques n’alté-

rant pas le rapport C A .

Les équations (1) ne sont pas altérées si l’on remplace p, q, ’, y, 03B3’, y", t par
a q, ~2 Y’, ~,~ ~r", ~-, t.



Nous dirons qu’elles sont homogènes dans les dimensions, p, q, r étant de
dimension i; y, Y’, y" de dimension 2.

THÉORÈME I. - Toute intégrale première algébrique en p, q, r, y, 03B3’, y", et
indépendante dcc temps, est une combinaison algébrique d’intégrales pre-
miéres rationnelles et homogènes dans les dimensions.

Ce théorème est bien connu. Je ne considérerai donc, dans ce qui suit, que des
intégrâtes premières rationnelles en p, q, r, y", que j’appellerai simplement

intégrales rationnelles. Si une telle intégrale est mise sous la forme I = R, je ’

supposerai essentiellement que R et S sont deux polynomes en p, ~, r, ~,, Y’, y",
ces polynomes étant premiers entre eux, c’est-à-dire le quotient R S étant irré-
ductible. J’appellerai intégrale entière toute intégrale I qui est un polynome en

r , ,rr .

THÉORÈME II. - Toute intégrale rationnelle est une combinaison algé-
brique d’intégrales rationnelles à coefficients réels.

Soit en effet l’intégrale

Les coefficient du système différentiel étant réels, l’expression

est encore intégrale ; il en est de même par suite des combinaisons réelles 1 -~- I’

et II’. De plus, ces deux combinaisons ne sont pas fonctions des intégrales, con-
nues, sinon il en serait de même de I.

Nous pourrons donc nous limiter aux intégrales rationnelles à coefficients

réels ( ’ ).

THÉORÈME III. - Toute intégrale rationnelle, irréductible et homogène
dans les dimensions, est le quotient de deux équations intégrales entières, les

facteurs linéaires attachés à ces deux équations intégrales étant identiques.

L’égalité -d = o s’écrit

( ~ ) Ces propriétés sont plus générales, ainsi que l’a montré M. Painlevé (Bulletin astro-

nomique, 1898, p. 3-4).



Les polynomes R et S étant premiers entre eax, le polynome dR dt est divisible

par R, et l’on a
», ~n

Nous désignerons les polynomes R et S, satisfaisant aux identités précédentes,
sous le nom d’équations intégrales.
Le degré d’homogénéité du polynome surpasse d’une unité celui du poly-

nome R. On a donc

~,,, ~2, ),3 étant des constantes numériques.
Nous donnerons au polynome quotient a le nom généralement adopté de fac-

teur linéaire attaché à l’équation intégrale.

THÉORÈME IV. - Toute équation intégrale entière, à coefficients réels, est

nécessairement une intégrale.

Soi t R une équation intégrale entière, solution de l’équation

Ordonnons le polynome R suivant les puissances décroissantes de p, q, 11. Soit

Le polynome R,~ est homogène dans les dimensions et dépend en général de
p, q, n, Y, y’, ’Y’~. Égalons dans l’identité (2) les termes de plus haut degré en p,
q, r, nous obtenons l’équation

Donc, logRIl = c~ satisfait à l’équation

J’obtiens une solution particulière de l’équation (4) en cherchant une fonc-
tion ne dépendant que de ~, q, r et satisfaisant à l’équation



Si l’on remarque que toute fonction de r et de (p2 -~-c~2~ annule le premier membre
de l’équation (5), on est amené à substituer à la variable q la variable c~ _-_.p2-~.-q2.
On a alors

d’où

On obtient donc la solution particulière

Et l’on en conclut

,, étant un polynome en y, ~’, Y" dont les coefficients dépendent de p, q, 1. d’une
façon rationnelle ou non ; ce polynome 03C61 satisfaisant à l’équation (3) débarrassée
de son second membre. Celte condition exprime que la fonction est une inté-
grale première du système différentiel

Ce système différentiel correspond au mouvement d’un solide pesant, fixé par
son centre de gravité, l’ellipsoïde d’inertie étant de révolution. On en connaît les

intégrales premières . _

L’intégration du système (6) est classique. Posons, en introduisant les angles
d’Euler,



Le système (6) devient

L’angle e est, par suite, donné par l’équation

et, en intégrant, ~’~ est donné par l’équation

k étant une constante arbitraire.

Si le système (6) admettait une intégrale première telle que en associant

cette intégrale à la et I3, on en déduirait Y,Y’, y" comme fonctions algébriques de h,
b et d’une constante arbitraire, ces fonctions dépendant de p, q, r d’une façon
quelconque. Or, ceci est impossible d’après l’équation (7) qui montre que la
constante arbitraire entre nécessairement d’une façon transcendante. Donc c~, ne

peut contenir y, y’, y" que sous la forme de fonctions de I~ et Comme les inté-

grales premières du système (6) indépendantes de y, Y’, y" ou fonctions de I2 et 13
se réduisent évidemment à des fonctions de r et de (p~-I- g2), on a

et, par conséquent,

c~, étant un polynome en 12 et I;;,

Un terme quelconque de Rn supposé ordonné en 12 et 13 doit eLre algébrique,
le coefficient d’un tel terme est de la forme

donc les facteurs transcendants de doivent porter sur des fonctions de p2 -~- q2
et de r, ce qui exige que les deux facteurs dont est le produit soient séparé-
ment algébriques.



On a donc

x étant un nombre réel rationnel, et, par suite,

Or, l’équation intégrale R est supposée à coefficient réels, donc ). est réel et,
par conséquent, on a _ 

n...

En rapprochant ce résumât de ceux déjà obtenus, on peut énoncer le théorème
final suivant :

THÉORÈME V. - Toute intégrale algébrique est une combinaison algébrique
d’intégrales entières homogènes dans les dimensions (’ ).

La démonstration du théorème IV suppose que l’équation intégrale R dépend
de p, q, r. Si R ne dépend que de y, y’, ~", on a, en égalant les coefficients de p,
q, r dans inéquation différentielle (3),

. D’où par combinaison

On en déduit

et, par suite,

( ~ ) La première partie de la démonstration du théorème IV est empruntée au Mémoire
de M. Liouville. Dans ce Mémoire, l’auteur suppose que Rn dépend seulement de p, q, r, ce

qui est une restriction inadmissible. De plus, on peut opposer des objections au raisonne-
ment employé.

Les résultats obtenus relativement aux équations intégrales ne sont établis que lorsque
l’ellipsoïde d’inertie est de révolution. S’il n’en est pas ainsi, il peut exister des équations
intégrales réelles, non intégrales. M. Hess (Mathematische Annalen, t. XXXVII) en a

signalé un exemple. Le cas de M. Hess a fait l’objet d’études nombreuses. On peut consulter
notamment les Mémoires de MM. Nekrassoff, Joukovsky, Tchapliguin, Appelroth (Annales
de Moscou, 18g2, t8g3, i ~g4 et Mathematische Annalen, t. XLVII).



Remarque sur les équations intégrales. - Si R est une équation intégrale à
coefficients imaginaires, soit R = Rf + i R2, le polynome R~== R, - iR2 est aussi
une équation intégrale. D’après les calculs relatifs au théorème les facteurs

linéaires correspondant à R et R’ son égaux et de signes contraires, donc le pro-
duit RR’ est une intégrale.
On voit que la notion d’équation intégrale ne permet pas, du moins dans le cas

du corps solide pesant fixé par un point, d’obtenir les intégrales premières par-
ticularisées que l’on en pouvait espérer. Cependant, pour trouver des intégrales
premières particularisées, on peut généraliser la notion d’équation intégrale en
cherchant les polynômes R tels que soit divisible par une fonction des inté-

grales classiques, assujettie à être nulle à l’origine du mouvement. Un exemple a
été signalé il y a quelques années par un géomètre russe, M. Goriatchov.

§ II. - Détermination d’une solution particulière et des solutions infiniment
voisines.

8. Prenons comme nouvelles variables

Le système différentiel ([) devient, en changeant t en - it,

Soityg, ru, Ja solution du système (8) correspondant à

Ce système se réduit à



Les solutions infiniment voisines des précédentes sont obtenues en faisant le

changement de variables

r~,, r~2, r~3, ~,, ~~, ~3 étant du premier ordre infinitésimal;
~’1, ~’2, ~’3, 03BE’1, 03BE’2, 03BE’3, d’ordre infinitésimal supérieur.

Les quantités du premier ordre infinitésimal définissent la solution infiniment
voisine du premier ordre par le système

Le système (t) admet les intégrales premières classiques

qui deviennent pour le système (8)

En faisant le changement de variables défini par les équations (g) on en déduit



que les systèmes (0) eL (I) admettent les intégrales

ce que l’on vérifie d’une façon immédiate.
Pour éviter de nombreuses exceptions nous écarterons le cas de Lagrange.
L’intégrale première Ht donne z02 en fonction algébrique de ro.
Dans la suite nous exprimerons fréquemment y02 en fonction de z02 ou ro.
Pour déterminer cette expression on a l’équation différentielle

Cette équation s’écrit, en intégrant,

ou bien

Nous calculerons aussi, en général, ~,, ~, à l’aide des intégrales premières H2
et H3, ce qui nous permettra d’écrire l’équation différentielle donnant ~3 sous la
forme

H1, H2, H3 étant, dans ces équations, des constantes arbitraires.

§ III. - Il est nécessaire q ue le rapport ç soit rationnel.

9. Soit 1 une intégrale entière homogène dans les dimensions. En ordonnant le

polynôme I suivant les puissances croissantes z,, on a

L’intégrale I convient pour toutes les solutions du système ~8j: On a donc, en

particulier
,. , " ,, , _ .



Le premier terme de l’intégrale 1 ordonnée est une intégrale première algébrique
. du système (0).

Si 10 dépend de y°, on en conclut que y~ s’exprime algébriquement à l’aide
de ,v2 ou r~.

Or, en revenant à l’expression de y° en fonction de ~~ ou r~, on voit que y°, est
une fonction linéaire d’une constante arbitraire; il en résulte que les deux ex-

pressions 
’

sont des fonctions algébriques de ro ou z02.
En considérant la première de ces deux expressions on en conclut que Ç doit

être un nombre rationnel. 
_

Donc, si i est irrationnel ’ est indépendant de ° et l’on a, par suite, >

Pour exprimer fo en fonction de H1 il nous suffit d’éliminer z02, donc Fo est un

polynome en H, . .
En retranchant à l’intégrale 1 l’intégrale connue Fo (h, ) nous ferons disparaître

le premier terme de l’intégrale I; donc si Ç est irrationnel on peut toujours amener
l’intégrale 1 ordonnée à la forme

~ dépendant de Y~ et étant par rapport à ces lettres d’un degré quelconque
d’homogénéité.

10. Si, dans l’intégrale 1, on effectue le changement de variables défini par
les équations (9), les termes d’ordre infinitésimal minimum se réduisent à

/,(7~,~,~~~ /’o). Donc

est intégrale première des systèmes (0~, (I~.
On obtient aussi ce résultat en égalant à zéro l’ensemble des termes de degré

minimum, en Yf, Y", du polynome dI dt
.

A l’aide des intégrales connues H~ et H3 nous calculons ~,, et, en transpor-
tant dans _f,, on a



F, étant un polynome en H2, Hs, y2, ro, les coefficients étant rationnels en zg.
F, est homogène en H2, Hs, ~3. Nous pouvons toujours négliger les puissances

de H3 qui se trouvent en facteur dans F~ t puisque Hs est intégrale; donc, en faisant
Ha == o et en supprimant les indices zéro, le système

doit admettre une intégrale de la forme

étant un polynome en y2, 22, r.
Puisque H2 est intégrale première on peut toujours négliger les puissances

de H2 qui se trouvent en facteur dans c’est-à-dire supposer 03C6 non identique-
ment nul.

Le système (Il bis) déduit du système (lI) en faisant o admet, par suite,
l’intégrale première algébrique

Calculons les solutions du système (II bis) en fonction de Z2 ou r. On a

et en se reportant à l’expression de y2 on voit que l’égalité (a) exprime, si eest
différent de zéro, que l’intégrale

C-1
est liée algébriquement aux e~pressions r et (r~ - a2~~ __ .
Au lieu de démontrer directement, lorsque C A est irrationnel, l’impossibilité

d’une telle liaison, nous chercherons à utiliser la forme algébrique simple de J, en
substituant, à Inéquation (a), Inéquation différentielle équivalente
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ou bien, en exprimant ’1’ en Z2 à l’aide de l’intégrale H,,

et, en intégrant

~/ étant une fonction de H,.
03C8 étant un polynôme en A’ et z2, l’exposant (p-mC A-03B1A1 A) doit être un

nombre entier positif. Ce qui exige, si C . est irrationnel,

L’intégrale entière étant supposée homogène dans les dimensions, on a donc

À étant une constante numérique.
L’égalité des coefficients dans l’équation ~b) donne, pour déterminer ~;,

L’intégrale générale de cette équation (10) est visiblement transcendante; pour
chercher s’il existe un polynôme solution particulière nous l’écrirons

Sous cette forme, on voit que est nécessairement divisible par ,~2-"t+’ . On a,
en posant ~r, - ,~i-m+t ,~,~, ,


