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SUR QUELQUES PRINCIPES GÉNÉRAUX

RELATIFS A

LA THÉORIE DES FONCTIONS
D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES

(SUITE ET FIN),

PAR M. CHARLES RIQUIER.

CHAPITRE II (1~.
FONCTIONS OLOTROPES ET LEURS DÉRIVÉES (2).

RÉGIONS CONTINUES.

23. Désignons ... des variables réelles ou imaginaires, en nombre
quelconque n; ... des variables réelles, en nombre quelconques; enfin,
par

n fonctions de s, t, ..., Loutes continues dans un même intervalle complexe (n° ~ 1,
Il). Cela posé, l’ensemnble des n formules

(1) Voir Annales de la Faculté de Toulouse, 2e S., t. VIII, p. 393; 1906.
(~) Nous avons résumé dans le Chapitre II une partie des notions, tirées de la considération

des séries entières, que M. Méray donne pour base à la théorie générale des fonctions
Nouveau Précis d’Analyse infinitésimale, I872; Leçons nouvelles sur l’Analyse

in finitésimale et ses applications géométriques, Ire Partie, I894). Nous avons cru tou-
tefois, dans un but de commodité plus grande, devoir’ faire subir aux idées de M. Méray
quelques légères modifications, et nous avons fait appel, notamment, à la considération des
régions normales, qui se trouve exposée dans le cours du présent Chapitre.



ou les divers systèmes de valeurs attribuées à s, t, ... n’excèdent pas rintervalle
en question, définit ce que nous nommerons un arc continu (à p variables) tracé
dans l’espace [~x, y, ...]]. Les points de l’uuc seront les divers systèmes de
valeurs de x, y, ... qui correspondent en vertu des formules (t), aux valeurs ci-
dessus spécifiées de s, t, .... Si, dans chacun des intervalles simples où s, t, ...

sont respectivement assujettis à varier, on considère l’u ne des deux valeurs extrêmes
comme initiale, et l’autre comme finale, il faudra entendre par extrémité initiale

de l’arc le point qui correspond aux valeurs initiales de s, t, ..., et par extréniité
finale cle l’arc le point qui correspond a leurs valeurs finales. Des arcs, tracés
dans l’espace [[x, y, ...]], seront dits placés bout à bout, si l’extrémité finale de
chacun d’eux coïncide avec l’extrémité initiale du suivant. Enfin, un arc sera dit
situé dans telle ou telle de l’espace CCx, y, ...]], si chacun de ses points
s’v trouve situé.

24. Considérons, dans l’espace [[x, y, ...]], le chemin brisé ayant pour som-

mets successifs

(2) ) ... ), ( ~’ l~ J’ If ... ), ( x~ ~ J’ 2~ ... ), ...~ ,Yb r, ...~f ( X, > ... ),

et formons, avec les coordonnées x, y, ... de deux sommets consécutifs que 1-
conques, le Tableau des différences .

évaluons enfin, dans les lignes respectives de ce les plus grands modules,
~y., ..., que présentent les différences dont il ces quantités yx, ...

se nommeront les écarts maxima du chemin brisé (2).
Cela posé, si l’on considère, dans l’espace y, ...]], un arc continu duel-

conque, il est facile de voir que les extrémités initiale et finale de peuvent
être reliées l’une cc l’autre par quelque chemin brisé ayant toics ses sommets
sur l’are, et présentant des écarts maxima respectivement inférieurs à des
constantes données rx, ....

Désignons en effet par s, t, ... les variables (réelles) dunt l’arc dépend, par 
l’intervalle complexe où elles sont assujetties à se mouvoir, et par nombre

positif tel, que les inégalités simultanées

supposées vérifiées pour deux points, ~s’, t‘, ...), (s", t", ...), l’intervalle ,~1,



entraînent comme conséquences nécessaires, pour les valeurs correspondantes
..., les relations

un pareil nombre y existe certainement, car l’intervalle complexe J) constitue,
dans l’espace [~s, ~~ ’ ’ *]1? une région limitée et complète où les seconds membres
des formules qui définissent l’arc sont tous continus. Désignons ensuite par ~
to, ... les valeurs initiales de s, t, ..., par S, T, ... leurs valeurs finales, et for-

mons, dans l’intervalle ,~, la suite

sous la seule condition que les différences

formées en comparant deux termes consécutifs quelconques de la suite (3), soient
toutes moindres que y en valeur absolue. Aux divers points (3) de l’espace
[~s, t, ...] ] correspondent, dans l’espace [~~, y, ...~,, en vertu des formules qui
définissent l’arc, certains points, .

et ces derniers forment un chemin brisé qui, en vertu de la définition de Y, satis-
fait bien à la condition requise. 

’

Plus généralement, si l’on considère, dans l’espace [~x, y, ...]], un chemin
continu formé d’arcs placés bout à bout, les extrémités initiale et finale clcc

chemin dont il s’agit peuvent étne reliées l’une à l’acctne par quelque chemin
brisé ayant tous ses sommets sur cette suite d’arcs, et présentant des écarts
rnaxima respectivement inférieurs à des constantes positives données.

25. Une région de l’espace [[.r, y, ...]J sera dite continue, si deux points,
(xo, yo, ...), (X, Y, ...), arbitrairement choisis dans la région, peuvent toujours
être reliés l’un à l’autre par une suite d’arcs continus placés bout à~ bout dans cette
région, le premier des arcs dont il s’agit ayant son extrémité initiale en ...),
et le dernier son extrémité finale en (X, Y, ...).
La remarque présentée au n° ~ relativement aux régions limitées ou complètes

s’applique évidemment aux régions continues : si des régions, respectivement
extraites des espaces 

r- -, r , 

_



sont toutes continues, leur association forme, dans l’espace

une région également continue.
De la remarque finale du numéro précédent il résulte que, dans une région con-

tinue, deux points quelconques peuvent être reliés l’un à l’autre par quelque
chemin brisé ayant tous ses sommets dans la région et présentant des écarts
maxima respectivement moindres que des quantités positives données.

Enfin, si, comme au début du n° 21, on désigne par x, y, ... des variables indé-
pendantes, en nombre quelconque g, assujetties à se mouvoir dans une région
continue, Rx,y, ..., par

des fonctions de x, y, ..., en nombre quelconque j, toutes continues dans cette
région, et par Ru,v,.. l’ensemble des divers points de l’espace [[u, v, ...]] qui,
en vertu des formules ci-dessus, correspondent (avec répétition possible) aux
divers points de ",, il résulte du n° 20 que les diverses continuités sccp-
posées entraînent celle de la région Ru,v,....

26. Nons nommerons domaine toute région définie par un système de relations
de la forme

où (a, b, ...) désigne un. point fixe, et Rx, Rr, .., des constantespositives (~ o);
ces constantes seront elles-mêmes les raoons du domaine, le point (a, b, ...) en
sera le centre (’ ). .

Tout domaine est une région continue.

Effectivement, si, dans le domaine D, ci-dessus défini, on prend arbitrairement

{ i ) Si l’on suppose les variables réelles, l’ensemble des valeurs de x qui satisfont à la rela-
tion mod{x-a)  Rx se trouve graphiquement représenté, sur un axe indéfini Ox, par
l’intérieur d’un segment ayant pour extrémités les deux points qui correspondent aux
valeurs a - Rx, a + Rx (on doit faire abstraction des deux points extrêmes). Si l’on sup-
pose les variables imaginaires, l’ensemble des valeurs de x qui satisfont à la même inégalité
se trouve graphiquement représenté, relativement à deux axes rectangulaires tracés dans un
plan, par l’intérieur d’un cercle ayant pour rayon Rx et pour centre le point qui corres-

pond à la valeur a ( on doit faire abstraction des points de la circonférence).



deux points, (xo, yo, ...), (X, Y, ...), les formules

où l’indéterminée s est assujettie à varier dans l’intervalle de o à i (o ~ s ~ ~ ), défi-
nissent un arc continu ayant pour extrémités initiale et finale les deux points
choisis. Ces formules (4) peuvent d’ailleurs s’écrire

et, pour toute valeur de s n’excédant pas l’intervalle de o à i, le module acquis
par le second membre de la première formule (5) est inférieur ou égal à 

.

par suite, inférieur ou égal au produit de Ja plus grande des quantités

par la somme (i - s) + s = i , par suite, inférieur ou égal à la plus grande de ces
quantités, par suite, enfin, inférieur à Rx. On ferait voir, par un raisonnement
tout semblable, que, dans les mêmes limites, le module acquis par le second

membre de la deuxième formule (5) reste inférieur ii Ry; et ainsi jusque la der-
nière. L’arc (4), terminé aux deux points (xo, yo, ...), (X, Y, ...), est donc
entièrement situé dans le domaine JBt.

RÉGIONS NORMALES.

27. Nous dirons qu’une région, ’~, de l’espace [~x, y, ...~ J est normale, ’ si elle

satisfait à la double condition suivante : 1° La région ~~ est continue (n" 
2° Tout point de la région’~ est Je centre de quelque domaine (n° 26) entièrement
situé dans Tt.

La remarque présentée aux et 25 relativement aux régions limitées, com-
plètes ou continues, s’applique encore aux régions normales : si des régions, res-
pectivement extraites des espaces



sont toutes normales, lcur association fournit, dans l’espace

une région également normale.

Tout domaine est une région normale.

Considérons un domaine, D, de centre (a, b, ...) et de rayons Ry, ... : la

continuité de celte région ayant déjà été établie au numéro précédent, il suffit de
faire voir que tout point (xo, ...) intérieur à est le centre de quelque
domaine entièrement situé dans D.

Or, si l’on désigne ... les différences (nécessairement. supérieures à

zéro) ,

il est facile de se convaincre que les relations

entraînent comme conséquences nécessaires

Car de la relation

on tire

si donc on suppose le module de x- xo inférieur à px, on aura la suite d’iné-

galilés ,

d’ooù l’on déduit, par la comparaison des quantités extrêmes,

trouverait, par un calcul semblable,

FONCTIONS OLOTROPES; LEURS DÉRIVÉES.

28. Les variables x, y, ... étant supposées, indifféremment, réelles ou ima-
nous dirons qu’une fonction, f(x,y, ...), de ces variables, bien définie



dans ccne région normale (nO 27), R, y est olotrope (1), si, autour d’un point
quelconque, (xo, ...), de la région, pris comme centre, on peut assigner
quelque domaine dans toute l’étendue duquel la fonction f(x, ...) soit expri-
mable à l’aide d’un même développement, entier par rapport aux différences
x - xo, y-~~~, .... Les rayons d’un pareil domaine (qu’on doit supposer, natu-
rellement, compris tout entier dans la région tt) se nommeront olomètres (simul-
tanés) de la fonction au point (xo, yo, ...) (2); le développement entier qui
exprime la fonction dans le voisinage de ce point sera dit avoir lieu à haotir
cle (xo, yo? ...), et, par rapport à lui, les quantités xo, yo, ... ...) se
nommeront les valeurs initiales des variables et de la fonction.

Il ne faut pas perdre de vue que la définition, donnée ci-dessus, d’une fonction
olotrope implique essentiellement la nature normale de la région où on la consi-
dère. Cette définition, combinée avec les propriétés connues des séries entières,
conduit tout d’abord aux conséquences suivantes, que nous nous bornerons à
énoncer : :

r" l’foule fonction olotrope est continue.
2° isi l’on désigne par f(x, y, ...) une fonction olotrope dans une région

( nornzale) R, et par (xo, y0, ...) un point particulier quelconque de cette
il n’existe, pour représenter f(x, y, ...) dans le voisinage de ce point

conformément à la définition ci-clessus, qu’un seul développement entier

par rapport aux différences x - x0, y - yo , ... , ( 3 ). .
3° Soient

f(x, y, ...) une fonction olotrope dans une région (nonmale) R;
(xo, ...) un point quelconque de cette région;

( 1 ) Les termes olotrope, olomètre sont empruntés à i11. Méray.
(?) Il va sans dire que, étant donné un système d’ololnètres de la fonction au point

...), si l’on diminue arbitrairement quelques-uns de ces olomètres sans augrnenter
les autres, on a encore un système d’olomètres de la fonction au point considéré. 

(3) Supposons, en effet, qu’il existe deux développements de cette nature, c’est-à-dire
qu’en posant ... , la quantité f(x0 + fi, Yo + k, ...) ) suit 
mable à l’aide d’un premier développement entier en A, k, ... pour toutes valeurs de h, l,, ...

intérieures à un domaine de centre (o, o, ...) et de rayons ôâ, ...; puis, qu’elle soit de
même exprimable à l’aide d’un deuxième développement entier en Il, h, ... pour toutes va-
leurs de h, &#x26;, ... Intérieures à un domaine de centre (o, o, ...) et de rayons o,x,, .... Si
l’on désigne alors par 1,r la plus petite des deux constantes ôx, ..., par $y la plus petite
des deux constantes ô~., ..., etc., les deux développements dont il s’agit ont des sommes
égales pour toutes valeurs de li, k, .., intérieures à un domaine de centre (0,0, ...) et de
rayons ..., puisque, dans ces limites, ils représentent l’un et l’autre la quantité

yo+ k, ...) : ils ont donc leurs coefficients semblables respectivement égaux.
Cette propriété; base essentielle de la définition des dérivées dans le point de adopté

par 11Z. repose elle-même, comme on le voit, sur la nature normale de la région.



8x, $r, ... des olo/nètres de f (x, y, ...) au point (xo Yo, ...) ;
(x,, y,, ...) un point intérieur au domaine de centre (xo, ...) et de

rayons ~x, ~r, ....

Cela étant, la fonction f(x, y, ...) ne peut manquer d’admettre au

point (x~, Yf, , ...) les olomètres

29. Lorsqu’une fonction f(x, y, ...) est olotrope dans une région (normale) R,
à tout point (x, y, ...) de cette région correspond, pour exprimer la valeur de la
fonction dans son voisinage, un développement, et un seul, entier par rapport aux
accroissements h, k, ~ ... que l’on attribue à x, y, ... (n° 28) ; le seul choix du

point (x, y, ...) détermine donc entièrement tous les coefficients du développe-
ment qui lui correspond, et, dès lors, chacun de ces coefficients peut, dans la
région donnée, être considéré comme une fonction de x, y, .... Cela étant, on
démontre qu’urte pareille fonction est, comme la proposée, olotrope dans la
région R, et qu’elle admet, en chaque point de cette région, les olomètres de
la proposée.
En désignant, comme ci-dessus, par (x, y, ...) un point quelconque de la

région ~t, le terme indépendant de h, k, ... dans le développement de

f(x + h, + k, ...) effectué à partir des valeurs initiales x, y, ..., est préci-
sément f(x, y, ...). Dans ce même développement, les coefficients des premières
puissances de h, h, ... se nomment les dérivées de f (x, y, ...) prises par rapport
il x, y, ... respectivement; on les représente souvent à l’aide des notations

, f~(x, y, ...), fy.(x, y, ...), ....
Si, dans le voisinage du point (x, y, ... ), la quantité f(x + It, y + k, ...) se

trouve représentée à l’aide de la série entière

>

la quantité + h, y + k, ...) le sera, dans les mêmes limites, à l’aide de la

série entière
03A3mam,n,... hm-1

kn ....

30. Comme les dérivées d’une fonction f (x, y, ...), olotrope dans une région
donnée, sont elles-mêmes olotropes dans cette région, elles ont des dérivées jouis-
sant de cette propriété; de même pour celles-ci, leurs propres dérivées, et ainsi de
suite indéfiniment. Ces dérivées de dérivées sont les dérivées partielles de tous
ordres de la fonction f(x, y, ...), dont la nomenclature repose sur le théorème
suivant : : Une dérivée d’ordre supérieur dépend uniquement des nombres

exprimant combien de fois on a dérivé par rapport à chaque variable, dans

quelque ordre que ces opérations partielles aient pcc être exécutées.



Enfin,- si l’on considère, d’une part, la dérivée d’ordres partiels p, q, ...,
par rapport à x, y, ... respectivement, d’une fonction olotrope f (x, y, ...)r
si l’on considère, d’autre part, le coefficient de ... dans le développe-
ment de f(x + h, y + k, ...) en une série entière par rapport aux accroisse-
ments h, k, ..., , la première de ces deux fonctions est le produit de la seconcle
par le facteur p. I . 2 ... g.... 

’

’ 

NULLITÉ IDENTIQUE D’UNE FONCTION OLOTROPE. _

31. Une foncLion, olotrope dans une région donnée, y est dite identiquement
nulle, deux fonctions, olotropes dans une région donnée, y sont dites identi- 

’

quement égales, lorsque la nullité ou l’égalité dont il s’agit a lieu en tout point
de cette région (supposée normale).

Lorsqu’une fonction ...), olotrope dans une région R, y est identi-

quement nulle, toutes ses dérivées le sont aussi.

En effet, si l’on désigne par (xo, ya, ...) un point déterminé (quelconque) de
fa région R, la quantité f(xo+ Ic, yo-E- k, ...) est, pour toutes valeurs suffi-

samment petites de fi, k,- ..., exprimable par une série entière en h, k .... D’ail-
leurs, ce développement (unique) a nécessairement tous ses coefficients nuls,
puisque, en lui attribuant de pareils coefficients, il exprime évidemment la, valeur
toujours nulle de notre fonction. 

"

32. Inversement, une fonction f(x, y, ...), olotrope dans une région R, y est
identiquement nulle, si, en quelque point de cette région, elle s’annule numé-
riquement avec toutes ses dérivées.

L Si une fonction f (x, y, ...) est olotrope dans une région R, et si, dans
cette dernière, on considère un fragment limité et complet, S, on peut assigner
quelque constante positive, r, telle que la fonction f (x, y, ...) admette, en un
point quelconque de f, un système d’olomètres (au moins) égaux â n.

Considérant en effet, dans l’espace [[ x, y, ...]] ( ) ~ , la région limitée et com-
plète f, (comprise tout entière dans R), nommons caractéristique d’un point de
cette région toute quantité positive telle que la fonction f(x, y, ...)
admette au point considéré un système d’oloinétres (au moins) égaux à p. Cela
étant, si un point déterminé (x’, y’, ...) de la région S admet parmi ses caracté-

(1) Cet espace est à n ou à 2 n dimensions, suivant que les n variables x, y, ... sont

réelles ou imaginaires. 
’~ 



ristiques la constante p’, tout point (;, ~, ...) de celle méne région qui sati:;fait

aux relations
’ 

.

adineltra parmi les siennes (n" 28, 3°) la plus petite des différences positives

c’est-à-dire une quantité dont la différence à p’ tombe au-dessous de toute quan-
tité donnée lorsque le point (03BE, rl, ...) est suffisamment voisin de (x’, yr, ...).

Ainsi, les diverses conditions spécifiées au n° 12 relativement aux caractéris-
tiques se trouvent bien remplies dans la région limitée et et, comme

les caractéristiques sont ici essentiellement supérieures a zéro, il existe bien

quelque constante positive, r, possédant la propriété énoncée (n° ~~).

IL Si une fonction f(x,y, ...) est olotrope dans une région U, et si, dccnsr
celle dernière, on trace un are continu, on peut assigner quelque constante
positive, r, telle que la fonction f(x, y, ...) admette, en ccn point quelconque
cie l’arc, ccn système d’olomètres (acc moins) égaux èc r. 

"

Car, les variables (réelles) s, t, ... dont l’arc dépend étant assu jetties à se mou-
voir dans un intervalle complexe, c’est-à-dire dans une région de l’espace [[ s, t, ...]]
à la fois limitée et complète, il résulte du n° 21 que Fensembie des divers points
(x, y, ...) qui, en vertu des formules définissant l’arc, correspondent (avec répé-
tition possible) aux divers points de l’intervalle complexe, forme, dans l’espace
[~x, y, ...~~, une région à la fois limitée et complète : les conclusions de l’alinéa (
sont donc applicables.

III. Si une fonction f (x, y, ...) est olotrope dans une région R, et si, dans
Cette dernière, on trace un chenzin continu formé d’arcs placés bout à bout,
on peut assigner quelque constante positive, n, telle que la fonction f (x, y, ...)
admette, en un point quelconque dcc chemin, un système d’olomètres (au
moins) ég aux à n.

C’est là une conséquence immédiate de l’alinéa Il.

IV. Lorsqu’une fonction f(x, y, ...) est olotrope dans une région li, la
connaissance des valeurs numériques que prennent la fonction et toutes ses
dérivées en un seul point, (xo, yo, ...), de la région, suffit pour déterminer
entièrement sa valeur et celles de toutes ses dérivées en tout autre point,
(X, Y, ...), de la région.

’ 

’

Eucctivemcnt, la région ~~. étant normale (n" 28); et, par suite, continue (nO 27),
les deux points (xo, ~’o? ’ ’ ’)? (X, Y, ...) peuvent être reliés l’un à l’autre par une



suite (Tares continus placés .bout à bout dans cette région (n° 23). En vertu de
l’alinéa II(, on peut assigner quelque constante positive, y, telle que la fonction
f(x, y, ...) admette, en un point quelconque du chemin continu ainsi tracé, un
système d’olomètres (au moins) égaux à /’; et, d’autre part, il résulte du n° 24 que
les extrémités initiale et finale d’un pareil chemin peuvent être reliées l’une à

l’autre par quelque chemin brisé,

(xo~,~o~ ... ), (x~, y,, ...), (x,, y,, ... ), ..., (x~~.Yg~ ...)~ ( X, Y, ... ),

ayant tous ses sommets sur les arcs dont il s’agit, et présentant des écarts maxima
moindres que ~°.

Gela posé, la connaissance des valeurs numériques de f(x, y,...) et de toutes
ses dérivées au point (xo, ...) nous permet de construire ( idéalement) le déve-
loppement de f (x, y, ...) à partir de (xo, yo, ...), et, comme 1 e s modules de

Xt - xo, y1 - yo, ... sont tous moindres que r, l’hypothèse .

. x - x~, y - yl, ...,

introduite dans ce développement et dans toutes ses dérivées, fournira les valeurs
prises au point (Xt, y,, ...) par la fonction f(x, y, ...) et par toutes ses dérivées.
On passera alors du second sommet au troisième comme on a passé du premier au
second, et l’on ccntinuera de cette manière jusqu’au sommet fiual (X, Y, ...).

V. Les mêmes notations étant adoptées qu’à l’alinéa IV, si l’on suppose nulles
les valeurs numériques prises au point (xo, yo, ...) par la fonction f (x, y, ...) et
par toutes ses dérivées, ou, ce qui revient au même, les coefficients du dévelop-
pement initial, on voit que la nullité identique de cetui-c! entraîne, de proche en
proche, celle de tous les développements subséquents, et qne, par suite, la fonc-
tion s’annule au point (X, Y, ..,) avec toutes ses dérivées.
. 

33, Lorsque deux fonctions, olotropes dans une même région, y sont iden-
tiquement égales, leurs dérivées semblables le sont aussi. v

Inversement, deux fonctions, olotropes dans une même région, y sont iden-
tiquement égales, si, en quelque point de cette région, les valeurs numériques
de l’une et de ses diverses dérivées sont respectivement égales aux valeurs
numériques de l’autre et de ses dérivées semblables.

Ces propositions se déduisent ,immédiatement des précédentes et 32),
si l’on observe que la différence 

. 

’ 

’

_ 
_ _ ... _. __ _ ___ _. _~ 

_~ ( x~ y~ ... ) -, f (x, y, . : : ~ ’

de deux fonctions, olotropes dans une région donnée, y est elle-même olotrope,



et qu’elle a pour dérivée d’ordres partiels p, q, ... la différence des dérivées

d’ordres partiels p, q, ... des deux fonctions.

CHAPITRE lit.
CALCUL DES FONCTIONS PAR CHEMINEMENT.

DÉFINITIONS PREMIÈRES RELATIVES AU CALCUL DES FONCTIONS PAR CHEMINEMENT.

w . MONODROMIE.

34. Une série entière en x-xo, y-yo, ..., admettant, autour dit centre

(xo, ~~o~ ...), quelque domaine de convergence, définit, comme on peut 
une fonction olotrope de x, y? ... dans l’intérieur d’un pareil domaine (1). Don-
nons à ce développement la forme de Taylor; puis, désignant par (x,, Y t, ...) u;l

point intérieur au domaine, introduisons dans ce développement et dans toutes
ses dérivées l’hypothèse numérique x = x,, Y==Yt, .... La connaissance 

sommes de ces divers développements nous permettra évidemment de construire
celui de notre fonction -à partir des nouvelles valeurs initiales x,, y,, ... : ce

deuxième développement de Taylor, entier en x - x,, y - y,, ..., admettra cer-
tainement quelque domaine de convergence, et nous dirons, pour abréger, qu’il se
raccorde avec le précédent ’

Cela posé, considérons, dans l’espace [~x, y, ...~,, un chemin brisé ayant pour
. 

sommets successifs .

(i) (~yo....). (xi, ... x.... ) . , ~ ( xg ~~g ...), (X, Y, ....

Si, à partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de dévelop-
pements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le premier ne soit
autre que le développement donné, le chemin brisé (i) sera dit praticable rela-
tivement au développement donné. D’après cela, il faudra donc, pour que le

chemin (i) soit praticable, que le développement donné admette des rayons de

convergence respectivement supérieurs aux modules des différences x, - xo,

..., ce qui permettra de construire, à partir des valeurs Xt, y,, ..., un

deuxième développement se raccordant avec le premier; il faudra ensuite que cc

nouveau développement admette des rayons de convergence respectivement sapé-

(i) Il va sans dire que, ici encore, les variables x, y, ... 
sont supposées indifféremment

réelles ou imaginaires. - 

-



rieurs aux modules des différences y1- y. , ..., cc qui permettra de con-
struire, à partir de x2, y2, ..., un troisième développement se raccordant avec le

, second ; et ainsi de suite jusqu’au développement construit à partir de ...,

qui doit admettre des rayons de convergence supérieurs aux modules des diffé-

rences X - xb, Y - yg, ..., afin qu’un dernier développement puisse être fina-
lement construit~à partir de X, Y, ....
Nous avons déjà eu l’occasion, dans ce qui précède 32, IV et V), d’effectuer

un cheminement de cette nature, et nous avons fait voir que, lorsqu’une fonction
de x,’y, ... est olotrope dans une région donnée, la connaissance du dévelop-
pement de la fonction à partir d’un seul point de la région suffit pour que l’on

puisse construire, par l’opération échelonnée que nous venons de décrire, son

développement à partir d’un autre point quelconque de la même région. Mais il va

sans dire que l’on peut se proposer des cheminements analogues en

prenant comme base des calculs successifs, non plus un développement fourni
~ 

par telle ou telle fonction que l’on sait être olotrope dans telle ou telle région,
mais une série entière en x - Xo, y - yo, ... , arbitrairement choisie sous la seule

condition d’admettre quelque domaine de convergence (’). Tant que l’on ne fran-
chit pas Jes limites de convergence du développement initial, ce que nous venons
de dire reste applicable, puisque la somme du développement définit, dans tout
domaine de convergence, une fonction olotrope des variables x, y, ... ; mais, au
delà, toute certitude disparaît, en général, quant à la possibilité du cheminement.
Il y a plus : si l’on considère deux chemins brisés partant du point (xo, yo, ...)
et aboutissant t au même sommet final, ces deux chemins, à supposer qu’ils soient
l’un et 1’autre praticables par rapport au développement donné, peuvent conduire,
suivant les cas, soit au même développement final, soit, au contraire, à deux déve-
loppements distincts.

Cela étant, nous nommerons désormais série ou développement fondamental (2)
la série entière en y -- yo, ... choisie comme base du calcul par chemi-

nement, et nous affecterons de la même qualification les premières valeurs, .xo,
yo, ..., des variables indépendantes, ainsi que le point (xo, Yo? ...) dont elles sont
les coordonnées. Nous dirons en outre qu’un développement fondamental donné
(admettant quelque domaine de convergence) défini!, non pas une fonction, mais
Une pseudo-fonction (3) de x, y, ... : : pour plus de simplicité toutefois, nous

remplacerons souvent le mot pseudo-fonction par le mot fonction, auquel nous
attacherons implicitement le même sens.

Si à un développement fondamental quelconque on substitue sa dérivée d’ordres

( 1 ) Leçons nouvelles sur infinitésimale et ses applications géomé
triques, Ire Partie, p. 133.

(2) MÉRAY, ibid.
( 3 ~ ibid.



partiels p, q, ..., tout chemin brisé praticable relativement aux anciennes données
l’est encore relativement aux nouvelles, et les développements successifs obtenus
dans le second cas sont les dérivées d’ordres partiels p, q, ... de ceux que l’on
obtient dans le premier. Cette deuxième pseudo-fonction te nomme la dérivée
cl’oc°dnes partiels p, q, ... de la proposée.

Enfin, si l’on considère simultanément diverses pseudo-fonctions de x, y, ...,
définies par un même point fondamental et divers développements fondamentaux,
une expression de forme entière par rapport aux sommes de ces développements
et de leurs dérivées d’ordres quelconques définit évidemment une nouvelle pseudo-
fonction ; et tout chemin praticable à la fois pour les diverses pseudo-fonctions
données ne peut manquer de l’être aussi pour la nouvelle. ,

35. Considérons actuellement, d’une part, une pseudo-fonction de x, , ...
définie, conformément aux explications qui précèdent, par un point fondamental
(x0, yo, ...), et par un développement fondamental ; part, une région
continue, ~, extraite de l’espace [[ce, y, ...~ et contenant le point (xo, yQ, ...).
Nous dirons que la psendo-fonction dont il s’agit est calculable par cheminement
dans la région R avec les rayons de convergence Rx, ..., si tout ch.emi n
brisé ayant son premier sommet au point fondamental ses divers sommets dans là
région lt, et des écarts maxima respectivement inférieurs à Rx, Ry, ..., estprati-
cal)le pour la pseudo-fonction et conduit à des développements successifs admet-
tant tous comme rayons de convergence Rx, Ry, .... 

>

Cette condition étant supposée réalisée, si, de plus, le développement final

auquel on est conduit à l’extrémité d’un pareil chemin brisé dépend uniquement
des coordonnées de cette extrémité, et non du chemin suivi pour y arriver, la
pseudo-fonction sera dite monodrome dans la région R .

Toute pseudo-fonction monodrome dans une région normale y heut être
assimilée à une véritable fonction 

Effectivement, il résulte tout d’abord de la monodromie supposée qu’à tout
point de cette région normale on peut faire correspondre un développement bien
déterminé, et que, dès lors, la considération des termes constants des divers déve-
loppements définit, dans la région dont il s’agit, une fonction proprement dile

dex,y, , ... ..
Cela éta.nt~ désignons par (X, Y,...) un point quelconqne de la région, par/-

une constante positive ne surpassant aucun des rayons Rx, Ry, ..., telle, en outre,
que le domaine b, ayant pour centre le point (X, Y, ...) avec des rayons tous
égaux à r, soit entièrement situé dans la région ; désignons enfin par (x’, y’, ...)
un point quelconque de ce domaine. Pour avoir le développement qui correspond
à ce dernier point, on peut, en vertu de la monodromie supposée, partir du déve-



loppement qui correspond au point (X, Y, ...), et opérer, de (X, Y, ...) en

(x‘; y’, ...), un cheminement direct (c’est-à-dire exclusivement composé du
sommet initial et du sommet final) : la valeur de notre fonction au point y’, . , .)
est, par définition, le terme constant du développement résultant, et s’obtient,
dès lors (n° 34), en introduisant dans le développement qui correspond au point
(X, Y, ...) 1 hypothèse numérique ’ ..

_ 

. x-x’, y~ y’, , ... ; .

elle est donc, dans toute l’étendue du domaine b, exprimable à l’aide d’une série
entière par rapport aux différences x - X, y - Y, .... 

RÉGIONS MONODROMIQUES. -

36. Certaines régions, extraites de l’espace [[x, y, ...]], jouissent, par leur
foi’nie même, de cette propriété remarquable, que le seul fait, pour une pseudo-
fonction, d’y être calculable par cheminement, entraîne comme conséquence
nécessaire la monodromie. L’examen de ce cas remarquable nécessite tout d’abord
quelques définitions nouvelles. -

Nous nommerons lacet tout chemin brisé dont le sommet final coïncide avec le
sommet initial; le point où se trouvent réunis les deux sommets extrêmes sera

l’oriyine dcc lacet. 
’

Nous nommerons réseau une suite (limitée) de lacets,

Lo, Lu L2, ..., Lp, _

ayant tous la même origine et le même nombre de sommets, et dont le premier, L~,
a tous ses sommets confondus avec l’origine commune; cette dernière sera l’on-
gine du réseau.

Étant donné, dans l’espace [Cx, ~~, ...~~, un réseau, prenons-y à volonté, soil
deux sommets consécutifs appartenant t à un même lacet, soit deux sommets de
même rang appartenant à deux lacets consécutifs, et formons les différences entre
les coordonnées semblables de ces deux points; en répétant l’opération de toutes
les manières possibles, nous obtiendrons le Tableau

Cela ,étant, si, dans les lignes respectives du Tableau, on évalue les plus grands
modules, yx, yy, ..., que présentent les différences dont il s’agir, ces quantités
x, y, ... se nommeront les écarts du réseau.



~ 

Ces diverses définitions étant posées, les régions auxquelles nous avons fait
allusion plus haut sont celles qui, étant continues, satisfont en outre à la condition
suivante : : 

-

Une constante positive x étant donnée, on peut assigner une constante posi-.
inférieure ou égale à x, et telle, que tout lacet ayant ses divers sommets

dans la région avec des écarts maxima moindres que fi (n° 24) puisse être
considéré comme le lacet final de quelque réseau ayant ses divers sommets
dans la région avec des écarts maxima moindres que a. ,

IL est facile de voir que la remarque du n° 4, dont l’exactitude a déjà été vérifiée
pour les régions limitées, complètes, continues, normales 4, 25, 27), s’ap-
plique encore aux régions ci-dessus définies.

37. Les régions dont il s’agit donnent lieu à la proposition capitale suivante :

Toute pseudo-fonction de .x, y, ... calculable par cheminement avec les

Rx, Ry, ... dans une région, R, qui (outre la continuité) présente le
caractère spécifié au numéro précédent, y est certainement monodrome avec
des rayons ix, ... convenablement choisis au-dessous des précédents.

En d’autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables pour la pseudo-
fonction) qui partent du point fondamental, et qui, avec des écarts maxima

moindres que Rx, Ry, ..., ont tous leurs sommets dans la région ~~, on s’astreint
à ne considérer que ceux dont les écarts maxima sont moindres que rx, ry, ...,
le développement auquel on est conduit à l’extrémité d’un pareil chemin dépend
uniquement des coordonnées de cette extrémité, et non du chemin suivi pour y
arriver.

I. Dans ce qui suit, nous aurons plus d’une fois à exprimer que deux chemins
brisés de même extrémité, praticables par rapport à un développement fonda-
mental donné, conduisent au même développement final : en désignant par

aoa! a2 ... agA, .

ao ai ai ... 

les deux chemins dont il s’agit, nous exprimerons cette équivalence à l’aicle de
la notation 

- , ~ 

.

II. Si, par rapport à un développëment fondamental donné, deux chemins



brisés de même extrémité,
1

sont praticables et équivale.nts, si, de plus, le chemin b;isé 
.

a0a1 a2...agA03B11 .. , a», 

’

obtenu par iin certain allongement de ( 2 ), e.çl praticable, le chemin brisé

a0a’1 a§ ... ai ... a,,, 

’

obtenu par le même allongement de (3 ), est praticable, comme lc précédent,
e1 conduit afi même développement final. ’

III. Considérons un développement fondamental admettant les rayons d«a

convergence Rx, Ry, ... et uii chemin brisé,

ayant son origine au point fondamental (xo, y0, ...) : si les accroissements

successiveJ1aent attribués aux variables vérifient les relations

les deux chemins
a~"

aoay .

sont praticables et conduisent au même développement final.

On sait qu’à l’intérieur du domaine de centre ( x 0 , y 0, ...) et de Rx, Ry, ...,
la somme du développement fondamental défini t une fonction olotrope, f(x, y, ...).
Cela étant, si l’on désigne par q un entier quelconque de la suite 1, 2, ..., p, les
relations (4) donnent immédiatement



dès lors, les points a0, a1, a2, , .., ap sont tous situés dans une région où la fonc-
tion f( x, y, ...) est olotrope, et la quantité

est développable en une série entière par rapport à It, k, ..., tant que les modules
dé ces accroissements sont respectivement inférieurs aux différences

~n° 28, 3°~. Comme on a précisément, en vertu de (4~, .

c’est-à-dire

les valeurs

se trouvent certainement dans les limites où f (x, y, ...) est développable par la
formule de Taylor à partir des valeurs xq_,, yq_~, ....

Cela posé, si l’on considère le développement de f (x, y, ...) à partir des valeurs
initiales xo, yo, ..., l’hypothèse numérique y=y1, ..., introduile dans ce
développement et dans toutes ses dérivées, fournira, aux facteurs numériques
connus près, les coefficients du développement de f (x, y, ...) effectué à partir
de x,, y,, ..., et permettra de construire le développement dont il s’ait. Ce
deuxième développement une fois connu, on en déduira, par le même mécanisme,
le développement de f (x, y, ...) à partir du troisième sommet (x~, y~, ...), et
ainsi de suite jusqu’au sommet final (xp, y~, ...). Le chemin aoa, a~ ... ap est
donc praticable, et équivaut au chemin direct ao ap.

IV. Lorsqu’un développement fondamental, entier en x = xo y, - yo ..., ,
converge dans le domaine de centre (xo, yo, ...) et de rayons Rx, Ry, ..., tout
chemin brisé ayant son origine en (xo, yo, ...) et ses divers sonamets dal2S le
domaine en question, équivaut, s’il est praticable, au chemin dinect formé

les deux sommets extrémes.



I° Le point ci-dessus énoncé est exact lorsque le nombre des sommets est

égala 3.
Désignant, en effet, par ...) la somme du développement donné, entier

les trois sommets de notre chemin brisé, on observera tout d’abord que le déve-
loppement auquel on est conduit en a. coïncide avec celui de f(x, y, ...B effectué
à partir des valeurs x~, y,, ....

Si l’on désigne maintenant par s une indéterminée réelle assujettie à varier
dans l’intervalle de o à i ~o ~ s ~ ~ ~, et que l’on considère le point (x, y, ...) défini=
par les formules 

, . -- 

’

il résulte, en premier lieu; du raisonnement fait au n° 26, que ce point est, quel
que soit s, situé dans le domaine de centre (ro, yo, ...) et de rayons Rx, Ry, ...,
ut, en second lieu, d’une proposition formulée à l’alinéa II du n° 32, que la fonc-
tion f(x, y, ...) admet en ce point, quel que soit s, des olomètres au moins

égaux à une constante positive à convenablement choisie. Désignant alors par e
une quantité positive assez petite pour que les produits

soient tous inférieurs à ~, partageons l’inlervalle de o à i en intervalles partiels .

d’amplitude inférieure à E, et soient

les valeurs de s qui limitent les intervalles partiels successifs;

les points correspondants fournis par les formules (5) : il résulte immédiatement
de ces dernières que, pour deux sommets consécutifs du chemin (7), les diffé-
rences entre les coordonnées semblables ont des modules respectivement infé-
rieurs aux quantités (6), par suite à ô. Si donc on prend pour développement fon-
damental celui de f (x, y, ...) effectué à partir des valeurs x,, y,, ..., le parcours
du chemin brisé (7) fait retomber de toute nécessité sur le développement de



f (x, y, ...) effectué à partir des valeurs X, Y, .... Observons maintenant~ chose
extrêmement, aisée à vérifier, que,, sur le chemin brisé (; ), la somme des modules
des accroissements successivement attribués à chaque variable est égale à l’une ou
à l’autre des quantités . 

- 

-

suivant qu’il s’agit de l’une ou de l’autre des variables x, y, .... Comme, en vertu
de notre hypothèse, le chemin a0a1A est praticable, les quantités ( 8) ne peuvent .
manquer d’être toutes inférieures à certains rayons de convergence du dévelop-
pement de f (x, y, ...) effectué à partir de (x,, ...), et 1"’on peut, dès lors,
en vertu de l’alinéa III, passer directement du sommet au sommet A.

Ainsi, le développement final auquel conduit le chemin donné ao cc, A coïncide
avec le développement de f (x, y, ...) effectué à partir des valeurs X, Y, ... ; il

équivaut donc au chemin direct, ,

2° Le point énoncé au début du présent alinéa IV est exact, quel que soit le
nombre des sommets de notre chemin brisé.

Si l’on désigne en effet par ao, a,, a2, ..., ag, A les sommets successifs du che-
min dont il s’agit, on a d’abord, en vertu de i",

(1), d’où l’on déduit (II)

Une nouvelle application de 1° donne alors 
’

(Toù, par comparaison avec la relation qui précède,

En continuant ce raisonnement de proche en proche, on tombera finalement sur
la relation . 

-

V. Considérons, relativement à une pseudo-fonction donnée, le chemin

où les deux tronçons successifs



se composent des mêmes sommets, pris d’abord dans un certain ordre, puis
dans l’ordre inverse : un par°eil chemin, s’il est praticable, fait retomber de
toute nécessité sur le développement fondamental.

Effectivement, l’application alternative des alinéas IV et II donne successi-

vemen t

et nous conduit, de proche en proche, à la relation

qu’il s’agit 

B7J. Revenons à notre énoncé général. 
-

Si l’on désigne par r le plus petit des rayons Rx, 11y, ..., on peut, en vertu des

hypothèses faites sur la région assigner au-dessous de ; une constante posi-
tive, p, telle que tout lacet construit dans tt avec des écarts maxima moindres
que p puisse être considéré comme le lacet final de quelque réseau construit dans ~

. avec des écarts maxima moindres que 2 ’.
Cela étant, désignons par (xo, Yo, ...) le point fondamental, par (X, Y, ...) un

point arbitrairement choisi dans la région 1t, et construisons arbitrairement dans
cette région, de (xo, yo, ...) à (X, Y, ...), deux chemins brisés, C’, C", présen-
tant des écarts maxima moindres 25). Il résulte de notre hypothèse que
ces chemins sont tous deux praticables pour la pseudo-fonction donnée, et qu’ils
conduisent à des développements successifs admettant des rayons de convergence
au moins égaux à r : : tout revient donc à prouver que le développement final est
le même pour l’un et pour l’autre. A cet effet, nous désignerons par C~ le chemin
brisé C" considéré en sens inverse, et nous établirons que le lacet (C’, C~ ), évi-
demment praticable, fait retomber sur le développement fondamental : il en résul-
tera que dans le chemin praticable formé des trois tronçons successifs C’, C~, Cff,
Ja suppression des deux premiers tronçons est perlnise, et comme, en vertu de
l’alinéa V, la suppression des deux derniers l’est également, les deux chemins C’
et Cil, équivalents l’un et l’autre à (C’, C~, Cil), seront par là même équivalents
entre eux.

Or, d’après ce qui a été dit, le lacet (C’, C; ~, dont les écarts maxima sont



moindres que p, peut être considéré comme le lacet final de quelque réseau con-

struit dans Tt avec des écarts maxima moindres que -. Comme un lacet avant tous
- 2 ’’

ses sommets confondus au point fondamental fait évidemment retomber sur le

développement fondamental, tout revient à prouver que deux lacets consécutifs du

réseau (évidemment praticables pour la pseudo-fonction donnée avec des rayons
de convergence égaux à n, puisque leurs écarts maxima tombent au-dessous de - j
conduisent au même développement final.

Désignons à cet effet par
ao al a2 ... ai ao

et
’

deux lacets consécutifs du réseau. Nos hypothèses, combinées avec les alinéas lIt
et II, donnent successivement

puis

d’où

puis encore

d’où "

etc. On arrivera ainsi, de proche en proche, à

et, finalement, à

( t ) La même démonstration, légèrement modifiée, s’applique à la proposition suivante :
Soient s, t, .., des variables indépendantes (réelles ou imaginaires), en nombre quel-

conque g; Rs,t,... une région de l’espace [[s, t, , , . ]] continue, limitée, complète, et pré-
sentant le caractère spécifié au n° 36 ;

des formules, en nombre quelconque n, ayant pour seconds membres diverses fonctions



~ 38. Les régions qui présentent (outre la continuité) le caractère spécifié an
n° 36 jouissent, comme on le voit, de cette propriété remarquable, que le seul

de s, t, ..., toutes continues dans la région ~ts,t,".; enfin (sa, to, ...) un certain point de
cette dernière, et xo, ~’o? ’ ’ ’ les valeurs numériques correspondantes de x, y, .... ,

Considérons, d’autre part, une pseudo-fonction de x, y, ... définie par le point fonda-
mental (xo, ...) et par un développement fondamental, et supposons que les divers points
de l’espace [[x, y, ...]’ qui, en vertu des formules ci-dessus, correspondent (avec répétition
possible) aux divers points de appartiennent tous à une région où la pseudo-fonction
dont il s’agit soit calculable par cheminement avec les rayons Rx, Ry, ....
Toutes ces choses étant posées, si, parmi les chemins brisés de l’espace [[s, t, ...J~

ayant leur premier sommet en ( so, to, ... ) et leurs divers sommets dans la région Rs,t,...,
on se borne à considérer ceux dont les écarts maxima tombent au-dessous d’une con-

stante positive convenablement choisie : t° les chemins brisés qui leur correspondent
dans l’espace [[x, y, ...], ont des écarts maxima respectivement moindres que les

quantités Rx, Ry, ..., , et, par suite, sont praticables pour la pseudo-fonction avec ces
mêmes quantités comme rayons de convergence; 2° le développement final obtenu à
l’extrémité d’un pareil chemin dépend uniquement des valeurs de s, t, .. qui en 
nissent le dernier sommet,

Des diverses hypothèses faites tant sur la région ~is,t,", que sur les seconds membres de
11os.n formules, il résulte en effet : 1° qu’en désignant par y le plus petit des rayons Rx, Ry, ...,
et une constante positive convenablement choisie, les relations simultanées

supposées vérifiées pour deux points quelconques de la région entraînent comme

conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de l’espace [(x, y, ... J’, les
relations

~° qu’en désignant par $ une constante positive convenablement choisie, inférieure ou égale
à la précédente y, tout lacet construit dans avec des écarts maxima moindres que à

peut être considéré comme le lacet final de quelque réseau construit dans avec des
écarts maxima moindres que y.

Cela étant, si, parmi les chemins brisés de l’espace [[s, t, ...]J ayant leur premier sommet
en (so, to, ...) et leurs divers sommets dans la région ~Ç~t,",, on se borne à considérer ceux
dont les écarts maxima tombent au-dessous de la constante ô, les divers chemins brisés qui
leur correspondent dans l’espace C[x, y, ...Jl auront nécessairement des écarts maxima

moindres que r, 2 , à plus forte raison moindres que les quantités Rx, R,,, .., respectivement,

et, par suite, seront praticables pour la pseudo-fonction avec ces mêmes quantités comme
rayons de convergence.
Cette première constatation étant faite, on désignera par (S, T, ...) un point arbitrai-

rement choisi dans la région ~ts~t,",, on construira arbitrairement dans cette région, de

(so, to, ...) à (S, T, ...), deux chemins brisés, C’, C", présentant des écarts maxima moindres



fait, pour une pseudo-fonction, d’y être calculable par cheminement, entraîne de
tonte nécessité, moyennant un choix convenable des rayons, sa monodromie dans

que ô, et l’on prouvera que les deux chemins qui leur correspondent respectivement dans

l’espace [[x, y, ...), conduisent au même développement final : nous n’insisterons pas sur
les détails de ce raisonnement, qui ne ferait que reproduire, mictatis mutandis, l’alinéa VI
du n° 37.

Lorsque les diverses hypothèses énumérées au déhut de la présente Note se trouven véri-

fiées, il résulte évidemment de nos conclusions qu’à tout point (S, T, ...) de la région
~Ç,t~", on peut faire correspondre un développement déterminé de la pseudo-fonction, en
s’astreignant à ne considérer, parmi les chemins brisés ayant leur sommet initial en (~o, ~ ’. ’)~
leur sommet final en ( S, T, ...), et leurs sommets intermédiaires dans la région 1ts,t,..., que
ceux dont les écarts maxima tombent au-dessous de ô. Cette propriété, qui ou’re une grande
analogie avec celle que nous venons d’exposer au n" 37, n’est d ailleurs pas sans utilité,
comme le montre, notamment, l’exemple suivant. , 

,

Supposons qu’une pseudo-fonction de la variable imaginaire x soit calculable, avec un cer-
tain rayon, r, dans une certaine région de l’espace t [.~]{, et traçons dans. cette dernière, a
partir du point fondamental x~, un arc continu : cet arc sera défini par une équation de la
forme

où s désigne une variable réelle assujettie à se mouvoir dans un certain intervalle, et f’(s)
une fonction continue de cette variable prenant la valeur numérique Xo pour celle des deux
valeurs extrêmes, so, de s, que l’on considère comme initiale. La région, ~" de l’espace [[sj’,
constituée par l’intervalle en question, est, comme nous l’avons établi (n° 1 1, II), limitée et

complète, et remplit déjà, de ce fait, une partie des conditions requises par notre énoncé;
elle satisfait d’ailleurs, comme on le voit immédiatement, à la définition donnée plus bas
(n° 38) d’une région convexe, et, par suite (n’’ 38), aux conditions restantes. Cela étant,
désignons par y une constante positive choisie de telle façon que la relation

supposée vérifiée pour deux points quelconques de l’Intervalle tts entraîne comme consé-

quence nécessaire, pour les deux points correspondants de l’espace [[x]], la relation

à cause de la forme convexe de la région la constante ô, dont il est question ci-dessus,
pourra être choisie égale à y (n" 38). En conséquence, à un point quelconque, S, de l’inter-
valle 1ts, on pourra faire correspondre un développement déterminé de la pseudo-fonction en

s’astreignant à ne considérer, parmi les chemins brisés ayant leur sommet initial en so, leur
sommet final en S, et tous leurs sommets intermédiaires dans Us, que ceux dont les écarts
maxima tombent au-dessous de y : le parcours d’un pareil chemin se nomme, pour abréger,
le parcours de l’arc, effectué de so à S, et sa considération intervient soqvent dans l’étude
des fonctions d’une variable imaginaire. ,

Si, par exemple, on considère une détermination particulière de l’intégrale indéfinie dx x,



l’es mêmes limites : nous les nommerons, pour cette raison, régions n2onodno-

miques, et nous en donnerons, avant d’aller plus loin, un exemple qui se présente
très fréquemment.

Etant donnés, dans l’espace [(x, ,~~, ...]], deux points,

l’ensernble des points définis par le système des formules

où les indéterminées réelles 1, et u doivent vérifier l’un ou l’autre des systèmes
équivalents , _ , , ,

sera, par définition, le segment rectiligne qui joint les deux points. Le segment
ainsi défini peut donc être considéré comme un arc continu (n° 23), représenté,
soit par les formules 

"" "

auxquelles on adjoint la condition

soit par les formules

auxquelles on adjoint la condition

et que l’on trace, à partir du point fondamental, un arc continu, x - f (s), ne passant pas
par le point x = o, il résulte du n° 19 (3°) que cet arc est tout entier à l’extérieur d’un cercle
de rayon suffisamment petit décrit du point x == o comme centre, c’est-à-dire dans une région
de l’espace j[.~]1 où la pseudo-fonction est calculable par cheminement avec ce même rayon :
les conclusions précédentes sont donc applicables.



- Cela étant, nous dirons qu’une région de l’espace [[~jr? - .]] est si ,
deux points ; étant pris à volonté, le segment rectiligne qui les joint est entié-
rement situé dans la région ( ). 

,

Or, je dis qu’une pareille région, évidemment continue, est monodromique.
Nous allons faire voir en effet qu’elle remplit bien la condition spécifiée au n° 36,
et qu’il suffit même, une constante positive a étant donnée, de prendre 3 égal à x.

En d’autres termes, tout lacet conslruit dans une région convexe, , avec
des écarts maxima moindres que a, peut êtne considéré con2me le lacet final
de quelque réseau construit dans cette région avec des écarts maxima éga-
lenzent moindres que a.

Soit, en effet,

un lacet construit dans la région avec des écarts maxima moindres que Dési-

gnant par s une indéterminée réelle assujettie à varier de o à 1 (o ~s~ y, je con-
sidère le lacet, variable avec s, qui a pour sommets successifs les points

Ce lacet (10) a même origine et même nombre de sommets que Je lacet (g), et

(1) On voit immédiatement que, ici encore, la remarque du n° ~ est applicable, c’est-à-dire

que si des régions, respectivement extraites des espaces ...J’, [[y, .. ,J.,, etc., sont

toutes convexes, leur association forme, dans l’espace [[x, ..., y, ..., etc.],, une région
également convexe.







































































2° Que le second membre de (48) se réduise à so pour 03C3 - _-_ o, quel que
soit ~ dans la région ~T;

3° Que les seconds membres de (47) se réduisent respectivement à yo et zo

pour ~ - = 03B6 2014 la = o, quels que soient 03C3 et 03C4 dans les régions R03C3 et 
4° Que le second membre de (46) se réduise à xa pour 1 - 03BE0 = o, quels que

soient (~, 03B6), 03C3 et 03C4 dans les régions R~,03BE, R03C3 et R03C4 (i ).

Toutes ces choses étant posées, si, à partir des valeurs initiales xo y0, z0,
so, to, les coefficients de notre système différentiel, d’une part, et les fonc-
tions dont on a fait choix pour les seconds membres des conditions initiales,
d’autre part, sont calculables par cheminement, chacun dans celle cles

régions ~_ ~_ __ __ 

’

qu’indique le groupe de variables dont il dépend (2 ), les intégrales corres-
pondantes le sont certainement dans la région Rx,y,z,s, t.

T. Soient
x, y, ..., ,

â, s, ...

des variables indépendantes partagées en deux groupes qui elt contiennent
chacun un nombre quelconque.

Si une fonction est calculable suivant le chemin brisé

(1) C’est ce qui a lieu, par exemple, lorsque les formules (46), (47), (48), (49) sont de la
forme

1 ._ _

(2) Nous voulons dire que les coefficients de notre système différentie}, qui dépendent à la
fois de x, y, z, s, t, sont supposés calculables par cheminement dans la région la
fonction z, s, t) dans *la région les fonctions ôo(s, t), 8~(s, t) dans la

région ~s,t, et la fonction dans la région ~t.



ôic les variables ce, y, ... du premier groupe conservent pour lous les sommets
les valeurs fixes xo, yo, ..., et si, après l’avoir ainsi calculée, on introduit
dans le développement résultant l’hypothèse numérique

on peut, sans changer le résultat final, procéder dans l’ordue inverse, c’est-
à-dire introduire d’abord dans le développement initial l’hypothèse numé-

rique (52), et calculer ensuite la fonction ainsi obtenue suivant le chemin
b~°isé

II. Revenant à notre énoncé général, désignons par

des quantités positives assez petites pour que les diverses fonctions spécifiées par
cet énoncé soient calculables avec les rayons (53) dans les régions qui leur sont

respectivement assignées; puis par a une constante positive assez petite pour que
les relations simultanées

supposées vérifiées pour deux points quelconques de la région ~5 y, entraînent
comme conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de la

région transformée, de les relations



une pareille constante x existe nécessairement,, puisque la région (5i) est limitée
et complète, et que les seconds membres des formules de transformation (46),
(47), (48), (49) y sont continus.

Considérons maintenant le point

qui, dans la région ( 5 1), correspond à

et construisons, dans cette même région (5i), un chemin brisé ayant son premier
sommet au point (54), et présentant, avec des écarts maxima moindres que a, la
structure spéciale décrite au n° 44, c’est-à-dire tel que les groupes de variables ~45~
y varient séparément et successivement dans l’ordre inverse de celui où nous les
avons écrits. En vertu d’une proposition antérieure ~n~ ~!~~, il suffit, pour établir
celle que nous avons actuellement en vue, de faire voir qu’un pareil chemin est
(dans le sens indiqué au n° 44) praticable pour les fonctions

qui figurent dans les premiers membres des conditions initiales données, et qu’il
conduit, pour chacune d’elles, à des développements successifs admettant les

rayons de convergence (53).
Traçons donc, dans les régions respectives

des chemins brisés

sous la seule restriction que leurs écarts maxima soient moindres que a; puis,
considérons, dans la région ( 5 i), les quatre chemins brisés successifs



11 s’agit de prouver que ces quatre chemins sont (dans le sens indiqué au n° 44)
successivement praticables pour les fonctions (55) avec les rayons (53).

III. Considérons, en même temps que le Tableau (56), ceux qui s’en déduisent
par la suppression de la première colonne, puis des trois premières, puis des
quatre premières; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs

les quatre chemins

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions



Ces dernières, si on les transforme à l’aide des formules (46), ~~; ~, (~8~, (4g),
nous donnent, dans les espaces respectifs

quatre régions continues faisant respectivement partie de 
~

D’ailleurs, puisque, dans l’ensemble des régions (6/{), les indéterminées 1, r;, ~, o-

’ 

conservent les valeurs fixes ~o, ~o, ~o, il résulte des hypothèses faites sur les
seconds membres de (46), (47), (48) que, dans l’ensemble des ’régions trans-

formées, les indéterminées x, y, ~, s conservent les valeurs fixes xo, yo, Zo, so.
La première de ces régions transformées se trouvera donc constituée par l’asso-

ciation du point fixe (xo,yo, ~o, so) de l’espace [~x,y, z, s~,, et d’une certaine

région de l’espace [~t~], ou, ce qui revient au même, par l’association du point
fixe (xo) de l’espace [[~]], du point fixe (yo, ~o) de l’espace [~y, ,~~], du point
fixe (so) de l’espace ~s~ , et d’une certaine région de l’espace ~~t~~. Et les trois
autres régions transformées se déduiront de la première en y faisant respective-
ment abstraction de la coordonnée x, des trois coordonnées x, y, z, et des

quatre coordonnées .r; y, Z, s.

Si l’on observe maintenant qu’à partir des valeurs initiales xo, yo, âo, so, to, les

coefficients du système proposé et les seconds membres des conditions initiales
sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectives (66), et, par

suite, dans les régions respectivement transformées de (64), il résulte du n° 48

que les fonctions (55) possèdent la même propriété dans la première de ces

régions transformées; elles sont, notamment (dans le sens indiqué au nù 44),
calculables avec les rayons (53) suivant le chemin (56). Et si, ce cheminement
une fois effectué, on considère comice initial le dernier sommet du chemin (56)
[qui n’est autre que le premier sommet du chemin (57)], les seconds membres

des conditions initiales correspondant à ce dernier sommet s’obtiendront, en
vertu de l’alinéa I, en effectuant, sur les seconds membres des conditions initiales

primitivement t données, les cheminements respectifs (63), (62) et (61) : de ce
dernier point il convient de retenir, notamment, ce qui concerne les nouvelles
conditions initiales relatives à A, 0 et à Ï~.
On voit donc qu’avec le nouveau choix de valeurs initiales indiqué il y a un

instant pour x, y, z, s, t, non seulement les coefficients du système proposé
restent calculables dans la région t avec les rayons ( 53 ) ; mais encore

que le .second membre de la nouvelle condition initiale relative à r admet, au



départ, le rayon Rt ; que les seconds membres des nouvelles conditions initiales
relatives à  et 0 sont calculables dans la région t avec les rayons Rs, Rt;
enfin, que le second membre de la nouvelle condition initiale relative à 03A6 est

calculable dans la région avec les rayons Ry, Rz, Rs, Rt.

IV. Considérons maintenant, en même temps que le Tableau (57), ceux qui
s’en déduisent par la suppression de la première colonne, puis des trois premières,
puis des quatre premières; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs (60), les
quatre chemins

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions

Ces dernières, si on les transforme à l’aide des formules (46), (4~), (48), (4g),
nous donnent, dans les espaces respectifs (65), quatre régions continues faisant
respectivement partie des quatre régions (66). D’ailleurs, puisque, dans l’ensemble
des régions (70), les indéterminées ), r,, ~ conservent les valeurs fixes ~o, ’~o, ~o, il
résulte des hypothèses faites sur les seconds membres de (46), (47) que, dans
l’ensemble des régions transformées, les indéterminées x, y, z conservent les
valeurs fixes xo, yo, ~o; quant à l’indéterminée t, elle y conserve évidemment

la valeur fixe que donne la formule (49) = T. La première de ces régions
transformées se trouve donc constituée par l’association du point fixe (xo) de’

l’espace ~~x~,, du point fixe (yo, zo) ,de l’espace [~y, ,~.~,, d’un certain point
fixe de l’espace ~~t~,, et d’une certaine région de l’espace j[-~]1’ Et les trois autres
régions transformées se déduisent de la première en y faisant respectivement
abstraction de la coordonnée x, des trois coordonnées x, y, z, et des quatre coor-

, 

données x, y, z, s.

Si l’on se reporte maintenant à ce que nous avons dit à la fin de l’alinéa III sur
]es conditions initiales relatives au premier sommet de ( 57 ), on voit que les coef-
ficients du système proposé et les seconds membres de ces conditions initiales



sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectivement transformées
de (70) (chacun d’eux dans celle de ces régions transformées qui se trouve natu-
rellement indiquée par le groupe de variables dont il dépend); il résulte alors du

n° 48 que les quatre fonctions (55) possèdent la même propriété dans la première
de ces régions transformées, et qu’elles sont, notamment (dans le sens indiqué
au n° 44), calculables avec les rayons ( 53) suivant le chemin ( 5~ ). Et si, ce ché-
minement une fois effectué, on considère comme initial le dernier sommet du

chemin (5~) [qui n’est autre que le premier sommet du chemin (58)], les seconds
membres des conditions initiales, relatives à â, e et à ~, qui correspondent à ce
dernier sommet, s’obtiendront, d’après l’alinéa I, en effectuant sur les seconds
membres des conditions initiales homologues, qui correspondent au premier
sommet de (5j), les cheminements respectifs (68) et (6y) : de ce dernier point
il convient de retenir, notamment, ce qui concerne la nouvelle condition relative
à ~.

On voit donc qu’avec Je nouveau choix de valeurs initiales Indiqué il y a un

instant pour x, :, s, l, non seulement les coefficients du système proposé
restent calculables dans la région avec les rayons (53); mais encore
que le second membre de la nouvelle condition initiale relative à r admet, au
départ, le rayon Rt; que les seconds membres des nouvelles conditions initiales
relatives à A, 6 admettent, au départ, les rayons Rs, Rt; enfin, que le second
membre de la nouvelle condition initiale relative est calculable dans la

région t avec les rayons Ry., R;, Rs, Rt.

V. Considérons à présent, en même temps que le Tableau (58), ceux qui s’en
déduisent par la suppression de la première colonne, puis des trois premières,
puis des quatre premières; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs (60 ),
les quatre chemins

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions


