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L.I

DE

L’AIMANTATION PAR INFLUENCE,

PAR M. P. DUHEM,
Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCTION.

Les équations sur lesquelles repose la théorie de l’aimantation par in-
fluence des corps amorphes ou cristallisés ont été données par Poisson;
mais la voie suivie par Poisson pour les établir présente des difficultés de
toute sorte : complication des hypothèses fondamentales, manque de ri-
gueur des déductions mathématiques, opposition avec les faits de quelques-
unes des conséquences expérimentales.

Les physiciens qui, après Poisson, se sont occupés de cette théorie, et
notamment sir iV. Thomson et G. Iiirchhofl, ont cherché à éliminer ces
difficultés; mais ils n’y sont parvenus qu’en admettant les équa-
tions de l’équilibre magnétique comme des hypothèses primordiales, sans
les rattacher d’aucune manière à des théories plus générales ou à des lois
directement accessibles à l’expérience.

Cette absence de raisons à l’appui des équations fondamentales de l’équi-
libre magnétique est d’autant plus regrettable que des obstacles de toute
sorte rendent fort difficile la vérification expérimentale des conséquences
peu nombreuses qui en ont été déduites jusqu’ici.
Dans ces conditions, nous avons cru utile de reprendre rétablissement

de ces équations en nous appuyant seulement sur les lois incontestées qui
règlent les actions mutuelles des aimants et sur les principes non moins
incontestés de la Thermodynamique. Nous avons été ainsi conduit, pour
les corps isotropes, à des conditions d’équilibre identiques à celtes que



G. Kirchhoff avait imaginées; dès lors, comme les équations de G. Kirch-
hofT n’avaient fait l’objet presque d’aucune étude, nous avons examiné
quelques-unes des conséquences de ces équations, examen qui nous a amené
a rectifier quelques propositions introduites en Physique sans démonstra-
tion suffisante.

Pour les corps non isotropes, nous avons été conduit à des conditions
d’équilibre d’une forme nouvelle et plus compliquée que celle qu’on pouvait
attendre.

Notre travail n’aura assurément pas éliminé toutes les difficultés que pré-
sente la théorie de l’aimantation par influence ; mais nous espérons au moins
qu’il aura contribué à éclaircir quelques-uns des points obscurs de cette
théorie.



CHAPITRE I.
POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D’UN SYSTEME QUI RENFERME

DES AIMANTS.

§ I. - Quelques propositions de Thermodynamique.

1. La théorie nouvelle de l’aimantation par influence, que le présent
Mémoire aura pour but de développer, repose sur l’emploi des principes de
la Thermodynamique. Qu’il nous soit permis de rappeler ces principes sous
la forme que nous aurons à employer dans la suite.

Lorsqu’un système subit une transformation élémentaire, il dégage une
quantité de chaleur dQ ; les forces extérieures auxquelles il est soumis effec-
tuent un travail infiniment petit et l’on a

A étant l’équivalent calorifique du travail et U une fonction de l’état du
système à laquelle on donne le nom d’énergie 

Si T désigne la température absolue que possèdent tous les points du
système au moment où cette modification se produit, on a aussi

S étant une fonction de l’état du système à laquelle on donne le nom d’en-
tropie, et dN une quantité infiniment petite, toujours positive et nulle seu-
lement lorsque la transformation considérée est réversible, quantité à la-
quelle on donne le nom de trans f ormation non compensée.

Ces deux propositions si simples sont la forme donnée au principe de
l"équivalence de la chaleur et du travail et au principe de Carnot par
3i. Clausius.

Gibbs en a déduit une conséquence presque immédiate, dont
la fécondité semble s’accroître chaque jour.

Posons, lorsque T demeure constant,



et donnons à dz le nom de travail non compensé accompli dans une trans-
formation isothermique; nous aurons de ce travail cette remarquable
expression

E étant l’équivalent mécanique de la chaleur.
Supposons maintenant que les forces extérieures admettent un poten-

tiel W, de telle sorte que l’on ait

et posons

régalitc (3) deviendra

le travail non compensé effectué durant une transformation isother-
mique est alors la variation changée cle signe d’une fonction de l’état
du système 03A9.

Nous donnerons à cette fonction le nom de potentiel thermodyna-
mique du système.
Moyennant ces conventions, la condition d’après laquelle dN doit tou-

jours être positif peut s’énoncer ainsi : :

Pour qu’un système dont tous les points sont ci la même température
absolue soit cla équilibre stable, il suffit quc le potentiel thermodyna-
mique de ce système ait la plus petite valeur qu’il peut prendre à la
température considérée.

Tels sont les principes sur lesquels reposent les raisonnements dont il sera
fait usage au cours du présent travail.

L’étude de l’équilibre d’un système quelconque suppose, en premier lieu,
la détermination de la forme du potentiel thermodynamique de ce système;
nous aurons donc, en premier lieu, à déterminer la forme du potentiel ther-
modynamique d’un système qui renferme des aimants. Pour y parvenir,
nous suivrons une voie analogue à celle qui, dans un autre travail, nous a
permis d’obtenir le potentiel thermodynamique d’un système électrisc. Cette
voie suppose 1 emploi d’un lemme fondamental dont nous allons rappeler
l’énoncé et la démonstration.



2. Imaginons un système décomposé en un nombre limité ou illimité de
corps finis ou infiniment petits, susceptibles d’être déplacés les uns par rap-
port aux autres. Imaginons qu’à chacun de ces corps on ait invariablement
lié un système d’axes de coordonnées rectangulaires. Pour connaître com-
plètement l’état du système, il faudra connaître la position de l’origine de
chacun de ces systèmes d’axes et l’orientation des axes. En général, il faut.
aussi connaître un certain nombre d’autres quantités : forme et volume de
chacun des corps, état physique et chimique dans lequel il se trouve, tem-
pérature qu’il possède en ses divers points, etc. Lorsque les premières quan-
tités varieront seules, les autres demeurant invariables, nous dirons que 
déplace les uns par rapport aux autres les divers corps du système sans
changer leur état.
A un semblable déplacement on peut appliquer les propositions établies

en Mécanique rationnelle pour les déplacements d’un système de solides
invariables.

Soient

E l’équivalent mécanique de la chaleur;
T la température absolue du système supposée la même en tous les points ;
U son énergie interne ;
S son entropie.
Dans un déplacement infiniment petit sans changement d’état, la quantité

que nous nommerons le potentiel thermodynamique interne, éprouve une
variation .

En même temps, les actions mécaniques internes que les divers corps du
système exercent les uns sur les autres effectuent un certain travail 0(~ et
l’on a

égalité que l’on peut énoncer ainsi :

Dans toute modification qui déplace les uns par rapport aux autres

les corps qui. constituent un système sans changer leur étcct, le

travail effectué par les actions mécaniques internes du système est la



variation changée de signe d’un potentiel, et ce potentiel ne diffère du
potentiel thermodynamique interne que quantité qui peut bien
dépendre de l’état dcs corps, niais qui ne déprnd pas de leun
po.sition.

La démonstration de cette proposition est extrêmement simple.
Imposons à chacun des corps du système la liaison de demeurer dans un

état invariable et appliquons au devenu ainsi incapable d’éprouver
aucune modification autre que les déplacements que nous avons en vue
d’étudier :

z° Des forces égales et directement opposées aux forces extérieures qui
agissent sur lui ;

~° Des forces qui, dans tout déplacement du de ceux que nous

considérons, effectuent un travail ~~i égal ou inférieur à

de telle façon que l’on ait, pour tout déplacement de ce genre,

Soit Y l’énergie interne du système ainsi modifié; soit S son entropie;
soit b0 le travail externe effectué dans un déplacement du genre de celui
que nous considérons par les forces extérieures qui agissent maintenant sur
le système. Dans un semblable déplacement, le travail non compensé effec-
tué a pour valeur, d’après l’égalité (3),

Mais, par hypothèse, l’état du système a été maintenu le même avant et
après l’addition des nouvelles forces; on a donc

D’autre part, les forces extérieures qui agissent sur le système après l’ad-
dition des nouvelles forces se composent :

IoDes forces extérieures qui agissaient auparavant sur le système; dans
la modification considérée, elles effectuent un travail 

~~~ Du premier groupe de forces ajoutées; dans la modification consi-

dérée, ces forces effectuent évidemment le travail - ;;(;e;



3° Du second groupe de forces ajoutées; dans la modification considérée,
ces forces effectuent, par hypothèse, le travail 
On a donc

et l’égalité (7) devient

D’après l’inégalité (6), cette quantité est nulle ou négative; dès lors,
d’après les propositions de Thermodynamique que nous rappelions au
commencement de ce paragraphe, la modification correspondante, entraî-
nant un travail non compensé nul ou négatif, ne peut se produire ; le sys-

soumis aux actions mécaniques qui agissent réellement sur lui et a
celles que nous y avons adjointes, ne peut subir aucun déplacement qui
n’altère pas l’état de ses diverses parties ; les liaisons qui lui interdisent toute
modification autre que des déplacements de ce genre assurent l’équilibre
du système.

grâce à ces liaisons par lesquelles chacun des corps qui constituent
le système est supposé maintenu dans un état invariable, les propositions
de la Mécanique rationnelle relatives aux systèmes formés de corps solides
sont applicables au système précédent. On peut, en particulier, lui appli-
quer le principe des vitesses virtuelles.

D’après ce qui précède, le système est en équilibre sous l’action de quatre
systèmes de forces :

~° Les forces mécaniques extérieures qui agissaient primitivement sur lui ;
2° Les actions mécaniques intérieures que les divers corps qui le consti-

tuent exercent les uns sur les autres ;
3° Des forces égales et directement opposées aux forces extérieures ;
4° Des forces effectuant dans tout déplacement virtuel un travail égal

ou inférieur à E ~(U - TS).
Le premier et le troisième système de forces se détruisent. On peut donc

dire que le système est en équilibre sous l’action du second et du quatrième
groupe de forces.

dans toute modification du système où ses diverses parties changent
de position sans changer d’état, les forces du second groupe effectuent un
travail virtuel ~1~1; les forces du quatrième groupe effectuent un travail vir-
tuel o~ ; ; en vertu du principe des vitesses virtuelles, le système ne peut être



en équilibre sous l’action de ces deux groupes de forces si l’on n’a

Cela doit avoir lieu toutes les fois que 03B4’i vérifie l’inégalité (6). On doit
donc avoir

Si l’on suppose maintenant qu’à tout déplacement virtuel des diverses

parties du système on puisse faire correspondre le déplacement inverse, on
verra aisément que l’inégalité précédente se réduit à l’égalité (6) :

que nous nous proposions de démontrer.

3. Ce théorème fondamental entraîne quelques conséquences qui en dé-
rivent immédiatement et que nous pouvons indiquer ici.

Corollaire I. 2014 L’égalité (3)

devient en vertu de cette égalité (6), y

ce qui peut s’énoncer ainsi :

Lorsqu’un système subit un déplacement sans changement d’état de
ses diverses parties, le travail non compensé produit dans ce système est

égal au travail produit pccr lcs actions mécaniques, tant externes qu’in-
ternes, qui agissent sur les diverses parties clu système.

Corollaire II. 2014 Lorsqu’un dont tous les points sont à la même
température subit une modification isothermique, l’entropie de ce système
varie de r S et l’on donne u la quantité

le nom de travail compensé accompli dans la modification considérée.
Considérons un système défini par sa température absolue et par un cer-



tain nombre d’autres variables; nous aurons

Supposons qu’il s’agisse d’un système primitivement en état d’équilibre, la
modification infiniment petite considérée sera réversible; elle mettra enjeu
une quantité de chaleur SQ, et le principe de Carnot-Clausius donnera
{égalité (2)]

tandis que le principe de l’équivalence donnera [égalité ( i )~

L’égalité (8) deviendra donc

03B4e étant le travail accompli par les forces extérieures qui sollicitent le sys-
tème lorsque la température varie de 03B4T, les autres variables qui définissent
le système conservant leur valeur.

Si, en particulier, ces variables sont choisies de telle sorte qu’aucun tra-
vail externe ne puisse être effectué dans le système si elles ne changent de
valeur, on aura

- o

et

égalité applicable à tous les systèmes pris dans un état 

M. Massieu a, le premier, signalé l’importance de cette égalité.
Faisons-en une application au cas qui nous occupe.
Supposons qu’un système; primitivement en équilibre, subisse un dépla-

cement infiniment petit de ses diverses parties. Nous aurons

Mais 6 (U - TS) peut, dans ce cas, être remplacé par la variation que subit
le potentiel des actions mécaniques internes du système. Si ces actions mé-
caniques sont indépendantes de la température, il en sera de même de leur



potentiel, et l’on aura, par conséquent,

ce qui peut encore s’écrire

Ainsi, lorsque lcs actions mécaniques que diverses parties d’un système
les unes sur lcs autres ne subissent aucunc variation pendant

un échauffement du système qui laisse invariable le volume, la forme et
la position de ses diverses parties, un déplacement sans changement

d’état des diverses parties de ce système primitivement en équilibre ne
fait pas varier l’entropie du système; il n’entraîne aucun travail com-

pensé.

Corollaire III. - Dans une modification isothermique quelconque, on a

Dans les conditions moyennant lesquelles le théorème précédent est énoncé,
on ci

On a donc

ce qui peut s’énoncer ainsi :

Dans les conditions précédentes, le travail exercé par les actions mé-
caniques internes est égal à la variation changée de signe du produit de
l’équivalent mécanique de la chaleur par l’énergie interne du système.

Ces corollaires si simples jouent un rôle important dans les rapproche-
ments que l’on peut tenter de faire entre la Mécanique rationnelle et la
Thermodynamique.

Les modifications qu’envisage la Mécanique rationnelle consistent exclu-
sivement en déplacements, sans changement d’état, des diverses parties
d’un système; aussitôt que le déplacement est accompagné d’un change-
ment d’état, la Mécanique rationnelle ne suffit plus à l’étudier. Dès lors les
deux premiers corollaires énoncés ci-dessus nous montrent que les travaux
étudiés en Mécanique rationnelle se rangent toujours dans la catégorie du
travail non compensé; que les modifications auxquelles elle s’applique n’en-



gendrent jamais aucun travail compensé. Par conséquent, c’est l’étude du
travail non compensé qui doit fournir en Thermodynamique des proposi-
tions analogues à celles dont la Mécanique fait usage ; il serait vain et illu-

soire de chercher dans les exemples que nous fournit la Mécanique une
quantité analogue au travail compensé.
Quant au troisième corollaire, il nous montre que l’on peut, tant que

l’on n’étudie que des déplacements sans changement d’état, confondre le
produit de l’énergie interne par l’équivalent mécanique de la chaleur avec
le potentiel des actions intérieures du système; que l’on peut, par exemple,
se servir de l’énel’gie interne comme d’un potentiel pour déterminer les
états d’équilibre du système; mais il faut bien se garder d’étendre cette
manière d’opérer lorsqu’on passe des déplacements sans changement d’état
aux changements d’état accompagnés ou non de déplacements; en d’autres
termes, lorsqu’on passe du domaine de la Mécanique rationnelle au domaine
propre de la Thermodynamique; c’est alors le potentiel thermodynamique
interne, et non l’équivalent mécanique de l’énergie interne, qui joue le

même rôle que le potentiel des actions mécaniques internes en Thermo-
dynamique. C’est faute d’avoir fait cette remarque que l’on a été conduit à
deux lois inexactes qui ont joué un grand rôle en Physique et que les tra-
vaux récents de nombreux savants, en particulier de M. J.-W. Gibbs et de
M. H. von Hellnholtz, sont parvenus à grand’peine à rectifier. Ces lois sont,
en Thermochimie, le principe du travail maximum; en Électricité, la loi de
la proportionnalité entre la force électromotrice d’une pile et la quantité de
chaleur mise en jeu par la réaction dont cette pile est le siège.

4. La proposition que nous venons de développer met donc en évidence
les relations qui unissent la Mécanique à la Thermodynamique. Ces rela-
tions deviendront encore plus nettes par la remarque suivante :

Dans la démonstration du théorème précédent, nous avons fait appel au
principe des vitesses virtuelles. Il est aisé de montrer qu inversement, à
l’aide de ce théorème, on peut déduire le principe des vitesses virtuelles
des principes fondamentaux de la Thermodynamique.

D’après ces derniers principes, un système est assurément en équilibre
stable si, pour toute modification isothermique virtuelle de cc système, le
travail non compensé, c’est-à-dire la quantité

est nulle ou négative.



Supposons-nous placé dans le seul cas qu’étudie la Mécanique ration-
nelle, c’est-à-dire dans le cas où les diverses parties du système ne peuvent
éprouver que déplacements sans changement d’état. D’après le corollaire I,
la proposition précédente pourra s’énoncer : :

L’équilibre d’un système dont les diverses parties sont susceptibles de
se déplacer, mais non d’éprouver des changements d’état, est assuré si
le travail effectué dans tout déplacement virtuel de ce système par toutes
les forces qui agissent sur lui est nul ou négatif.

Supposons que les forces extérieures qui agissent sur le système ad-
mettent un potentiel ~~~T; l’équilibre stable du système sera assuré si le

potentiel thermodynamique

est minimum à la température considérée.
Supposons que les diverses parties du système ne puissent éprouver que

des déplacements sans changement d’état ; dans ces conditions, E( U - TS)
ne diffère que par une constante du potentiel des actions mécaniques in-

ne diffère que par une constante du potentiel de toutes les forces
qui agissent sur le système, et l’on a cette proposition : :

L’équilibre stable d’un système soumis à des forces extérieures qui
admettent un potentiel est assuré lorsque le potentiel total des forces,
tant intérieures qu’extérieures, est minimum.

Cette dernière proposition n’est autre chose que le critérium de stabilité
bien connu dont on doit l’invention à Lagrange et la démonstration à
Lejeune-Dirichlet. La première rappelle l’énoncé du principe des vitesses
virtuelles tel que Gauss l’a formulé le premier d’une manière complète;
mais elle présente avec cet énoncé une légère différence sur laquelle il nous
est nécessaire d’insister.

En Mécanique rationnelle, le principe des vitesses virtuelles se présente
comme une condition d’équilibre nécessaire et suffisante. Déduit, au con-
traite, de la Thermodynamique, cc principe se présente comme une condi-
tion suffisante, mais non nécessaire, de l’équilibre. Cette diflcrence tient
à la nature même du principe de Carnot, sur lequel est fondée la Thermo-
dynamique. En Mécanique, tout système pour lequel les conditions d’équi-
libre déduites du principe des vitesses virtuelles ne sont pas vérifiées est



censé se mettre en mouvement. En Thermody namique, au contraire, on
sait bien qu’un système ne saurait éprouver de changement d’état contraire
au principe de Carnot-Clausius; que si, par conséquent, toute modification
virtuelle du système contredit à ce principe, le système sera forcément en
équilibre ; mais, lorsqu’un système peut éprouver une modification virtuelle
compatible avec ce principe, on ignore si réellement il éprouvera ou non
cette modification.

J’ajouterai que le principe des vitesses virtuelles, présenté par la Ther-
modynamique comme condition suffisante, mais non nécessaire, de l’équi-
libre est toujours conforme à l’expérience, tandis que l’expérience nous
présente chaque jour des cas d’équilibre contraires au principe des vitesses
virtuelles tel qu’on l’admet en Mécanique rationnelle ; on dit alors qu’il y a
f rottement, et le principe des vitesses virtuelles suppose un système soumis
à des liaisons dépourvues de frottement. _

Tout ce que nous venons de dire montre assez l’importance des proposi-
tions énoncées dans le présent paragraphe; ces propositions ont déjà servi
de base à toutes les applications de la Thermodynamique que nous avons
faites aux phénomènes électriques. Avant d’en faire le point de départ de
nos recherches sur le magnétisme, nous avons cru devoir les soumettre à
un rigoureux examen.

§ II. - Potentiel et fonction potentielle magnétiques.

5. Les travaux de Gilbert et de Coulomb ont conduit à regarder chaque
élément de volume d’un aimant comme un élément magnétique. Soit du le
volume d’un semblable élément; son état magnétique est défini par une
certaine grandeur, essentiellement positive, que l’on nomme son

moment magnétique, et par la direction d’une certaine demi-droite 
que l’on nomme son axe magnétique. se nomme l’intensité de l’ainaan-

tation en un point de l’élément dv; c’est, en général, une quantité finie. Si,
sur l’axe magnétique, dans la direction de cet axe, on porte une lon-

gueur égale à on obtient une grandeur géométrique ayant pour compo-
santes ~, suivant trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy,

La connaissance de ces trois quantités 0e1, e, que l’on nomme les

composantes de l’aimantation, est nécessaire et suffisante pour déterminer
l’état magnétique de l’élément du.
Deux aimants A, A~, de dimensions comparables à ceux que Fon peul



étudier expérimentalement, placés à une distance comparable à celles aux-
quelles les mesures peuvent être effectuées, exercent l’un sur l’autre des
actions mécaniques; les expériences de Coulomb et de Gauss ont précisé la
loi de ces actions; cette loi peut être énoncée de la manière suivante :

Soient du un élément du corps A et d(), un élément du corps A, .
Sur l’axe magnétique de l’élément dv et à l’intérieur ou au voisi-

nage immédiat de cet élément, prenons deux points infiniment voisins ~r
et 31’, séparés par une distance dl. Au point plaçons une masse fictive

 =  dv dl et au point 31 une masse fictive égale à 2014 pL. De même, sur l’axe
magnétique de l’élément dv1, prenons deux points infiniment voi-
sins M, t et M’1, séparés par une distance dl, ; ; au point M’1, plaçons une

masse fictive p, ==: et au point une masse fictive a - 1.

Les deux corps A et A, exercent l’un sur l’autre les mêmes actions que si
toute masse fictive rn du corps A repoussait toute masse fictive m, du

corps A, avec une force F dirigée suivant la droite qui joint les deux masses
et ayant pour valeur

It étant une constante positive et r la distance qui sépare les masses rn
et 

Il résulte de là que les actions mutuelles des deux corps A et A, ad-
mettent un potentiel et que ce potentiel a pour expression

n étant la distance d’un point de l’élément (l() à un point de l’élément dv1,
(Il et étant, comme nous l’avons supposé dans ce qui précède, deux lon-
gueurs infiniment petites comptées respectivement sur les axes magnétiques
des éléments, l’une des sommations s’étendant au volume entier du corps A,
l’autre au volume du corps A,.

L’expérience n’a rien appris jusqu’ici sur la loi qui règle les actions de
deux aimants extrêmement petits, rapprochés jusqu’au contact. Rien ne
prouve donc a piioii que l’on puisse appliquer cette loi aux actions mu-
tuelles des diverses particules contiguës d’un même aimant. Nous allons



voir au contraire qu’une semblable extension serait absurde. Il nous suffira

pour cela de transformer par un calcul d’identité l’expression

Soient x, y, z les coordonnées d’un point du volume dp et x, , y,, ~, les
coordonnées d’un point du volume du, ; nous aurons

nous aurons ensuite

nous aurons enfin

De toutes ces égalités, il résulte que l’on a



Dès lors, si la loi précédente demeurait exacte, même pour les particules
continues d’un aimanta les actions mutuelles des diverses particules d’un
aimant devraient admettre pour potentiel la quantité

toutes les intégrations s’étendant au volume entier de l’aimant. Or, nous avons
vu, dans l’Étude historique sur l’aimantation par influence que nous
avons publiée (§ I, n° 5 ), que les trois intégrales triples qui servent ici de
coefficients à ~~, ~ et 0 n’avaient aucun sens; il en est donc de même de

l’expression précédente, et l’extension proposée de la loi expérimentale des
actions magnétiques serait absurde.

Mais il est aisé de transformer l’énoncé de cette loi en un autre énoncé

qui puisse s’étendre aux actions mutuelles des particules d’un même ai-
mant. -

D’après l’égalité (10), si nous désignons par t) l’intégrale

étendue à l’aimant A, tout entier, j~ étant la distance d’un point de l’élé-
ment dx dy, à un point ,(x, y, z) du corps A, le potentiel des actions
mutuelles de l’aimant A sur l’aimant A, aura pour valeur.

Cette dernière expression peut se généraliser et s’appliquer aux actions
mutuelles des particules d’un même aimant, moyennant l’existence de la
quantité



nous avons vu (Étude historique, § I, n° 5) que la fonction

dans laquelle l’intégration s’étend à l’aimant A tout entier et dans laquelle
r désigne la distance d’un point de l’élément dx’ dy’ de l’aimant A à un

point (x, y, z ) du même aimant, est une fonction finie, continue et uniforme
des coordonnées (x, y, z) et qu’elle admet par rapport à ces coordonnées
des dérivées partielles du premier ordre. Dès lors, rien ne nous empêche
d’admettre, comme généralisation des faits d’expérience, que les actions
mutuelles des diverses particules d’un aimant A admettent pour potentiel
la quantité

Dans ce qui va suivre, nous admettrons cette hypothèse.
Désormais nous désignerons par la lettre ~ la somme des deux fonctions

0 et ~~~, c’est-à-dire l’intégrale

étendue à tous les aimants du système, r étant la distance d’un, point de
l’élément dx’ dy’ dz’ à un point (x, y, z) de l’espace. Nous nommerons
cette fonction  la fonction potentielle 
Pourvu que la quantité

existe et soit finie en tout point des aimants que renferme le système, la
fonction ~ est, dans tout l’espace, une fonction finie, continue et uniforme
de x, y, z admettant des dérivées premières par rapport à ces variables.
Si la quantité

est en outre continue, ces dérivées premières sont continues, sauf à la sur-
face de séparation d’un aimant et d’une substance non aimantée. i et  e



sont les normales vers l’intérieur ou l’extérieur à une telle surface, on a

Si enfin la quantité

admet, par rapport à x, y, z, des dérivées partielles du premier ordre,
~‘~ adn1et, par rapport aux mêmes variables, des dérivées partielles du second
ordre, et l’on a dans tout l’espace 

’

égalité qui se réduit, lorsque le point (x, y, z) est. extérieur aux aim~ants, à

Les actions mécaniques internes d’un système d’aimants admettent alors
pour potentiel la quantité y définie par l’égalité

l’intégration s’étendant à tous les aimants du système. ’3 est le potentiel
magnétique du système.
Ce résultat, obtenu en généralisant la loi expérimentale de Coulomb et

de Gauss, est l’hypothèse unique sur laquelle nous fonderons l’étude de
1"aimantation par influence. Au moyen de cette hypothèse et du théorème
développé au paragraphe précédent, nous allons, au paragraphe suivant,
déterminer la forme du potentiel thermodynamique d’un système de corps
aimantés.

§ III. - Potentiel thermodynamique des corps isotropes aimantés.

G. Considérons un système qui renferme des aimants et supposons que
les seules actions mécaniques qui s’exercent dans l’intérieur de ce système
soient les actions magnétiques, hypothèse qui ne serait pas vérifiée si le

système renfermait soit des charges électriques en équilibre, soit des cou-
rants électriques constants ou variables.



D’après ce que nous venons de dire, les actions mécaniques internes de
ce système admettent pour potentiel la quantité J définie par 

Nous nous proposons de déterminer la forme du potentiel thermodyna-
mique interne du système. Ce potentiel thermodynamique interne est dé-
fini par l’égalité

E étant l’équivalent mécanique de la chaleur ;
Y l’énergie interne du .système ;
E son entropie ;
T la température absolue commune à tous ses points.

D’après ce que nous avons vu au § I, ce potentiel thermodynamique in-
terne ne diffère du potentiel des actions mécaniques intérieures au système
que d’une quantité qui peut dépendre de l’état des divers éléments magné-
tiques, mais non de leur position, en sorte que, si l’on désigne par J’ une
semblable quantité, on doit avoir

C’est donc la quantité ~’ qu’il s’agit pour nous de déterminer.
L’état de chacun des éléments du système dépend :
Du volume de l’élément ;
De la forme de la surface qui le limite ;
De l’orientation de l’axe magnétique par rapport à cette surface ;’
Si la substance n’est pas isotrope, de l’orientation de l’axe magnétique

par rapport aux axes d’élasticité de la substance ;
De l’intensité de l’aimantation en un point;
Enfin d’autres paramètres a, ~, ..., qui achèvent de déterminer l’état

physique et chimique de la substance.
Telles sont les variables qui peuvent influer sur la valeur de ~~’.
Bornons-nous, pour le moment, à considérer le cas d’une substance iso-

trope : nous étudierons dans un Chapitre ultérieur les propriétés des corps
cristallisés ; cherchons la variation que subit la quantité ~~‘ lorsque, dans un
élément magnétique, on fait varier l’intensité d’aimantation et l’orientation
de l’axe magnétique sans déplacer l’élément et sans faire varier ni son ;o-
lume ni la forme de la surface qui le limite.
La variation que subit la quantité ~’ par l’effet d’une modification donnée

dépend seulement de l’état du système avant et après cette modification et



non de la voie suivie par le système pour passer de l’un de ces états à l’autre.
Nous pouvons donc choisir cette voie arbitrairement.

1 ° Nous découperons dans le système l’élément clv, dont l’état doit va-
rier ; nous éloignerons à 1 infini tous les autres éléments du système sans
changer l’aimantation ou l’état d’aucun d’entre eux. Dans cette modification,
qui constitue ce qu’au § 1 nous avons nommé un déplacement sans change-
ment la quantité j’ ne subira aucune variation.

2° Dans l’élément ainsi isolé, nous ferons subir à l’intensité d’aimantation
et à l’orientation de l’axe magnétique les variations infiniment petites que
nous avons en vue. Dans cette modification, j’ variera de ~, ~~’.

3° Cette modification achevée, nous ramènerons de l’infini tous les élé-
ments du système à leur position initiale sans changer l’état ou l’ain1anta-

. tion d’aucun d’entre eux. Dans ce nouveau déplacement sans changement
d’état, J’ ne variera pas.

L’ensemble de ces trois modifications devant faire varier J’ de oj’, on a

Il nous suffit donc d’étudier la variation de o. ~’.
Il est évident que cette variation est égale à la variation que subirait le

potentiel thermodynamique d’un système formé par l’élément (Lv seul, si cet
élément subissait lc changement considéré d’axe magnétique et d’aimanta-
tion sans changer de position, de forme ou d’état.

L’intensité de l’aimantation et l’orientation de l’axe magnétique sont
connues lorsqu’on connaît les composantes iL, de l’aimantation sui-

trois axes rectangulaires invariablement liés à l’élément. Par consé-
quent, dans la modification précédente, on a

=~, B, C étant trois quantités qui peuvent dépendre :
I ° à5, c ;
‘~~’ Du volume de 

‘i° De la forme de la surface qui le limite;
~° Des coefficients 7, ~, ....

Quelle que soit la forme de la surface qui limite Isolément elv, quelle que
soit l’orientation de magnétique par rapport à cette surface, quel que
soit le volume de l’élément dv, nous pouvons le partager en une infinité de



cubes infiniment petits par rapport à cet élément, ayant un volume déter-
miné d’avance et dans lesquels l’axe magnétique ait une direction déter-
minée par rapport à la surface qui limite chacun d’eux. Une démonstration
analogue à celle que nous venons de faire pour prouver que ~~’ = ~, J’ nous
montrera est égal à la somme des quantités analogues obtenues, en
supposant que, après avoir éloigné indéfiniment tous ces petits cubes les
uns des autres, on fasse subir à chacun d’eux la même variation d’aimanta-

tion qu’à l’élément dv tout entier. ,

Il est facile de conclure de-là que les quantités A, B, C sont proportion-
nelles au volume de l’élément du et indépendantes de la forme de la surface
qui le limite, en sorte que nous pourrons écrire

A’, B’, C’ dépendant uniquement des variables ~~, ~~, : , «, ~, ....

Au lieu de prendre ~~, ~ comme variables indépendantes pour définir
l’état d’aimantation de l’élément du, nous pourrons aussi bien prendre pour
variables indépendantes 31L et deux des quantités ~~, a~, e, les deux pre-
mières par exemple. Nous aurons alors

rn, a et b étant trois fonctions de ~~, a, ~, ... seulement.
La forme de la surface qui limite l’élément du n’influant pas sur la valeur

des quantités m, a et b, on peut, pour les déterminer, donner à l’élément la
forme d’une sphère. Cette hypothèse admise, envisageons les deux modifi-
cations équivalentes que voici :
Dans la première modification, on suppose qu’on laisse l’élément immo-

bile, qu’on ne fasse point varier son intensité d’aimantation non plus
que les paramètres a, p, ..., mais qu’on change l’orientation de son axe
magnétique, de telle façon que  et  varient de quantités quelconques
~,~~, Dans cette première modification, on a

Dans la seconde modification, on suppose qu’on laisse invariable l’inten-
sité d’aimantation et les paramètres 03B1, 03B2, ...; que l’axe magnétique de-
meure invariablement lié à l’élément, mais qu’on fasse tourncr celui-ci au-
tour de son centre de manière que l’axe magnétique subisse dans l’espace le



même changement d’orientation que dans la précédente modification. Cette
seconde modification constitue un déplacement sans changement d’état, en
sorte que l’on a, durant cette modification,

Or les deux modifications, amenant le système du même état initial au
même état final, font subir à la quantité ~’ la même variation. On a donc,
quels que soient et 

c’est-à-dire

Il en résulte que l’on peut écrire : dans toute modification où l’aimanta-
tion d’un élément varie sans que le volume, la forme et l’état de cet élé-
ment subissent de variations,

Dès lors, si nous posons

nous pourrons écrire

l’intégrale triple s’étendant au volume entier du système et ~~" demeurant
invariable lorsqu’on déplace les éléments ou lorsqu’on fait varier leur état
magnétique sans altérer leur volume ou les paramètres ... relatifs à
chacun d’eux.

Pour déterminer r~’~, nous remarquons, en premier lieu, que les éga-
lités (1 .5) et (1~7) permettent d’écrire

Supposons que nous fassions décroître jusqu’à o l’intensité d’aimantation
en chaque point du système sans faire varier le volume ou l’état des divers



éléments qui le constituent tend vers o ; il en est de même de  (m, 03B1, 03B2, ... )
d’après l’égalité (16); J tend donc vers ".

D’autre part, si nous désignons par U l’énergie interne que posséderait
le système si tous les éléments conservaient le même état physique défini
par les paramètres ce, ~, ... et le même volume, mais cessaient d’être ma-
gnétiques ; par S l’entropie que posséderait le système dans les mêmes
conditions, il est évident que la limite vers laquelle tend la valeur de j
estE(U -TS).
On a donc

Cette égalité (18) achève de déterminer la forme du potentiel thermody-
namique interne d’un système qui renferme des corps isotropes aimantés,
car des égalités ( 15 ), (17) et (18), il résulte que l’on a pour un semblable
système

C’est de cette égalité que nous allons déduire les lois de l’induction magné-
tique des substances isotropes.



CHAPITRE II.
ÉQUATIONS DE L’ÉQLILIBRE MAGNETIQUE.

§ I. - Équations fondamentales de l’aimantation par influence.

1. Nous allons dans ce Chapitre chercher à déterminer la grandeur et la
direction de l’aimantation en chaque point d’un corps dénué de force
coercitive soumis à l’action d’ainlants permanents. Commençons par dé-
finir ces deux mots.

Considérons un système renfermant un corps susceptible de s’aimanter
et cherchons à quelles conditions le travail non compensé effectué dans une
modification isothermique virtuelle quelconque de ce système sera nul ou
négatif; parmi ces conditions, qui sont les conditions d’équilibre en Ther-
modynamique, nous en trouverons qui expriment la proposition suivante :
l’ainlantation a en chaque point du corps considéré une certaine direction
et une certaine grandeur. Si, en chaque point de ce corps, l’aimantation a
cette direction et cette grandeur, cette aimantation ne pourra subir aucune
variation; l’équilibre magnétique sera absolument établi.

Mais, selon une remarque faite précédemment ( Chap. 1, SI, n° 11), il

peut fort bien arriver quc le système conserve un état invariable sans que
les conditions d’équilibre prescrites par la Thermodynamique soient véri-
fiées: il peut-arriver que l’aimantation du corps en question demeure inva-
riable, bien que cette aimantation ne satisfasse point aux conditions dont il
a été parlé.

Nous dirons qu’un corps est parfaitement doux, ou bien qu’il est dénué
de force coercitive, si, en toute circonstance, l’aimantation en chacun des

points de ce corps satisfait aux conditions d’équilibre indiquées par la Ther-
modynamique.
Au contraire, nous dirons qu’un aimant est permanent si l’aimantation

en chaque point conserve une grandeur et une direction invariables en

quelque circonstance que cet aimant se trouve placé.
Les aimants permanents et les corps parfaitement doux forment les deux

limites extrêmes de la série des corps magnétiques. Il va sans dire que tous
les corps magnétiques que nous présente la nature viennent se ranger entre



ces deux limites, sans jamais réaliser complètement ni l’une ni l’autre

d’entre elles. Néanmoins, ces deux limites correspondent aux seuls cas que
nous puissions étudier théoriquement : nous pouvons étudier les aimants
permanents parce que leur état magnétique peut être censé donné arbitrai-
rement, et les corps parfaitement doux parce que cet état est réglé par les
propositions de la Thermodynamique.

2. Envisageons un système formé d’aimants permanents et de corps dé-
nués de force coercitive.

En un point de l’un de ces derniers, l’aimantation a pour composantes ~~,,
~J, e. On peut imaginer que, sans changer la position, le volume, la forme,
l’état physique ou chimique des divers corps qui constituent le système, on
fasse, au sein d’un élément du, varier ~~, ~~, e, de quantités infiniment
petites arbitraires Se. D’après la définition des corps parfai-
tement doux, il n’en doit résulter pour le système aucun travail non com-

pensé.
Tous les corps du système demeurant invariables de volume, déforme et

de position, les forces extérieures appliquées au système n’effectuent aucun
travail. Le travail non compensé effectué se réduit alors à la variation

changée de signe du potentiel thermodynamique interne.
Ce dernier est fourni par l’égalité (19) du Chapitre précédent. Il a pour

valeur, en conservant les notations de ce Chapitre,

Cherchons la variation subie par cette quantité lorsque, au sein de l’élé-
ment du, ~, ~~, ~ varient respectivement de ~~~~, Se, tous les autres
paramètres qui fixent l’état du système demeurant invariables.
La quantité E ( U - TS ) ne subit dans ces conditions aucune variation.
La quantité ~ subit une variation facile à calculer en se reportant à la

définition de la fonction ~ donnée par l’égalité (r4) du Chap. I. Il est aisé

de voir que l’on a

~ étant la valeur de la fonction potentielle magnétique en un point (~1~, ~y~, =)
de l’élément dv.



Enfin on a

Mais 1 égalité
donne

en sorte que l’on peut écrire

Tous ces calculs conduisent à l’égalité

Cette quantité doit être égale à o quelles que soient les variations ~~~~,
Si donc on pose

on devra avoir, en tous les points d’une masse dénuée de force coercitive et
soumise à l’aimantation,

2. Ces équations sont les équations fondamentales de l’induction magné-
tique ; avant de leur faire subir aucune transformation, nous allons en dé-
duire quelques remarques importantes. -






























































































