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DEUXIÈME PARTIE.
LE CORPS DES NOMBRES DE GALOIS.

CHAPITRE X.

Les idéaux premiers du corps de Galois et de ses sous-corps.

§ 36. - LA DÉCOMPOSITION UNIQUE DES IDÉAUX DU CORPS DE GALOIS EN IDÉAUX PREMIERS.

Un corps K qui coïncide avec tous ses corps conjugués est dit un corps de Galois.
Soit 1~ un corps quelconque de degré m et soit k’, ..., kl1l-J les /?? corps conjugués à lr,
on peut, en réunissant tous les nombres appartenant aux corps lr, h’, ..., 1~~~’-’~,
former un nouveau corps K ; ce corps K est alors nécessairement un corps de Galois,

qui contient les corps k, k’, ..., , l~nt-’~ comme sous-corps. Tout corps ~.° peut donc être
considéré comme un sous-corps d’un corps de Galois. Par suite de cette circonstance

nous n’apporterions aucune restriction essentielle à l’étude des nombres algébriques
si nous commencions par étudier un corps de Galois, et si nous cherchions à voir

ensuite comment les lois de décomposition des idéaux de ce corps de Galois se modi-
fient lorsqu’on passe à un des sous-corps qu’il contient..
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La démonstration de la décomposition unique des idéaux en idéaux premiers est
très simple pour un corps de Galois Pour le voir, nous fixerons d’abord le

sens de certaines notations.

Soit 0 le nombre entier qui détermine le corps K de degré M ; 8 est une racine
d’une équation irréductible de degré M à coefficients entiers et rationnels. Désignons
les racines de cette équation par

où s , ..., s,~ désignent des fonctions rationnelles de 0 à coefficients rationnels. Si
l’on considère .... s~0 comme des substitutions, elles forment un groupe G de

degré M, car deux substitutions successives prises parmi ces M nous donnent encore
une de ces substitutions. Soit G le groupe du corps de Galois K. Un idéal 3 qui ne

change pas lorsqu’on y remplace ses nombres par leurs conjugués, c’est-à-dire

lorsqu’on fait les lI - I substitutions s2, ..., sM sera dit un Idéal invariant. Un idéal

invariant a les propriétés suivantes :

LEMME I I . - La puissance 1~2! ~me de tout idéal invariant ~ est un nombre entier
rationnel.

Démonstration. - Soit A un nombre de l’idéal J et soient Ai, A2, ..., AM les

M fonctions symétriques élémentaires des nombres A = slA, sJA, ... , , shsA. Nous

désignerons par A le plus grand commun diviseur des ~l nombres rationnels entiers

De même supposons qu’on ait calculé les mêmes fonctions symétriques et le

même plus grand commun diviseur relatifs à tous les nombres B, I1, ... , de l’idéal J
et soient B, C, ... ces diviseurs.

Soit J le plus grand commun diviseur de tous les nombres A, B, C, ... ainsi

obtenus.

En effet, les nombres conjugués à A étant aussi des nombres de ~, on a

et par suite tous les nombres (18) et de plus A sont - o, (~~’’).
Comme on peut en dire autant de B, C, ..., on a aussi J - o d’après ~~I’ .
D’autre part, les coefficients A~ , At’ ..., AM de l’équation de degré M en A sont

J- _~t J-
divisibles respectivement par J°’’ , ..., J"’ et par suite A est divisible par comme

on peut en dire autant de tous les nombres B, r; ... de l’idéal 3, il en résulte que ,~~‘ ~’’
est divisible par J.



THÉORÈME 67. -- A chaque idéal ~ du corps de Galois K on peut faire corres-

pondre un autre idéal ~, tel que le produit soit un idéal principal.

Démonstration. - L’idéal J _ ..... est un idéal invariant ; donc,

d’après le lemme II, l’idéal

est l’idéal indiqué au théorème 67.
Ce théorème 67 permet de développer les caractères de divisibilité dans un corps

de Galois, comme on l’a fait au paragraphe 5 en vertu du théorème 8 pour un corps
quelconque k.

Pour déduire alors des lois de divisibilité dans un corps de Galois, les lois de divi-
sibilité pour un corps quelconque k, il faudra démontrer d’abord dans un corps de
Galois les théorèmes de Kronecker i3 et I4 relatifs aux formes et on en conclura
l’exactitude de ces lois pour un sous-corps ~~°, ou bien on emploiera un moyen
direct et approprié de transposition d’un corps à l’autre. [Hilbert2.]

S 37. - LES LA DIFFÉRENTE ET LE DISCRIMINANT DU CORPS DE GALOIS.

Certaines notions établies antérieurement prennent un sens plus simple dans le
corps de Galois. Ainsi les éléments d’un corps de Galois sont des idéaux dans le corps
lui-même et on a les faits suivants :

THÉORÈME 68. - Les éléments d’un corps de Galois K se transforment les uns dans

les autres par les substitutions ..., sM. La différente ~ du corps K est un idéal

invariant, et le discriminant D =+ est comme idéal la puissance de ~.

Démonstration. - Désignons par ..., S~~ une base du corps K, les éléments
de K sont des idéaux de la forme

Appliquons une substitution quelconque s à l’un de ces éléments et remarquons

que les nombres sQi’ ..., SQM forment encore une base du corps; il en résulta que
si l’on pose 

L’invariance de la différente du corps résulte de sa représentation



~ 38. - LES SOUS-CORPS DU CORPS DE GALOIS.

Le corps de Galois permet une étude précise des lois de décomposition de ses
nombres en tenant compte des sous-corps qu’il contient, et les résultats qu’on obtient
ainsi sont très importants lorsqu’on veut appliquer la théorie générale des corps à
des corps algébriques particuliers. [Hilbert 3.]

Pour caractériser simplement un sous-corps du corps de Galois, nous emploierons
les expressions suivantes : Lorsque r substitutions s1= I, s~, ..., sr du groupe G forment
un sous-groupe g de degré r, l’ensemble des nombres de K qui ne changent pas
lorsqu’on applique toutes ces substitutions g, forme un corps contenu dans K et de

degré m = M r. Nous nommerons ce corps If le sous-corps correspondant au soils-

groupe g.

Le corps de Galois appartient au groupe formé par sJ :== j ; au groupe G des lZ
substitutions s correspond le corps des nombres rationnels. - Réciproquement,
chaque sous-corps 1~ du corps de Galois appartient à un certain sous-groupe g du

groupe G. Le groupe g s’appelle alors le sous-groupe qui détermine le corps lr.

§ 39. - LES CORPS DE DÉCOMPOSITION ET LE CORPS D’INERTIE D’LN IDÉAL PREMIER D.

Choisissons dans le corps de Galois K un certain idéal premier de degré f ; il y

a un certain nombre de sous-corps de K s’emboîtant les uns dans les autres, carac-

térisés par l’idéal premier ~3 et dont nous allons développer brièvement les merveil-
leuses propriétés.

Soitp le nombre premier rationnel divisible par de plus, soient z, z’, z", ...,

les substitutions du groupe G qui laissent invariable l’idéal premier ~; elles for-
ment un groupe de degré rz que nous nommerons le groupe de décomposition de
l’idéal premier D et que nous désignerons par gz. Le corps correspondant au

groupe fJZ, sera dit le corps de décomposition de l’idéal premier D ; il est de

degré m = - . .

De plus, soient t, t’, t", ... toutes les substitutions s du corps telles que pour tout t

nombre entier Q du corps K on ait sQ = Q suivant ~ et soit rt leur nombre, on voit

facilement que ces substitutions forment un groupe de degré Ce groupe, nous le

nommerons le groupe d’inertie de l’zdéal premier ~3 et nous le désignerons par gt Le

corps kt qui correspond à gt nous le désignerons par corps d’inertie de l’idéal pre-

mier D il est de degré m t = M .
rl 

.



Le rapport entre le groupe d’inertie et le groupe de décomposition résulte des
faits suivants :

THÉORÈME 69. - Le sous-groupe d’inertie g de l’idéal premier D est un. sous-

groupe invariant du groupe de décomposition ~ . On obtient toutes les substitutions
du groupe de décomposition et on n’obtient qu’une fois chacune d’elles en multi-

pliant les substitutions du groupe d’inertie par 1, z, z~, ..., zf-1, où z est une substi-
tution appropriée du groupe de décomposition.

Démonstration. - Soit t une substitution quelconque de gt et 03A9 un nombre entier

du corps K divisible par. Posons ~’ ~ t-‘~ ; on a, en vertu de la propriété du corps
d’inertie suivante c’est-à-dire suivante. L’application de la
substitution t donne Q = o suivant l’idéal premier Comme ceci a lieu pour tous

les nombres Q de l’idéal premier, il faut que ~ soit divisible par t et, par suite,
~ = c’est-à-dire que le groupe d’inertie est un sous-groupe du groupe de décom-

position.
Désignons maintenant par P un nombre primitif de l’idéal premier ~ congru à o

suivant tous les idéaux conjugués à ~ et premiers avec Le théorème 25 montre que
l’on peut former un pareil nombre. Ceci fait, composons la fonction entière à coeffi-
cients entiers de degré àl en x :

Comme P est une racine entière de la congruence F(x) ~ o suivant ~.~, on sait,

d’après le théorème 2 y, que PP est aussi racine de cette congruence, et il résulte de là

que, parmi les M substitutions, l’une au moins donne sP~Pp suivant D. Si alors on
avait =_ on aurait, en vertu du choix de P, la congruence P=o suivant 

et, par suite, suivante, ce qui est contraire à la congruence trouvée précé-
demment.

A cause de ~3 la substitution s appartient au groupe de décomposition ;
posons s = z ; en appliquant plusieurs fois de suite la substitution z à la con-

gruence zP _--_ l’p suivant nous aurons

c’est pourqnoi zf est une substitution du groupe d’inertie, car tout nombre entier du
corps Q du corps K peut être mis sous la forme de Q = P~ + il ou = II, où a est un

nombre entier rationnel et ~I un nombre du corps divisible par ~3. A cause de 

on a en effet zf03A9 = Q suivant D.
La congruence zP ~ Pp suivant D nous apprend que suivant D, où t

est une substitution quelconque du groupe d’inertie gt. Si nous posons et

si Q est un nombre entier du corps tel que suivant 

suivant et de même si suivant c’est-à-dire que z’ = appartient au

groupe d’inertie.



Soit donc P(P) la fonction entière à coefficients entiers de degré f de P qui -o

suivant ~ ; alors, d’après le théorème 2 ~, la congruence P(x) - o suivant ~ admet les
racines P, P~, et d’après le théorème 26 elle n’en a pas d’autres.

Soit maintenant z* une substitution quelconque du groupe de décomposition ;
il résulte de la congruence P(P) - o suivante, que et, par suite,
z~P - Ppt suivant où i a l’une des f valeurs o, I, ... , f - I . Comme d’autre part
ppi = ztP, P suivant et, par suite, Z-iZ* est une substitution t du

groupe d’inertie, c’est-à-dire z* = zit .

Toutes les substitutions du groupe de décomposition peuvent donc être repré-
sentées sous cette forme, et comme réciproquement zit pour i = o, I, ... f - I repré-
sente des substitutions distinctes, la dernière partie du théorème 6g est démontrée.
Enfin, l’invariance du groupe d’inertie résulte de ce fait que appartient à ce

groupe. De plus, on a = frt.

§ 40. - UN THÉORÈME RELATIF AU CORPS DE DÉCOMPOSITION.

Le théorème suivant exprime la propriété la plus importante du corps de décom-

position.
THÉORÈME 70. - L’idéal V = est situé dans le corps kz et il est un idéal premier

de ce corps du premier degré. Dans le corps de décomposition p = ~ a, où a est un

idéal premier avec ~ . .

Démonstration. - La norme relative de l’idéal premier D par rapport au corps kz
est _ Pour trouver la plus petite puissance de l’idéal premier ~ située
dans kz, supposons qu’on ait trouvé le plus grand commun diviseur des nombres
entiers de kz qui sont divisibles par Ce nombre est nécessairement un idéal pre-

mier D de et comme est dans D est certainement une puissance de soit

~ _ ~3". Pour déterminer u, nous ferons les considérations suivantes. Soit A un

nombre de K qui n’est pas divisible par ~ et qui satisfait à A -zA suivant ~ et si

A - pi suivant 1 « p suivant i, et, par suite, est divisible par I + p ~ p~
... + pf ’ , c’est-à-dire qu’il n’y a que p - I nombres incongrus suivant D de la

forme considérée ; on a donc A - a suivant où a est un nombre entier rationnel.

De là, il résulte en particulier que tout nombre (x du corps kz est congru à un nombre

rationnel a suivant et par suite aussi suivant ~, c’est-à-dire que V est un idéal

premier du premier degré du corps kz. et la norme de D dans ce corps .

D’autre part, dans le corps K, la norme de D satisfait à et à cause

de D=Du et de N(D)=pf, il résulte c’est-à-dire u= rt.

La définition du corps de décomposition donne où u est un idéal

premier avec ~3. Si p = ~ a, on a = pf = et, par suite, af = ~ , ce qui dé-

montre la dernière partie du théorème ~o.



§ 4l. - LE CORPS DE RAMIFICATION D’UN IDÉAL PREMIER ~ .

Nous allons étudier de plus près la nature du corps d’inertie et désigner par A un
nombre bien déterminé du corps K divisible par D et non par et nous détermi-

nerons pour toutes les substitutions du corps d’inertie t, l’, t", ... les congruences

où a, a a", ... sont des nombres de la suite o, 1 , 2, ..., pf - 2.
Parmi ces substitutions t, t’, t", ..., désignons par v, v’, v", ... celles qui corres-

pondent à la valeur zéro des exposants a, a’, a", soit ri, leur nombre; elles forment,
il est facile de le voir, un sous-groupe invariant du groupe d’inertie. Nous désigne-
rons ce sous-groupe de degré rv par le nom de sous-groupe de ramification 
gungsgruppe) de l’idéal premier D, et nous écrirons gt,. Le corps kv qui lui appartient
sera dit le corps de ramification de 1"idéal prem.ier D.

Le théorème suivant caractérise les rapports du groupe de ramification et du

groupe d’inertie.

THÉORÈME 7I. - Le groupe de ramification g2, est un sous-groupe invariant du

groupe d’inertie; son degré est une puissance de p, soit On obtient toutes les

substitutions du groupe d’inertie et on n’obtient qu’une fois chacune d’elles, en
multipliant chaque substitution du groupe de ramification par 1 , t, t~, ..., th-i, où

h = rt ~ 2~ et où t est une substitution convenablement choisie du groupe d’inertie ;

h est un diviseur de pf - r.
Démonstration. - Soit une puissance assez élevée de D pour que pour toute

substitution v du groupe de ramification différente de i, on ait suivant 

Posons suivant B désignant un entier de K, il en résulte que
A suivant et, de même, v~~ A - A suivant et ainsi de suite ; enfin,

A suivant ~3~‘. Il en résulte que = r, c’est-à-dire que le degré rt, du

groupe de décomposition est une puissance dep; .

Soit maintenant a le plus petit parmi les exposants a, a’, a", ... qui ne sont pas
nuls, et soit h le nombre de ces exposants distincts. Tous ces nombres seront des

multiples de a et coïncident avec o, a, 2a, ... , (h - I ) a; et, de plus, ha = pf - r .
Nous reconnaissons en même temps que toutes les substitutions du groupe d’inertie
peuvent être mises sous la forme tiv, où i prend les valeurs o, i, ... , h - i, et où v
parcourt toutes les substitutions du groupe de ramification g2, . On a donc



§ 42. - UN THÉORÈME RELATIF AU CORPS D’INERTIE.

Le théorème suivant va nous expliquer comment se comportent les idéaux ~ et ~
dans le corps .

THÉORÈME 72. - Tout nombre du corps K est congru suivant à un nombre du

corps d’inertie. Le corps d’inertie ne décompose pas mais il en élève le degré, en
ce que ~, en passant du corps où il est un idéal premier du premier degré, se
transforme en passant dans le corps supérieur kt en un idéal premier du degré/. .

Démonstration. - Posons

nous entendons par P un nombre primitif suivant et par t une substitution comme
au théorème 71, le nombre 7: est un nombre du corps kv et le nombre x est situé dans
le corps Pour le démontrer, il suffit de se rappeler que ~n reste inaltéré lorsqu’on
rui applique la substitution t, car t’t appartient à g7, et parce que les nombres ~, t~,
..., , ne sont pas altérés par une substitution appartenant à g1’. Ces deux nom-

bres 7? et x sont tous deux congrus suivant l’idéal premier au nombre primitif P.
Comme par suite ~~ contient exactement p~ nombres incongrus suivant ~, ne

peut se décomposer dans le corps kt et il est dans ce corps un idéal premier de

degré f.

§ 43. - THÉORÈMES RELATIFS AU GROUPE DE RAMIFICATION ET AU CORPS DE RAMIFICATION.

Il est facile dès lors d’établir la propriété caractéristique du groupe de ramification
et qui est la suivante :

THÉORÈME 73. - Le groupe de ramification g2, se compose de toutes les substitu-

tions s qui, appliquées à tous les nombres entiers Q du corps K, donnent la con-

gruence

Démonstration. - Soit Q de K congru à c.~ du corps d’inertie suivant posons

par suite suivant ~1, où A a le sens du paragraphe 4i et où B est un
nombre convenablement choisi du corps K. Si nous appliquons une substitution v du

corps de ramification, il vient c~ - v (B.A) - BA = S~ - c~, c’est-à .dire - S~

suivant 

On reconnaît de plus facilement que l’on a :



THÉORÈME 74. - L’idéal Dv=Drv est situé dans le corps de ramification, dans

lequel il a le degré f, et l’on voit que, dans le corps de ramification, l’idéal D _ Dhv se
décompose en h facteurs premiers égaux.

~44. - LES CORPS DE RAMIFICATION SOULIGÉS D’UN IDÉAL PREMIER ~.

Nous nous proposons maintenant d’examiner de plus près la séparation de
en facteurs égaux.

Nous désignerons par L le plus grand exposant tel que pour toute substitution v
du groupe de ramification, tous les nombres entiers du corps K satisfassent à 

suivant et nous déterminerons toutes les substitutions s du groupe de ramifi-

cation, telles que s Q = Q suivant elles forment un sous-groupe gv du g roupe
de ramification que nous appellerons le groupe de ramification une fois souligné de
l’idéal premier D. Le corps correspondant à gv sera dit le corps de ramification une
fbis souligné de l’idéal D.

Voici les propriétés les plus importantes de ce corps.

THÉORÈME 75. - Le groupe de ramification une fois souligné gv est un sous-
groupe du groupe de ramification gv. Soit rv =~l son degré. On obtient toutes les
substitutions de gu et on ne les obtient qu’une fois, en multipliant toutes les substi-
tutions du groupe de ramification souligné une fois gv par certaines substitutions en
nombre p~, v~~, ..., du groupe de ramification ; ici ces p~~ substitutions offrent
cette particularité que pour deux quelconques d’entre elles on ait toujours
une relation de la forme vlvi, = où v est une substitution de gv. L’idéal

~v = est un idéal premier dans lt,~, ; et, par suite, dans ~,w, se

sépare en pc’ facteurs premiers égaux ; et e est un exposant qui ne dépasse pas le

degré f de l’idéal premier ,

Démonstration. - Soit A un entier de K divisible par p et non par D2; détermi-
nons un système de substitutions ..., vl’ du groupe de ramification tel que, si l’on
pose

les nombres entiers B,, ..., Bl. soient tous incongrus suivant et tel qu’on ne
puisse ajouter à ce système v,~, ..., z~~ de nouvelle substitution qui ne soit en con-
tradiction avec la dernière condition.

Choisissons alors une substitution quelconque v* du groupe de ramification ~z, et
posons - A + suivant B sera congru à l’un des nombres B,1, ..., Br
suivant ~; soit, par exemple, B - Bj suivant ~,~ , il en résulte que = ~~. sui-

vant Le théorème j2 nous apprend que tout nombre entier Q de K est congru



à une expression 03B1t + 03B2tA + ... + suivant où xt, ... 03BBt sont des nom-
bres entiers du corps d’inertie, et il s’ensuit que Q satisfait à sui-

vant DL+1, c’est-à-dire que ou que Cette égalité démontre les

propriétés du groupe ~~, affirmées au théorème Î~.
Posons et soit c = l - l . 

,

’ 

On voit comment il faut poursuivre la méthode. Soit L l’exposant le plus élevé,
tel que pour toute substitution v tous les nombres du corps K satisfont à la con-

gruence suivant ~~L, nous déterminerons toutes les substitutions v pour
lesquelles on a constamment suivant ~~+1. Ces substitutions forment un

sous-groupe invariant w du groupe groupe 4e ramification deux fois souligné
de l’idéal premier D, soit o,c,= pl son degré; posons é = 1 - l , on a = Dpve, où

est un idéal prem ier du corps qui correspond à g l;.
En continuant ainsi nous atteindrons le groupe de ramification trois fois souligné

et ainsi de suite. Supposons que le groupe de ramification i fois souligné de l’idéal
premier D soit celui qui ne contient plus que la substitution i ; ; le corps de ramifica-
tion i fois souligné de l’idéal premier D est alors le corps K lui-même et la nature

nous est alors parfaitement connue. Il est évident qu’il ne peut exister de corps
de ramification soulignés de l’idéal premier ~, que si le degré 1’T du corps K est divi-
sible par p.

§ 45. - UlB RÉSUMÉ RAPIDE DES THÉORÈMES RELATIFS A LA DÉCOMPOSITION D’UN

NOMBRE PREMIER RATIONNEL p DANS LE CORPS DE GALOIS.

Les théorèmes démontrés du paragraphe 3g au paragraphe 44 nous montrent tout
à fait ce qui se passe lorsqu’on décompose un nombre prernier rationnel p dans un

corps de Galois.

S’il s’agit d’un facteur déterminé ~3 de p, nous commencerons par mettre p sous
la forme dans le corps de décomposition de où D est un idéal premier du

premier degré et où a est un idéal du corps de décomposition qui n’est pas divisible

Le corps de décomposition de ~ est contenu comme sous-corps dans le corps
d’inertie de ~, qui, de son côté, ne produit aucune décomposition de ~, mais qui a
fait un idéal premier de degré f. Si le corps K est lui-même le corps de décom-

position ou le corps d’inertie, ce premier pas termine la décomposition. Sinon V peut
- encore être décomposé en d’autres facteurs dans K, ainsi V devient d’abord dans le

corps de ramification la puissance d’un idéal premier dont l’exposant est contenu
dans pf - i et n’est par suite pas divisible par p.

La condition nécessaire et suffisante pour que la décomposition de D soit alors



terminée, est que p ne soit pas contenu dans le degré du groupe d’inertie et que, par
suite, le corps K soit lui-même le corps de ramification. 

’

Dans les corps de ramification soulignés, la décomposition se poursuit sans cesse
et les exposants des puissances sont de la forme pe, pe, ... et aucun des expo-
sants é, é ne dépasse le degré f de l’idéal premier D.

La table qui va suivre donne une vue d’ensemble sur les résultats; la première
ligne désigne les corps, la seconde les degrés des groupes correspondants, la troisième
les degrés des corps, la quatrième leur degré relatif par rapport au corps immédia-
tement inférieur, la cinquième les idéaux premiers des corps et leurs représentations
au moyen des puissances de 

Nous admettrons que K est un corps de ramification trois fois souligné.
Tous les nombres indiquant les degrés ou les exposants dans cette table ont pour

tout idéal premier du corps K qui divise p les mêmes valeurs que pour ~ ; ils sont,
par suite, parfaitement déterminés par p.



CHAPITRE XI.

Les différentes et les discriminants du corps de Galois et de ses sous-corps.

§ 46. - LES DIFFÉRENTES DU CORPS D’INERTIE ET DES CORPS DE RAMIFICATION.

En rapprochant les résultats que nous venons d’acquérir de ceux du chapitre V,
nous aurons une source de vérités nouvelles. C’est ainsi, qu’en vertu du para-
graphe 41, nous pouvons énoncer un théorème qui va nous donner les propriétés les
plus importantes du corps d’inertie.

THÉORÈME 76. - La différente du corps d’inertie relatif a l’idéal premier n’est
pas divisible par . Le corps d’inertie comprend tous les sous-corps de K dont les
différentes ne sont pas divisibles par 

En ce qui concerne les différentes des corps de ramification, on a les théorèmes
suivants :

THÉORÈME 77. - La différente relative du corps de ramification par rapport au

corps d’inertie est divisible par _ ~h-’, et elle n’est pas divisible par une puis-
sance supérieure de 

Démonstration. - Soit 03B1 un nombre entier de qui est divisible par Dv=Drv,
mais qui ne l’est pas par ~~, et soit A un nombre de K divisible par mais ne con-

tenant pas 

Posons ~,,t, - P‘~ suivant ’t’, P désignant un nombre primitif suivant on a

x suivant Soit dès lors t~ une substitution quelconque du corps
d’inertie qui n’appartient pas à g.ll et supposons que suivant où a~ est

l’un des nombres a, 2a, ..., (h- I)a [voir ~ il en résultera que

Comme est une puissance de p, -- I suivant et, par suite, x - ne

peut être divisible par il est donc exactement divisible par ~~, - Si, de

plus, w est un nombre quelconque de ce nombre, d’après le théorème 72, est
nécessairement congru suivant ~ à un nombre Wt du corps d’inertie; il en résulte

que w - - o suivant D’où nous pouvons conclure que la différente considérée

est exactement divisible par - - .

On démontre de même le fait suivant :



THÉORÈME 78. - La différente relative du corps de ramification souligné une fois

par rapport au corps de ramification kv, contient exactement _ ~Û~~e-1~. La
différente relative du corps de ramification deux fois souligné par rapport il l~z,
contient exactement = ~‘~~~~~-1~ et ainsi de suite.

§ 47. - LES DIVISEURS DES DISCRIMINANTS DU CORPS DE GALOIS.

THÉORÈME 79. - Le nombre premier rationnel p est contenu dans le discrimi-

nant D du corps K à une puissance dont l’exposant est :

Démonstration. - Le théorème 4I rapproché des théorèmes 78 nous
apprend que la différente D du corps K contient l’idéal premier ~3 exactement à la
puissance

le théorème 68 exige alors l’exactitude de notre proposition.
Dans le cas où il n’existe pas de corps ramifié souligné, l’exposant de p prend

dans D la valeur - i).
D’après ce qui précède, ce cas se présentera toutes les fois que p est premier

avec M.

Ce résultat est à cornparer aux remarques du paragraphe 12.

THÉORÈME 80. 2014 L’exposant de la puissance du nombre premier rationnel p con-
tenue dans le discriminant D ne dépasse pas une certaine limite qui ne dépend que
du degré M du corps de Galois K.

Démonstration. - Tous les exposants L, L, ... qui correspondent à un certain
idéal premier ~ sont inférieurs à une limite déterminée par le nombre M. Pour
trouver la limite de L, nous désignerons par o un nombre entier de divisible

par mais non divisible par ~~,, et nous choisirons un système de pi’ substitutions
..., du groupe de ramification, tels qu’en les composant avec gv on ob-

tienne gll. Le nombre 
’

ne sera pas altéré par une substitution de g2, ; il appartient au corps A-,. D’autre part,
suivant ~3L, et, par suite, x -_-p~’c,~ suivant 

Si donc on avait on aurait a = o suivant et =~- o suivant 
Si donc l’on fait p = ~ a, oil a est un idéal du corps d’e décomposition premier
avec ~, et si l’on désigne par y un nombre de ce corps divisible par a et premier
avec D, 03B2=03B103B3epe est un nombre entier de ce nombre serait divisible par Dv et ne



le serait pas par ~~,~, et, par suite, contrairement au théorème ~5, ~t, serait un idéal
du corps k2,. Comme on peut trouver de même une limite supérieure pour les autres
exposants L, ..., on voit que l’exposant (indiqué au théorème ,9) de la puissance
de p contenue dans D ne peut dépasser une certaine limite qui ne dépend que du
degré M du corps K.

Le théorème 80 a d’autant plus d’importance qu’il limite a priori le nombre des
nombres premiers contenus dans lT . Rangeons dans un même type tous les corps de
degré QI pour lesquels la décomposition en facteurs premiers de ~~1 donne les mêmes
valeurs pour les nombres considérés.précéde111111ent. Nous pouvons affirmer que, pour
une valeur donnée de il n’y a qu’un nombre limité de types de corps possibles.

Comme exemple du théorème 80, nous indiquerons le corps quadratique (traité
complètement dans la troisième partie de ce livre) et dont le discriminant contient
tout nombre premier impair au plus à la première puissance et le nombre premier 2
au plus à la troisième. (Voir § 59, théorème g5.) .

. CHAPITRE XII.

Les rapports entre les propriétés arithmétiques et les propriétés algébriques
du corps de Galois.

§ 48. - LE CORPS DE GALOIS RELATIF, LE CORPS ABÉLIEN RELATIF,
LE CORPS CYCLIQUE RELATIF.

Lorsque le groupe G des substitutions ..., s,i d’un groupe de Galois forme

un groupe abélien, c’est-à-dire lorsque les substitutions Si’ ..., s" peuvent se per-
muter entre elles, le corps de Galois K est un corps abélien.

En particulier, si ce groupe de substitutions G est cyclique, si les 1~I

substitutions si, ..., peuvent toutes être représentées par des puissances de l’une
d’entre elles, le corps abélien K est dit un corps cyclique.

En appliquant aux substitutions d’un groupe abélien les considérations faites au
numéro 28 pour les classes d’idéaux, on arrive au théorème : tout corps abélien est

composé de corps cycliques. D’autre part, les corps cycliques se composent à leur
tour de corps cycliques particuliers, ceux dont le degré est un nombre premier ou la
puissance d’un nombre premier.

Ces notions peuvent être généralisées ainsi :
Soit 8 une racine de l’équation de degré 1 : : .



dont les coefficients a , ..., appartiennent à un corps 1~ de degré m . Supposons de
. plus cette équation irréductible dans le domaine k de rationalité et qu’elle ait la

propriété suivante, les l - 1 autres racines 8’, ..., (J‘-i de cette équation sont des
fonctions entières rationnelles de 0 dont les coefficients sont des nombres de 1~ .

Le corps de nombre I1 composé de 0 et des nombres de k est dit alors un corps
de Galois relatif par rapport au corps li de degré 1I = lm .

Le degré 1 de l’équation précédente est le degré relatif de K.
Si l’on pose 0’ = S., ~ , c~>t-’ = le groupe des substitutions Si’ 5,.,

..., Sl est appelé le groupe relatif; si ce groupe est abélien, le corps li est dit un corh.s
abélien relatif par rapport à k. Si ce groupe relatif est cyclique, le corps K est dit

cyclique relatif par rapport n k .

§ 49. - LES PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DU CORPS D’INERTIE ET DU CORPS DE RAMIFI-

CATION. - LA REPRÉSENTATION DES NOMBRES DU CORPS DE GALOIS PAR DES RADICAUX

DANS LE DOMAINE DU CORPS DE DÉCOMPOSITION.

A l’aide des notions que nous venons de définir, nous pourrons énoncer très sim-

plement quelques propriétés algébriques importantes du corps de décomposition et
du corps d’inertie, ainsi que des corps de ramification, qui sont d’ailleurs une consé-
quence des propriétés de leurs groupes démontrées plus haut.

. THÉORÈME 81. - Le corps d’inertie kt est un corps cyclique relatif de degré
relatif f par rapport au corps de décomposition Le corps de ramification est

cyclique relatif de degré relatif h par rapport à Le corps de ramification une fois

souligné A’~ est un corps abélien relatif de degré relatif ~~~ par rapport à l~t,; le

corps kv est un corps abélien relatif de degré relatif p’’ par rapport à h~, et ainsi de
suite. Les groupes abéliens relatifs des corps kv’ h~, ... ne contiennent que des subs-

titutions de degré p. ,

D’après ce théorème 81, la séparation en facteurs égaux s’opère au moyen d’une
suite d’équations abéliennes, et ce résultat exprime une propriété surprenante et
nouvelle du corps de décomposition.

THÉORÈME 82. - Le corps de décomposition de tout idéal premier dans K déter-
mine un domaine de rationalité, dans lequel les nombres du corps primitif K s’ex-
priment uniquement au moyen de radicaux.

Ce théorème 82 met bien en lumière toute l’importance des équations solubles
par radicaux ; car il montre que dans le problème de la décomposition des nombres
en idéaux premiers, les solutions les plus importantes et les plus difficiles se présen-
tent pour les corps relatifs, dont les nombres peuvent être représentés au moyen de
radicaux dans certains domaines de rationalité.



§ ~0. - LA DENSITÉ DES IDÉAUX PREMIERS DU PREMIER DEGRÉ ET LE RAPPORT ENTRE

CETTE DENSITÉ ET LES PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DU CORPS.

C’est un fait merveilleux que la fréquence de certains idéaux premiers du pre-
mier degré d’un corps permet de conclure des propositions relatives à la nature
algébrique de ce corps. [Kronecker ~~.] ]

Soit k un corps quelconque de degré rn et soit pi un nombre premier rationnel
qui peut se décomposer exactement en i idéaux premiers distincts du premier degré.
Si la limite

existe, en supposant que la somme écrite au numérateur s’étende à tous les nombres
premiers pi, nous dirons que les nombres premiers de l’espèce pi ont une densité; si
cette limite a pour valeur 0394i, nous dirons que 0394i est la densité des nombres premiers
de la forme Pi. Kronecker admet implicitement, dans ses recherches, que les nombres
premiers des n2 sortes Pi’ p~, ..., ont une densité. La vérité de cette hypothèse n’a
pas encore été démontrée (1). Par contre, on arrive à démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 83. - Si i sortes de nombres premiers parmi les m sortes p1, ..., pm
d’un corps de degré In ont une densité, la !ne aussi a une densité et on a entre les m
densités la relation

Démonstration. - Employant la deuxième expression de 03BE(s) indiquée au nu-
méro 27 et prenant le logarithme, il vient

(1) Dans le cas où le groupe de l’équation qui détermine k est le groupe symétrique, les

remarques de lironecker permettent de déterminer les densités ~1, ..., ~m; Frobenius a

démontré l’existence de ces densités et a déterminé leurs valeurs; ce sont des nombres rationnels
qui dépendent du groupe de l’équation de [Frobenius B]



où les sommes s’étendent à tous les idéaux premiers D du corps. Désignons par D1 les
idéaux premiers du premier degré; nous aurons évidemment

où la somme du premier membre s’étend à tous les idéaux du premier degré et

où la somme du second membre s’étend à tous les nombres premiers ration-

nels pk, ps, ..., pm.
Nous remarquons, d’autre part, que pour tous les idéaux D de degré supérieur au

premier ~ p2, et qu’un nombre premier quelconquep contient au plus m idéaux
premiers; il en résulte que

où la dernière somme s’étend à tous les entiers h> i.

On trouve de même que

On déduit de ces inégalités que

tend vers une limite finie pour s === i.

D’après le théorème 56, log tend aussi vers une limite finie

pour s = i ; on peut en dire autant de

c’est-à-dire que

d’où, en tenant compte de (19), la vérité de notre affirmation.
Pour un corps de Galois K de degré M, on = o, ~2 = o, ..., == o, et, par

suite, en vertu du théorème 83, le



THÉORÈME 84. - Dans un corps de Galois de degré M, les nombres premiers pM qui
se décomposent en idéaux premiers du premier degré ont une densité, cette densité

est J" _ - . °
Soit lé un corps quelconque et K le corps de Galois de degré formé de k et de

ses conjugués ... , , h~"‘-’~, on reconnaît facilement que les nombres premiers ~~~t
de coïncident avec les nombres premiers p~, de li, et par suite les nombres pre-

miers p~t de l~ ont une densité, et cette densité est égale à I, , c’est-à-dire à l’inverse
du degré de la résolvante de Galois. 

’

CHAPITRE XIII.

La composition des corps de nombres.

§ 5l. - LE CORPS DE GALOIS COMPOSÉ D’UN CORPS If ET DE SES CONJUGUÉS.

THÉORÈME 85. - Si des deux corps ki et on compose un corps K, le discrimi-

nant du corps composé contient comme facteurs premiers rationnels ceux contenus
dans le discriminant de ou dans celui de ou dans les deux, et ne contient que
ceux-là.

La démonstration de ce théorème résulte immédiatement du théorème 39. Une
conséquence immédiate du théorème 85 est la suivante :

THÉORÈME 86. - Si d’un corps ~.~ de degré m et de tous ses corps conjugués ... ,

h~~i-1~ on compose un corps de Galois K, le discriminant du corps K contient tous les

facteurs premiers de k et il n’en contient pas d’autres.

~ 5 2 . - LA COMPOSITION DE DEUX CORPS DONT LES DISCRIMINANTS SONT PREMIERS ENTRE EUX.

Le cas de-deux corps dont les discriminants sont premiers entre eux présente un
intérêt particulier. Le théorème le plus important et le plus fertile de ce cas est le
suivant :

THÉORÈME 8i. - Deux corps et k2 de degrés respectifs dont les discri-

minants sont premiers entre eux, se composent toujours en un corps de degré 
Démonstration. - Soit h, le corps de Galois composé de et de tous ses conju-

gués ; le discriminant de Ki, d’après le théorème 86, est premier avec celui de h~,.



Soit;; un nombre qui détermine ce nombre est racine d’une équation irré-

ductible de degré à coefficien ts entiers et rationnels.

Si donc le corps composé de et de k2 était d’un degré inférieur à ny cette

équation se réduirait dans le domaine k2, c’est-à-dire que :3" serait racine d’une équa-
tion de la forme

de degré rC ny et dont les coefficients ~i, ..., x~, seraient des nombres de 1~~. Soit 1~
le corps de nombres formé avec ~1, ..., Comme xl, ..., peuvent être exprimées
rationnellement en fonction des racines de la dernière équation, li est un sous-corps
de kj, et comme k est aussi un sous-corps de h~, le discriminant de k d’après le théo-
rème 3g diviserait celui de lt1 et’ celui de k"J’ et le discriminant de ce corps A- serait

égal à 1, ce qui est contraire au théorème 44.
Nous signalerons encore les faits suivants, faciles à vérifier.

THÉORÈME 88. - Si k1 et k2 sont deux corps, le premier de degré le second de

degré m2 de discriminants d1 et d2 premiers entre eux, le discriminant du corps Con1-
posé K est .

On obtient les nombres d’une base du corps K, en multipliant chacun des m1,
nombres d’une base du corps par chacun des m~, nombres d’une base du corps A- .
Soit p un nombre rationnel qui se décompose en p _ ~1~ ~e~ ... dans et en

p = q1 q~ ... A3, où ~1, ... , ~’, sont des idéaux premiers distincts de et (fs

des idéaux distincts de k2; on a dans li la décomposition p=03A0 Jeiil, où le produi t

s’étend à i= I, ..., r, l= r, ..., s. et où est l’idéal de K défini comme étant le

plus grand commun diviseur et de Les idéaux 3u ne sont pas nécessairement
des idéaux premiers de K.

Lorsqu’on part de deux corps k2 de discriminants quelconques, la solution de
la question ne devient simple que si l’on fait des hypothèses restrictives sur la nature
du corps et des nombres premiers que l’on veut décomposer. [HenseI3.]

Les résultats exposés dans les chapitres X à XIII me semblent être les principes
les plus importants d’une théorie des idéaux et des discriminants d’un corps de
Galois. Les méthodes suivies pourraient encore être développées dans bien des direc- -

tions, en particulier on pourrait étendre sans y changer beaucoup au corps de Galois
relatif une série de théorèmes démontrés depuis le paragraphe 3c) jusqu’au para-
graphe 44. [Dedekind ~.]



CHAPITRE XIV.

Les idéaux premiers du premier degré et la notion de classe.

§ 53. - LES IDÉAUX PREMIERS DU PREMIER DEGRÉ ENGENDRENT DES CLASSES D’IDÉAUX.

Il est intéressant de voir que les principes développés dans les chapitres X-XlI
éclairent aussi la génération et la nature des classes d’idéaux. Nous exposerons dans
ce chapitre et dans le suivant les théorèmes généraux irnportants relatifs à ces ques-
tions. Le premier théorème concerne la génération des classes d’idéaux d’un corps de
Galois au moyen d’idéaux premiers du premier degré et s’énonce :

THÉORÈME 89. - Dans toute classe d’idéaux d’un corps de Galois il y a des idéaux
dont tous les facteurs premiers sont des idéaux du premier degré.

Nous démontrerons d’abord le

LEMME 12. - Soit K un corps de Galois de degré et de discriminant D et ~ un
idéal premier de ce corps de degré f ~ i qui n’est pas contenu dans DM ! ; ; il y a

toujours dans K un nombre entier Q premier avec DM!, divisible par ~ et non par
~3~, et dont tous les. autres facteurs premiers sont de degré inférieur à f.

Démonstration. - Soit p un entier du corps K, tel que tout autre entier Q soit

congru à une fonction entière à coefficients entiers de p suivant D’après le théo-
rème 2g, ce nombre existe. Désignons par (~3’), ..., (~3~"~’) les idéaux conjugués de
~ et distincts de ~~, et déterminons un nombre A de K qui satisfait aux con-

gruences

Et soit z une substitution du groupe de décomposition telle que zp == pp suivant ~,
il est évident que les f - i différences A - zA, A - A - zr-fA sont premières
avec ~.~. Si, d’autre part, s est une substitution n’appartenant pas au groupe de

décomposition, sA est divisible par ~, et, par suite, la différence A - s A est pre-
mière avec La différente de A sera donc aussi première avec D, et il en résulte

que A est un nombre qui détermine K, d’après une remarque antérieure. En tenant

compte du théorème 31, on voit que K est le corps d’inertie de D et, par conséquent,
A satisfait à une équation de la forme

où 7~ , ..., (x~ sont des nombres du corps de décomposition Ii de l’idéal premier ~.



Nous désignerons par k’. ... les autres sous-corps de même ; A est

alors racine des équations

x~’, ..., étant des nombres de k’, ~1"; ..., , a f" des nombres de k", etc. Déterminons,
dès lors,.1 nombres entiers rationnels tels que

ceci est possible, car, d’après le théorème ;o, ~ est du premier degré dans ~. Soient
ensuite ..., , bt., f entiers rationnels satisfaisant aux congruences

et pour lesquels, de plus, aucune des différences appartenant à l’indice 1

ne s’annule.

Nous poserons, de plus,

Enfin, nous désignerons par Q1’ ..., Qz les nombres premiers rationnels tous
différents de p, qui sont contenus dans le discriminant A de A ou dans les normes
des nombres (31, ,j~’, ... et qui sont plus grands que M. Soit qi un quelconque de ces
nombres, il ne peut contenir dans K que 1~ facteurs premiers au plus ; il faudra

donc que l’un des qi nombres (qi > B, B + 1, B + 2, ..., B + qi - I, soit pre-

mier avec q, ; soit, par exemple, B un nombre premier avec q,. Si l’on calcule

un nombre entier rationnel c qui satisfait aux l congruences = cl suivant q~

pour i = 1, 2, ..., /,

est un nombre qui a les propriétés exigées par le lemme 12.
En effet ’ d’après la congruence .A - I suivant M !, le nombre Q est premier

avec tous les nombres premiers rationnels ~ M ; et, à cause des conditions qui nous
ont servies à déterminer c, Q est premier avec tous les nombres premiers rationnels
contenus dans A et supérieurs à M. Le nombre Q est donc premier avec tous les
nombres premiers rationnels contenus dans A et différents de p.

De plus, û est divisible par D et non par D’, D", ..., D(m), car 
suivant p. Le nombre Q est de la forme



où m1 ..., sont des entiers rationnels. Comme p suivent D2 et que p ne peut
satisfaire à aucune congruence de degré inférieur à 2 f suivant ne peut pas
être divisible par ~J. Si, d’autre part, Q était divisible par un idéal prernier 
degré f’ > f et si l’on désignait par 1, z’, ..., les f’ substitutions dit groupe
de décomposition par lesquelles ce dernier groupe résulte du groupe d’inertie,
on aurait congruences

et ceci exigerait que le discriminant A de A soit divisible par ~, ce qui n’a pas lieu.
Enfin, supposons que Q soit divisible par un idéal premier ~ de degré f ; l’un

des corps lt, k’, ... serait le corps de décomposition de ~, soit, par exemple, le
corps k’.

Ecrivons alors Q sous la forme

où ~31’, ..., ~ f‘ sont des nombres de k’. Si i, z’, z’~, ..., Z’{-1 sont les f substitutions
qui font résulter le corps de décomposition de 0 de son corps d’inertie, on voit aue

et ces congruences démontreraient que soit A, soit fut divisible par ~, , ce qui
est contraire à ce qui précède.

Dans chaque classe on peut trouver un idéal premier avec DM ! ; on voit alors
facilement, en tenant compte du lemme 12, qu’on a le droit d’affirmer le théo-

rème 8g. Kunlnler l’avait déjà démontré pour le corps circulaire (Kreiskörper).
]

CHAPITRE 

Le corps relatif cyclique de degré premier.

§ 54. - LA PUISSANCE SYMBOLIQUE. - UN THÉORÈME SUR LES NOMBRES DE NORME RELATIVE

ÉGALE .B I.

Nous allons démontrer une série de théorèmes fondamentaux concernant les

corps abéliens relatifs. Pour mieux pouvoir les énoncer et les démontrer, nous allons
fixer quelques notations et quelques définitions.

Soit K un corps de nombres de degré cyclique relatif par rapport au corps 1;



de degré le degré relatif l étant un nombre premier . Soient l, S, S~, ..., les

substitutions du groupe cyclique relatif. Enfin, nous définissons ainsi la notion de

puissance symbolique d’un nombre A du corps K : Soit A un nombre quelconque
de K entier ou fractionnaire et soient a, c~~, ... des nombres entiers ration-

nels quelconques, nous écrirons

sous la forme abrégée

où F(S) désigne la fonction entière à coefficients entiers qui constitue l’exposant
du premier membre. La puissance symbolique de degré F(S) de A est à son tour un
nombre entier ou fractionnaire de K. Ces exposants symboliques peuvent être consi-
dérés comme une généralisation d’une notation introduite par Kronecker au sujet
du corps circulaire. [Kronecker 1.]

Ceci posé, nous aurons une suite de théorèmes.

THÉORÈME go. - Tout nombre entier ou fractionnaire A de K dont la norme

relative, par rapport à k, est égale à i peut être considéré comme la puissance sym-
bolique de degré (i - S) d’un certain nombre B du corps K.

Démonstration. - Soit x une variable et 0 un nombre qui détermine K ; posons

et remarquons qu’en vertu de l’hypothèse

et que, par suite, on a aussi

il en résulte que

Bx est une fonction rationnelle de x qui n’est pas identiquement nulle; on peut
donc trouver un nombre x = a tel que B~ ne soit pas nul dans K. Le nombre

satisfait alors à

Posons g~ - B, b où B désigne un entier algébrique de K et b un entier rationnel ; ’
on a aussi



§ 55. - LE SYSTÈME DES UNITÉS FONDAMENTALES RELATIVES. - ON DÉMONTRE

QU’ELLES EXISTENT.

Un deuxième théorème important concerne les unités du corps K. Supposons
que, parmi les ni corps conjugués déterminés par l~, n~ soient réels et qu’il y ait

r°~ couples de corps imaginaires conjugués, d’après le théorème 4y le nombre des
unités fondamentales de lé est r= r1 + r2 - I. Nous entendrons par système d’unités
fondamentales relatives du corps K par rapport à k un système de n + I unités H1,
H~, ..., du corps K, telles qu’une unité de la forme

ne peut être la puissance symbolique de degré (1- S) d’une unité de K que si les
entiers algébriques F1(~), ..., F~?~~~~(~) sont tous divisibles par T - ~ .

Ici, F~(S), ..., sont des fonctions entières à coefficients entiers de S,

[~] est une unité quelconque de k ou une unité du corps K dont la puissance est

une unité dans k ; et enfin , § est une racine 1"’ne de l’unité différente de 1.

THÉORÈME 91. - Lorsque le degré relatif 1 du corps K cyclique relatif par rapport
au corps k est un nombre premier impair, K possède un système de n ~ ~ unités
relatives fondamentales, où r a par rapport à k le sens du théorème 4 ~ .

Démonstration. - Comme l=|= 2 parmi les lm corps conjugués déterminés par K,
il y a h°1 corps réels et couples de corps imaginaires. Soient ~1, ~~, ..., ‘?, un sys-
tèrne de r==/B-~-r,2014ï 1 unités fondamentales du corps k. Choisissons parmi les
unités de K une unité E,1, telle que ~~ , ... , SI’ soit un système d’unités indépen-
dantes; nous pouvons affirmer qu’alors

forment un système d’unités indépendantes.
Pour le démontrer, supposons qu’il n’en soit pas ainsi et imaginons ~~,

où F(S) est une fonction entière à coefficients entiers de degré (l- 2) qui n’est

pas identiquement nulle et est une unité du corps Comme la fonction

1 + S + ... + Sl-’ est irréductible (comparer à la remarque qui termine le § gi), on

peut déterminer deux fonctions entières à coefficients entiers, G1 et G2 de S, et un
nombre entier rationnel a différent de zéro, tel~ que



. Il en résulte, en tenant compte de

ce qui est contraire à l’hypothèse. Ici, ~~~ et ê*" sont des unités de k .
Choisissons maintenant E2 telles que E~, Ei, E1, ..., s , ..., Sr forment un

système d’unités indépendantes; nous montrerons, comme précédemment, qu’alors
aussi les unités E2, E2 , ..., E~l-~, E,1, ..., , E1l-~, Si’ ..., Sr forment un système
d’unités indépendantes. En continuant ainsi, nous obtiendrons ri + n~~ n + 1 unités

El, ..., telles que les unités

forment un système d’unités indépendantes.
Le nombre de ces unités est

Soit maintenant l"t une puissance assez élevée de l, pour que l’expression

où F1(S), ... , F’~~(S) sont des fonctions entières à coefficients entiers quelconques
de S et où [s] a le sens indiqué au début du paragraphe et ne puisse devenir la
puissance d’exposant l"t d’une unité de K que si tous les coefficient;; des fonctions

F~(S), ..., sont divisibles par l. On voit qu’un pareil exposant f existe si l’on
considère les lr2 - unités du corps K données par le théorème f~ ~. ,

Tenons compte maintenant de l’identité

où G est une fonction entière; comme d’après cela la (i - puissance symbo-
lique d’un nombre de K est aussi une véritable puissance lmème, il en résulte que
l’expression (20) ne peut être la puissance symbolique d’exposant (I - S)1"t d’une
unité que si tous les entiers algébriques F,(~), ... , sont tous divisibles par
1-~.

Soit et le plus grand nombre entier rationnel ~ o, tel qu’une expression de la
forme (20) soit une puissance symbolique d’exposant 1 d’une unité, sans

.que tous les nombres 111(~), ... , soient tous divisibles par 1- ~ ; admettons

que

soit une pareille expression où F1(S), ..., F,~,(S) sont certaines fonctions entières
rationnelles de S et où Fi(S), par exemple, n’est pas divisible par 1- ~; [~~ a la si-
gnification précédente et Hj est une certaine unité de K.



Admettons rnaintenant que e~ est le plus grand entier > o tel qu’il existe une
expression correspondante formée des unités Ez, ..., qui soit la puissance sym-
bolique de degré (i - S)e2 d’une unité de K, soit

où F2(S), ... , sont encore des fonctions rationnelles entières de S et où F (Q,
par exemple, n’est pas divisible par I - ~. En continuant ainsi, nous trouverons
r ~- i unités, H~, H~, ..., qui forment un système d’unités relatives fonda-
mentales de K.

Pour le démontrer, admettons qu’il n’en soit pas ainsi ; il y7 aurait alors r+ 1

fonctions entières rationnelles G1(S), ..., telles que

où Z est une unité de K; soit, de plus, parmi les nombres Cx1(~), ..., par

exemple G,1(~), le premier, qui n’est pas divisible par 1- ~, il est évident que la

seconde partie du dernier produit, c’est-à-dire

serait aussi la puissance symbolique de degré i - S d’une unité du corps K. Mais

dans la suite des nombres ei, e~, ..., aucun ne dépasse le précédent ; en élevant
le dernier produit à la puissance (i 2014 S)eh et en introduisant les unités Ej~, ..., E~,~ 1

nous nous heurterions à une contradiction.

Ce théorème gi est vrai aussi pour l= 2, comme on le voit facilement, si,

parmi les 2m corps conjugués déterminés par K, il y a deux fois autant de corps
réels que dans les m corps conjugués déterminés par k.

§ 56. - L’EXISTENCE D’UNE UNITÉ DE K, DONT LA NORME RELATIVE EST ÉGALE A 1 ET QUI

CEPENDANT N’EST PAS LE QUOTIENT DE DEUX UNITÉS RELATIVES CONJUGUÉES.

THÉORÈME g2. - Dans le cas où le degré relatif l du corps cyclique relatif K par
rapport à k est un nombre premier impair, il y a toujours dans K une unité H, dont
la norme relative par rapport à ~ est égale à i et qui n’est pas la puissance symbo-
lique de degré ( - S) d’une unité du corps K.

Démonstration. - Admettons d’abord que le corps k ne contient pas la racine 

de l’unité § . Soient r;~, ..., r~ + I unités quelconques de il en résulte qu’il
existe toujours r -}- i entiers rationnels ai, ..., a~,+~, qui ne sont pas tous divisibles

par l et tels que ~a11, ... , r,1+1’ = 1 . En effet, si dans cette dernière égalité tous les

exposants ..., étaient tous divisibles par ~, ... r,r+~ serait racine lème de






















































































