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SUR UN PROBLÈME D’INVERSION
POSÉ PAR ABEL,

ET SUR SES GÉNÉRALISATIONS

PAR M. PATRICK-J. BROWNE

INTRODUCTION.

[1] A la fin de son mémoire célèbre sur le problème de l’isochrone (t), Abel a
écrit le passage suivant : .

« Je remarquerai enfin que, de la même manière qu’en partant de l’équation

j’ai trouvé s, de même, en partant de l’équation

~ 

j’ai trouvé la fonction ’f et f étant des fonctions données; mais la solution de ce
problème est trop longue pour être donnée ici. ))

On sait qu’Abel résolut le problème de l’isochrone par l’inversion de la première
des intégrales ci-dessus. Son mémoire parut dans un journal norvégien en 1 823 ; et
il est évident, de la méthode qu’il adopte, que c’était dans sa pensée de considérer c~,
~ et f, dans le deuxième problème, comme des séries convergentes des puissances
positives et entières de la variable. Trois années plus tard, il publia, dans le Journal
de Crelle, une autre solution de la première question, sous le titre Résolution d’un

(1) 0152uvres d’Abel, édition de Sylow et Lie, t. I, p. 18.
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problème de mécanique (1), C’est ici qu’il se sert de l’artifice de calcul qui est devenu

classique et trouve un résultat plus général; mais il ne dit rien du second problème.
Aucune allusion n’y est faite dans tout le reste de ses oeuvres publiées.

[2] En i8()y, M. Volterra reprit le problème en essayant de le généraliser, comme
nous le faisons ici (’). Il résolut d’abord l’équation pour déterminer 0{x)

en supposant que l’on ait f(o)==0, et, en même temps,

Il croyait que la même méthode s’appliquait à l’équation généralisée d’Abel :

Mais il n’en est rien ; car en posant, avec M. Volterra, ay = ~, on trouve

d’où l’on déduit, en différentiant par rapport à y,

On voit que le noyau

devient, en général, infini à l’origine, et de telle manière que la méthode de M. Vol-

terra soit inapplicable.
Ainsi, la méthode indiquée par M. Volterra en I897 et qu’il vient à nouveau

d’exposer dans son livre récent sur les équations intégrales (3), ne suffit à résoudre la
- question que dans des cas très particuliers.

(1) ABEL, 0152uvres, t. I, p. 97.
(2) VOLTERRA, Sopra alcuni questioni di inversione di integrali definiti (.Annali di Mate-

matici, XXV (2), art. n).
(3) VOLTERRA, Leçons sur les équations intégrales, ch. n, p. g8. 

,



[3] Nous avons écrit l’équation, avec un changement de notation, comme 
il suit :

où l’on a .  1. Il n’y a aucune perte de généralité à supposer que la limite supé-

rieure soit l’unité; car, fût-elle un nombre quelconque p, on pourrait être ramené

au cas q ue nous traitons p ar le chan g ement de variables t = pu, x = p z . Nous

avons fait de diverses hypothèses sur les fonctions G(x, t) et g(x), mais toujours en

[,. d d,., 
1G ~C~ 

’() S f 1 
.

supposant l’existence des dérivées ~x, ~t 
et g’(x) . Sauf quelques exceptions, nous

avons cherché des solutions f(x) valables clans le domaine du point x= + o, et cela

nous a forcé, pour la plupart, à ajouter la condition G( I ) = o, en posant G(t) 
= G(o, t).

Au commencement, nous supposo ns q ue les fonctions G ( x,, t ) , 
~G ~x

, 
~G ~t satis-

fassent à une condition que nous appelons la condition (D), c’est-â-dire qu’elles 
aient

des développements, au moins asymptotiques, suivant les piLissances positives crois-

santes de x; en d’autres termes, que l’on ait, par exemple, pour tout n,

G"(x, t) étant une fonction bornée au voisinage de x = o. Nous supposons aussi que
l’on ait g(x) = , où l’on a 8(0) _~= o , et la fonction 6(x) satisfait à la condi-

t ion (D).
La quantité § doit être telle que l’intégrale

ait un sens. En multipliant l’équation

par x, et en intégrant par parties, on trouve

en posant

Fac. de T., 3e S,, IV. 9



Cette équation peut s’écrire soccs la forme suivante :

où l’on pose

On prend x= ~ ~ 1, et il est clair que les fonctions h(x), K(x, l) satisfont à
la condition (v).

[4] ] Nous écrivons cette équation avec un paramètre a, comme il suit :

Nous commençons par la solution de l’équation

et nous résolvons ensuite le type plus général. Nous démontrons qu’il existe, pour
les deux cas, une solution fonction méromorphe de î,. Lorsque 03BB est un pôle de cette
fonction, il y a encore une solution qui est logarithmique.

Nous considérons ensuite les équations homogénes

et nous trouvons qu’une solution de la première correspond à chaque racine de 
tion en u

en posant K(t) = K (o, t) ; ; et qu’une solution de la seconde correspond à chaque racine
de l’équation



où l’on a c = h(o). Au moyen de ces équations, nous obtenons les solutions de

l’équation

qui correspondent aux racines de l’équation

Enfin, nous résolvons les équations

où l’on a Si l’on a dans la première ou dans la

ces équations rentrent toujours dans les types déjà con-
sidérés, si l’on pose K(x, t) = o en dehors de l’mtervalle a C t ~ b . Il n’y aura donc

pas besoin de parler de cette classe d’équations dans la suite.

[6] Notre méthode, dans tout ce qui précède, a été de multiplier par un

certain produit de n facteurs linéaires en ~; trouver pour le résultat une expression
en série de puissances de À, et démontrer que le rayon de convergence de cette série

augmente indéfiniment avec n. Si les fonctions h(x), K(x, t) ne sont pas suscep-
tibles de développement en série asymptotique suivant les puissances de x, cette méthode
ne s’applique plus. Il y a alors trois cas à distinguer suivant que l’on a : = o;

2° ~r.>o; 3° N o.

i ° u, = o, - L’équation est (sans paramètre)

Nous supposons que l’on ait |03C8(x)|  Mx03B3, M étant une constante et 03B3 étant

supérieur à - i .
Les conditions auxquelles les fonctions ~~.~(x), K(x, t) sont assujetties, sont très

larges et seront précisées dans la suite. 
’

Nous trouvons d’abord la solution de l’équation

en supposant que K(t) soit un polynôme, sous la forme d’une somme de deux inté-
grales de contour.



A l’aide de cette solution et d’une méthode d’approximations successives, nous
résolvons l’équation

en supposant encore que K(t) soit un polynôme.
Enfin, nous prenons le cas où K(t) est une fonction continue en général dans

l’intervalle 

Nous faisons son approximation dans cet intervalle, d’après le théorème bien
connu de Weierstrass, par un polynôme convenable Et ici, il nous faut témoi-

gner notre reconnaissance à M. Lebesgue, dont on sait l’autorité dans ce genre de

questions, et qui nous a donné beaucoup d’indications sur les conditions qu’il faut

imposer à la fonction K(t) et sur les méthodes pour trouver des polynômes conve-
nables dans chaque cas. Ayant obtenu une approximation sufllsante, nous écrivons

l’équation comme il suit : ,

et nous la résolvons par une méthode d’approximations successives. Nous démon-
trons que la solution dépend linéairement d’autant des constantes arbitraires qu’il y a
de racines pour l’équation en «, :

et que l’équation homogène

admet le même nom.bre de solutions linéairement indépendantes.

2° ;~ > o. ~ Nous supposons que l’on ait  , où y ne doit plus être

nécessairement supérieur à -1. L’équation s’écrit :

Nous mettons h( 0) == c, et nous faisons les hypothèses suivantes (a) ~c[u.~~C 1, et

(b) lim =o, , où l’on a c’ ~ ~c~ . .
o0

Nous remplaçons x successivement dans l’équation par ..., nx .... En
éliminant les fonctions ..., ..., nous retombons ’sur uue équa-
tion du type 1°..



La solution dépend linéairement d’autant de constantes arbitraires qu.’il y a de
racines pour l’équation en x :

satisfaisant à la condition C 1; ; et l’équation homogène admet le même nom.bre
de solutions linéairement indépendantes.

Si l’hypothèse (a) n’est pas vérifiée, ou bien si l’on s’affranchit de la condition (b),
on peut assigner arbitrairement la fonction 9(x) dans un intervalle  l,

l étant une quantité positive; on peut alors faire le prolongement de dans les

deux sens par une suite d’équations de Volterra.

3° ou bien u = - v, où l’on a L’équation s’écrit comme il

suit : :

Il y a ici une distinction à faire. Si les fonctions h(x), ~~ (ce), K(x, t) sont définies

pour les valeurs positives et négatives de x, nous n’avons pas réussi à trouver une
solution générale valable pour les valeurs positives et négatives. On peut trouver
une solution unique par approximation directe si les limites supérieures de Ih(x)1
et de t)~ sont assez petites ; ce cas est très simple, et nous ne nous y arrê-

tons pas.

. Si l’on cherche seulement une solution valable pour les valeurs positives de x,
on peut donner ~(x) = u(x), une fonction arbitraire, pour les valeurs négatives, et
l’on.trouve encore une équation du type ~°.

[7] Les résultats obtenus s’appliquent tout de suite, comme auparavant, à

l’équation généralisée d’Abel :

Nous avons trouvé aussi les solutions de l’équation

dans le cas singulier oii l’on a G(1)=o, en supposant que l’on ait en même temps

G’(I)~0. Nous y ajoutons une discussion du cas plus général où l’on a :



Enfin, nous avons montré comment on rencontre le problème d’inversion qui
forme le sujet de ce travail dans l’étude de l’équation aux dérivées partielles : :

11 s’agit de trouver des solutions qui restent finies à l’intérieur du rectangle formé

par les droites

et qui i prennent des valeurs données sur les trois côtés .r=o,~==~,~=&#x26;. . Le

cas i° se présente si une des quantités a et b est zéro; le cas 2°, si elles ont le même

signe; le cas 3°, si elles ont des signes opposés.

[8] Pour ce qui concerne la littérature de cette question, il est à remarquer que,

dans le cas particulier où l’on a G(x, t) = K(x, xt), où K(x, y) est une fonction con-
tinue ayant une dérivée bornée par rapport à x dans le triangle limité par les

droites y=x, x=l, et tendant vers une valeur unique différente de zéro
comme x et y tendent simultanément vers zéro, on peut se servir des méthodes que
M. Volterra a adoptées dans le Mémoire déjà cité; et l’on trouve une solution unique.
M. Picard a fait a ce cas une application de la méthode d’approximations succes-
sives; et il a trouvé par ce moyen la solution de l’équation aux dérivées partielles

qui prend des valeurs données sur les droites y = x et y = On devrait con-

sulter aussi, sur ce point, des travaux de M. Goursat (2) et de M. Hadamard (3).
MM. Volterra(4) et Holmgren(5) ont étudié l’équation

(i) PICARD, Sur une équation fonctionnelle se pr°ésentant dans la théorie de certaines
équations aux dérivées partielles [Comptes rendus, Paris, CXLIV 

(2) GOURSAT, Sur un problème relati f à la théorie des équations aux dérivées partielles
du second ordre (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2e série, tt. V et VI).

(3) HADAMARD, Bulletin de la Société mathématique de t. XXV; p. 116.

(4) VOLTERRA, Sulla inversione degli integrali definiti (:ltti Torino (i8g6), notes III et IV].
(5) HOLMGREN, Sur un théorème de M’. Volterra [Atti Torino, t. XXXV 



et les fonctions Po(x, y), y), ..., y) sont bornées et à dérivées bornées.
M. Lalesco la traite aussi par une méthode d’approximations successives, en se ser-
vant de la théorie des équations différentielles du type de Fuchs(1). En faisant le

changement de variables y = tx, on trouve

où R1,’x, w est une fonction bornée et â dérivées bornées, et l’on a h x = 03C6(x) xn+1,
une fonction bornée.

On voit que c’est un cas particulier de notre problème d’inversion, G(t) étant

égal au polynôme

1Z. Iforn (2) a traité aussi l’équation de Volterra où le noyau est de la forme

par une méthode d’approximations successives.
. MM. Holrngren, Lalesco et Horn, dans les travaux déjà cités, ont résolu l’équa-
tion avec ce dernier noyau dans le cas spécial où l’on a :

C’est un cas très particulier de la relation G(I) == 0, dans le problème que nous
considérons.

J’ai l’honneur de dédier ce premier travail à l’illustre savant français M. Émile
Picard, qui a eu la bienveillance de s’y intéresser et de m’aider par ses conseils; qui
aussi m’a initié par ses cours aux théories des équations fonctionnelles, et m’a mis
sur la route de recherches personnelles dans ce département des mathématiques.

(1) LALESCO, Thèse de doctorat (Paris, ; l’équation de Volterra (Journal de
mathématiques, 

(2) HORN, Volterrasche integralgleichungen rand Summengleichungen [Journal für die
veine und angewandte Mathematik, t. CXL 



. 

[1] Nous commençons par l’étude de l’équation

où la partie réelle de x est supérieure à - 1, et l’on n’a pas ~.~(o) = o, en supposant que
les fonctions 03C8(x) et K(x, t) satisfassent à la condition (D), c’est-à-dire qu’elles soient

développables, au moins asymptotiquement, suivant les puissances positives croissantes
de x .

K et M étant des quantités fixes. Soit une solution

En égalant les coefficients des puissances de A dans l’équation, nous obtenons :

Soit + a et a,; étant des quantités réelles ; on trouve : .

La série des puissances de À a donc un rayon de convergence au moins égal à



[2] En posant

on voit que ~, (x) satisfait à l’équation

alors on aura

Mais nous avons, par hypothèse,

où les fonctions 81(x), K(x, t) satisfont à la condition (D). Par conséquent, l’expression

est égale à

c’est-à-dire égale à

’flx) étant une fonction satisfaisant à la condition (D).
Nous obtenons donc l’équation :

En posant, de même,

~le l’., y 3~ S., 1V. Io



nous obtenons

étant une solution de l’équation

où la fonction satisfait à la condition (D).

[3] Nous avons, maintenant,

où satisfait à la condition (D). Il est clair que l’on peut continuer indéfiniment t
ce procédé, et qu’en posant, en général,

on obtient

la fonction étant une solution de l’équation

et les fonctions ~o(x), ~,(x), ..., ~y(x) satisfaisant toutes à la condition (D).
De là, nous trouvons

une série de puissances de X, dont le rayon de convergence est au moins égal à

et, par conséquent, augmente indéfiniment avec n.
On a donc

une série dont le rayon de convergence croît indéfiniment avec n.



[4] Nous avons posé :

Il s’ensuit que l’on a

et, par conséquent, le produit infini

est une fonction entière de 1,. Nous supposons que 1, ne soit pas égal à aucune des

quantités I. En posan t
C~

nous obtenons l’équation :

Si l’on posé

on trouve, en égalant les coefficients des puissances de À,

Nous trouvons ainsi les coefficients d’une solution holomorphe au voisinage de À = o.
Cette solution est évidemment le produit de par

qui est une série entière. Donc, la série représentant cette solution a un rayon de

convergence au moins égal à celui de la série et, par conséquent, cette solu-
tion est holomorphe dans tout le plan.



Nous avons donc établi le théorème suivant:

L’équation

où la partie réelle de a, est supérieure à -1, et l’on n’a pas 03C8(o) = o, et les fonc-
tions K(x, t) satisfont à la condition (D), admet la solution

H(x, ~, À) étant une fonction entière de )..qui satisfait à la condition (D) en tant que
fonction de ce, et P(î,) étant la fonction entière de ~

où l’on pose

celle solution existe lorsque a est différent de toutes les quantités I .
cr

[6] Avant d’aller plus loin, nous noterons deux formes sous lesquelles cette
solution peut s’écrire, et qui nous seront nécessaires dans la suite. Nous avons,

par hypothèse, pour n quelconque,

les ao, a1, ..., étant des constantes, et étant une fonction qui satisfait à la

condition (D).
, 

Soit, en général,

la solution, donnée par la formule (A), de l’équation

la solution, donnée par la même formule, de l’équation



Il est clair que nous avons

ce qui nous donne :

D’autre part, il est évident, d’après la méthode par laquelle nous sommes 
arrivés

à la formule (A), que l’on doit avoir

u~~(x) étant la solution, donnée par la formule (.~), 
de l’équation

Par conséquent, est égale à une expression de la forme

et nous déduisons, en multipliant par P(î,), que l’on a

et, en général,

Par conséquent, IJ., ),) est une fonction entière de A; et toutes les fonctions

p(x, a), ~,(x, o), ..., o~) satisfont à la condition (D).



[7] Maintenant, en partant de la formule

on peut déduire toute une foule de résultats.

Mettons d’abord X=2014 et supposons que l’on n’ait jamais pour s  I.
Nous trouvons qu’une solution de l’équation homogène

est la fonction suivante :

En prenant n = r, dans la formule (C), nous voyons que l’on a

d’où l’on déduit

et nous savons que la fonction

est la solution de l’équation

On déduit, par une formule analogue à (B), que l’on a

lio étant égal ’fr(o, (x.), et T(x, x, ),) étant une fonction entière de À.
Nous avons, par conséquent,



k étant une constante; donc la jonction

est une solution de l’équation homogène

Nous voyons, en particulier, que si l’on n’a jamais la fonction

(l’égalité ayant lieu à un multiplicateur constant près), est une solution de l’équation

En nous rappelant que l’on a

nous pouvons énoncer le théorème suivant : :

L’équation hom.ogène

admet les solutions

~ étant une racine quelconque de l’équation en x ,

pourvu qu’il n’y ait pas une autre racine p + s, , s étant un entier positif.

, [8J Nous trouvons d’autres résultats en différentiant p fois successivement par
rapport à « la formule (E), que nous écrivons encore une fois

En nous rappelant que P(À) est une fonction de a, nous obtenons

p étant un entier quelconque.



On pourrait déduire de ces équations que la solution de l’équation

est de lrz forme

les U étant des fonctions entières de a, qui satisfont à la condition (D); mais on le voit

plus facilement en différentiant p fois successivement la solution .

de l’équation

Supposons encore que l’on n’ait jamais c’,= cr+~, mais que l’on ~ ait pour une

certaine valeur de 03B1

Il est aisé de voir que le nombre q doit être limité; autrement, toutes les dérivées

de la fonction de a., / t~ seraient nulles dans un certain point, et cette
o

fonction devrait par conséquent être une constante. Cette constante doit être nulle,

puisque la fonction tend vers zéro quand la partie réelle de x croît indéfiniment.
Nous avons donc, pour tout entier positif n,

Or, par un théorème bien connu, cela ne peut avoir lieu que dans le cas, banal

pour nous, où l’on a K(t) - o. Nous supposerons donc que l’on ait 
.

Prenons p  q dans la formule (E’). Nous avons



Les q premières dérivées successives de la fonction (I - par rapport à x,

sont nulles; par conséquent, la fonction ~pP(03BB) ~03B1p devient nulle pour ), = 1 , si l’on a
, x c~

p fl q. Donc, en mettan t À = à dans les formules (E’l, nous voyons que les fonctions
c~ 

’

.satisfont à l’équation homogène

Puisque les q premières dérivées de cr par rapport à « sont nulles, nous pouvons

mettre À = I à l’intérieur. Nous obtenons alors
c~

up(x) est donc de la forme

où les fonctions ..., satisfont à la condition (D).
Ce résultat s’obtient tout de suite en différentiant q fois successivement la solu-

tion connue

de l’équation

En particulier, si l’on a

admettra un système de solutions que l’on peut écrire sous la forme

Fac. de T., 3P S,, IV. II i



Par conséquent, si l’on a

l’équation homogène

admet un système de solutions

où les fonctions , ... satisfont à la condition (D).
On suppose toujours, bien entendu, qu’il n’y ait pas d’autre racine 03B2 + s, s étant

un entier positif.
On pourrait s’attendre à ce résultat : les conditions que nous avons posées

indiquent une coïncidence au point j3 de q + i racines de l’équation

[9] Supposons maintenant que l’on prend p  q + i dans la formule (E’). Pre-

nons d’abord p = q + i . La dérivée ~pP(03BB) n’est plus égale à zéro pour ), = à .
ào c~ ,

Supposons qu’elle soit égale à une fonction de « ; en mettan t h = à dans la
formule (E) , nous voyons que la fonction 

r

est une solution de l’équation

Nous voyons par conséquent que la fonction



est une solution de l’équation

dans le cas singulier où l’on a I - ),cr = o, , et

Si l’on prend p = q + 2, q + 3, etc., on obtient par des éliminations successives
les solutions des équations

dans le même cas singulier.

[10] Nous allons étudier maintenant le cas oÙ l’on a, pour une certaine valeur

ao de x 
’

h, i, ..., k étant des entiers qui doivent être en nombre fini, puisque les quantités cft
tendent vers zéro quand n croit indéfiniment. Appelons c la valeur commune de
toutes ces quantités ; nous pouvons supposer que l’on ait c =~= cr, n étant un entier

quelconque autre que h, i, ..., k. Nous supposons aussi au commencement que l’on ait

La fonction P(~) contient le facteur

11 est donc clair que si l est le nombre des entiers h, l, ..., l~, les l -1 premières
dérivées successives de P(î,) par rapport â x sont nulles pour x = a = I . .

c

Prenons donc p  l -1 1 dans la formule (E) ; en mettant « = 03B10, î, = I , nous° 
c

trouvons qlie l’équation homogène

admet les solutions



Examinons la nature de ces solutions, en supposant que l’on ait h C ~ ~ ... [ 1~ .

Nous écrivons encore une fois les formules :

Nous déduisons comme auparavant, de ces formules, que l’on a

à un multiplicateur constant près.
Soit j le prochain des entiers moindres que k.
Nous avons, en supposant n - i > l~ ,

On voit que les termes avant i’ «) I’~+1()~) contiennent, pour « = le

facteur (1- ac)~; par conséquent, leurs dérivées par rapport à x deviennent nulles

pour a = I . D’autre part, ce terme, que nous venons d’écrire, contient i - ),c

seulement comme facteur simple ; le même a lieu pour tous les termes jusqu’à

exclusivement; à partir de ce terme, il n’y a plus de facteur 1- i,c. Nous voyons
donc que la fonction

est de la forme

où les fonctions F(x), F,(.r) satisfont à la condition (D).



Soit, en général, s un entier quelconque du groupe, de rang p + 1 à partir de 1~~.

Les termes dans (C) avant x) PS+1(~) contiennent ( - en facteur

pour a. - «~ ; par conséquent, leurs dérivées pièmes par rapport à « sont nulles pour

Ce terme lui-même contiendra seulement (1- ÀC)P en facteur, et sa dérivée ne

sera pas nulle. En continuant de la sorte, nous voyons que la fonction

est de la forme

oÙ les fonctions ~~(x, xo), ..., xo), ... satisfont à la condition (D).
Par conséquent, si l’équation

a des racines «=,l3 + h, ~j + i, ..., (3 + r, ..., !~ + j, (3 + k, les h, i, ..., r, ..., j, !1

étant des entiers arrangés dans l’ordre de grandeur croissante, dont le nombre est l,
et si p + 1 est le rang d’un entier quelconque s du groupe, à partir de k, l’équation
homogène

admet les 1 solutions

qui sont de la jorme suivante : :

où les fonctions ~o(x, (j), ..., y~(x, ~i), ... , satisfont à la condition (D).
Nous supposons que l’on ait pour tout s du groupe



[11~ Si l’on prend, maintenant, p ~ l dans la formule

la dérivée ~pP(03BB) ~03B1p ne devient plus égale â zéro pour a= 03BB = I c. En mettant p-l,
nous voyons que la fonction

est une solution de l’équation

Par conséquent, la fonction

est la solution de l’équation

dans le cas singulier où l’on a

l étant le nombre des entiers h, i, ..., ~,~. .

En mettant, dans (E’), p = l + 1 , l + 2, ..., on trouve, par des éliminations suc-

cessives, la solution de l’équation

dans le même cas singulier.

[12] Supposons, enfin, que l’on ait



et que l’on ait, en même temps,

Alors on voit facilement que toutes les dérivées par rapport à x de la fonction

jusqu’à la (1 - 1 + r2 + ... + inclusivement, deviennent nulles pour

tandis que la (l + rh + ri + ... + dérivée ne s’annule pas pour ces valeurs,

l étant, comme auparavant, le nombre des entiers h, i, ..., ~.~. En effet, dans chaque
terme de toutes les dérivées jusqu’à la (l -1 1 + nh + ri + ... + rk)ième inclusivement,
il y aura ou bien un facteur 1- ou bien un facteur l~ ~ ps, pétant moindre. ~ 

que n~,; et dans la (l + rh + ... + dérivée il y a le seul terme

qui ne devient pas nul.
En raisonnant de même qu’auparavant sur la formule (E’), nous voyons que si

l’on a

les fonctions

sont des solutions de l’équation homogène

On a, en effet,



Nous déduisons de la formule C que ces fonctions sont de la forme suivante :

s étant un entier quelconque du groupe, et ? l’entier plus grand voisin à s. Le

nombre q peut prendre les valeurs o, 1, 2, ... (rs- I); et les fonctions xo),
... satisfont à la condition (D). Il est peut-être nécessaire d’ajouter que ces

fonctions ne restent pas les mêmes lorsqu’on change les entiers s ou q.
Par conséquent, si l’équation

admet les racines 03B2 + h, , ..., 03B2 + s, 03B2 + T, ..., 03B2 + k, , les h, , ..., s, c, ..., étant des

entiers rangés dans l’ordre de grandeur croissante, et si l’on a en même ternps

alors l’équation homogène

admet les solutions

l étant le nombre des entiers h, i, ..., k .

On peut mettre ces solutions sous la forme suivante : :






























































































































































