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QUESTIONS DIVERSES
CONCERNANT

CERTAINES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES
ET LES

GROUPES FUCHSIENS ARITHMÉTIQUES QUI S’Y RATTACHENT
PAR M. TH. GOT.

ANNALES
DE LA

DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE.

INTRODUCTION.

Les groupes fuchsiens associés aux groupes reproductifs des formes quadratiques
ternaires indéfinies ont une importance particulière, car ils ont conduit Poincaré à
donner le premier exemple de fonctions fuchsiennes jouissant d’un théorème de
transformation qui généralise le théorème d’addition des fonctions elliptiques ainsi

que l’équation modulaire. Certains de ces groupes fuchsiens arithmétiques (dénomi-
nation de Poincaré) jouent un rôle essentiel dans la théorie des fonctions abéliennes
doublement singulières si remarquables de M. G. Humbert : les groupes fuchsiens
des courbes hyperabéliennes correspondantes sont en effet certains sous-groupes des

groupes fuchsiens arithmétiques dérivant de formes

~2 - y)

est positive. Certaines variétés de ces groupes ont été étudiées par M. Fricke.

L’objet principal de ce travail est d’en faire une étude plus générale au point de vue
de la détermination pratique. Mais je me restreins aux groupes sans substitutions

paraboliques, c’est-à-dire à ceux pour lesquels la forme ne peut représenter ration-



nellement zéro : cette condition revient, d’après un critérium de Legendre, u ce

que y ne soit pas résidu quadratique du discriminant.
Je supposerai connus les principaux résultats d’Ilermite sur les formes quadra-

tiques ternaires indéfinies, le Mémoire de Poincaré, Les fonctions fuchsiennes et
l’arithmétique (J. de 188i), et les points principaux de la théorie des groupes
fuchsiens, tels qu’ils sont exposés dans le Traité des fonctions automorphes de

Fricke et Klein, 1 notamment l’interprétation non euclidienne de la géométrie
projectile ; enfin, les théorèmes d’Arnold Meyer sur les formes de même genre.

Le problème principal est celui de la recherche des substitutions génératrices du

groupe fuchsien, car c’est seulement par elles que sa structure peut être mise en

évidence sans trop de complications. Aussi les procédés à employer pour cette

recherche constituent-ils la plus grande partie de notre travail. Elle revient à la

détermination d’un domaine fondamental ; mais pour obtenir ce dernier, c’est si l’on

raisonne sur les formes que les calculs sont le plus simples.

La partie de la Thèse se rapporte précisément à divers procédés destinés
à simplifier cette recherche. Je montre que les formules données par Hermite pour
les substitutions semblables, tout en étant, en général, d’un emploi compliqué, peu-
vent être utilisées assez facilement pour le cas particulier des substitutions elliptiques
el des symétries : les formules du tome LXXYIII du Journal de Crelle, relatives au x
substitutions de période deux, m’ont notamment servi constamment. Je montre

ensuite l’application du théorème d’Arnold Meyer pour l’emploi des critères de

Poincaré relatifs aux substitutions elliptiques, en prenant pour exemple les formes
z~ - y) à discriminant Je termine cette partie en montrant t qne la
méthode de Poincaré pour la réduction des substitutions elliptiques s’applique aux

symétries et conduit à un résultat qui ressort aussi des formules d’Hermite. 1 à I3.)

Deuxième partie. - Les seuls procédés mis en 0153uvre actuellement, à ma con-

naissance, pour la détermination d’un domaine fondamental, étaient la réduction

continuelle et l’extension du groupe fuchsien pan symétries.
Le premier a été mené pour la première fois à bonne fin par lT. Selling (J. de

G’relle, t. d’après les principes d’Hermite, mais avec des conditions de
réduction plus pratiques. Toutefois, sa représentation géométrique était, au con-
traire, plus compliquée que celle qui ressort naturellement du Mémoire d’Hermite
et dont l’ouvrage de Fricke et Klein montre l’avantage. Mais comme le travail de

Selling est antérieur à la découverte des groupes fuchsiens par Poincaré, et que les
indications, d’ailleurs très claires, de Fricke et Klein, sont peut-être un peu som-
maires pour les applications, j’ai cru devoir en donner dans la deuxième partie un



nouvel exposé rapide. Je traite en détail (1) deux formes de discriminants 5 et 21
pour essayer de bien faire comprendre le mécanisme de la méthode, comme li. Picard
l’a fait autrefois pour les formes d’Her111ile à indéterminées conjuguées. J’ai d’ail-
leurs calculé la plupart des substitutions qui se rencontrent fréquemment : elles
font l’objet des tableaux 1 à J’ai également déterminé les conditions nécessaires
et suffisantes pour que les formes az~ - ~~(x, ~r) soient réduites, et la nature du

champ de réduction On verra par la longueur de la réduction de la forme de discri-
minant 21, pour laquelle je n’ai même pas reproduit les calculs, que la méthode de
réduction continuelle devient rapidement impraticable, sitôt qu’on a à faire à un

discr iminant qui n’est pas très petit. i4 à 30.)

Troisième partie. - L’extension du groupe par symétrie, imaginée par Klein dans
ses travaux sur la fonction modulaire, conduit, dans un grand nombre de cas, de la
manière la plus rapide et la plus élégante, au domaine fondamental des groupes de
Poincaré : tous les exemples donnés dans les Fonctions automorphes ont été calculés
ainsi. Avant de l’employer pour les formes z2 - 03C6, j’ai établi pour ces dernières les
formules de substitutions semblables qui correspondent à celles de cet ouvrage pour
les formes px2 - qy2 - L’application de la méthode m’a conduit à introduire
avec avantage les substitutions gauches ; on peut ainsi, avec les mêmes formules

générales, étendre le groupe fuchsien directement, si le groupe reproductif contient
des symétries ; mais c’est la symétrie ~’ _ - ~ qui intervient, au lieu de ~’ _ - ~a .
La correspondance ainsi établie entre les axes de symétrie dans la conique et les cir-
conférences de symétrie des deux espèces dans le plan analytique, permet de con-
clure à la non-existence de domaines fondamentaux limités par une infinité de

circonférences de symétrie, contrairement à une assertion contenue dans les Fonctions

automorphes. Cette partie se termine par l’application de cette méthode aux formes

déjà traitées par la réduction continuelle. 31 à 4i.)

Quatrième partie. - Un troisième procédé de détermination du domaine fonda-
mental est celui du rayonnement : Fricke, qui l’a imaginé, a tiré un excellent parti
de la notion du polygone normal auquel il conduit. Or, cette méthode, restée théo-

rique jusqu’ici, du moins à ma connaissance, s’applique très facilement aux formes

z’ - ~. C’est ce que je montre dans la quatrième partie, en traitant complètement
une forme de discriminant A = 29. 42 à 

Cinquième partie. - Un appendice (nos !t8 à 52) est relatif au théorème d’:1. 
~ 

dont j’ai simplifié la démonstration dans des cas très larges.

(i j Ce que n’a pas fait Selling, qui se borne à donner la figure résumant les résultats.



En somme, ce travail ne contient ni principes nouveaux ni méthodes nouvelles,
et l’on trouvera peut-être exagérée la place occupée par des questions de détails et
les calculs, surtout étant donné le petit nombre d’exemples nouveaux apportés. Si

j’ai insisté sur la comparaison des procédés et sur certaines simplifications, c’est dans

l’espoir de rendre moins pénible le calcul effectif de nouveaux groupes : il y aurait t
en effet intérêt à posséder des exemples plus nombreux et plus variés, et on n’y arri-
vera qu’en abordant des discriminants plus compliqués.

Les procédés que je développe dans la méthode du rayonnement sont sans doute

susceptibles d’être complétés. J’espère pouvoir y revenir et en tirer des applications
aux fonctions abéliennes singulières, qui entraient dans le plan primitif de mon
travail : c’est en effet précisément l’équation

de la méthode du rayonnement qui intervient dans les transformations singulières.
Cette méthode jouerait aussi un rôle dans l’étude de cette équation, considérée
comme généralisant l’équation de Fermât :

Qu’il me soit permis en terminant d’exprirner ma gratitude à l’égard de
M. G. Humbert, à qui je dois l’idée première de ce travail, et de M. Picard, pour le
bienveillant intérêt avec lequel il l’a suivi.



PRE MIE RE 

Questions diverses relatives aux substitutions semblables.

Application des formules d’Hermite à la délermination des substitutions elliptiques.

[1] Je me propose de déduire des formules d’Hermite, pour les substitutions
semblables d’une forme quadratique ternaire indéfinie, les conditions que doit

remplir cette forme pour avoir dans son groupe reproductif des substitutions ellip-
tiques et les classer suivant la nature de ces dernières. Les résultats ainsi obtenus
sont moins complets que ceux tirés par Poincaré de sa méthode de réduction des

substitutions; mais comme je suis conduit à préciser la forme des expressions
d’Hermite pour les substitutions elliptiques, ce qui peut avoir son utilité, les consi-
dérations qui m’y ont conduit ne sont peut-être pas elles-mêmes sans quelque
intérêt.

Voici la forme donnée par Bachmann aux expressions d’Hermite, la substitution

étant (x1x + 03B12y + 03B13z, 03B21x + etc.) et la forme f = 
a, b, c ..

p, q, r, s sont quatre entiers premiers entre eux vérifiant l’équation

où F désigne l’adjointe de f et P un diviseur positif ou négatif du quadruple du 4D
discriminant. Seules sont à conserver les solutions rendant entières les valeurs

desx, ~3, y, données par les formules ( I ).



[2] Déterminons la forme particulière des expressions précédentes pour les

substitutions elliptiques. Ce sont celles dont l’invariant I, c’est-à-dire la somme des
éléments de la diagonale principale, a, d’après Poincaré, les valeurs suivantes :

La valeur de 1 étant ici 20142014_20142014, , on en déduit les conditions suivantes :

P doit toujours être un diviseur de 4D (v. Bachmann). Mais dans le cas de p=o,
il est même nécessaire que P divise 2D. Puis les valeurs trouvées ci-dessus exigent :

Pour la période trois: P divisible par 4, soit P = 4P’, et P’ diviseur carré parfait t
de D.

Pour la période quatre : P divisible par 2, soit P= 2P’, et l’’ diviseur carré

parfait de 2D.

Pour la période six: P divisible par 12, soi t P =12 P’, donc (1) D = 3 D’, P’ d i v i-

seur carré de D’.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des substitutions de périodes
deux, trois, quatre ou six est donc que les équations correspondantes

aient des solutions entières, rendant la substitution entière.

Dans le cas simple où le déterminant est sans facteur carré, P’ doit être égal à I
si le déterminant est impair, et, s’il est impairement pair, P’ doit être égal à I ou

encore, pour la période quatre seulement, à 4.
Bornons-nous au cas de D impair. Les conditions nécessaires et suffisantes pour-

ront s’énoncer com me suit : :

Période deux Il faut et il suffit que l’adjointe F puisse représenter un diviseur
de D ou le double d’un diviseur de D.

(1) On retrouve ainsi un résultat de Poincaré.



Période trois : Il faut et il suffit que l’adjointe puisse représenter le nombre trois,
avec q, q’, q" iTnpairs.

Période quatre : Il faut et il suffit que l’adjointe puisse représenter le nombre un.

Période six: Il faut et il suffit que le déterminant soit divisible par trois et que

l’adjointe puisse représenter le nombre trois.

Le fait que les conditions sont nécessaires résulte de ce qui précède, et, qu’elles
suffisent pour rendre la substitution entière, résulte de Bachmann (Quadratischen

chap. 

Emploi du théorème d’Arnold Meyer dans les critères de Poincaré.

[3] Les conditions précédentes s’obtiennent plus directement que celles de Poin-
caré ; mais, en revanche, ces dernières sont plus simples et plus précises. Comme
elles reviennent à voir si la forme donnée est ou non équivalente à un certain

nombre de formes de types canoniques, les théorèmes d’Arnold Meyer sur l’équiva-
lence des formes de même genre trouvent ici une application.

Je supposerai, pour traiter en détail un exemple, que la forme est du type

où cr est une forme binaire positive, proprement primitive et de déterminant premier
impair; soit:

[4] Substitutions de période - La forme f est du type inaltéré par la subs-
titution

de période deux. Cherchons à quelles conditions elle admet aussi des substitutions
de la classe de

Il faut et il suffit pour cela qu’elle soit équivalente à une forme :

En égalant les déterminants, on a :

(~) Je conserve pour ces substitutions les notations du Mémoire de Poincaré.



Désignant par  l’unité positive ou négative, on peut avoir les deux solutions :

On voit de suite qu’il faut go et ho + ~~4 impairs. Puis, d’après Poincaré (loc. cit. ),
on a le droit de supposer la forme

réduite avec les conditions

A la solution (I) répondent les formes (1) :

Elles ont pour adjointes :

Pour que f et f~ soient équivalentes, il suffit (2) qu’elles appartiennent au même

genre, et comme elles sont proprement primitives, ainsi que leurs adjointes, et de
déterminant impair, la seule condition est que les nombres représentés par les

adjointes F, Fo aient les mêmes caractères quadratiques par rapport aux facteurs

premiers du déterminant. Elle se réduit ici à

L’adjointe dévêtant t

la condition ci-dessus revient à

(i) E2) ._ + 1: mais y = + i seulement, si _ + 1, pour que f4 soit indéfinie.
(2) Arnold Inanguraldissertation, Zurich, 187 r .



A la solution (Il) répondent des formes réduites en nombre limité, ayant pour
adjointes :

Des deux nombres impairs

l’un au moins n’est pas divisible par II , et la condition d’équivalence de / et f0 sera
par suite

si 110 n’est pas divisible par II, et, dans le cas contraire,

Il n’y aura d’ailleurs qu’un nombre limité d’essais a effectuer, h°, h°° étant
limités par (II) et (III); en particulier II .

En résumé :

THÉORÈME. - Pour qu’une f orme x2 - 03C6 (y, z) cle déterminant II admette des siibs-

titutions de la classe cle (x, x - y, x - z), il faut et il suffit que l’on ait I I ’ égal
soit à (2~ II) , soit â , soit à 2-’q° , les nombres h° + k0 et g0, non

divisibles par II, étant définis par :

[5] Substitutions Je période trois. - Pour que f admette des substitutions de

période trois, il faut et il suffit qu’elle soit équivalente à une forme fo de l’un des

types



qui sont respectivement inaltérées par les substitutions

Le déterminant de la première est 3aogô; il ne peut être égal à II que si II ==3,
et t alors il faut a,= i, ga_-__- I (et t non ni 1 en

vertu de la loi d’inertie des formes quadratiques. Mais pour le déterminant 3 il n’y a

qu’une classe de formes Cf, la principale; la forme f n’est pas du genre principal et

n’est donc pas équivalente â fo = I, -2, -2 ) qui en fait partie.° 

- I, 0, 0 
" " 

°

Le déterminant de la seconde est - il faut donc go = s, ao = 2014’2"~ s
s étant + I ou - I, suivant que II - I ou n+ i est divisible par 3. La forme fo est
alors : 

’

Elle a pour adjointe :

Elle représente le nombre impair 3, premier à FI. Pour que f et fo soient équi-
valentes, la condition nécessaire et sumsante est donc :

Le déterminant de la troisième est 3a 
° 2 - 8 3 il fau t donc g ° ^ a ° I 

I + 8=
~ étant déterminé de la même façon que ci-dessus. On a :



La condition nécessaire et suffisante pour que f et fa soient équivalentes est encore

En résumé :

THÉORÈME. 2014 La condition nécessaire et suffisante, pour qu’une forme 03C6(y, z)
- oÙ , proprement primitive - de déterminant premier, II admette des substitutions

elliptiques de période trois, est que II soit différent de 3 et que l’on ait = I 3 I .

elle admet alors des substitutions de même classe que (x, x-y-z, y) et (x, Zx-y-z, y),
mais n’en admet pas de la classe (x, - y - z, y) .

[6] Substitutions de période quatre. - La condition nécessaire et suffisante pour
que f admette des substitutions de période quatre est qu’elle soit équivalente à une
forme fo de l’un des types

respectivement inaltérées par les substitutions

La première a pour déterminant il fout donc b~ _ - 1 ; la forme

correspondante

a pour adjointe ,

Elle représente i ; pour que f et fa soient équivalentes, il faut donc et il suffit que
l’on ai t

Quant à la seconde forme, elle a pour déterminant 4h20(a0 + il ne peut éire

égal à II. Donc: :

THÉORÈME. - La condition nécessaire et suffisante, pOUr qU’UnC forme lC" - y (y, Z)
- où j proprement primilive - e1 de déterminant premier Il admette des substitutions

de période quatre, est que l’on ait (1Ù) = 1 ; ces substitutions sont de la classe fie

(~" ~ ~’ y) ° ’



[’lI Substitutions Je période si;. - Pour que f admette des substitutions de pé-
riode six, c’est-à-dire de la classe de

elle doit être équivalente à une forme

on a à propos des substitutions de période tr’ois, que c’était impossible.
Donc: :

THÉORÈME. - Une forme x2 - 

, 
- oÙ 03C6 proprement primitive - et de détermi-

nant premier, n’admet pas de substitutions elliptiques de période six.

Points fixes de substitutions elliptiques.

[8] D’une façon générale, une substitution étant donnée par le tableau de

coefficients

on obtient immédiatement les coordonnées de son point fixe relatif au multipli-
cateur p = i en résolvant les équations compatibles :

Comme on a le moyen de déterminer les coefficients M, v, 1V de toute substitution

elliptique, on peut donc considérer le problème de la détermination de leurs points
fixes comme résolu. Mais pour la détermination du domaine fondamental, il y

aurait évidemment intérêt à obtenir plus directement les coordonnées de ces points
fixes, et c’est ce que nous allons essayer de faire.

[9] Substitutions de période deux. - Soit C le point fixe, intérieur à la conique

La substitution laisse fixe point par point la polaire A de G et conserve la conique.
C’est, au point de vue pseudo-géométrique, une rotation de centre C et d’angle T,



c’est-à-dire, en géométrie ordinaire, une homologie involutive de pôle C et d’axe A.
Bous allons déterminer les coefficients de cette transformation homographique en
fonction des coordonnées x, ~~, ~ du point fixe C. x, y, :: et x’, y’, ~’ étant les coor-
données d’un point quelconque lI et de son transformé + î,’x’, j,y + î.’y’, ,
i.~ + i,’~’ et î,x - i,’x’, î,y - i,’y’, î,~ - î,’~’ seront celles de deux points divisant t

harmoniquement Écrivons que l’un est le point C et que l’autre est sur la

polaire de C. On a :

D ou

La résolution de ces équations donne aisément :

Ces relations suffisent au point de géométrique; mais il faut, de plus, que la
substitution soit unimodulaire et entière. La première condition entraîne, d’après un
calcul simple,

Pour la seconde, il faut évidemment x, ~, y rationnels; rnais ou peut les sup-
poser entiers et premiers entre eux, car les expressions de x’, y’, z’ sont homogènes
/? degré zéro en x, 03B2, y . Dès lors, il y a des entiers «o, 03B20, 03B30, tels que l’on ait

et pour que les coefficients de la substitution, à savoir

soient entiers, il est donc nécessaire et sumsant que "2014~, 2014~, 20142014 le soient.



Or, pour que les congruences homogènes et linéaires

soient résolubles, x, 6, ,t premiers entre eux, il fuul que leur déterminant soit divi-
sible par le module; ce déterminant est huit t fois le déterminant D de la forme ;

mais, comme 2 se trouve en facteur dans les premiers membres de chacune des con-

gruences, il faut même que 2D soit divisible par f.

Symétries. - Le calcul précédent donne en même temps les symétries, car la
seule différence est que le point C est alors exterieur à la conique.

En’résumé :

THÉORÈME. - Les coordonnées x, 03B2, 03B3 des points fixes cle substitutions cle période
deux - rotations ou symétries - sont celles des solutions entières des équations.

(n diviseur, positif ou négatif, de 2D) qui vérifient les congruences (C).

REMARQUE. - NOUS avons ainsi retrouvé par une autre méthode les formules

données par Hermite au Journal de Crelle (tome 

[10] Substituüons de période trois, etc. - Un raisonnement analogue à celui que
nous venons de faire pour les substitutions de période deux s’applique il celles de

période trois, quatre ou six. Par exemple, pour la

période trois, on procéderait de la manière sui-
vante pour exprimer que le point G est point fixe :
NI et 11’ étant un point quelconque et son trans-
formé, on écrirait que l’angle est, en 

trie hyperbolique, égal à 203C0 3, puis que la longueur,
non enclidienne, des segments et est la

même : cette dernière condition exprime simple-
ment que va passer par le point de concours

des cordes AA’, BB’. Mais je ne m’attarderai pas à ce calcul, pas plus qu’à ceux

qu’on pourrait faire dans le même but en exprimant les coordonnées des points
fixes à l’aide des équations

et les analogues, les u, v, w étant donnés par les formules d’Hermite.



[11] ] REMARQUE. 2014 Je ferai seulement une deuxième remarque au sujet des subs-
titutions elliptiques. Si l’on désigne par

l’équation que doivent vérifier les coordonnées d’un point fixe relatif à la période 1,
toutes les solutions occeptables de cette équation se déduiront, à l’aide des formules
d’Hermite, d’un nombre limité de solutions fondamentales, nombre égal à celui des
substitutions canoniques de période i.

Réduction des symétries. 
’

[12] Les substitutions semblables gauches peuvent être réduites par la méthode

employée par Poincaré pour les substitutions droites. Deux substitutions, S et S’, t
seront dites de même classe, si l’une est la transformée de l’autre par une substi-

tution T :

D’après cela, S et S’ sont de même espèce, que T soit droite ou gauche : le déter-
minant de S’est en effet le même que celui de S, vu la relation ci-dessus. Les subs-

titutions gauches sont celles dont le déterminant est égal à -r. Il en résulte que le
déterminant de la substitution associée (1)

est égal à -1. L’équation aux multiplicateurs a toujours une de ses racines égale
u -I. En exprimant qu’il y a une racine double égale à I, on obtient la condition

qui caractérise une symétrie pseudo-géométrique, c’est-à-dire une homographie
involutive laissant fixe individuellement tous les points d’une droite qui rencontre
la conique ; cette condition est :

Elle revient à dire que l’invariant de la substitution doit être égal à 
Ceci posé, S étant une symétrie, il existe trois entiers u, v, zu, premiers entre

eux, tels que la fonction linéaire

(1) CF. pour les notations : Les fonctions fuchsiennes e! l’arithmétique.



est reproduite, changée de signe, par la substitution S; d’où l’existence d’une subs-
titution unimodulaire

telle que la transformée de S par T-1 soit de la forme

substitution dans laquelle, par ce qui précède, acl - bc =1 et a + cl = 2 . .

Une réduction ultérieure conduit au type

Il suffit d’employer pour la transformation une substitution convenable du

type (x, ~ y + cz, ~ry + ~z). Car, d’abord, une telle transformation conserve le type

précédent, puis la forme

étant inaltérée par la substitution (ay + bz, cy + clz); il est naturel de considérer S’

comme réduite, si ’f l’est. Or, le discriminant de ’f

est nul, d’après ce qui précède; 03C8 est un carré parfait, on dira qu’elle est réduite

quand elle s’écrira cy~, c’est-à-dire quand on aura :

On a donc le type S’ (en écrivant ,: au lieu de c).
Mais nous allons voir qu’une réduction plus grande est encore possible.
Déterminons en effet les formes inaltérées par S’. L’identification des coefficients

d’une telle forme - 
a, 

à ceux de sa transformée, montre que 03BD cloit être

nul(1) et que Il et ,~, doivent vérifier les relations

(1) Donc ’!/ identiquement nulle.



ou que

c’est-à-dire, avec les notations habituelles, il faut que les coefficients 2 H et 2K de

l’adjointe soient divisibles par A. De plus, pour avoir une véritable symétrie, il faut

que l’axe, x = o, coupe la conique en des points réels, c’est-à-dire que l’on ait :

On pourrait donc’énoncer le : :

THÉORÈME. - Pour qU’l§ne forme quadratique ternaire indéfinie, non annulable,

admette des symétries, il faut el il suffit qu’elle soit équivalente à une forme f= (a, b, c g, h, k)
ayant pour adjointe une forme F = (§’ , 11’ , ) dans laquelle A soit négatif -f et divise

2H el 2K ..

Mais on peut préciser encore, en observant que deux substitutions S’ que nous
désignerons en abrégé par (k, p,) et (),’, p,’) sont de même classe, dès que

Elles peuvent alors, en effet, se transformer l’une en l’autre par une substitution
du type

il suffit de prendre :

Les classes de symétries sont ainsi réduites aux types (o, o), (1, o), (0,1), (r, 1).
. 

Mais ces quatre peuvent eux-mêmes se réduire au premier et au dernier type, car le
second et le troisième se déduisent l’un de l’autre par la permutation de y et z, et le
dernier est transformé du second par la substitution



CONCLUSION. 2014 Il y a seulement detlx classes cle symétries: elles peuvent être

représentées par les 

La première est signalée dans le Mémoire de Poincaré; c’est, au signe près, la
substitution S, : les formes qu’elle laisse invariables sont celles du type

si est positif. S~ et S4 sont elliptiques ; si bc -~ g~ est négatif, ce sont des

symétries.

Les formes inaltérées par la seconder) sont celles du type

et cette substitution S~ est une substitution elliptique ou une symétrie suivant que
(2h - - g) - g~ est positif ou négatif.

Donc, en résumé : :

THÉORÈME. - Pour forme quadratique ternaire indéfinie, non annulable,
admette des symétries dans son groupe reproductif, il faut et il suf fit qu’elle soit équi-
valente à l’une des formes (1) ou (2), dans lesquelles la forme binaire en y, z soit

[13] Un nombre limité d’essais suffira donc pour montrer si le groupe d’une

forme renferme des symétries. On procédera d’une manière tout à fait analogue à
celle de Poincaré pour S4 et St; ; toute la différence consiste en ce que les formes

binaires à considérer sont ici indéfinies au lieu définies.
Une forme (r) ou (2) une fois obtenue, il suffira, pour reconnaître si elle est ou

non équivalente à la forme donnée, d’appliquer les théorèmes d’Arnold Meyer.
J’ai fait cette recherche pour les, formes x~ z) de discriminant impair infé-

rieur à 100, en utilisant le tableau des classes de formes binaires établi par Cayley
(Journal de Crelle, t. LX), et le résultat est que pour tous ces discriminants il y a des

symétries (2).

(1) S~ est, au signe près, la S~ de Poincaré Cette identité de S,,, S~ avec S4, S~ pouvait
être conclue, a priori, des formules d’Hermite pour les substitutions de période deux.

~’-’) J’ai depuis démontré que le fait est général pour tous les discriminants impairs. La
démonstration figurera dans un travail ultérieur.



La remarque suivante fournit d’ailleurs la réponse plus rapidement dans un
grand nombre de cas. D’après le paragraphe g, il suffit, pour l’existence des 
tries, que l’une des équations

ait des solutions entières, car alors les congruences C sont vérifiées. Dans le cas

actuel, il suffit donc z) puisse représenter des nombres + i ou x2 + 2 et
même, plus généralement, que ces nombres puissent être représentés par une forme

quelconque du même genre que 03C8. Or, pour les petits discriminants, il est très fré-

quent qu’un genre replésente 2, 3. 5 ou 6, qui sont précisément des nombres du

type précédent.
lI. Selling a indiqué dans son Mémoire un grand nombre de cas d’existence des

symétries, mais il n’a pas prouvé que son énumération fût complète. Il serait aisé

de montrer qu’elles se ramènent toutes à S~ et S~.



i

DEUXIEME PARTIE.

Principes de la méthode de réduction continuelle d’Hermite Selling.
Exemples numériques.

[14] Soit f(x, y, z) une forme quadratiquc ternaire indéfinie réductible au

type ~" - ~~ - Z$. Considérons x, y, z comme coordonnées trilinéaires d’un point
du plan et supposons le triangle de référence choisi de telle sorte que l’équation

soit celle d’une ellipse. f sera positif à l’intérieur de la conique et les coordonnées
tJ., y, y d’un point quelconque intérieur pourront être assujetties à la condition

Désignons par f (x, y, z) la forme

L’équation f = o est celle d’une conique bitangente à f = o, la corde des points
de contact est la droite

polaire P du point à, r , y par rapport à f = o. Ce point étant supposé intérieur
à l’ellipse sera donc intérieur à j’ = o, pour que l’intersection de P soit imaginaire
aussi bien avec l’une qu’avec l’autre. Mais f (03B1, 03B2, 03B3) = z ; f positif pour un point
intérieur, et aussi pour les points extérieurs à l’ellipse f = o, est donc nécessaire-
rnent une ellipse imaginaire. ? est donc une forme définie positive pour tout point

03B2, ; intérieur à l’ellipse f = o .
Ceci posé, supposons qu’on ait fixé certaines conditions d’inégalités à vérifier par

les coefficients des formes positives pour qu’elles soient réduites on dira, avec Her-
mite, que la forme indéfinie f est s’il existe dans l’ellipse un point 03B1, 03B2, 03B3 pour
lequel la forme définie f (x, y, ; ; x, y) est néduite.



[15] Rappelons les conditions trouvées par Selling pour la réduction des formes
positives : .

Considérons trois vecteurs OA..

OB, OC de même origine et dont

les longueurs et lcs angles mutuels
sont définis par les relations

Ces relations sont résolubles, car a, b. c sont positifs, et les formes (b, ç~, c),
(c, h, a), (ce, A’, b) étant définies, car autrement f serait indéfinie, il en résulte que

sont compris entre - i et -j- i. 
’

’ 

f (x, y, z) est égal au carré du vecteur x. OA. + y. z. OC. Si l’on donne

à x, y, z toutes les valeurs entières possibles, les extrémités de tous ces vecteurs

sont les sommets d’un réseau de parallélépipèdes de côtés équipollents à OA, OB, OC.
Faire une substitution entière unimodulaire sur les variables, c’est remplacer le
trièdre OABC par un autre ayant pour points A’, B’, C’ des points du réseau.
Le volume des parallélépipèdes correspondants est le même.

Considérons maintenant, avec Selling, le vecteur OD qui fait équilibre aux vec-
teurs OA, OB, OC. On a quatre trièdres et chacun d’eux représente une forme,
abstraction faite de l’ordre des arêtes ; six formes, si on en tient compte. Dans leurs

coefficients s’introduisent seulement quatre éléments nouveaux, la longueur OD et
les angles de OD avec OA, OB, OC. On pose :



D’où, en projetant sur O.A, OB, OC, OD successivement,

De là ou de la figure, on conclut : d = f ( I, i, r ~ .

[16] Conditions de réduction. - Ceci posé, on dit, avec Selling, que le systèn2e de
vecteurs en équilibre OA, OB, OC, CD est RÉDUIT, quand aucun de leurs six angles
mutuels n’est aigu : les formes correspondantes sont dites réduites dans les mêmes

conditions, qui reviennent à

Le théorème fondamental de Selling par lequel le choix de ces conditions se jus-
tifie est le suivant : :

THÉORÈME. - Dans le réseau parallélépipédique, il existe toujours un système réduit
et un seul d’origine O.

Je renvoie, pour la démonstration, à la Thèse de M. Charve. Les principes cn sont

les suivants : tant que l’un des coefficients (g, ..., T, ...) est positif, on peut, par une
substitution convenable, diminuer la somme â -E- b ~- c -~-- d, qui doit t cependant t
rester positive; ensuite, si un système est réduit, toute substitution autre qu’une
permutation des vingt-quatre formes associées augmente la somme précédente.

On utilise avec avantage dans cette démonstration et dans beaucoup de calculs de
substitutions une façon d’écrire la forme symétrique par rapport aux quatre vec-
teurs. D’abord, elle s’écrit évidemment :

et pour avoir la symétrie il suffit d’introduire quatre nouvelles variables X, Y, Z, ’l’,
en posant

d’où :



Si une substitution

. change f en f1, elle changera F en F1 si l’on pose encore j?=X2014T, ..., 
et s’écrira

w4 vérifiant les relations

Comme F ne contient T que par les différences X-’l’, ~ -’l’, Z-’1‘, on pour-
rait remplacer la dernière ligne par

en diminuant de 1, , etc., tous les coefficients de la même colonne; mais cette modi-
fication a peu d’intérêt : il suffit de s’en tenir à la seconde forme de substitution,
dans laquelle on pourra même sous-entendre la dernière ligne (T = o).

Une application est relative aux substitutions qui résultent pour les variables des

permutations des quatre vecteurs. La substitution identique étant, en effet, repré-
sentée par

elles répondent simplement à toutes les permutations des quatre colonnes de ce
tableau (combinées si l’on veut avec un changement de signe pour conserver le signe
du déterminant). J’ai~ réuni dans le tableau 1 la liste de ces substitutions en y

joignant les permutations correspondantes des coefficients de la forme. Comme ces
substitutions reviennent souvent pour la transformation de substitutions relatives à

un ordre donné de coefficients, il est avantageux de ne pas avoir à chercher.



[Z’7] On a, dans la réduction continuelle, à réduire des formes positives dont les
coemcients sont fonctions de variables continues (les coordonnées x, ;j, ~~ du point
intérieur à l’ellipse). Il est donc nécessaire de déterminer les substitutions à employer
pour réduire de nouveau une forme lorsque, par suite de la variation des paramè-
tres, une ou plusieurs des conditions de réduction cessent d’être remplies. J’ai indi-

qué d’après Selling, dans les tableaux IV et ~-, les substitutions à employer dans les
différents cas ou, du moins, les types dont se déduisent tous les autres. J’omets les

démonstrations et je me borne à donner, comme exemple, la vérification relative à la

substitution à employer pour réduire de nouveau la forme lorsque g s’annule et
devient positif; c’est (x, y) et on déduit aisément de (4) les nouvelles valeurs

de g , h , etc. :

elles sont toutes négatives si g est positif et sufrisamment petit.
Je rappelle aussi le résultat élégant auquel 1I. Charve est parvenu par l’analyse

des substitutions : deux substitutions seulement (z, x, y) et (x, x - z, y) sont néces-
saires el suffisantes pour la réduction de toute forme ternaire.

[18] Passons maintenant à la réduction continuelle et reprenons les notations
du n° 14. Soit «, ~, y un point M, dont les coordonnées vérifient (2). Si la forme

associée j’ n’est pas déjà réduite, il existera une substitution ’l’ qui la réduira, et f’l’
sera aussi réduite. Lorsque le point l’I varie, il faut, pour que la forme f ’l’ reste
réduite, qu’il ne sorte pas d’un certain champ défini par les inégalités de la l’é(llac-
tion. f étant, pour plus de simplicité, déjà réduite, ou T la substitution identique,
ces inégalités sont les suivantes :

En égalant à zéro les premiers membres rendus homogènes au moyen de

f (f, ~~, ~)=1, on a les équations de six coniques et le champ de réduction est limité

par des arcs de ces coniques. Selling démontre qu’aucun champ ne peut être limité

par une seule conique. Il distingue les points d’intersection en deux classes, suivant

que les coemcients qui s’annulent sont ou non ceux de deux différences portant sur
les quatre variables (dans la forme 4 du numéro précédent) et il appelle les premiers
points de fissure, les seconds points de croisement.



Les frontières aboutissant à l’un des premiers cessent de l’être au delà ; celles qui
aboutissent à l’un des seconds continuent au delà.

Soit, par exemple, le point t I à l’intersection de

h = o, n? = o, jetant supposée réduite dans le voisi-

nage de 1 à l’intérieur de l’angle La substitution

produit sur les coefficients y, ... , l, ... la substitution

et la nouvelle forme est réduite (’) dans l’angle - tra-

versé par B I prolongé - formé par AI avec I C ( rti - h =o) - dont le prolongement
traverse AIB : les frontières AI, B I, CI s’arrêtent au point 1 .

Soit, d’autre part, le point 1 à l’intersection de

h = o , l~ = o, J’ réduite au voisinage de 1 à l’intérieur

de A.I B. La substitution

produit sur les coefficients g, ..., l, ... la substitution

et la nouvelle forme est réduite -’au voisinage de 1 -

dans l’angle Ble ayant pour IB et IC(h + k=o), ce dernier ne traversant
pas ~~1 I I~ . La même substitution faite une fois de plus donne

une forme réduite dans l’angle CID, I D esl le prolongement de .

D’ailleurs, en effectuant encore une fois la substitution, on aurait

réduite dans DIE opposé parle sommet à ce qu’on aurait obtenu de suite en

appliquant à 1 la substitution (x, -~~, -z) = (x, y - z, y)3.
Le cube de la substitution relative il un point de fissure et la sixième puissance

de celle d’un point de croisement sont la substitution identique.
Lorsque plus de deux coefficients s’annulent en un point, ou plus d’un. le long

(1) Au voisinage de I.



d’une ligne, les substitutions ne sont plus les mêmes: on les obtient aisément par
un passage à la limite comme Selling ou par les raisonnements de Charve,

auquel nous renvoyons.
J’ai réuni dans les tableaux Il et III toutes les substitutions relatives aux points

de croisement et de fissure ordinaires ; les autres se trouvent t dans V ou s’en

déduisent.

[19] Le résultat le plus important de l’analyse de Selling pour la réduction con-
tinuelle est que les coordonnées des points de croisement sont assujetties à certaines

inégalités d’oit résulte, si les coefficients sont entiers, l’existence d’un nombre
de l’éduites équivalentes, résultat démontré pour la première fois par Hermite avec
des conditions de réduction toutes différentes.

Calculons en effet les coefficients a, b, c, g d’une forme un clc

croisement tz = h= o. On a, en posant pour abréger

et la relation f (x, G, y)= 1 devient, par une transformation connue, F et A dési-

gnant l’adjointe et le discriminant de,f :

On en tire, par une élimination facile (1), les valeurs ci-après, où A est le coefficient

bc - g2 de l’adjointe :

Pour que ces valeurs soient réelles, ainsi que p, q, r et, par suite, cc, p, y, il i’aut

et il suffit, 3 é tant positif, que l’on ait

La forme 
b, 

c étant réduite, il en est de de b, J c , c ) et 

(1) En utilisant, si l’on veut, le fait que, f + f étant un carré, tous les mineurs de son dis-

crirninant sont nuls.

(2) l’our les formes binaires positives, les conditions de réduction de Selling sont. :


































































































































