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SUR LES

FONCTIONS ENTIÈRES D’ORDRE NUL ET D’ORDRE FINI
ET EN PARTICULIER

LES FONCTIONS A CORRESPONDANCE RÉGULIÈRE

PAR M. G. VALIRON,

Professeur au Lycée de Besançon.

INTRODUCTION.

On sait quelles directions ont prises, à la suite des Mémoires classiques de
MII. Hadamard (’) et Borel (2), les recherches sur les fonctions entières. Il s’agit,
d’une part, de préciser les relations entre la croissance de la fonction, la crois-

sance de la suite des modules des zéros et la décroissance des coefficients de la série

de Taylor; d’autre part, de chercher de quelle façon se correspondent les zéros des
fonctions + a, a étant une constante quelconque. Au premier point de vue se
rattachent notamment les travaux de Lindelôf et Boutroux relatifs aux fonctions

d’ordre fini, de Blumenthal et Denjoy pour les fonctions d’ordre infini.

M. Lindelôf {~i) a précisé notablement les résultats de lI. Borel relatifs à la croissance

(1) Étude sur les fonctions entières et en particulier sur une fonction consi-
dérée par Riemann (Journal de Mathématiques), r 8g3, p. I74 (Mémoire couronné par 
démie des Sciences).

(2) BoRrr., les zéros des fonctions entières (Acta Mathematica, t. XX, p. 257). Voir ég-a-
lement : Leçons sur les fonctions entières; Leçons sur les séries à termes positifs (chapitre v).

l3) LINDELÖF, J/énzoire sur les fonctions entières cl’orclre fini (Acta Societatis Scientiarum

Fennic0153, t. XXXI, I902) (les principaux résultats de ce Mémoire sont exposés dans les 
sur les fonctions méromorphes de 11. Borel).

la croissance des fonctions entièr‘es (Bulletin des Sciences mathématiques, I903).
Sur les fonctions entières d’ordre entier (Annales de l’École Normale, I905, p. 369).



II8

régulière et élucidé certaines questions difficiles relatives aux fonctions d’ordre entier,
~I. Boutroux C) donne à la relation entre la croissance de la fonction et la croissance
des modules des zéros une forme particulièrement sinlple et définit des classes de
fonctions, comprenant des fonctions à croissance irrégulière, dont le maximum du
module pour ~ ==/’ est de la forme h étant fini et n désignant le nombre des
zéros dont le module est inférieur à r.

Pour leurs recherches sur les fonctions d’ordre infini, Blumenthal et

Denjoy (2) ont dû faire une étude détaillée du facteur primaire de Weierstrass;
Blumenthal a obtenu à l’aide de ses fonctions types des résultais très généraux;

ceux de 1I. Denjoy, plus particuliers, comportent une précision plus grande que
les résultats de QI. Lindelôf pour l’ordre fini.

Parmi les travaux que l’on peut rattacher à l’étude de la relation entre les zéros
des fonctions + a, je citerai ceux de ffiman (3), Littlewood (4), Sire (5),
Denjoy (6) et Boutroux (~), j’aurai l’occasion de revenir sur certains d’entre eux dans
cette Introduction.

J’ai divisé le présent travail en deux parties : dans la première, je me suis occupé
plus particulièrement des fonctions d’ordre nul; dans la deuxième, exclusivement
des fonctions d’ordre fini. Les seules propositions générales concernant les fonctions
d’ordre nul ont été données par ll. Littleivood (théorème sur le minimum. Mémoire
cité ci dessus) et par moi-même dans quelques précédentes publications 
tische Annalen, t. p. 470; Nouvelles Annales de Mathématiques, 1911). Dans ses
autres travaux sur les fonctions d’ordre nul, 11. Littlewood considère des fonctions

particulières (functions of standart type, ete.) pour lesquels il obtient des résultats
très intéressants. Mattson, qui s’est également occupé de l’ordre nul (Thèse,
Upsal, iqo5), s’est appuyé sur une classification donnée par l. Maillet et n’a étudié,
par suite, que certaines classes de fonctions. J’ai cherché à obtenir des résultats

généraux aussi précis que possible et y suis parvenu en cer tains points.

(1) BOUTROUX, Sur quelques propriétés des fonctions entières (Thése,de la Faculté des

Sciences de Paris, no II44, et Acta Mathematica, tgo3).
1’ ) Voir Principes de la théorie des fonctions entières d’ol’dl’e infini, Paris,

Gauthier-Villars; DENJOY, Sur les produits canoniques d’ordre infini (Thèse de la Faculté des
Sciences de Paris, no i 3~ I, et Journal de Mathématiques, -

(v) Sur un théorème de Hadamard (Arkiv för lVlatematik..., t. II, no ifj); Sur
le d’exception dans la théorie des fonctions entières (Id., t. I).

(4) LITTLEWOOD, 
Oll the asymptotic approximation to integral functions of zero ohcler

(Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, vol. 5, p. 36I; en particulier, p. 365).
SIRE) Sur les fonctions entières de deux variables... (Journal de Mathématiques, I9I3,

pp. 1-37).
(6) ) Note aux Comptes rendus, 8 juillet 
(B) j BOUTROUX, Sur l’indétermination d’une fonction uniforme dans le voisinage d’une sin-

gularité transcendante (Annales de l’École Normale, p. 3y).



Dans le premier paragraphe I à j’ai d’abord précisé la relation entre le
maximum du module de la fonction ~/*(~) pour = rt, et le terme de la série de

Taylor qui a le plus grand module, j’ai obtenu une relation assez serrée d’ou j’ai
déduit notamment que, pour les fonctions d’ordre fini ou nul, le rapport des loga-
rithmes des modules de ces deux fonctions de r tend vers un lorsque r croit indéfi-
niment, proposition qui était pressentie depuis longtemps sans avoir, je crois, été
démontrée. Cette même relation m’a donné, presque sans calculs, une limite infé-

rieure du module du zéro en fonction des coefficients de la série de Taylor sen-
siblement équivalente à celle que M. Hadamard avait obtenue par une savante ana-
lyse. J’indique ensuite (nos 8 à I ~) une limite supérieure du module maximum d’une
fonction dont les zéros sont donnés, en utilisant un exposant de convergence qui est
une généralisation, nécessaire pour la suite, de celui que j’avais considéré dans un
Mémoire précédent.

Dans le second paragraphe 12 à 18), j’ai étudié la croissance d’une fonction
d’ordre nul dans tout le plan ; j’ai obtenu notamment le résultat suivant : pour toutes
les fonctions entières dont le maximum du module satisfait à la condition de

croissance .

h étant fini, ainsi que pour les fonctions croissant plus vite que le veut cette inéga-
lité, mais satisfaisant à une condition de r~égularité, il existe entre les zéros des

fonctions f(z) et f(z) + a une correspondance biunivoque telle que le rapport des
zéros correspondant a pour limite un, lorsque le module de l’un d’eux croît indéfini-
ment; en particulier, le rapport des modules des zéros tend vers un lorsque n
croit indéfiniment. J’ai indiqué des cas ou cette correspondance devient encore plus
précise, et montré sur des exemples que, dans cer tains cas d’irrégularité, la corres-

pondance n’a pas lieu.

Dans les troisième et quatrième paragraphes 1 9 à 35), j’ai étudié les fonctions

que j’ai appelées fonctions à correspondance cl’ondre zéro parfaitement régulière,
j’entends par là que la fonction log lI(n) est asymptotiquement égale à une fonction

particulièrement simple de r et du rang du terme maximum de la série de Taylor
pour = r~; ou de r et du nombre des zéros dont le module est inférieur à 

(1) En disant que j’étudie la correspondance d’ordre zéro entre log M(r) et le nombre 
des zéros dont le module est inférieur à ~°, je veux dire que je considère le rapport

Si ce rapport reste compris entre deux nombres positifs unis ( ~lt~~r~, u~ étant une function aussi



La fonction particulièrement simple dont il est question ici est d’ailleurs déterminée

par la nature même du problème, de sorte que l’indétermination de la définition

précédente n’est qu’apparente. J’ai été conduit, par la considération des fonctions à

correspondance d’ordre zéro parfaitement régulière, à distinguer trois classes de

fonctions d’ordre nul : la première classe, qui comprend les fonctions croissant très
lentement, est séparée de la seconde classe, qui est contiguë aux fonctions d’ordre
fini, par les fonctions de la troisième, qui apparaissent comme des fonctions excep-
tionnelles. Dans l’étude de la relation entre la croissance et les coefficients de la série

de Taylor, j’ai fait usage des résultats du paragraphe I, ce qui m’a permis de trouver
les réciproques d’une façon très simple, je signalerai encore le résultat suivant : pour
toutes les fonctions pour lesquelles .

le module du zéro est de l’ordre de grandeur (ordre -i) du rapport rectifié du

(n - coefficient de la série de Taylor au nième coefficient.

Dans le cinquième paragraphe (nos 36 à 47), j’étudie les fonctions quelconques, je
définis ensuite des fonctions à correspondance régulière d’ordre moins un (1), la

condition nécessaire et suffisante pour que la correspondance d’ordre -1 i soit régu-
lière est que l’on ait

’f(x) étant une fonction type de M. Blument.hal.

Dans le dernier paragraphe 48 à 5 1), j’ai donné quelques exemples très sim-

ples d’équations fonctionnelles dont la solution est une fonction entière ou 

rnorphe ou quasi-méromorphe d’ordre nul ; mon but était moins d’appliquer les
méthodes exposées ci-dessus, que de donner des exemples de fonctions d’ordre nul
s’introduisant d’une façon naturelle.

La deuxième partie de ce Mémoire est consacrée à certaines questions concernant
les fonctions d’ordre fini; ces questions sont assez diverses, mais la méthode

simple que possible), on dira que la correspondance d’ordre zéro est régulière ; si le rapport tend
vers un, on dira que la correspondance d’ordre zéro est parfaitement régulière. Si l’on considère
un rapport de la forme

on dira que l’on étudie la correspondance d’ordre -q + i entre log et n~r).
(i) Je dis simplement ici correspondance régulière d’ordre -i, pour correspondance d’ordre

moins un parfaitement, régulière, car je ne considérerai que ce seul cas.



employée est toujours la même: j’ai essayé d’appliquer aux fonctions d’ordre fini
les calculs qui s’étaient présentés naturellement pour les fonctions d’ordre nul. Dans
le premier paragraphe 52 à j’ai cherché les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’il y ait correspondance d’ordre zéro parfaitement régulière entre

et le rang du terme maximum de la série de Taylor, et ai été conduit à la
notion d’ordre précisé. J’ai pu alors démontrer dans toute sa généralité la forme

précise du théorème de 11. ~~~~iman et donner une proposition analogue pour les
fonctions d’ordre fini quelconque.

Dans le second paragraphe (nos 58 à 61), j’ai cherché les conditions de correspon-
dance régulière d’ordre zéro entre et la fonction n(r) définie ci-dessus (note
de la page ~g), et ai retrouvé très simplement un résultat obtenu par 1Z. Denjoy par
une méthode plus générale, mais plus compliquée, j’indique ensuite une limite supé-
rieure exacte du maximum du module lorsque la fonction est définie par ses zéros.

Dans le troisième paragraplie (n°ç 62 j’ai étudié des fonctions orientées

(fonctions dont les arguments des zéros ont une limite), généralisations de celles con-
sidérées par Lindelôf et j’ai indiqué rapidement les propriétés analo-

gues à celles des fonctions étudiées par les auteurs précédents, et ai montré l’intérêt
de ces fonctions au point de vue de la théorie générale. J’ai pu obtenir une expression
asymptotique du nombre des zéros d’une fonction orientée donnée sur la demi-
droite opposée à la direction des zéros. Ce résultat, qui résout en partie une question
posée par 11. Borel dans son Mémoire des Acta (p. 3g4), s’applique à la fonction de
Ricrnann et donne le premier terme de la formule de von Mangoldt.

. Dans le quatrième paragraphe (n°3 ~~ à ~8), j’ai fait l’application systématique
du théorème de Jensen à la fonction de Iliemann et ai retrouvé par cette méthode

le résultat de lI. von llangoldt, ainsi que quelques propositions qui i s’y rattachent
et que je crois nouvelles.

Dans un dernier paragraphe (nos 79 à 83), j’ai essayé d’élucider certaines ques-
tions relatives à ce que M. Boutroux appelle les langues d’une fonction entière. J’ai
montré sur quelques exemples la complexité de la question ; on pourra rapprocher
les résultats de ce paragraphe de ceux du numéro 18, et l’on verra que, même si l’on
connait les langues d’une fonction f(~), on ne sait encore que peu de choses sur les
zéros de + a. Au point de vue de la distribution des zéros, une valeur a, excep-
tionnelle au point de vue du numéro 18, est aussi remarquable qu’une valeur a don-
nant un point critique transcendant de la fonction inverse.

(1) LINDELOF, Mémoire sur les fonctions entières, loc. cit.; .tiérnoire sur les fonctions
entières orientées... (Annales de l’École Normale,



Une partie des résultats exposés dans ce trav-ail a fait l’objet de deux notes aux

Comptes rendus (1er semestre y3); je dois signaler que la première, relative aux
fonctions d’ordre nul, renferme une petite erreur que les lecteurs du paragraphe III

(l’~e partie) rectifieront facilement ; dans une note qui termine la deuxième, j’avais
indiqué que le théorème de lI. Jensen ne pouvait donner le résultat. de QI. von Man-

goldt ; j’ai reconnu depuis que je m’étais trompé.

Je ne veux pas terminer cette Introduction sans exprimer ma bien vive recon-
naissance à M. Borel, qui m’a engagé à poursuivre mes premiers travaux et auprès
duquel j’ai toujours trouvé le plus bienveillant accueil; qu’il me soit permis aussi
de remercier iZ. Picard pour l’intérêt qu’il a bien voulu témoigner à mes recherches.



PREMIÈRE PARTIE.

Fonctions entières d’ordre nul.

I. - CALCUL APPROCHÉ DE log M(r).

[1~ J’indiquerai d’abord quelques notations que j’emploierai constamment dans
ce travail f(z) étant une fonction entière de la variable j’appellerai 
le maximum du module de pour |z|=r; c,t désignera le coefficient de zn dans
le développement de Mac-Laurin et j e poserai :

Pour simplifier les formules, je supposerai =1. Si f(z) a des zéros, je dési-

gnerai par le r~i~me de ces zéros supposés rangés par ordre de modules
non décroissants, un zéro multiple d’ordre p étant compté p fois.

Enfin en supposant que la variable réelle x croisse indéfiniment par valeurs posi-
tives, j’appellerai ~(x) ou simplement ~ toute quantité positive, définie pour x ~ ,

et qui tend vers zéro; .f4(x) ou ~ toute quantité réelle ou complexe qui tend vers
zéro; et ou h toute quantité positive qui reste finie (comprise entre deux nom-
bres positifs), ou bornée.

[2] Ceci posé, nous chercherons d’abord à déduire de la valeur des nombres fil
une valeur approchée de log On sait que l’on a, quels que soient n et n,

~ ~ , c’est-à-dire

une limite inférieure de est donc donnée par le maximum du second

membre, nous désignerons ce maximum par c’est le logarithme du module dn
terme (ou des termes) cnzn qui a le plus grand module, terme que nous appellerons
pour abréger terme maximum. Pour obtenir (r), on peut marquer dans un plan 
les points An(n, gll) et mener par l’origine la droite Dr de coefficient angulaire log r.



La valeur de n donnant le maximum correspond au point (ou aux points) qui a
relativement à DJ’ la plus petite ordonnée. La parallèle à Dr menée par ce point laisse
tous les autres points sur elle ou au-dessus. On définit donc en faisant croître r

le polygone de Newton, considéré par lI. Hadamard (!), ayant pour sommets cer-
tains points ~,; et laissant les autres au-dessus de ses côtés ou sur eux. Soit II ce

polygone, nous désignerons par Gu l’ordonnée du point de FI qui a pour abcisse
l’entier n, et nous poserons

croit, ou tout au moins ne décroît pas, lorsque n croît, et croît indéfiniment

avec n, nous l’appellerons le rapport rectifié de â On a

pour

Désignons par (x) le nombre des rapports rectifiés qui sont inférieurs ou égaux
à x, (x) est encore le rang du terme maximum (ou le rang de celui de ces termes

dont le rang est le plus élevé); nous aurons

d’où

Pour obtenir une limite supérieure de log lI(n}, nous écrirons

(1) Étude sur les propriétés des fonctions entières... (Journal de Mathématiques,
t. IX, 4e série, 18g3, p. ~!t); voir égaiement la méthode exposée par :~1. Hadamard dans le

Bulletin de lcc .S’ociété mathématique, I896, p. I86, qui donne l’approximation de la formule 
que nous obtiendrons plus loin.



d’où

et par suite :

Nous prenons

alors

et, par conséquent,

Nous aurons donc l’égalité

En particulier, lorsque l’on a

l’égalité (2) est remplacée par l’égalité

Bous allons montrer que l’inégalité (3) a lieu en général. Posons

l’inégalité (3) sera vérifiée si l’on a :

L’étude de cette inégalité se fait par la méthode employée par 1I. Borel pour des

inégalités analogues (i) : : partons de X == Xo et faisons croître X ; si pour :B == Xt

(1) Voir le Mémoire de les zéros des fonctions entières Mathematica,
t. XX, I896, p. 375), et le livre de 81. Sur les fonctions entières tl’ordre 



(on peut avoir Xi - l’inégalité (3’) ne se trouve pas vérifiée, nous exclurons le

segment li, ~i =11 ~- ~ ~ - o ; puis nous partirons de 1~ et recommencerons la
.

même opération. (Les discontinuités de X(X) n’introduisent pas de complications en

ayant soin de prendre toujours dans ~3~ et (3’) la valeur à droite dans le premier
membre, à gauche dans le second.) La longueur du ième segment marqué est infé-
rieure à

el l’on a :

Comme la série si converge et a hour somme (h k (k-I)N(x0), on voit que le

nombre des segments exclus entre 1 et 1 > T + 
(k l£ )N(X0) est fini, et que la

longueur totale de ces segments est inférieure â  - I 
h 

. A l’extérieur de ces

segments (au sens strict), l’inégalité (3’) a lieu. D’où le résultat :

L’inégalité (2) peut être par l’inégalité (4), sauf peut-être pour des valeurs
cle t° comprises clans une infinité dénombrable d’intervalles, â l’intérieur desquels lu

t otale cle log n est, pour r > n , égale â 
h 

.b P ° g 
~~~,(n°)

C’est lâ le résultat que donnerait la méthode géométrique de Hadamard.

(3] Pour les fonctions d’ordre nul, on a

donc rc log n log R 
n 

ll 

tend vers zéro, et, par suite,

l’égalité (2) donne donc :

De même pour les fonctions d’ordre fini,

donc :



Or, on sait que le rapport de log r à 1~~ tend vers zéro , ce qui est
r

d’ailleurs vsible sur l’expression de (r), donc :

Pour les fonctions d’ordre fini oo d’ordre nul, log est asymptotiquement égal
au logarithme du module du terme maximum, en ce sens que l’on a

ce que nous écrirons aussi

Pour les fonctions d’ordre infini on ne peut espérer obtenir un résultat aussi
simple, car il est évident que l’on peut former des fonctions pour lesquelles, pour
une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de r, le quotient de N.(r) par 
soit inférieure à un. Mais nous allons montrer que l’égalité (5) est encore vraie en
général. Nous poserons encore

et nous chercherons par exemple les valeurs de X pour lesquelles on a

pour de telles valeurs (5) a lieu et même on a :

Nous avons évidemment

de sorte que l’inégalité précédente sera vérifiée à partir d’une certaine valeur de X, si
l’ona: .

Considérons alors l’inégalité

(dans laquelle on remplace, s’il ,. a lieu, par X(X - o), et de même X (X + 2 N(X)03B1 )’ ’ N(1)%)
par 1x + 

,, 1 O)03B1 + °». Faisant croître x depuis ’i = ’o - ;1 -,,x > nous nous



arrêtons au premier point X~ pour lequel (6) a lieu, et nous excluons le segment X~

X~~X~ + ~ , puis nous partons de X~ pour recommencer la même opération.
Entre X~ et X le nombre des intervalles exclus est fini, inférieur à

el leur longueur inférieure à

Certains de ces intervalles peuvent se réunir pour en former un seul, si ne

coïncide pas avec nous exclurons encore le segment

La longueur totale des intervalles, en nombre fini, exclus entre Xo et X sera au

plus égale à

»1 X est extérieur à ces intervalles, le point X - I N(X)2 IT sera extérieur aux premiers
intervalles exclus, on aura donc

et a fortiori

d’où le résultat : :

Pour les fonctions infini, l’égalité (5) a lieu, sauf peut-être dans une infinité
dénombrable d’interwalles â l’intérieur desquels la variation totale de loâ r pour r> ro

)] ~ 
x C I .

~4] Nous allons montrer que, inversement,
sauf peut-être dans une infinité dénombrable d’intervalles dans lesquels la variation
totale de loâ r est finie, on a l’égalité



~ous poserons encore

~-’(~) est une fonction continue et croissante de X d’après une proposition de
M. Hadamard. L’égalité (2) nous donne :

Les procédés employés au numéro 2 montrent que l’on peut former une suite de
nombres Xn vérifiant les conditions :

.

Écrivons l’égalité précédente pour X = Xn et X==X 2014=X,, + 
I 

.et retran-

chons, on aura

, 

ce qui montre que, une fois au moins entre Xn et X’,~, on a

ou tout au moins que 1’(ce) est compris entre les deux nombres

Dans ce dernier cas, en écrivant l’égali té (2’) pour et h=1"~t=1’,~ ~ 
. 

V 
/ 

,

on constatera que dans cet intervalle on a une fois au moins l’égalité (~); de sorte

que, dans tous les cas, on a

une fois au moins entre 1,~ et pour une suite de valeurs ~r~, ... ,

~a~~~, ... ; telles que



Ceci étant, prenons parnxi les nombres xn une suite de nombres xnq, tels que la
~~~ 1

série ~ q converge, et excluons entre xn9 et les intervalles xi+~

pour lesquels .

on voit que la longueur totale des intervalles exclus sera de l’ordre de la somme de
la série

donc finie. Dans les intervalles restants on a, les fonctions ’7"’(x) et étant crois-

santes,

donc, d’après l’égalisé (7’) qui se trouve vérifiée pour xi et 

ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.
Il est clair que dans certains cas il n’y aura pas d’intervalles exceptionnels, c’est

ce qui aura lieu par exemple si la fonction satisfait à la condition de croissance :

On ne peut avoir ici de simplication pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre

nul, car si l’égalité (6) est vérifiée quel que soit r, on a

condition qui peut ne pas être réalisée, quelque lente que soit la croissance de ~‘t~(x).

[5] L’égalité (2) permet de résoudre en partie la question suivante (1) : à quelles
conditions une fonction 9(r) doit-elle satisfaire, pour qu’il existe au moins une fonc-
tion entière dont le logarithme du module maximum lui soit asymptotiquenlen t
égal ?

(1) Cette question est posée par BOREL dans ses Leçons sur les fonctions entières, note 3
p. 120.



Tout d’abord, d’après le théorème de lI. Hadamard rappelé ci-dessus, il est néces=
saire que l’on ait

étant une fonction continue et croissante non bornée. Cette condition est suffi-

sante pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre nul, car on aura

donc aussi

et, par suite, en prenant

où désigne la partie entière de X, on aura pour les fonctions correspondantes : 

Pour l’ordre infini, la condition (8) apparaît encore comme suffisante lorsque la
fonction satisfait à la condition

ou à des conditions analogues..

[6~ J L’égalité (2) et le théorème de M. Jensen nous donneront une relation entre
les nombres et G,~. Je rappellerai d’abord l’énoncé bien connu du théorème de
M. Jensen pour le cas particulier des fonctions entières on a l’égalité

c’est là ce que j’appellerai l’égalité de Jensen, , le premier membre peut se mettre
sous forme d’intégrale, par un procédé analogue à celui employé dans le calcul
de si désigne le nombre des zéros dont le module est inférieur ou égal à x,
on a :



l’égalité que l’on obtient alors dans (g) est celle que l’on trouverait directement par
l’intégration d’une égalité de Cauch- (1). La formule ainsi obtenue nous servira

constamment dans la suite. D’autre part, l’égalité (g) donne (pour = t)
l’inégalité

valable quels que soient r et n, nous l’appellerons inégalité de lll. Jensen.
Cela rappelé, l’égalité (2) et l’inégalité (I I) nous donnent

d’où, en faisant :

D’après les remarques faites au numéro 2, ni est en général égal à hn, de sorte

que la formule précédente, obtenue très simplement, rendra sensiblement les mêmes
services que la formule déduite de l’égalité (32) du grand Mémoire de M. Hadamard.

[7] On peut, en faisant certaines hypothèses simples sur la croissance des rap-
ports rectifiés obtenir quelques résultats intéressants. M. Hadamard (2) a observé
que si l’on a pour une valeur de n 

"

on aura pour 

douc, si l~2 > g, la fonction a n zéros dans le cercle de rayon 
I’ar suite, pour les fonctions vérifiant rune des conditions équivalentes,

il existe une infinité cle cercles, de rayons indéfiniment croissants, qui renferment un
nombre de zéros égal au rang du terme maximum.

(1) Il suffira de modifier convenablement la fin de la démonstration exposée dans les Le~ons
sur les fonctions méromorphes de BOREL, p. io6.

(2) Comptes rencl us, I902, 2e semestre, p. I309. BI. Hadamard tire de la propriété considérée
une règle d’exclusion du cas d’exception de JI. Picard pour les fonctions d’ordre infini.



Si nous supposons que, à partir d’un certain rang, les coefficients c~ sont diffé-
rents de zéro, et que l’on ait, à partir de ce rang,

on a, pour .

donc si C r, , c’ esl-à-dire ~: ~ 2,1 g I 3 ... , , les .~ ér~os de f(z) sont séparés par les
cercles cle rayon et l’on a :

Enfin si l’une des suites de termes généraux

a pour limite zér°o, on a la relation :

Tout d’abord, si la deuxième suite a pour limite zéro, on a

ll

donc la première suite a pour limite zéro. Dès lors, pour /~±i on aura

d’où, quel que soit in,

et, d’autre part,

ce qui donnera

et conduira au résultat annoncé.



Incidemment, on voit que, si les coefficients cn sont réels et que

le nombre des zéros imaginaires est limité. Les deux derniers cas considérés mettent
aussi en évidence des relations remarquables entre les nombres et rit d’une part,
entre les fonctions n(x) et d’autre part. Il est difficile de voir ce que devient la

première relation dans des cas plus généraux; pour la deuxième, le théorème de

1I. Jensen montre que, pour que l’on ait

il est nécessaire que l’on ait

cette condition ne peut être réalisée, d’une façon un peu générale, que pour des
fonctions d’ordre nul, et n’est d’ailleurs pas suffisante, comme on le verra facile-

ment plus loin.

[8] Nous chercherons maintenant, en supposant que la fonction est d’ordre nul,
une relation entre les fonctions et n(1). Le théorème de M. Jensen nous donne
déjà :

D’autre part, en supposant toujours f(o) _ i, nous avons :



De même,

d’oÙ

et, par suite,

Nous désignerons par u.,(J~) le premier des deux termes du second membre de

l’égalité (13), la fonction est toute semblable à la fonction ~.(r) considérée pré-
cédemment. Nous allons chercher une limite supérieure du deuxième terme de

l’égalité (13).
Marquons dans le système de coordonnées ox, oy les points An de coordon-

nées rlj, yn=log n, et traçons les segments et les parallèles à ox

menées par les points A,, à droite de ces points (sens de a?">o). Comme = 
y"

p p ’t p ( ~ 
ogrn x r~

tend vers zéro avec I n, il existe une ligne polygonale limitant les points du plan,

d’abcisse positive, qui sont situés au-dessus de toutes les demi-droites et de tous les

segments menés par les points An’ Cette ligne a pour sommets une infinité de

points An et elle est formée de portions de segments oA-n et de segments parallèles
à ox. Si y = Y(x) est l’équation de cette ligne, on a

l’égalité ayant lieu dans une infinité d’intervalles ayant pour origines une infinité de

points j’appellerai les valeurs correspondantes de n indices pnincipaux, et la

fonction ex p osant simple de la suite des zéros (1). Il est évident q ue

les fonctions les plus simples sont celles pour lesquelles tous les nombres n sont
indices principaux (n>n0), les fonctions correspondantes sont celles que NI. Little-
Avood appelle functions of lype.

Soit 1~i le i"’"~e indice principal. Au point ~~~t associons un point B~ de oai, d’abs-
cisse positive, et tel que la droite ait un coefficient angulaire inférieur ou égal
à i - x, x > o. Marquons les demi-droites D~~ parallèles à ox et de même sens,

. ayant pour origine les points et les segments Certains points ~,~ peu-

t’ ) C’est cette fonction 03C1(x) que j’appelais dans mon Mémoire des 

matische Annalen, t. LXX, p. 



vent alors se trouver au-dessus de ces segments et demi-droites. Soit l’un d’eux,

avec xNi  xn’  xNi+1; nous marquons la demi-dro ite Dn’ passant par An’ parallèle
à ox et de même sens, et la parallèle, menée par A,~f, au segment jusqu’au
point où elle coupe ox . La ligne polygonale limitant la portion du plan (x ~ o) dont
les points sont au-dessus de tous ces segments et demi-droites, aura pour sommets
convexes vers le haut les points et certains La fonction Z(x) définie par cette

ligne sera inférieure ou égale à Y(x) pour toute valeur de x, et l’on aura encore

l’égalité ayant lieu pour une infinité d’intervalles correspondant à des valeurs de n

que j’appellerai encore indices principaux. La fonction

sera un exposant rectiligne, l’exposant simple est le plus grand d’entre eux.
D’une façon générale, soit Z(x) une fonction croissante, dérivable sauf peut-être

aux points x,z et en des points intermédiaires en nombre fini, où elle a une dérivée
à gauche et à droite ; nous supposons que la courbe y = Z(x) passe par une infinité
de points ~~t et laisse les autres au-dessous, et que l’on a :

Dans ces conditions, on dira que la fonction p(x) = Z(log x) log x est un exposant. Il

est t clair qu’il existe toujours un exposant reçtiligne inférieur ou égal pour toute
valeur de x à un exposant donné, de sorte que tout exposant vérifie l’inégalité ( 14’).
En particulier, il existe des exposants non croissants; pour ces exposants, Z’(x) tend

vers zéro avec ~, l’exposant simple est le plus petit d’entre eux.
x

[9 J Ceci posé, pour un exposant non croissant p(x), nous avons

1

et, par suite, l’égalité (13) donne :



Prenons maintenant un exposant rectiligne, on a, si x est supérieur ~ n compris
entre r~l et r~~;y, ,

1 -xi__! étant le coefficient angulaire du segment ~y~,l3i_!; par suite,

Gn aura donc, si est un exposant rectiligne correspondant à un nombre x,

l’égalité

Cette égalité est encore valable pour un exposant quelconque dont la dérivée Z’
reste inférieure à I - ~; .

Quelle est la valeur de ces égalités ? Supposons d’abord reste fini. on

aura dès lors, pour un exposant rectiligne quelconque log x, /* étant fini, ce

qui donne l’égalité

Cette égalité (ta) montre d’ailleurs que log M(r) (log r)2 reste fini, et réciproquement

si log M() (log r)2 est borné, l’application de l’inégalité de M. Jensen qui donne
(logr/’ 

""

montre que reste fini ; on a donc le résultat suivant : pour toutes les fonctions

pour lesquelles des conditions équivalefiles

(h et h’ finis) est réalisée, on a :



Les conditions (16) sont caractéristiques en ce sens que, lorsqu’elles ne sont pas
vérifiées, l’égalité (12) ne peut avoir lieu que sous certaines conditions de régularité.
En effet, supposons les zéros alignés = o), on a

imaginons que, pour une infinité de valeurs n’ de n, soit un zéro d’ordre

on aura :

réalité (12) n’a pas lieu. De plus, n log rn 
n’est pas borné, mais peu rester inférieur

a -,~(r~~), étant une fonction croissant aussi lentement que l’on veut.

[10] Pour les fonctions croissant plus vite que celles satisfaisant à la condi-

tion (16), nous montrerons que, dans une infinité d’intervalles aussi éloignés que l’on
on a :

Considérons en effet un exposant dont la dérivée Z’(x) tend zéro avec 1 ,
x

le ième indice principal; on a

~’ étant la borne supérieure de pour x>rNi; en prenant alors 

 étant fini, on aura



ce qui démontre notre proposition. Il résulte encore de ce calcul que, lorsque Z’~,x)
tend vers zéro, nous avons :

or, pour toute valeur de r, le quotient r2(r) : / x03C1(x) xdx est, ou bien décroissant, ou
o x

bien inférieur à Z’ (log r), on a donc .

et, par suite, si ç(x) est un exposant donl la dérivée Z’(x) tend vers zéro, on a

inégalité qui se change en égalité (avec au lieu de ~(r)~ lorsque, pour n> n~,
on a :

Un voit également que, s’il existe un exposant pour lequel Z’(x) tend vers zéro,
et tel que pour n ~ no, l’expression

reste bornée, on a l’égalité (12).

[11] Nous allons montrer qu’il exisle une infinité de valeurs de r donnant à n(x)
des valeurs croissantes et pour lesquelles

En effet, un exposant dont la dérivée Z’ tend vers zéro, l’inégalité (i~)
donne d’abord

d’où l’on tire facilement

la comparaison des égalités (2) et (i5) donne alors :



Soit Ni le indice principal, ’, la borne supérieure de Z’(x) pour x ~ r~,~., 
nombre tendant vers zéro et qui sera déterminé plus loin, dans l’intervalle

n(x) restera compris entre Ni et Soient alors trois nombres de cet intervalle

ri, r?, rj, tels que

ce qui exige que ~"~> 2~~’i; écrivons l’égalité précédente pour n; et r~2 et retran-
chons, il vient

d’où

on aura de même, avec t~z et r-

donc, dans tout l’interialle

on aura :

La propriété énoncée est donc établie. On voit de plus que, dans le numéro pré-

cèdent, on peut prendre ;j.=e~ en supposant que 2014~- tende vers zéro, ce qui est’ 

_ ~ t
réalisable en prenant e~=~B/~, /~~>i ; il existe donc une infinité de valeurs de r

pour lesquelles ~(r) croit, et donnant simultanément les égalités

En particulier, si n(x) ~ eZ (logx)t ces égalités ont lieu quel que soit n.



II. - ETUDE DE f(?)i CERTAINES RÉGIONS.

[~2J Nous allons définir, en excluant le voisinage des zéros, un domaine Da dans
lequel nous calculerons une valeur approchée de étant d’ordre nul.

Nous désignerons par un nombre positif tendant vers zéro avec I et dont la
t

valeur sera précisée plus loin, c’est au moyen de ce nombre que nous définirons D~.
Nous allons déterminer la portion du domaine D~ comprise entre les cercles de

rayons R et R[I + a(R)J ; posons

et soit n,~ le nombre des zéros compris entre les cercles de rayons Ri et R~. Si n,~ = o,

nous conservons toute la couronne. Supposons nR ~ o, nous tracerons les cercles

ayant pour rayons

et nous marquons certaines des couronnes formées de la façon suivante (procédé de
si une couronne contient q zéros, elle est marquée ainsi que les /

précédentes et les q suivantes; si ces 2q + i couronnes contiennent q + qt zéros, nous

marquons encore les couronnes précédentes et suivantes, etc. Le nombre des cou-

ronnes marquées est au plus il y a donc au moins - E ;~ (R) I - 3 n~ cou-
ronnes qui ne sont pas marqués entre R et R[ -+- ~(R)].

D’autre part, sur le cercle de rayon R (R est supposé très grand), nous plaçons
les sommets d’un polygone régulier tel que chaque côté soit le plus proche possible

de -Il ) , et nous traçons les rayons passant par les 501211nets et coin-’- 1 

F ~ ~ ~ ) 
v

pris entre les cercles R, et R2, nous formons des trapèzes curvilignes que j’appellerai
simplement trapèzes. Nous marquons certains de ces trapèzes par le procédé employé
pour les couronnes, il restera au moins

trapèzes non marqués.

(1) P. BOUTROUX, Thèse, p. io3.



Ceci fait, nous excluons les parties de la couronne R, R[i + 6(R)] qui sont à la
fois dans un trapèze et une couronne marqués. Le domaine restant est d’un seul
tenant et comprend des couronnes, le rapport de son aire à l’aire totale est

li. étant inférieur à 1 -t-e. De plus, si l’on pose R’ = R[I ~ j~(R)] et qu’on effectue
les mêmes opérations dans la couronne R’, R~[r -)- ~(R’)), on obtient un nouveau
domaine d’un seul tenant formant avec le précédent un domaine d’un seul tenant.
Donc, en effectuant ces opérations à partir d’un nombre Ro de proche en proche, et

en supposant par exemple p(x) > 1 , nous obtiendrons un domaine d’un seul tenant t
x

s’étendant jusqu’à l’infini, les régions exclues comprennent ou non des zéros, leurs
dimensions sont h(r) r[~j(r)]~, r étant le module de l’un de leurs points. J’appellerai
D’~ ce domaine, et D~ le domaine obtenu en adjoignant à D’~ celles des régions
exclues qui ne contiennent pas de zéros.

[13] Supposons d’abord que z soit dans D’~ ou sur son contour, et que, par

exemple,

R étant l’un des nombres qui servent à la constrnction de Soient encore R1 et R2
. ~ 7" _ ~ _ ~ 11 , 

*

nous avons ( f (o)) = I ) : 1

On a

et comme

on ohtient :






















































































































