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SUR LES OSCILLATIONS ÉLECTRIQUES
PAR PIERRE DUHEM

INTRODUCTION

’ 

L’étrange engouement qui favorise les illogiques doctrines de Maxwell a fait

délaisser, d’une manière presque complète, la seule théorie électrodynamique qui
fût construite d’une manière raisonnable, la théorie de Helmholtz ; à ce qu’avait
donné l’auteur de cette théorie, presque personne n’a rien ajouté ; elle semble capable,
cependant, de fournir un ample développement et d’éclairer une partie de la Phy-

sique, demeurée fort obscure jusqu’ici.
A poursuivre les conséquences de la théorie de Helmholtz, nous avons consacré

divers écrits et, tout récemment, deux Mémoires intitulés : Sur le diam,agnélism,e (1)
et Le problème général de l’Électrodynamique pour un système de corps immobiles (Q).
Le présent travail fera, pour ainsi dire, suite à ces deux-là; il aura pour objet l’étude
des oscillations électriques.

, 

Tous les systèmes employés par les physiciens dans la production et dans l’ana-

lyse des oscillations électriques comportent des corps conducteurs qui y jouent un
. rôle essentiel. Les lois auxquelles obéissent les oscillations électriques au sein de
systèmes où ne figure aucun corps conducteur ne peuvent donc avoir qu’un intérêt

purement théorique ; mais cet intérêt est très grand. Plus simple que l’étude des
oscillations électriques sur les corps conducteurs, l’étude des oscillations électriques
au sein de masses diélectriques est très propre à éclairer la première, soit par les

analogies qu’elle présente avec elle, soit par les différences qui l’en séparent. C’est

pourquoi nous avons consacré toute la première partie de ce travail à dire comment

(1) Sur le Diamagnétisme (Journal de Mathématiques, 6e série, t. IX, 1913, p. 89). 

’

(t) Le problème général de l’Électrodynamique pour un système de corps immobiles (Journal
de Mathématiques, 6e série, t. X, I9I4, p. 347). Les théorèmes énoncés et démontrés dans
ce Mémoire doivent tous être restreints au cas où le système renferme un corps homogène
unique ; en effet, la condition aux limites (3 ~) n’est point exacte ; il y manque, comme dans
les conditions (3l~) et (35), des termes qui dépendent des fonctions 9~, (?, ~~~ de Helmholtz.



I78
les oscillations électriques se comportaient au sein d’un système exclusivement
formé de corps non conducteurs.

Nous avons examiné, d’abord, le cas le plus simple qui se puisse proposer, celui
où le système se compose d’un seul. corps homogène. ’ 

,

Sur un diélectrique homogène unique, il y a deux rnanières très naturelles de
déterminer sans ambiguïté le champ électrique ; l’une consiste à se donner, en tout
point de la surface terminale et à chaque instant, les trois composantes du champ
électrique; l’autre consiste à se donner les trois composantes du champ magnétique
et la composante normale du charnp électrique. Des deux problèmes auxquels on
est ainsi conduit, le premier trouve son analogue dans un problème de Mécanique
bien connu, celui qui consiste à déterminer les petits mouvements d’un corps élas-
tique, isotrope, homogène, dont les divers éléments de masse ne sont soumis à l’action

. d’aucune force, et dont chaque point de la surface éprouve un déplacement connu.
Ces deux manières de déterminer, sur un corps diélectrique, le mouvement élec-

trique compatible avec des conditions initiales connues correspondent à deux ma-
nières d’y entretenir un état vibratoire électrique, à deux manières d’en définir les
vibrations électriques propres.

Définie de la première manière, une vibration électrique propre est celle que le
corps peut éprouver quand, en chaque point de sa surface, on maintient le champ

. 

électrique constamment égal à zéro. Une telle vibration électrique propre suit les
mêmes lois que les vibrations mécaniques infiniment petites d’un corps élastique,
isotrope, homogène, dont la surface est maintenue immobile. Les périodes propres
pour lesquelles ces dernières vibrations sont possibles ont été déterminées par Henri
Poincaré dans ses Leçons sur la Théorie de l’Élasticité; l’analyse de l’illustre géomètre
peut s’appliquer de toutes pièces à l’étude des vibrations électriques définies de la
première façon. - -

. 

D’une autre manière, on peut entendre par vibrations électriques propres celles
dont le corps diélectrique considéré est susceptible lorsqu’en chaque point de sa sur-
face on maintient constamment nulles la composante normale du champ électrique
et les trois composantes du champ magnétique; ces nouvelles vibrations propres ne
suivent pas du tout les mêmes lois que les premières.

Pour marquer les propriétés essentielles de ces nouvelles vibrations, rappelons .

qu’au sein d’un diélectrique exempt de conductibilité, deux vitesses de propagation
doivent être distinguées; l’une, ~, est la vitesse de propagation des champs trans-
versaux ; l’autre, S, est la vitesse de propagation des champs longitudinaux.

Cela posé, deux problèmes purement mécaniques peuvent être considérés.
Dans le premier de ces problèmes, un vase absolument rigide, de même forme

que le corps diélectrique étudié, est rempli d’un fluide compressible homogène dans
’ 

lequel la vitesse du son aurait pour valeur 2. Dans un tel vase absolument fermé,
’ pourraient se produire certaines vibrations sonores qui lui soient propres. Les pé-



riodes, en nombre illimité, de ces vibrations sont ce que nous appelons les périodes
longitudinales propres de notre diélectrique.

Dans le second problème, nous considérons encore un fluide homogène et com-

pressible de même figure que notre diélectrique, mais nous supposons que la vitesse
du son y soit égale à ~; de plus, au lieu de maintenir rigoureusement immobile la
surface qui enclôt ce fluide, nous maintenons à la pression, en chaque point de cette
surface, une valeur invariable. Nous obtenons ainsi ce qu’on pourrait appeler un vase
absolument ouvert. Dans un tel vase, se produiraient des vibrations sonores propres
dont les périodes, en nombre illimité, sont ce que nous nommons les périodes trans-
versales propres de notre diélectrique.

Ces deux sortes de périodes propres, longitudinales et transversales, interviennent
dans l’étude des vibrations électriques propres définies de la seconde façon. Cette
étude conduit au résultat suivant : .

Dans les conditions fixées par la seconde définition, toute vibration électrique
propre au système a pour période une des périodes longitudinales ; le champ élec-

trique qui constitue cette vibration est toujours un champ longitudinal; il est recti-

ligne et a même phase en tous les points du corps diélectrique.
L’étude des vibrations électriques sur un corps diélectrique unique ne suffirait

pas à l’examen de la moindre expérience. Si l’on veut se rapprocher des conditions

expérimentales, on doit considérer un système formé de plusieurs corps diélectriques
dont un au moins, qui enveloppe tous les autres, s’étend à l’infini. Des vibrations

électriques peuvent être entretenues sur un tel système par les actions électriques
vibratoires d’un excitateur qu’on suppose infiniment éloigné. Sur le système, cer-
taines vibrations électriques se peuvent produire lors même que l’action de l’exci-
tateur serait supprimée ; ce sont les vibrations propres du système. Si l’excitateur
exerce des actions vibratoires presque synchrones à une vibration propre du système,
celui-ci devient le siège d’une vibration électrique extrêmement intense; il y a réson-
nance électrique; ; l’existence et les propriétés du phénomène de la résonnance élec-
trique dépendent donc de l’existence et des propriétés des vibrations propres.

Or, ce que généralisent les propriétés des vibrations propres d’un système infi-
niment étendu et formé de plusieurs corps, ce ne sont pas les propriétés des vibra-
tions propres qui, sur un corps unique, résultent de la première définition ; ce sont
les propriétés des vibrations propres définies de la seconde manière.

En effet, on peut, tout d’abord, en notre système complexe et illimité, considérer
des périodes longitudinales propres qui soient la généralisation des périodes longitu-
dinales propres à un corps unique. Cela fait, on peut énoncer les propositions sui-
vantes :

Sur un système illimité, formé de plusieurs corps diélectriques dont aucun
n’offre de conductibilité, toute vibration électrique propre a pour période une des
périodes longitudinales qui sont propres au système; une vibration électrique propre



ést toujours constituée par un champ électrique longitudinal; ce champ est rectiligne
et sa phase est la même en tous les points du système.

Partant, pour qu’un excitateur produise une résonnance électrique dans un sys-
tème dénué de toute conductibilité, il fau que l’influence oscillatoire exercée par cet

excitateur soit sensiblement synchrone à l’une des périodes longitudinales propres
au système oscillant.

Mais les expériences sur la résonnance électrique ne se font pas, en général, avec
des systèmes dénués de conductibilité; c’est avec des corps conducteurs qu’on les
exécute. Il convient donc de reprendre l’analyse que nous venons de résumer en

supposant que quelques-uns, au moins, des corps contenus dans le système, soient

conducteurs; c’est l’objet de notre seconde partie.
L’étude des systèmes doués de conductibilité se peut mener suivant le même

ordre que l’étude des systèmes dénués de conductibilité. On peut examiner, d’abord,
les propriétés d’un corps homogène unique, puis celles d’un ensemble illimité con-
tenant plusieurs corps homogènes. Lorsqu’on a seulement affaire à un corps homo-

gène unique, on peut y déterminer le champ électrique en se donnant à chaque
instant, en chaque point de la surface terminale, les trois composantes de ce champ;
on peut aussi, en chacun de ces points et à chaque instant, se donner la composante
normale du champ électrique et les trois composantes du champ magnétique. Les
diverses manières de définir les vibrations propres qui ont été données pour les sys-
tèmes dénués de toute conductibilité se peuvent étendre de la sorte aux systèmes
contenant des corps conducteurs.

Or, l’étude de ces systèmes conduit, tout d’abord, à la proposition suivante :
Sur un corps conducteur ou sur un système contenant des corps conducteurs,

aucune vibration électrique propre et, plus généralement aucun champ électrique

propre, périodiquement variable, ne se peut produire. Là où la conductibilité n’est

pas entièrement absente, le mouvement électrique tend toujours à s’évanouir.

Il semble, au premier abord, que cette conclusion soit incompatible avec les phé-
nomènes de résonnance électrique dont Heinrich Hertz nous a enseigné à reconnaître

l’existence et les propriétés. Mais cette incompatibilité n’est qu’apparente. Pour que
les phénomènes de résonnance électrique soient explicables, il n’est pas nécessaire

qu’un système contenant des corps conducteurs puisse être le siège de champs élec-

triques propres rigoureusement périodiques, rigoureusement vibratoires; il suffit

qu’on y puisse observer des champs électriques propres presque périodiques, des

mouvements électriques propres différant très peu de mouvements vibratoires.

Or, pour qu’un système contenant des corps conducteurs puisse être le siège de

mouvements propres presque périodiques ou quasi-vibratoires, il faut, nous le prou-
vons par diverses démonstrations, que deux conditions soient remplies.

En premier lieu, la constante k introduite par Helmholtz dans l’expression de la loi

élémentaire de l’induction doit avoir une très grande valeur.



En second lieu, la constante ~’ dont dépend l’action électrostatique mutuelle de deux

charges électriques doit avoir une très grande valeur par rapport à la constante a

des actions électrodynamiques.
Pour quiconque admet la théorie électrodynamique de Helmholtz, ces deux pro-

positions doivent être regardées comme établies par la seule existence, expérimenta-
lement constatée, des phénomènes de résonnance électrique.

Or, comme nous l’avons montré ailleurs, ces deux propositions entraînent cette

conséquence : Au sein d’un milieu conducteur, un champ électrique longitudinal;
bien qu’étant rigoureusement incapable de présenter des ondes persistantes, se com-

porte sensiblement comme un champ qui se propagerait par ondes ; et la vitesse de

cette quasi-propagation longitudinale a pour valeur S = 2~’ a2k, en sorte qu’elle est la
même pour tous les corps conducteurs ; en outre, elle est sensiblement égale à la
vitesse de véritable propagation d’un flux longitudinal quelconque au sein d’un

milieu diélectrique dénué de conductibilité.
Il est désormais possible d’étendre à un corps conducteur unique ou à un sys-

tème illimité contenant des corps conducteurs, la notion de quasi-périodes propres
longitudinales. Dans le cas où le corps est unique, ces quasi-périodes sont égales aux

périodes longitudinales qui seraient propres à un corps diélectrique de même forme.
On peut alors formuler les propositions suivantes : 

’

Sur un corps conducteur unique, ou bien sur un système illimité en tous sens,
qui contient des corps conducteurs, toute quasi-vibration électrique propre a pour
période une des quasi-périodes longitudinales propres au système.

Cette quasi-vibration électrique propre est toujours constituée par un champ
électrique longitudinal. Mais, en général, ce champ n’est pas rectiligne et sa forme
change d’un point à l’autre du système.

Pour qu’un excitateur détermine, dans un système contenant des corps conduc-
teurs, le phénomène de la résonnance électrique, il faut, on le voit, que l’influence
oscillante de l’excitateur soit sensiblement synchrone à l’une des quasi-périodes lon ..

gitudinales propres au système.
Après avoir ainsi résumé à grands traits les conclusious de notre analyse, disons

quelques mots de l’histoire de chacune de ces conclusions.

L’hypothèse qui consiste à donner une très grande valeur à la constante ë’ met

sous une forme acceptable une supposition sur les actions diélectriques qui, prise
au pied de la lettre, serait inadmissible, ét qui a été plus ou moins explicitement
proposée par Faraday et par Mosotti (*).

(’) Pierre DUHEM, Les théories électriques de J. Clerk Maxwell. Étude historique et critique,
Ire partie, chap. l, S 4 (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXV, 2e partie,
Mémoires, pp. 1-90, Igol).



Helmholtz a montré (1) qu’une partie des doctrines proposées par Maxwell coïn-
.cidait avec la forme limite que prend sa propre doctrine lorsqu’on y fait croître ~’ au
delà de toute limite. C’est ainsi que, dans ces conditions, la théorie de la propagation
des champs électriques transversaux au sein des diélectriques, construite selon les

’ 

principes de IIelmholtz, a pour forme limite la théorie électrodynamique de la
lumière de Maxwell. On peut le reconnaître en simplifiant d’abord les équations de
Helmholtz par l’hypothèse que a une très grande valeur, et en faisant usage de ces

équations simplifiées pour étudier la réflexion et la réfraction des vibrations trans-
versales; c’est ainsi qu’a fait M. I-I.-A. Lorentz (~). On peut aussi le reconnaître en
développant d’une manière générale, selon la doctrine de Helmholtz, les lois de la

réflexion et de la réfraction des vibrations électriques, et en introduisant seulement
dans les formules finales la supposition que s’ est très grand 0.

Jusqu’ici, donc, la supposition que a une très grande valeur s’est présentée
comme un postulat introduit, dans l’Électrodynamique de Helmholtz, par le désir
de tirer de cette Électrodynamique une théorie électromagnétique de la lumière.
Cette même supposition se présente maintenant comme une conséquence forcée de
cet enseignement expérimental incontestable : Des phénomènes de résonnance élec-

trique se peuvent observer dans des systèmes contenant des corps conducteurs. La

possibilité de tirer, de l’Électrodynamique de llelmholtz, une théorie électromagné-
tique de la lurnière, résulte à son tour de cette conséquence, et sans aucune hypo-
thèse nouvelle.

Hel.mholtz n’a jamais rien dit sur la valeur de la constante k; il s’est contenté de

remarquer qu’on retrouvait certaines suppositions de Maxwell si l’on donnait à k la
valeur de zéro.

Nous avions jadis fait la remarque e) que, dans les corps conducteurs habituelle-
ment employés, en raison de la valeur de leur résistance spécifique, les champs élec-

triques longitudinaux se comportent sensiblement comme s’ils se propageaient par
,, ~ 

2 ~’
ondes avec la vitesse S _ °

(t) H. HELMHOLTZ, Ueber die Gesetze der inconstantenl, elektrischen Ströme in kôrperlich
ausgedehnten Leiter’r2 (Verhandlungen der naturhistorisch-medicinischen Vereins zu Heidelberg,
21 janvier 1870, p. 8g. - Wissenschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 543). - Ueber die Beive-
gungsgleichungen der Elektricität fiir ruhende leitende Körper (Borcharât’s Journal für reine
und angewandte Mathematik, Bd. LXXII, p. 1 27 et p. 1 29. - Wisscnschaftliche Abhandlungen,
Bd. I, p. 625 et 628). -- Voir aussi : H. POINCARÉ, Électricité el Optique; II. Les théor’ies de

Helniholtz et les expériences de Hertz, p. m et p. 203. Paris, I89I.
(2) H.-A. LORENTZ, Zeilschrift für Mathematik und Physik, Bd. XXII, p. 25, 
(5 ) Pierre DUHEM, Sur la théorie électrodynamique de Helmholtz et la théorie électroma-

gnétique de la lumière (Archives Néerlandaises, série 2, t. V, p. 227, IgoI).
(4) Pierre Sur l’interprétation théorique des expériences hertziennes (L’Éclairage

électrique, t. p. ~ gl~, 1895).



D’autre part, nous avions regardé certaines expériences bien connues de

M. Blondlot comme équivalentes à cette loi : La vitesse de quasi-propagation des

flux longitudinaux dans les conducteurs est égale à la vitesse de la lumière dans le

vide, partant au coefficient v qui sert à passer des unités électrostatiques aux unités

électromagnétiques.
Cette loi exigeait que la constante k de Helmholtz fût égale au pouvoir inducteur

spécifique (i + du vide ; partant, qu’elle fût, comme un très grand
nombre (~).

Cette dernière proposition : k est un très grand nombre, se trouve maintenant

établie par la seule existence de la résonnance électrique dans un système contenant
des conducteurs, et sans aucun recours aux mesures de M. Blondlot ; celles-ci demeu-

reraient, d’ailleurs, nécessaires pour démontrer que 1~ est égal au pouvoir inducteur

spécifique du vide. Nous reviendrons ultérieurement, dans un autre Mémoire, sur ces

mesures de M. Blondlot et sur l’interprétation qu’il convient d’en donner; ce qui
sera dit au présent Mémoire ne dépendra point de cette interprétation.

D’ailleurs, de ce que s’ et If ont de très grandes valeurs, il résulte que sur un

corps conducteur, les champs longitudinaux se comportent sensiblement comme

s’ils se propageaient par ondes avec la vitesse 2 = , et cela, quel que soit l’ordre

de grandeur de la résistance spécifique de ce corps.
On voit ainsi comment plusieurs des suppositions essentielles qui avaient été

introduites en Électrodynamique, par Helmholtz ou par nous-même, à l’aide de con-
sidérations diverses et, parfois, quelque peu incertaines, se peuvent toutes tirer

maintenant de cette seule donnée de l’expérience : Des effets de résonnance électrique
se manifestent sur des corps conducteurs.

Dès 1895, dans notre article Sur l’interprétation théorique des expériences her°t-

ziennes, nous formulions, à titre de principe essentiel, cette proposition :
« Dans les expériences hertziennes, les corps conducteurs nous paraissent agir

surtout par les flux longitudinaux qui les traversent. »

La présente analyse nous permet d’être encore plus catégorique (~) : Qu’on veuille
étudier les phénomènes de résonnance électrique sur un système dénué de conduc-
tibilité ou qu’on prétende les analyser sur un système contenant des conducteurs,
les seules périodes propres qu’on ait à considérer sont des périodes longitudinales;
les seules vibrations propres qui se puissent produire sont constituées par des

champs longitudinaux. En toutes circonstances, la théorie de la résonnance élec-

trique dépend exclusivement des propriétés des champs longitudinaux. 
’

(1) Pierre DUHEVI, Sur la théorie électrodynamique de Helmholtz, toc. cil.

(~) Toutefois, dans un travail ultérieur, nous serons conduits à rendre cette conclusion
rnoins catégorique en lui imposant certaines restrictions.



On voit donc combien on se fourvoierait si l’on persistait à chercher dans l’Élec-

trodynamique de Maxwell l’explication des oscillations électriques. Cette Électrody-
namique déclare que tout champ électrique est transversale; elle exclut donc préci-
sément ces champs longitudinaux qui, seuls, rendent compte des phénomènes de .
résonnance électrique.

Peut-être s’étonnerait-on que l’Électrodynamique de Helmholtz eût, pour expli-
quer ces effets, un pouvoir refusé à l’Electrodynamique de Maxwell. Souvent, en
effet, on dit que l’Électrodynamique de Helmholtz tend vers l’Électrodynamique de
Maxwell lorsque la constante ~’ croît au delà de toute limite ; or, précisément, nous
avons attribué à la constante ~’ une valeur très grande. C’est que le propos en ques-
tion n’est pas absolument exact; il lui faut substituer celui-ci : Lorsque la con-
stante s’ croît au delà de toute limite, une partie, mais une partie seulement de

l’Électrodynamique de Helmholtz, celle qui formule les lois des champs transver-
saux, tend vers l’Électrodynamique de Maxwell; aussi, les vibrations lumineuses

étant transversales, les principes de Helmholtz donnent-ils alors une théorie électro-

magnétique de la lumière qui concorde avec celle de Maxwell. Mais si grande qu’on
suppose la valeur de la constante s’, l’Électrodynamique de Helmholtz continue, du
moins en général, de considérer des champs longitudinaux qui sont inconcevables
suivant les idées de Maxwell; à côté des vibrations transversales de la lumière, elle
admet des vibrations longitudinales soumises à des lois qu’elle formule. Pour que
l’Électrodynamique de Helmholtz coïncidât pleinement avec celle de Maxwell, il

faudrait qu’elle déclarât impossibles les flux longitudinaux; il faudrait pour cela,

comme Helmholtz l’a répété à plusieurs reprises, qu’on ne se contentât pas de
donner une très grande valeur, mais encore qu’on prît la constante légale à zéro.

Alors, en effet, comme l’Électrodynamique de Maxwell, 1’Électrodynamique de
Helmholtz deviendrait incapable de rendre compte des phénomènes de résonnance

électrique, car ceux-ci requièrent une très grande valeur de la constante If.



PREMIÈRE PARTIE

Les corps dénués de conductibilité.

CHAPITRE PREMIER

Le système est formé d’un corps diélectrique unique.

- Notations.

[1] Comme dans nos précédents Mémoires, nous désignerons .

par s la constante des actions magnétiques, .

par c’ la constante des actions électrostatiques,
2

par - la constante des actions électrodynamiques, .

par If la constante de Helmholtz,
par K. le coefficient de polarisation magnétique,
par KT le coefficient de polarisation diélectrique,
par la = i + 403C0~K la perméabilité magnétique,
par D’ = i + 47tc’ KT le pouvoir inducteur spécifique.

La stabilité de l’équilibre électrique et magnétique sur le corps ou sur le système
de corps étudié exige, comme nous l’avons vu dans nos précédents Mémoires, qu’on
ait

Non seulement nous supposerons que ces conditions soient vérifiées, mais même.
à moins d’avertissement contraire, nous supposerons l’exactitude des inégalités

Ces inégalités nous permettent d’écrire

~ et £ désignant deux quantités réelles et finies.



Soit W la fonction potentielle électrostatique totale qui, dans le cas d’un système
purement diélectrique, se réduit à la fonction potentielle V’ de la polarisation diélec-

trique. Les trois quantités

sont les composantes du champ électrostatique.
Soient 5, y, *? les trois fonctions de Helmholtz ; les trois quantités

sont les composantes du champ électrodynamique et électromagnétique.
Les trois quantités

seront alors les composantes du champ électrique total.
Nous poserons :

Alors, si nous désignons par L, N les composantes du champ magnétique,
nous aurons : .

Enfin, nous poserons :

4 2. - Équations du champ électrique total. Deux cas où la solution est déterminée
sans ambiguïté.

[2] D’après les équations (1y) de notre Mémoire Sur le diamagnétisme, les trois

composantes du champ électrique total vérifient, en chaque point d’un corps diélec-

trique privé de conductibilité, trois équations. dont voici la première :

Mais on a identiquement



L’équation précédente devient donc, en vertu des égalités (3) et (4), la première
des équations

Les deux dernières s’établissent d’une manière analogue.

[3] Multiplions ces équations respectivement par ~03BE ~t d, ~~ ~td, ~03BE ~td, d

étant un élément de volume du diélectrique homogène et unique qui constitue le

système; ajoutons membre à membre les résultats obtenus, intégrons pour le

volume entier du système et, à l’aide d’intégrations par parties, transformons certains

termes ; nous trouvons l’égalité

Dans cette égalité, d"jJ est un élément quelconque de la surface 1 qui borne le

système ; N est la demi-normale à cet élément, dirigée vers l’intérieur du système.
Cette égalité (12) va nous être particulièrement utile dans certains cas où les inté-

grales, étendues à la surface ~, qui y figurent, sont égales à zéro.
La première intégrale s’annule lorsqu’on a, en tout point de la surface ~, soit

La seconde intégrale s’annule lorsqu’on a, en tout point de la surface ~, soit



L’égalité (13) n’exprime pas une condition physique simple. Il n’en est pas de

même des égalités ( ~’~), ( I 5) et ( 1 ~)..
L’égalité ( ià) exprime qu’en tout point de la surface E, la composante normale

du champ électrique est maintenue constamment égale à zéro.
En vertu des égalités (9), les égalités ( 1 5) peuvent s’écrire :

Elles expriment donc qu’en chaque point de la surface E, la grandeur et la direc- 
’

tion du champ magnétique demeurent invariables.
Enfin les égalités ( n) expriment qu’en tout point de la surface ~,, le champ élec-

trique est maintenu constamment normal à cette surface.
Si nous voulons donc que les intégrales étendues à la surface ~ disparaissent du

premier membre de l’égalité ( 12), nous pourrons considérer deux. combinaisons par-
ticuliérement intéressantes, qui sont les suivantes : 

’

A. - Nous supposons qu’on réunisse entre elles les conditions (y)
et (r6), c’est-à-dire que le champ électrique soit maintenu constamment nul en chaque

point de la surface 03A3.

COMBINAISON B. - Nous supposons qu’on unisse la condition (y) aux condi-

tions (15) ou (I7), c’est-à-dire qu’en tout point de la surface 03A3, le champ électrique
demeure constamment tangent à cette surface, et que le champ magnétique y garde une

grandeur et une direction constantes.

Qu’on admette l’une ou l’autre de ces combinaisons, l’égalité (1 2) devient :

[4] Considérons, sur le même corps diélectrique, deux mouvements électriques

distincts, dont l’un corresponde au champ (;’, ~’, ~’), l’autre au champ (~", x~", ~~’);

posons :

Les équations doivent être vérifiées, d’une part, par les quantités ~’, ~’, ~’,

d’autre part, par les quantités ~", ri", ~"; elles sont donc vérifiées, ainsi que l’éga-
lité ~I2~, par ~, ~, ~.



Supposons, en outre, qu’on se trouve en l’un des deux cas suivants : :

CAS A. - En chaque point de la surface E, au cours des deux mouvements consi-
dérés, la grandeur et la direction du champ électrique varient suivant la même loi.

C’est dire qu’en tout point de la surface ~~, le champ électrique ~, ri, ~ demeure
constamment nul. 

’

CAS B. - En chaque point de la surface 03A3, au cours des deux mouvements consi-

dérés, la composante normale du champ électrique, la grandeur et la direction du

champ magnétique varient suivant la même loi.
C’est dire qu’en tout point de la surface S, le champ électrique (~, ~, ~) demeure

constamment tangent à la surface; que le champ magnétique qui lui correspond
demeure constamment nul.

Dans un cas comme dans l’autre, le champ (~, ~, ~) vérifie l’égalité (II); l’inté-

grale qui figure au premier membre de cette égalité garde donc une valeur indépen-
dante du temps.

Supposons qu’à l’instant initial, les valeurs , 03B6’, 
~03BE ~t

, , 

~03BE ~t 
soient res-

., ~ ~‘n 
,

pectivement égales aux valeurs de 03BE", ~", 03B6", ~t, ~t, ~t. On aura alors, à cet

instant initial,

’ 

La valeur initiale de l’intégrale qui figure au premier membre de l’égalité (18)
sera zéro, en sorte que cette intégrale restera constamment nulle :

Cette égalité exige qu’on ait, en tout point du système et à tout instant,

Mais, en vertu des égalités (20), à l’instant initial, les quantités 1, ~, ~ sont nulles
en tout point du système; on a donc, en tout point du système et à tout instant,

ou bien, en vertu des égalités (Ig),



Les deux champs (~ , Y, , ~ ), (~ , ri , ~ ) sont identiques. D’où la proposition
suivante :

Sur un système formé d’un corps diélectrique hom.ogène et unique, le mouvement

électrique est déterminé sans ambiguïté si l’on connaît :

1° En tout point du système, à l’instant initial, les trois composantes 03BE, ~, 03B6 du

champ électrique total et leurs dérivées premières ~03BE ~t , B , par rapport au ~t ~t ~t

2° En tout point de la surface 03A3 qui borne le système, et à tout instant,
soit (CAS A) les trois composantes du champ électrique,
soit B) la composante normale du champ électrique et les trois composantes du

champ magnétique.
§ 3. - Stabilité du mouvement électrique.

~~~J J Avant d’aborder l’étude de la stabilité du mouvement électrique, nous allons
faire une courte remarqué.

Si, en tout point du corps diélectrique considéré, on a

on a aussi

Réciproquement, supposons qu’en tout point du corps considéré, les égalités (23)
soient vérifiées, et qu’en outre, l’égalité

soit vérifiée en tout point de la surface E qui limite le corps. Il est aisé de voir que

les égalités (22) sont vérifiées en tout point du corps.
En effet, en vertu des égalités (8), les trois dernières équations (23) requièrent

l’existence d’une fonction f telle qu’en tout point du corps,

En vertu de la première égalité (23), la fonction f vérifie, en tout point du corps,
l’équation de Laplace

tandis qu’en vertu de l’égalité (i4)~ elle vérifie, en tout point de la surface S,

l’égalité



Il en résulte, on le sait, que la fonction f a même valeur en tous les points du

corps. Dès lors, les égalités (24) se réduisent aux égalités (22).
De ce théorème, il ne faudrait pas conclure que, pour un système à la surface

duquel l’égalité (i4) est constamment vérifiée, il revienne au même d’imposer des

limites supérieures aux valeurs absolues de c, ~, ou bien d’en imposer aux valeurs

absolues de 0, l, in., n; ni qu’il revient au même d’imposer une limite supérieure à la

valeur de l’intérale

ou bien d’en imposer aux valeurs des intégrales

Cette remarque était nécessaire pour que fussent exactement comprises les défi-

nitions qui vont être données.

[6] Sur le même corps diélectrique, considérons deux mouvements électriques
distincts, l’un qui corresponde au champ (1’, ~’, ~’), l’autre au champ (;", ~~", 
définissons (, r,, ~ par les égalités (19). Supposons que soit réalisé, sur la surface E

qui limite le système, soit le CAS A, soit le CAS B.

Imaginons qu’aux valeurs absolues de certaines quantités dépendant des déter-

minations initiales de 03BE, ~, 03B6, ~03BE ~t , ~~ ~t 2014, , on puisse imposer des limites supé-

rieures telles qu’on ait, quel que soit t, l’inégalité

où II désigne une quantité positive, quelconque d’ailleurs, donnée d’avance. Nous
dirons que, pour la nature de perturbation initiale considérée, le mouvement élec-

trique possède la stabilité électrostatique intégrale proprement dite ou stabilité électro-

statique de première espèce (‘). ,

(1) Les mots : stabilité électrostatique, stabilité étectrodynamique, reprennent, dans le

présent Mémoire, le sens qui leur a été donné au n° 33 de notre Mémoire Sur le diamagné-
tisme (Journal de Mathématiques, 6e série, t. IX, I9I3, pp. y8 sqq). Dans notre Mémoire :
Le problème général de l’Électrodynamique pour un système de corps immobiles, le sens de ces
mots était tout autre ; ils désignaient soit la stabilité de la fonction potentielle électrosta-

tique, soit la stabilité des fonctions de Helmholtz ; ou encore la stabilité du champ électro-

statique et la stabilité du champ électrodynamique.



Si l’on a de même, quel que soit t, non plus l’inégalité (25), mais les deux
inégalités

où e et A sont deux quantités positives, quelconques d’ailleurs, données d’avance,
on dit que le mouvement électrique possède la slabilité électrostatique intégrale 4e
seconde espèce.

Si t~’, z~’, n’ désignent les composantes de la densité de courant de déplacement,
on a

On dira alors que le mouvement électrique possède la stabilité électrodynamique
intégrale de premère espèce si l’on a, quel que soit t,

II’ étant une quantité positive quelconque, donnée’ d’avance. Il possédera la stabilité
électrodynamique intégrale de seconde espèce si l’on a, quel que soit t t, les deux

inégalités

y’, A’ étant deux quantités positives données d’avance.

[7] Posons

et désignons par Jo la valeur initiale de J, valeur qui ne peut être négative. L’éga-
lité (18) pourra 



Nous en pourrons conclure que les trois conditions suivantes sont constamment

vérifiées :

Mais, quelles que soient les constantes positives 0, A, Il’, on peut toujours

imposer aux valeurs absolues initiales de

des limites supérieures telles qu’on ait les trois inégalités

On peut donc, aux valeurs absolues initiales des quantités (33), imposer des limiles

supérieures telles qne tout mouvement électrique sur le corps ,diélectrique considéré

possède la stabilité électrostatique intégrale de seconde espèce et la stabilité électrodyna-
mique intégrale de première espèce.

[8~ Si les conditions imposées au mouvement en tout point de la surface E sont

celles qui constituent le on peut limiter supérieurement la perturbation ini-
tiale de telle sorte que le mouvement possède la stabilité électrostatique intégrale
de première espèce.

Nous prendrons pour point de départ un théorème bien connu de Clebsch.
Les quantités §, r,, ~, définies par les égalités (Ig), vérifiant les équations (m), on

les peut toujours mettre sous la forme

où Ï) est une intégrale de l’équation



et où p, q, r sont de la forme

P, Q, R vérifiant les trois équations

et l’équation

Il y a, en général, une infinité de manières de choisir les quatre fonctions ~, P, Q, R ;
supposons qu’on se soit arrêté à l’un de ces choix.

Les égalités (35), (37) et (10) donnent

Les égalités (35), (36), (39) et (8) donnent

[9] Posons, d’autre part,

r étant la distance de l’élément da au point auquel se rapportent U, V, W, et cha-
cune des intégrales s’étendant au volume entier du corps considéré; en tout point
de ce corps, ces égalités (42) nous donneront :

Posons



Les égalités (43) nous donneront :

Les égalités (44), (46), et (10) donnent

Les égalités (43), (45) et (8) donnent

Les égalités (45) et (46) donnent, d’ailleurs,

La comparaison des égalités (35) et (47) montre qu’on a, en tout point du sys-
tème et à tout instant, 

’

Désignons par (A)o la valeur de la quantité A à l’instant initial; posons

p, ae, étant quatre quantités indépendantes de t .
Les équations (40) et (48), vraies quel que soit t, sont vraies à l’instant initial; il

résulte alors de l’égalité (5a) que

Les équations (à i) et (49) sont vraies quel que soit t; elles le sont donc, en parti-
culier, à l’instant initial ; les égalités (53) donnent alors

, 

Les égalités (39) et (50), vraies quel que soit t, sont vraies à l’instant initial;
alors, il résulte des égalités (53) que



Enfin, les égalités (51), vraies quel que soit t et, en particulier, à l’état initial,
donnent, en vertu des égalités (~2) et (53),

Posons de même

~~, ~ ~, il’, *’ étant quatre quantités indépendantes de t.
Les égalités (40) et (48) étant vraies quel que soit t, donnent, quel que soit t, et,

en particulier, à l’instant initial, ’

ou, en vertu de l’égalité (58),

Les égalités (4i) et (4g) donnent, quel que soit t,

Appliquées à l’instant initial, et en tenant compte des égalités (5g), ces égalités
donnent

Les égalités (39) et (50), vraies quel que soit t, donnent, quel que soit t,

Appliquée à l’instant initial, et en tenant compte des égalités (5g), ces égalités
donnent



Enfin, les égalités (5i), vraies quel que soit t, donnent aussi, quel que soit t,

Si l’on applique ces identités à l’instant initial, en tenant compte des égalités (3~),
(46), (58) et (5g), on trouve les trois égalités

Posons maintenant :

En vertu des égalités (57) et (63), les égalités (35) et (37) continuent de donner
les mêmes valeurs de ~, ~, ~ si l’on y remplace ~, P, Q, R par ~~, P~, Q~, R~.

En vertu des égalités (54), (60) et (64), l’égalité (36) reste vérifiée si l’on y rem-
place + par ]~.

En vertu des égalités (55), (61) et (65), les égalités (38) demeurent vérifiées si l’on
y remplace P, Q, R par P~, Q,, R,.

Enfin, en vertu des égalités (56), (62) et (65), l’égalité (39) demeure vérifiée si l’on
y remplace P, Q, R par P, , Q~, Rt’

Mais l’égalité (64) donne 
’ 

,

ou bien, en vertu’des égalités (52) et (58),



Les égalités (53), (59) et (65) donnent de même

En supprimant l’indice 2 désormais inutile, nous voyons que nous pouvons con-
tinuer d’écrire les égalités (35) à (39), mais supposer, en outre, que les fonctions ~,
P, Q, R sont assujetties aux conditions initiales que voici :

[10 ] Multiplions les deux membres de l’égalité (36) par intégrons pourp ~ p c l

le volume entier du système, et transformons un des termes à l’aide d’une intégra-
tion par parties ; nous trouvons l’égalité .

Les égalités (3j ) donnent identiquement

Multiplions les deux membres de cette égalité par , intégrons et trans-

formons comme nous venons de le faire; nous obtenons l’égalité

Les égalités (3 ~) et (3c)) donnent



Les équations (38) peuvent donc être mises sous la forme suivante :

Multiplions respectivement ces équations par 2014M.), ~R ~td, ajoutons
membre à membre les résultats obtenus, puis intégrons pour le volume entier du

système, en effectuant certaines intégrations par parties ; nous trouvons l’égalité

Enfin, on a identiquement

... , 1 p l~ .
Multiplions res p ectivement ces égalités par ~t d, ~t d, ~t d; ajoutons

membre à membre les résultats obtenus, puis intégrons pour tout le système, en

intégrant par parties certains termes; nous trouvons, en tenant compte des éga-
lités (3~) :

Ajoutons membre à membre les égalités (6~) et (~o); retranchons en membre à



membre les égalités (68) et (71); en tenant compte des égalités (35), nous trouverons
l’égali té

Cette égalité est vraie pour tout ensemble de trois fonctions §, ,, § qui vérifient les
conditions (35) à (3g); appliquons-la, en particulier, aux fonctions 1, r,, ~ définies
par les égalités (19) où, en chaque point de la surface £ et à chaque instant, les
quantités ~", r~", ~" sont respectivement identiques à ~’, r,’, ~’. Alors, en chaque point
de la surface ~; et à chaque instant,

Si donc on pose

l’égalité (j2) deviendra

, Ho étant la valeur de H à l’instant initial.

[il] ] C’est cette valeur Ho que nous nous proposons d’étudier.
En vertu de l’égalité (74) et des quatre dernières égalités (66), nous pouvons

écrire

en posant t

Soit (x’, y’, z’) un point du système oii U est donné par la première égalité (42) :



Dans cette égalité, r est la distance d’un point (x, y, z) de l’élément a~~ au

pointa, y’, z’).
De cette égalité, nous tirons

Cette égalité et deux égalités analogues, jointes à l’égalité (44) et à l’égalité (10),
donnent

Par des démonstrations analogues, on établit les trois égalités .

Ces égalités sont générales; mais, dans le cas qui nous intéresse, les quantités
~, ~, ~ vérifient constamment les égalités ( ~3) en chaque point de la surface E ; les

égalités (78) et (79) se réduisent donc à 
.

Ces égalités (80) ont lieu quel que soit t, en sorte.qu’on en tire

La quantité est une quantité positive qui demeure finie dans tout le .

r

système ; soit v la limite supérieure, essentiellement positive, des valeurs que prend



cette quantité aux divers points du système. Soit 03B8’ la limite supérieure des valeurs

absolues de ~03B8 ~t, aux divers points du système, à un instant donné ce même

instant, la valeur absolue de ~03A61 ~t 1 n’est, en aucun p oint du s stème, su périeure

à 20142014. . Cette remarque, et des remarques analogues faites au sujet de ~P1 ~t, ~Q1 ~t, 2014*,

montrent qu’à un instant donné t, on peut, aux valeurs absolues de

imposer des limites supérieures telles que les valeurs absolues de

soient, à ce même instant et dans tout le système, inférieures respectivement à telles

quantités positives qu’on voudra.
Dès lors, si nous désignons par II une quantité positive quelconque donnée

d’avance, nous pourrons, à l’instant initial et dans tout le système, imposer aux
valeurs absolues de

des limites supérieures telles que nous ayons sûrement

Aux valeurs absolues initiales de ç, r~, ~, nous pouvons aussi, dans tout le sys-
tème, imposer des limites supérieures telles que nous ayons

En réunissant l’égalité (j6) aux inégalités (82) et (83), nous voyons qu’aux valeurs
absolues initiales de 

’


















































































































