
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

E. GOURSAT
Sur le problème de Bäcklund et les systèmes de deux équations de Pfaff
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3e série, tome 10 (1918), p. 65-173
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1918_3_10__65_0>

© Université Paul Sabatier, 1918, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1918_3_10__65_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LE PROBLÈME DE BÄCKLUND
ET LES SYSTÈMES DE DEUX ÉQUATIONS DE PFAFF

PAR E. GOURSAT.

Dans un Mémoire (’) antérieur, j’avais montré comment la recherche de certaines
transformations de Backlund conduisait à l’étude d’une expression de Pfaff, et à la

, 

réduction de cette expression à une forme canonique. En essayant d’étendre ce
résultat aux transformations de Backlund les plus générales, on est conduit à rem-
placer le problème de Bâcklund lui-même par un problème équivalent, l’intégra-

’ 

tion d’un système de deux équations de Pfaff à six variables. Les diverses transfor-
mations de Backlund B;, B~, B3 se trouvent ainsi rattachées à leur véritable origine,
c’est-à-dire aux différentes façons dont il est possible de ramener l’intégration d’un
système de Pfaff de cette espèce à l’intégration d’une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre. La liaison entre ces diverses transformations, entre les
caractéristiques de deux équations qui se déduisent l’une de l’autre par l’une de ces
transformations, se trouvent ainsi établies d’une façon presque intuitive.

Les systèmes de Pfaff à un nombre quelconque de variables indépendantes n’ont
été l’objet jusqu’à présent que d’un petit nombre de travaux. Les résultats les plus

~ .~ importants sont dus à M. Cartan (v), qui a introduit dans cette théorie un certain
nombre de notions fondamentales. La considération des éléments singuliers permet
de faire très simplement l’étude des systèmes de deux équations à six variables.
Cette étude détaillée fait l’objet de la première partie du Mémoire. La plupart des
résultats avaient déjà été obtenus directement par M. Duport 0 à l’aide d’une
méthode toute différente exigeant d’assez longs calculs, que la théorie des éléments

- singuliers du système permet d’abréger beaucoup, et dont elle fournit une interpré- .

tation très simple. Ces résultats pourraient sans doute être rattachés à des résultats

(~) Sur quelques transformations des équations aux dérivées partielles du second ordre.(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2e série, t. 4; pp. agg-34o.) ’ 

-

’ 

(z) Voir en particulier le Mémoire Sur l’intégration des systèmes d’équations aux différen-
tielles totales. (Annales de l’École Normale supérieure, 3e série, t. 18, I90I; pp. 24I-3I I.)

(~) Journal 4e Mathématiques pures et appliquées, série V, t. 3, ~8g~; p. y.
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_ 
plus généraux dus aussi à M. Cartan e); mais il m’a semblé que l’étude détaillée, .

et même un peu minutieuse, que l’on peut pousser jusqu’au bout, d’un système
particulier d’équations de Pfaff, pouvait contribuer à la diffusion d’une théorie
importante et trop peu connue jusqu’ici.

Dans la seconde partie, je fais l’application des résultats obtenus au problème
de Bâcklund. Les théorèmes connus sur les transformations de Backlund, et plu-
sieurs autres qui semblent nouveaux, se présentent d’eux-mêmes. Les autres ques-
tions, qui se posent au sujet de ces transformations, se rattachent aussi d’une façon
très naturelle à des problèmes relatifs aux systèmes de Pfaff, où interviennent en

particulier les systèmes de quatre équations de Pfaff à six variables qui définissent
les éléments singuliers d’un système de deux équations.

Tout système de quatre équations de Pfaff à six variables peut être considéré,
d’une infinité de manières, comme définissant une famille d’éléments singuliers
d’un système S de deux équations à six variables. Dans la troisième partie de ce
Mémoire, je montre que la recherche de ces systèmes S se ramène à l’intégration °

d’une équation aux dérivées partielles du second ordre à six variables indépendantes.
J’indique comment on peut former cette équation, et je traite quelques cas où la

question se simplifie.
Enfin, dans la quatrième partie, je montre rapidement comment la mé-

thode suivie dans la première partie s’étend aux systèmes de deux équations de
Pfaff à n variables. Les résultats sont essentiellement différents suivant la parité de n.

Pour la définition des éléments qui interviennent dans l’étude d’un système de

Pfaff, je renverrai le lecteur au Mémoire fondamental de Cartan cité plus haut.

~ 

, 

I 
~ 

, 

_

[1.] Soit S un système de deux.équations de Pfaff à six variables xi, x~, X4’

xs’ x6’ 
.

les coenicients Bt étant des fonctions quelconques des variables Xi. Si ces deux

équations sont distinctes, on peut les résoudre par rapport à deux des différentielles

qui y figurent; pour fixer les idées, nous supposerons qu’on peut les résoudre par
rapport à et Cela posé, si dans les covariants bilinéaires 03C9’1, 03C9’2, on rem-

(1) Sur l’intégration de certains systèmes de Pfaff de caractère deux. (Bulletin de la Société
Mathématique, t. 29, 1901 ; pp. 233-302.)



place dx6, âxs par leurs expressions au moyen de dx,, dx’t,’ dx4,
~x.~, les deux équations ~’~ = o, ~’~, == o prennent la forme

les coefficients Aik’ Bik s’exprimant au moyen des fonctions Ai, Bi et de leurs déri-
vées partielles du premier ordre. 

’ 

.

Tout système de valeurs (dx, définit un élément linéaire intégral et
issu d’un point déterminé (xi, X2’ ..., xb) de l’espace à six dimensions. Ce point
étant regardé comme fixe et de situation générale, les éléments linéaires intégraux
qui en sont issus forment une multiplicité à trois dimensions. Si l’on considère

dxi, dx$, dx~ comme les coordonnées homogènes d’un point dans l’espace’ à
/ trois dimensions, on peut dire qu’à tout point m de l’espace à trois dimensions

correspond un élément linéaire intégral e1 à une dimension du système S, et réci-
proquement. Soient deux éléments linéaires intégraux en involution du sys-
tème S, m, m’ les points correspondants de l’espace à trois dimensions; les coor-

données (dx, dx’1.’ dx~), ôx~) de ces deux points doivent satisfaire
aux deux relations (2). Nous dirons aussi, pour abréger, que ces deux points m et m’
sont en involution. Le point m étant donné, les coordonnées du point m’ doivent
vérifier les deux équations linéaires (2) qui sont en général distinctes. Le lieu des
points en involution avec un point donné m de l’espace est donc en général une
droite D issue de ce point. D’après la forme bilinéaire des relations (2), deux points
quelconques de cette droite D sont aussi en involution, et les éléments linéaires
intégraux qui correspondent aux différents points de D forment un élément linéaire
intégral e2, qui a pour image la droite D dans l’espace à trois dimensions, Tout élé-
ment linéaire intégral e~ appartient donc en général à un élément intégral e$ et à un
seul. Le système S est donc du second genre et admet des intégrales M~, de telle
sorte que toute intégrale Mt appartient à une intégrale M~ et à une seule (’). 

’ 

’

- Ces conclusions ne s’appliquent pas à certains éléments linéaires exceptionnels.
Les relations (2) expriment que la droite D qui joint deux points en involution m,’
m’ appartient à une congruence linéaire. Cela étant, plusieurs cas peuvent se pré-
senter.

F 1° Les deux directrices 3, , d2 de la congruence sont distinctes et na se coupent
pas, ce qui est évidemment le cas général. Un élément intégral e2 est représenté par

(’) Cartan, Annales de l’École Normale supérieure, 3e série, t. 18, p. 254 et suivantes.



une droite D rencontrant 01 et ~~_, et il est évident que tout élément linéaire inté-

gral et, représenté par un point m, qui n’appartient à aucune des deux droites ~i, ~~,
appartient à un élément e~ et à un seul. Il y a exception pour les éléments et qui
correspondent aux points des deux droites ~~, ~~; ces’ éléments linéaires sont des
éléments singuliers, et nous voyons qu’il y a en général pour un système S deux

familles distinctes d’éléments linéaires singuliers. La représentation géométrique
rend encore intuitives les propriétés suivantes :

a) Soit n2i un point de la droite ~1 par exemple, et’ soit P~ le plan passant 
et par 03942; l’élément linéaire e1 représenté par le point ’m. est en involution avec
tous les autres éléments linéaires intégraux qui correspondent aux différents points
de mais l’ensemble de ces éléments (élément polaire de e1) ne forme pas un élé-
ment intégral ea. 

’

b) Deux éléments singuliers de familles différentes sonl toujours en involution.

c) Tout élément intégral e2 nenferme un élément singulier et de chaque famille.
. Voici une conséquence importante de cette propriété. Les éléments singuliers de

chaque famille sont définis par un système de quatre équations de Pfaff à six varia-
bles. Il y a donc une infinité de multiplicités intégrales à une dimension du système S,
dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable, dont tous les éléments linéaires
sont des éléments singuliers; ce sont les caractéristiques de Monge du système S. 

’

Toute intégrale M2 de S est un lieu de caractéristiques de Monge de chaque famille. En
effet, puisque tout élément intégral de i contient un élément singulier de chaque
espèce, les multiplicités iN1 situées sur M.,, qui admettent en chaque point un élé-
ment singulier pour élément linéaire, sont déterminées par l’intégration d’une

équation différentielle du premier ordre : il en passe donc une de chaque espèce par
. 

chaque point de l~l~. L’analogie avec la théorie des caractéristiques d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre est évidente et sera expliquée plus loin. _

2° Si les deux directrices ~~, ~~ sont confondues, il y a un seul système d’élé-
ments singuliers représentés par les points d’une droite d. L’élément singulier et

~ 

représenté par un point m de A est en involution avec tout élément linéaire repré-
senté par un point quelconque d’un plan P passant par 3 et tangent en m à un

pa’raboloïde dont 3 est une génératrice. Tout élément non singulier ei appartient à
un seul élément e’J’ qui renferme un élément singulier. Il n’y a plus qu’une famille
de caractéristiques de Monge, dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable,
et toute intégrale M2 du système de Pfaff est encore un lieu de caractéristiques de

Monge de ce système. 
’

> - 3° Si les deux droites A, sont situées dans un même plan P sans être confon-

dues, la congruence linéaire est formée des droites qui passent par le point 0 com-
. mun aux deux droites ~1, ~1:, et des droites situées dans le plan P. Les deux direc-

trices d,, A, peuvent être remplacées par tout autre système de deux droites du

plan P passant en 0. Ces deux droites ne jouent donc aucun rôle dans les propriétés



de la congruence, où interviennent seulement le plan P et le point 0. Dans ce cas,
l’élément linéaire intégral figuré par le point 0 est en involution avec tous les autres
éléments linéaires intégraux du système, c’est donc un élément caractéristique à une
dimension. Il s’ensuit que le système S admet des caractéristiques de Cauchy à une
dimension; il est donc de cinquième classe, et l’on peut, par un changement de
variables convenable, le ramener à une forme où ne figurent que cinq variables et
leurs différentielles. Toute intégrale M, est le lieu des caractéristiques de Cauchy
issues des divers éléments d’une intégrale et le problème de l’intégration est
ramené à la détermination des caractéristiques de Cauchy de ce système.

On reviendra plus loin sur cette question dont M. Cartan Q a fait une étude
approfondie. Nous indiquerons encore ici quelques propriétés du système S, que la
représentation géométrique rend évidentes. Tout élément linéaire intégral e1 repré-
senté par un point m, non situé dans le plan P, appartient à un élément intégral e2
représenté par la droite 0m. Mais les éléments linéaires intégraux figurés par des
points du plan P sont des éléments singuliers. Tous ces éléments sont deux à deux
en involution et forment un élément intégral du troisième ordre e3, de sorte que 

’

chaque point de’ l’espace à six dimensions est l’origine d’un élément intégral eJ du ,

système S. Il ne s’ensuit pas que par chaque point de l’espace, il passe une inté-
grale M3 de ce système. Lorsqu’il en est ainsi, on peut choisir les variables de façon
que ces intégrales M3 soient représentées par les équations

et les équations (i) peuvent être ramenées à la forme
~

mais ce n’est là qu’un cas tout particulier.
Dans le cas général, en ajoutant aux deux équations ~ = o, (~ = o l’équation

du plan P, ~3 = o, on a un système de trois équations de Pfafl’ à six variables
et de cinquième classe, dont les intégrales M2 sont des intégrales singulières du sys-
tème S, car tout élément linéaire intégral de M~ est un élément singulier de S.
La détermination de ces intégrales se ramène à l’intégration d’un système en invo-
lution de deux équations du second ordre et inversement; cette proposition a été
établie par M. Cartan dans le Mémoire déjà cité.

~ 

[2] Nous avons supposé jusqu’ici que les deux équations

(’) Annales de l’École Normale supérieure, 3e série; t. 27, 1910; pp. I09-I92.



étaient distinctes. Il peut arriver, pour certains systèmes .de Pfaff, que ces deux 
équations se réduisent à une seule. On peut alors déterminer deux coefficients 1, et ~,
tels que l’on ait identiquement

ou, ce qui revient au même,

. de sorte que deux éléments linéaires intégraux quelconques du système e1, E1 sont

toujours en involution relativement à l’équation a w1-~- = o. Il est évidemment

permis de supposer que l’on a pris cette équation pour l’une des équations du sys-
tème S, par exemple que l’on a ~

Pour que deux éléments linéaires intégraux (dxt, dx2, dxJ, ox3’ .

soient en involution relativement au système S, il suffira donc que l’on ait

Cette équation, qui est de la forme

~ 

exprime que la droite qui joint les points figuratifs des deux éléments appartient
à un complexe linéaire. Il peut encore se présenter deux cas :

i° Si ce complexe n’est pas un complexe singulier, il n’y a ni éléments caracté-

ristiques, ni éléments singuliers pour le système. Tout élément intégral e1 appar-
. tient à o01 éléments e2, mais la représentation géométrique prouve qu’il n’existe

pas d’éléments e3 . Il résulte d’une propriété générale des systèmes de Pfaff de carac-
tère un (*) que l’équation 03C91 = o est, dans ce cas, complètement intégrable, ce qu’il
est aisé d’établir directement. En effet, supposons cette équation de classe cinq et
mise sous la forme normale

on peut supposer que la seconde équation ~Z = o ne renferme pas dx5, mais elle

(1) Bulletin de la Société Mathématique, t. 29, I90I; p. 257.



renferme certainement une des différentielles dxi , dx~, dx3, dx, . . Admettons, par
exemple, qu’elle contient dx~, 

°’

Le covariant = ,dx2 ex! - dx~ ôx~ + ôx3 ne peut être identi-

quement nul quand on y remplace dxfJ. et Sx~ par leurs éxpressions tirées de ojg = o, .

car les termes dx~ eX;J - dx~ ôx# ne se réduisent avec aucun autre. L’équation ~4 = o
ne peut donc être de classe cinq.

Si cette équation était de classe trois, on pourrait la supposer mise sous la forme
normale

l’équation W2 = o étant la même que tout à l’heure. On a alors

et ce covariant ne peut être nul identiquement que si l’on ’a -.

Le système de Pfaff serait de classe quatre, ce qui est contraire à l’hypothèse,
puisqu’il n’y a pas dans ce cas d’élément caractéristique. _ 

’

L’équation Wt = o étant mise sous la forme dxs = o, la seconde équation W2 = à
est nécessairement de classe cinq et peut être ramenée à la forme normale

On vérifie aisément sur cette forme canonique du système S qu’il n’y a pas
d’éléments singuliers. 

’

2° Si le complexe est formé de droites rencontrant une droite fixe A, tous les
points de cette droite, représentent des éléments linéaires caractéristiques. Il y a
donc col éléments de cette espèce ’issus de tout point de l’espace à six dimensions.
Le système de Pfaff admet des caractéristiques de Cauchy à deux dimensions, et
par suite ce système est de quatrième classe. Il y a encore deux cas à distinguer,
suivant que l’équation ~.~~ = o est de classe trois ou de classe un.

Enfin, si l’on a ~u’1.- ~~’~ = o (mod ~y), le système de Pfaff est complètement
intégrable. 

’ 

.



[3] Après ces généralités, nous allons montrer comment on obtient les équations
qui définissent les deux familles d’éléments singuliers. Nous supposerons d’abord,
pour fixer les idées, que l’on peut résoudre les deux équations W1 == o. ~.y = o par

rapport à dx~ et dx6, de sorte que les covariants bilinéaires ~,~’1, «’q peuvent être
ramenés à la forme (2), et que les deux équations ..~’~ = o, ~~’J = o sont distinctes,
c’est-à-dire que le système S n’admet pas de système dérivé.

Pour qu’un élément linéaire intégral (dxl, dx,3, soit un élément singu-
lier, il faut et il suffit que les deux équations = o, ~’~ = o, considérées comme
définissant ôxi, ôx3, ne soient pas distinctes, ou que l’on ait identique- .

ment, pour un système de valeurs des coefficients A, ~~, 
’

quels que soient 03B4x1, 03B4x2, 03B4x3, Õx... Les coordonnées homogènes d’un point rra de l’es-

pace correspondant à un élément singulier doivent donc vérifier les quatre relations

où les coefficients Aik, BVk vérifient les conditions

Pour que les équations (4) soient vérifiées par des valeurs non toutes nulles de

dx’j’ , il est nécessaire que le déterminant symétrique gauche

soit nul. Or ce déterminant est le carré d’une forme quadratique F(À, ,) en h, p,
et l’on voit que le rapport 03BB doit satisfaire à l’équation du second degré

F -

il y a donc en général deux systèmes d’éléments singuliers, comme on l’avait re-

connu par une discussion géométrique.
Soit (a, p) un système de deux nombres, dont l’un au moins n’est pas nul,

vérifiant l’équation (6). Les quatre relations (1~) se réduisent alors à deux relations



distinctes qui, jointes aux deux équations «i = o, ~,~~, ~ o, définissent une famille

d’éléments singuliers. Le cas où, pour une valeur convenable du ra PP ort ~, ~ , les q ua-

tre équations (4) seraient vérifiées identiquement, correspond à une hypothèse qui
a été examinée au paragraphe précédent, et que nous avons écartée. Pour qu’il en

fût ainsi, il faudrait en effet que tous les rapports ~ik fussent égaux, et les deux

équations ~’1.--. o, ~.~’~ = o se réduiraient à une seule. Remarquons que, dans ce
cas, l’équation F(03BB, p.) = o a une racine double, car tous les éléments du détermi-
nant 0(a, p.) sont divisibles par un même facteur linéaire en 03BB, p..

Ce cas singulier étant écarté, à un couple de valeurs (7~~, non toutes nulles,
satisfaisant à l’équation (6), correspond une équation du système de Pfaff considéré

telle que l’on ait

pour tous les’ éléments singuliers de la famille correspondante, quel que soit l’autre
élément intégral OX2’ OX:1, En d’autres termes, tous les éléments singu-
liers correspondant à un système de solutions (a1, ~,~) de l’équation (6) sont en invo-
lution avec tous les autres éléments linéaires intégraux du système de Pfaff, relati-
vement à l’équation (;). ~ .

On peut évidemment supposer que cette équation (7) est l’une des équations qui
définissent le système de Pfaff, par exemple que c’est l’équation 03C91 == o elle-même,,:,
ce qui revient à supposer que l’équation (6) est vérifiée par les valeurs a == 1, = o.

Si cette équation ~1 = o est de classe cinq, ce qui est le cas général, supposons-la
ramenée à une forme canonique par un changement de variables .

On peut encore suppo.ser que la seconde équation du système ne renferme pas dy5,
mais elle renferme forcément l’une au moins des différentielles dy, , df[ , dy,,
par exemple dy, . Soit 

’ ’ 

. 

-..

cette équation. On a



. Pour que les quatre équations

qui, dans l’hypothèse adoptée, doivent définir un des systèmes d’éléments singu-
liers, admettent un système de solutions non toutes nulles, il faut et il suffit que

l’on ait Yh = o. Les quatre équations précédentes se réduisent alors aux deux équa-
tions

, 
et le système d’éléments singuliers correspondants est défini par les quatre équa-
tions .

La condition Y = o exprime que les éléments linéaires caractéristiques de

l’équation ~~1= o, . 

’

vérifient aussi la seconde équation du système de Pfaff 03C92 = o. Cette propriété est
évidemment indépendante du choix des variables, et nous voyons qu’à un couple
de solutions (?,1, 1) de l’équation F (À, = o correspond Ex GÉNÉRAL une équation de

classe cinq

dont les éléments caractéristiques satisfont aux deux équations 03C91 = o, 03C92 = o du

système de Pfaff.
Le même calcul prouve qu’inversement, si l’équation (10) est de classe cinq

et si tous ses éléments caractéristiques satisfont aux deux relations ~~~ = o, ~~~ = o,

on a F (a,, tli) = o, et à cette équation correspond une famille d’éléments singuliers
du système de Pfaff. 

‘

Il peut aussi arriver qu’à un système de solutions (B, ~.~) de l’équation (6) corres-

ponde une équation de classe trois, qui, réduite à la forme canonique, s’écrit

Toutes les fois que l’on peut trouver une équation de classe trois dans les équa-
tions ~,1 ~~, ~ ~, W2 = o du système de Pfaff, u.1), est un couple de solutions de

l’équation (6). En effet, quelle que soit la seconde équation w; = o, l’équation pré-



= o correspond toujours à une famille d’éléments singuliers du système,
et par suite à une racine de l’équation (6). Il suffit, pour le démontrer, d’observer

que les éléments linéaires intégraux définis par les relations

. sont en involution relativement à l’équation 03C91 = o avec tous les autres éléments

linéaires intégraux du système.
Enfin, nous avons remarqué que, lorsque le système de Pfaff admet une combi-

naison intégrable, l’équation (6) a une racine double à. laquelle correspond précisé-
ment une équation de la forme dx, = o, Il n’y a plus dans ce cas d’éléments singu-
liers. ’

° On peut résumer tpus ces résultats comme il suit : : 
’

A tout système de solutions (03BB1, de l’équation 0394(03BB, ) = o correspond une .

équation 03BB1 03C91 + u,,l = o, dont tous les éléments caractéristiques véri fient les deux
équations ~~1= o, ~y ~ o, si elle est de classe cinq, mais qui peut être de classe trois
ou un.

Réciproquement, si l’équation î~1 ~,~~ + ~,~ ~y ^ o est de classe cinq et si tous ses
éléments caractéristiques vérifient les deux relations 03C91 = o, 03C92 = o, ou si cette équa-
tion est de classe trois ou un, on a ~1 (i,,l, = o.

Les deux derniers cas ne peuvent se présenter que pour des systèmes de Pfafi 
.

particuliers. Dans le dernier cas, l’équation (6) a une racine double, mais ce n’est
pas le seul cas où il en est ainsi. .

Remarque. - Reprenons le cas général où l’équation (7) est de genre cinq.
Cette équation étant ramenée à une forme canonique par un changement de varia-
bles, si l’on regarde dy, dY3’ dY4’ dY6 comme les coordonnées ’homogènes d’un point
dans l’espace, les équations (8) représentent une droite ~1~ , et l’équation = o, 

’

ou ~

exprime que la droite D qui joint les deux points dy, et 5y~ oy~)
rencontre la droite A~. 

’

D’une façon générale, quelles que soient les valeurs des coemcients h, p, l’équa-
tion , 

’

représente, avec les conventions expliquées plus haut, un complexe de droites pas-
sant par la congruence définie par les deux équations oB = o, (0’2 === o. Si l’on a

choisi a et p de façon que F (~, p) == o, ce complexe est formé des droites qui ren-
contrent une des directrices ~~, ~~ de la congruence.



, [4] Il nous reste à examiner si l’équation p) = o peut se réduire à une
identité. Il en est certainement ainsi toutes les fois que le système de Pfaff proposé
est de classe inférieure à six, ou admet des éléments caractéristiques, c’est-à-dire
des éléments linéaires intégraux en involution avec tous les autres éléments linéaires

intégraux du système, relativement aux deux équations = o, o~ = o. Les huit

éauations 
°

sont alors vérifiées par des valeurs non toutes nulles de dx,, dx,, Tous les

déterminants à quatre lignes déduits du tableau des coefficients Aik’ Bik sont donc

nuls, et par suite il en est de même du déterminant 0394 (A, ), quels que soient À et .

Réciproquement, supposons que l’on ait identiquement ~(~~, [.1) = o. En suppo-
sant d’abord A = 1, ;~. = o, nous voyons que l’équation ~..~~ = o correspond à une

famille d’éléments singuliers représentés par les points d’une droite ~~, et de même

l’équation ~,~~ = o, obtenue en supposant î, = o, ;~, _ ~, correspond à une autre

famille d’éléments singuliers représentés par les points d’une autre droite A,. Si ces
deux droites ne sont pas dans un même plan, il est impossible, d’après l’étude faite
au début, que l’équation + = o corresponde à une famille d’éléments singu-
liers, quels que soient ), et p, puisqu’il n’y a que les deux familles précédentes d’élé-
ments singuliers. Il faut donc que les droites ,~,~, ~~ soient dans un même plan P.

Soit 0 le point d’intersection de ces deux droites ; ce point 0 correspond à un
’ élément caractéristique du système qui est alors de cinquième classe. Remarquons

que toute droite du plan P passant par 0 représente une famille d’éléments singu-
liers du système de Pfaff, correspondant à une,équation de la forme 03BB03C91 + 03C92 = o.

Les éléments caractéristiques de toute équation de classe cinq, appartenant à un

système de Pfaff à six variables et de classe cinq, vérifient donc les deux équations
de ce système, résultat évident a 

Si les huit équations (T I). se réduisent à deux équations distinctes, la famille 
’

’ 

d’éléments singuliers correspondant à l’équation ~,~,~~ + ~~,~~~ = o reste la même,

quels que soient ), et p. Cette famille d’éléments est représentée par une droite 3, ,

, 

dont tous les points figurent des éléments caractéristiques du système de l’faff, qui
est alors de quatrième classe. 

’

Il est évident que l’équation (6) se réduit aussi à une identité si le système de

Pfaff est complètement intégrable.

[5] Lorsque les coefficients du système (I) ne satisfont à aucune condition d’éga-
lité, ce système est évidemment de classe six, et l’équation F(~, [.1) = o a deux

racines distinctes en -, , à chacune desquelles correspond une famille d’éléments ,
m ... . k ’



singuliers et une équation 03BB03C91 + 03C92 = o de classe cinq, dont tous les éléments

caractéristiques vérifient les deux équations du système.
Tout système de Pfaff de deux équations à six variables peut donc, EN GÉNÉRAL,

être ramené de deux façons différentes, et de deux seulement, à la forme suivante,
par un changement de variables, .

Y, Y2, Y3, Y4 étant des fonctions des six variables indépendantes yq, y2, y3 , ..., .

Cette réduction exige d’abord la résolution d’une équation du second degré,
puis la réduction d’une expression de Pfaff à sa forme canonique. Remarquons que 

.

les variables y., , y~ , y~ , y~ ne sont déterminées qu’à une transformation de contact

près, et que l’on peut aussi remplacer la dernière variable yu par une fonction arbi-
traire de et d’une autre variable. 

’

. D’une façon générale, à tout système de solutions (),, [1.) de l’équation F(À, ~.) = o

, 
correspond une équation ~,c~~ + = o du système de Pfaff, que nous appellerons ,

une équation singulière de ce système. A chaque famille d’éléments singuliers corres- .

pond une équation singulière du système et une seule. Dans le cas général, un sys-
tème de Pfaff possède deux équations singulières de classe cinq, mais l’une de ces

équations, ou même les deux à la fois, peuvent être de classe inférieure à cinq.
’ 

Il peut aussi arriver qu’il n’y ait qu’une seule équation singulière, ou que ~.)
soit un carré parfait. Tous ces cas particuliers seront discutés plus loin-

Le résultat qui précède a été établi par M. Duport, dans le travail cité plus haut,
à l’aide d’assez longs calculs. On voit, par ce qui précède, comment il ,se rattache
naturellement à l’étude des éléments singuliers. L’équation du second degré consi- .,

dérée par M. Duport est équivalente à l’équation (6) et peut être obtenue de la même
façon en laissant les équations du système de Pfaff sous la forme générale .

Tout revient à démontrer que l’on peut de deux façons différentes ramener le

système ( i ) à la forme

les coefficients A~, ..., A~ ne dépendant que de ys, ..., y~. Les équations



définissent une famille de caractéristiques à une dimension de l’équation S~ 1 - o
dans l’espace à six dimensions (y~., Y2’ ..., y~), et tous les éléments linéaires de ces
caractéristiques satisfont aussi à la seconde équation du système O2 = o.

Réciproquement, soit .

une combinaison des deux équati6ns (1) admettant une famille de caractéristiques
à une dimension dont tous les éléments linéaires vérifient les deux équations oj = o,

, c~ = o. Nous pouvons faire un changement de variables tel que cette famille de .

caractéristiques soit représentée par le système des cinq relations (i4), y~, y~, y3,
y~, Yt;’ y~ étant six fonctions distinctes des variables xi. L’équation û, = o devient,
avec ce nouveau système de variables, 

’

tandis qu’une autre équation du système (1), distincte de celle-là, se change en une
autre équation 

’

la différentielle dy, ne peut figurer dans les équations du système, puisque par hypo-
thèse ces équations doivent être vérifiées quand on y fait dy1 = dy2 _ ... = dy5 = o.

De plus, ces éléments linéaires doivent satisfaire aux équations différentielles
qui définissent les caractéristiques de l’équation Q = o,

où

Il faut et il suffit pour cela que l’on ait

c’est-à-dire

Le rapport de deux coefficients quelconques doit donc être indépendants de y~
’ 

et par conséquent on peut supposer que ces coefficients eux-mêmes sont indépen-
dants de y~. Le système est ainsi ramené à la forme (i3). Il sumt donc, pour pou- °

voir ramener le système de Pfaff à la forme (i3), et par suite à la forme réduite (1 2),



de déterminer une équation + = o admettant une famille d’éléments
linéaires caractéristiques satisfaisant à la fois aux deux équations ~ == o, W2 = o.

Cherchons d’abord à quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour

que l’équation 03C91 = o elle-même possède cette propriété. Les huit équations

doivent admettre un système de solutions en dx1, ..., dX6’ di, où tous les dxi ne soient
pas nuls. Il faut et il suffit pour cela que tous les déterminants à sept lignes conte-
nus dans le tableau

soient nuls. Ces, conditions se réduisent à une seule. Considérons en effet le déter-
minant A obtenu en ajoutant une colonne au tableau précédent

. 

qui devient identique à un déterminant symétrique gauche quand on change a, le,
signe des deux dernières lignes ou des dernières colonnes. Si tous les déterminants
d’ordre sept déduits du tableau T sont nuls, le déterminant 0, est nul, comme on le
voit immédiatement en le développant par rapport aux éléments de la dernière
colonne. Réciproquement, si A = o, tous ses mineurs du premier ordre sont nuls
aussi, puisque c’est un déterminant symétrique gauche d’ordre pair. En particulier,
tous les mineurs correspondant aux éléments de la dernière colonne, c’est-à-dire

~ 

tous les déterminants à sept lignes du tableau T sont nuls. La relation A = o



exprime donc la condition nécessaire et suf fisante pour que l’équation ~~ = o

admette une famille d’éléments linéaires caractéristiques satisfaisant aux deux équa-
tions ws = o, W2 = o.

Cherchons maintenant la condition pour que cette propriété appartienne à l’équa- ~
tion ÀWt + = o, où l’on a par exemple À =~~= o. On obtient évidemment cette
condition en remplaçant dans A le coefficient ai par Àai + et aik par

En retranchant dans le nouveau déterminant les éléments de la dernière colonne

multipliés par  des éléments correspondants de la colonne précédente, et en opé-
rant de même sur les deux dernières lignes, puis en divisant par aJ, on ramène le
nouveau déterminant â un autre où les deux dernières lignes et les deux dernières
colonnes sont identiques aux lignes et aux colonnes de même rang de ~1. Si l’on

, retranche ensuite de la kième colonne les éléments correspondants de la septième
colonne multiplies par ~03BB ~xk et ceux de la dernière multipliés par ~  ~xk, on fait dispa-
raître les termes a,. ~03BB + b. ~  de chaque élément. On fait de même disparaître

~ -~xk 
q p

de chaque élément la somme a ~03BB + b ~  en ajoutant aux éléments de la iième ligneq J g

les éléments correspondants de la septième ligne multipliés par ~03BB ~xi et ceux de la -
dernière multipliés par ~  ~xi. Après toutes ces transformations, on arrive en défini-
nitive au résultat suivant :

Pour que l’équation de Pfaff

admette une famille d’éléments linéaires caractéristiques qui vérifient les deux équa-
tions = o, ~,~ = o, il faut et il suffit que l’on ait



Il est clair que l’on obtiendrait la même condition en supposant p ~ o. L’équa’ -
- 

tion (16) est identique à l’équation du second degré considéré par M. Duport.
’ 

On est encore conduit à l’équation (1 6) dans la recherche des éléments linéaires

singuliers. Pour qu’un élément linéaire intégral (dxf, dx’J’ ..., dx6) soit singulier,
il faut et il suffit que les quatre équations 

.

qui déterminent les éléments linéaires {ôx,, ..., en involution avec l’élé-

ment e , se réduisent à moins de quatre équations distinctes. Pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit que l’on ait, pour des valeurs convenables, des coefficients À, [Jo, v, p,
et quels que soient les 03B4xi,

ou encore

si nous ajoutons à ces six équations les deux relations 

nous obtenons un système de huit équations homogènes en dxl, ..., p. Pour

qu’elles admettent un système de solutions où les valeurs des dxi ne soient pas
toutes nulles, il est nécessaire que le déterminant ~ (7,, p) soit nul, et cette condition
est évidemment suffisante si les deux équations = o, wg ‘= o sont distinctes.

Remarque. - Lorsque, pour un système de valeurs (À, ~,), l’équation (1 5) est., de

classe trois, il est à peu près évident que l’on doit avoir 3 (À, [Jo) = o. En effet, cette
équation (15) étant ramenée à une forme canonique dy~ + y~ dy~ == o, il est clair que
les équations ~ 

, 
.. ’

où ~,’~, - ~,~,’ n’est pas nul, et où wa est une équation choisie arbitrairement de façon
à former avec les précédentes un système de cinq relations distinctes, définissent



une famille d’éléments linéaires caractéristiques de l’équation (15) qui vérifient les
deux équations Wi = o, w~ = o. 

~ 

. [6] Reprenons un système de Pfafide sixième classe ramené à la forme réduite (12),
que nous écrirons, en modifiant un peu les notations en vue de la suite,

X, Y, P, Q étant des fonctions de x, y, z, p, q et d’une sixième variable u. Nous pou- 
.

vons écarter le cas, sur lequel on reviendra plus loin, où les rapports de ces fonc- 
’

tions ne dépendraient pas de u ; le système de Pfaff serait alors de classe inférieure
’à six. 

, 

’ 

.

On peut aussi supposer, en effectuant au besoin sur les variables x, y, z, p, q une

transformation de contact (transformation de Legendre ou d’Ampère), que P n’est

pas nul, et prendre par conséquent P == i. Si Q dépend de u, on peut prendre ce
coefficient Q pour la variable - u elle-même. Si Q est indépendant de u, cette varia-
ble figure nécessairement dans X ou dans Y. Si u figure dans Y, on effectuera une

transformation d’Ampère en écrivant l’équation = o

ce qui permute les variables q et y, et l’on sera ramené au cas précédent. Si Y ne

dépend pas de u, sans être nul, X contient forcément la variable u, et la transforma-
tion de Legendre ramène encore au premier cas-. Si Y est nul et Q différent de zéro,
la transformation d’Ampère ramène encore au premier cas. Il ne reste donc à exa-
miner que l’hypothèse où l’on aurait Y = o, Q = o ; on peut alors poser X = - u.
Le système ( 1 g) est alors

la transformation de contact définie par les formulés

le remplace par le système

. 

On peut donc toujours écrire les équations (19) du système de Pfaff sous la forme
réduite



. où figurent deux fonctions arbitraires a et b des six variables x, y, z, p, q, u. On ne

- 

’ 

peut obtenir pour un système de Pfaff quelconque de deux. équations à six variables

une forme réduite où figurent moins de deux coefficients arbitraires. En effet, le

, système, étant supposé résolu par rapport à deux des différentielles, contient huit

, 

coefficients arbitraires. Quand on effectue un changement de variables, on dispose
de six fonctions arbitraires que l’on peut loisir de façon que six des coefficients du

système transformé aient des expressions données’à l’avance ; il restera donc deux

coefficients indéterminés dans le nouveau système d’équations. 
.

Il est facile de former directement les équations des deux familles d’éléments

singuliers du système (20). Nous avons 
. 

’ 

.

en posant

Les deux équations W’t = o, w’~ = o, considérées comme déterminant les rapports
des ~x, ôy, ~q, peuvent se réduire à une seule de deux façons différentes :

i° En supposant que l’on a ~’! = o, ce qui donne le premier système d’éléments

singuliers définis par les relations

correspondant à l’équation singulière w~ = o ; 
. 

,

2° Ce cas écarté, les deux équations = o, = o ne peuvent être identiques
que si le coefficient de ~u dans 00’2 est nul 

’ 

.



En tenant compte de cette condition, les deux équations w’{ == o, w’! == o
deviennent 

’

Pour que ces deux équations se réduisent à une seule, il faut et il suffit que l’on
ait

où l’on a posé

Ces deux conditions se réduisent à une seule, car si l’on ajoute aux deux termes
du premier et du second rapport ceux du troisième multipliés respectivement

par - - , elles deviennent 
- 

. 

.

On obtient donc une seule condition



et l’on a un second système d’éléments singuliers déterminés, par les quatre équa-
tions " "

L’équation singulière correspondante du système de Pfaff est

Si u - - b - la est différent de zéro, les deux familles d’éléments singuliers~u t)M 

’ 

, 

g

sont distinctes, ainsi que les équations singulières correspondantes du système de
Pfaff.

Lorsque u ~b - 
b est nul, sans que A + B u - C ~a soit nul, les deuxàu àu ~M ~u 

’ 

.

familles d’éléments singuliers sont confondues, ainsi que les équations singulières
correspondantes. Enfin, si l’on a à la fois

nous sommes dans le cas où le problème est indéterminé, et où le système de Pfaff
, 

est de cinquième classe. On voit en effet que dans ce cas les équations obtenues,
en égalant à zéro les coefficients de ôx, ôy, ôq, ôu dans w’1 et W’2’ se réduisent à deux

ce qui est bien d’accord avec les propriétés générales démontréès au’n° 4.

Remarque. - Connaissant une première famille_ d’éléments singuliers, on peut
’ 

obtenir aisément les équations de la seconde famille en s’appuyant sur ce que deux
éléments singuliers appartenant à deux familles différentes sont en involution.

. Soient (dx, dy, dz, dp, dq, du) un élément singulier de la famille qui correspond
à l’équation singulière ~~~s ~ o, ôy, ..., ~u) un élément singulier de la seconde ,

famille. Si dans l’équation 03C9’2 = o on remplace dy, dz, dp, dq par leurs expressions
tirées des formules (21), il reste _seulement un terme en dx et un terme en du.
En égalant leurs coefficients à zéro, on a deux relations en 3~ ..., ou, qui définissent



les éléments singuliers de la seconde famille. En effectuant les calculs, on retrouve
bien les deux premières équations (23).

[7] D’une façon générale, quelles que soient les fonctions X, Y, P, Q, l’équa-
tion w~ = o est une équation singulière pour le système ( ~ g), et les éléments singu-
liers correspondants sont définis par les relations .

Les équations différentielles qui définissent une famille d’éléments singuliers d’un

système de Pfaff de classe six, correspondant à une équation singulière de classe cinq,
admettent au plus deux combinaisons intégrables distinctes.

Soit dF = o une combinaison intégrable des équations (26). La fonction F doit
satisfaire aux deux équations simultanées 

.

dont la dernière montre que la fonction F ne dépend que des variables caractéris-

tiques de l’équation singulière c~~ = o. _

S’il existe une intégrale commune à ces deux équations, on peut donc supposer 
’

que l’on a effectué sur les variables x, y, z, p, q une transformation de contact de

façon que cette intégrale soit y = C. Cette transformation étant faite, on aura

donc Q === o. Si P n’est pas nul, ce que nous supposerons tout d’abord, on peut

prendre P = i, et l’un au moins des coefficients X; Y contient la variable u. Nous
supposerons tout d’abord que X dépend de u ; on peut prendre ce coefficient lui-

même pour la variable u, et écrire le système de Pfaff

La famille*d’éléments singuliers correspondant à l’équation singulière wi = o
est définie par le système d’équations

pour que dF = o soit une combinaison intégrable de ces équations, la fonction F
. doit satisfaire aux relations



’En différentiant la seconde par rapport à u, on voit que F doit aussi satisfaire =

aux deux conditions

si ~2f ~u2 n’est p as nul, on en tire successivement

et il n’y a pas d’autre intégrale première que dy = o. Si f est une fonction linéaire

de u, f . = otM + ~; la fonction F doit être une intégrale du système

qui se présente aussi quand on cherche les combinaisons intégrales des équations
différentielles ‘ 

..

d’un des systèmes de caractéristiques de l’équation s = ar~ + p. Ce résultat sera

expliqué plus loin (n° 13). Cette équation ayant deux familles distinctes de caracté-

ristiques, le système précédent admet au plus deux intégrales distinctes. ...

’ 

Si X ne dépend pas de u (’), Y dépend nécessairement de u, pour que le système
soit de sixième classe, et l’on peut écrire ce système

Les équations différentielles de la famille d’éléments singuliers qui correspond
à c~, = o, sont

Si dF = o est une combinaison intégrable, on doit avoir

(t) Il est à remarquer que, dans ce cas, les deux familles d’éléments singuliers ne sont

pas distinctes, car on peut écrire la seconde équation, grâce à une transformation d’Am-

père, dp - udq - fdx = o. On a a = f, b === o, et la première des conditions (25) est vérifiée.



et par suite

En différentiant la seconde par rapport à q, on obtient la nouvelle condition

Si ~f ~q n’est pas nul, on aura aussi

et par suite, il n’y a pas d’autre combinaison intégrable que dy = o. .

Si = o, on vérifie aisément que le système de Pfaff est de cinquième classe.
q , 

q y

De même, lorsque P = o, le système de Pfaff est encore de cinquième classe, car si

le rapport y dépend de u, on peut écrire la seconde équation du système dy = u dx,
et la première dz = (p + uq) dx; il n’y figure que les cinq variables x, y, z, u, q + qu.

[8] Prenons maintenant le cas où l’une des équations du système de Pfaff est de
classe trois. Si l’on suppose cette équation ramenée à une forme canonique, on peut
écrire le système de Pfafi ...

Écartons le cas où Y~ ~ Y.; ~ Y~ seraient nuls à la fois ; le système serait alors de
classe inférieure à six. L’équation auxiliaire 

-

où l’on regarde y,, , y$ Y3 comme des paramètres, peut être de classe trois ou de
classe un. Si cette équation est de classe trois, on peut, par un nouveau changement
de variables effectué sur Y4, y~, yg, la ramener à une forme canonique, et le sys-
tème (27) s’écrit sous la forme réduite



Y, et Y2 n’ayant plus la même expression que dans les formules (27). Si l’équation
auxiliaire est de classe un, on peut de même, par un changement de variables effec-
tué sur y_~, Y;j’ y", ramener l’équation ~,~~ = o à la forme

Les fonctions Y1 Y, doivent former avec v1, y,, y,;, y~ un système de six fonctions
distinctes; autrement le système de Pfaff serait de classe quatre ou cinq. On peut
donc poser 

.

et le système de Pfaff prend la forme canonique

Les deux formes (28) et (29) sont essentiellement distinctes. En effet, les équa-
tions différentielles de la famille d’éléments singuliers correspondant à l’équa-
tion 03C91 =.o du système (28) sont 

. 

..

et admettent trois combinaisons intégrables seulement.
Au contraire, pour le système (29), les équations ditrérentielles de cette famille

d’éléments singuliers sont

et admettent quatre combinaisons intégrables distinctes.
Dans ce dernier cas, les deux familles d’éléments singuliers du système (29) sont

confondues. On a en effet

~ 

pour que l’élément ..., ôy~,) soit en involution avec un élément singulier du pre- .

mier système, il faut que l’on ait, quels que soient dy~ et dY6’ dY6 ôy~--~- dy5 o,

ce qui exige que ~y1 et ôy~ soient nuls. La seconde famille se confond donc avec la
première. 

’

Il est d’ailleurs facile de vérifier que l’équation ~(~, p..) = o se réduit dans ce cas
à~.4=o. 

‘ 

, 

.



Au contraire, les deux familles d’éléments singuliers du système (28) sont tou-

jours distinctes. Si en effet dans l’équation 
’ ’

on remplace dy~,, dy,, par zéro et dy, par y,, en égalant à zéro les coefficients
de dy. et de dYG’ on obtient une équation où figure ôy,;. a

Dans le particulier où ~~ ~ . == Y, = o, les équations (28) deviennent

les deux équations singulières du système sont alors de troisième classe.

[9] CLASSIFICATIàN. - En définitive, lorsque le système de Pfaff S est de classe
six, on peut toujours, par un changement de variables, le ramener à l’une des

formes suivantes :

r° Cas général. - L’équation F()~, = o a deux racines distinctes, et à chacune

d’elles correspond une équation,~,~,~~ + y.~~~~ = o de classe cinq. Le système peut être

ramené, de deux façons différentes, à la forme réduite, .

b’ 
, 

d ~ . d L,. 
~ 

b a et b étant des fonctions y, z, p, q, M. L’expression 2014 + b - M 2014 n est pas
. dM cM

nulle, et les équations différentielles qui définissent les éléments singuliers de chaque

système admettent au plus deux combinaisons intégrables.
3" L’équation F(A, ~) = o a deux racines simples, l’une qui correspond à une

équation de:classe cinq, l’autre à une équation de classe trois. Le système peut être

ramené à la forme (1) et aussi à la forme suivante .

’ 

a et b étant des fonctions de y,, yz, ..., Y6’ et n’étant pas nuls à la fois. L’un des

systèmes d’équations différentielles qui définissent les éléments singuliers admet

au plus deux combinaisons intégrables, l’autre en adrnet trois.

3° L’équation p.) = o a deux racines simples, à chacune desquelles corres-
. pond une équation singulière de classe trois.

On peut donc trouver dans le système deux équations distinctes de classe trois,


















































































