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SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE

PAR M. G. DARMOIS

INTRODUCTION HISTORIQUE 
,

[1] Dans la première édition des leçons sur la Théoriè générale des surfaces
(r88?), M. Darboux, après avoir donné les équations générales des courbes à torsion

constante, et déterminé comme application la courbe transcendante dont l’indica-
trice des binormales est une conique sphérique, ajoutait la phrase suivante : « Il

serait intéressant d’examiner si toutes les courbes à torsion constante sont nécessai-

rement transcendantes ou bien, s’il y en a d’algébriques, de déterminer les plus
simples. )) (Tome I, p. 46.) - 

-

Cette invitation suscita rapidement un certain nombre de travaux, étudiés par
M. Darboux au tome IV, p. 42g de son ouvrage (1896).

[2] Nous signalons seulement l’intéressant mémoire de M. Koenigs (’), dont

l’objet est assez différent du nôtre, et nous arrivons à la thèse de M. Lyon {00FF).
Le but de son travail est la recherche spéciale des courbes unicursales à torsion

constante. Ramenée à la résolution de systèmes d’équations dont le maniement est
assez difficile, cette recherche donne comme résultats effectifs la cubique gauche à
torsion constante coupée par le plan de l’infini en trois points confondus, et d’une
façon plus générale les courbes de degré M à torsion constante coupées par le plan
de l’infini en M points confondus. Ce problème particulier équivaut à la résolution
de l’équation :

où A, B, C sont trois polynômes entiers d’une même variable. En d’autres termes,
, c’est la recherche des courbes sphériques n’ayant qu’un point à l’infini.

l’) Annales de la Fac. des Sciences de Toulouse, tome 1, 1 88j . 

’

(£) I. Lyon, Sur les courbes à torsion constante, Paris, juillet I890 , _
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La généralité de ces solutions, le moyen de les obtenir aisément, sont des ques-
tions qui ne sont pas entièrement traitées.

Citons encore un résultat intéressant (p. 11) qui donne sous forme finie deux
coordonnées d’un point de la courbe cherchée, la troisième coordonnée seulement
contenant une quadrature.

[3] Le travail de NI. Fouché (’) ramène à une forme simple ou plutôt condensée
le problème général des courbes algébriques à torsion constante. Il suffit, pour le
résoudre entièrement, de déterminer deux fonctions algébriques y et z d’une même
variable x satisfaisant à l’équation

Cette méthode fournit sans effort un nombre illirnité de courbes unicursales.

D’autre part/la réduction du problème à l’équation (i) paraît très satisfaisante. Elle
donne lieu pourtant aux remarques suivantes : En fait, la résolution générale de

l’équation (i) étant impossible, comme nous le verrons plus loin, on est forcé de se
borner à la recherche de classes déterminées de solutions, par exemple celles qui
correspondent aux courbes unicursales. Mais et y ayant la signification suivante,

oû x et ~ sont les paramètres des génératrices rectilignes de la sphère, y est en

général une fonction compliquée de x. y n’est fonction rationnelle de x que pour
les indicatrices unicursales coupées en un seul point par les génératrices rectilignes
x = const. Il parait assez difficile d’utiliser l’équation (i) pour des recherches géné-
rales.

Une remarque presque évidente, mais très intéressante, est celle-ci : L’équa-
tion (i) exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse exprimer en
fonction de x, de y, z et de leurs dérivées les coordonnées d’un point d’une courbe
à torsion constante, sans aucun signe de quadrature.

[4] Un travail de M. Fabry C) [1892] apporte à cette théorie une importante
contribution. Par une méthode particulière, Fabry a pu déterminer une infinité

de courbes algébriques réelles à torsion constante. Elles sont toutes unicursales de

degré pair M = 2p. Elles coupent le plan de l’infini en deux points imaginaires
’ 

conjugués, comptant chacun pour p, et situés sur le cercle de l’infini.

(’) M. Fouché. Sur les courbes algébriques à torsion constante (Annales de l’E. N. S.,
3~ série, tome VII, p. 335, novembre 

(~-’) E. Fabry, C. R., janvier 18g2 (Annales de S.. 3e série, tome IX, p. 177, 1892).



Les indicatrices sphériques des binormales de ces courbes peuvent être d’un

degré pair quelconque. On trouve en outre, dans le mémoire de M. Fabry, les équa-
tions d’une famille d’indicatrices du dixième degré ne dépendant d’aucun paramètre,
du huitième degré à deux paramètres, et enfin du sixième degré à un paramètre,
ces dernières solutions ne rentrant pas dans la solution générale. ’

Le degré des courbes obtenues par cette méthode, pour une indicatrice de degré
q + 2p, est M = 2p + 2q (notations de M. Fabry, p. 189). Il résulte des proposi-
tions générales démontrées au chapitre I~I du présent travail que les points à l’infini
des courbes de M. Fabry sont singuliers d’ordre p.

Ces ingénieuses recherches ont donné le premier exemple, assez général comme
on le voit, de courbes algébriques réelles à torsion constante.

[5] Une note élégante de M. E. Cosserat, publiée en 1895 (’), vint établir d’inté-
ressantes relations entre cette théorie et celle des surfaces minima. Prenons-les sous

la forme où elles se trouvent énoncées par G~ Darboux 0.

.« Toute courbe à torsion constante 1 peut être prise pour ligne asymptotique
d’une surface minima qui se détermine sans aucune intégration si la courbe est

connue, et qui est algébrique si la courbe est algébrique. »
La surface minima adjointe est inscrite à la sphère de rayon r suivant une

courbe qui peut servir d’indicafrice sphérique des binormales pour la courbe à tor-
sion constante.

Les réciproques sont vraies. Il en résulte en particulier que la détermination des
surfaces minima algébriques inscrites dans une sphère et celle des courbes algébri-
ques à torsion constante sont deux problèmes équivalents. 

’

Ces propriétés, dont on verra dans les pages citées l’extension aux courbes de 
’

Bertrand, montrent tout l’intérêt que présente une étude approfondie et générale
des courbes à torsion constante.

[6] Mais ces recherches ont de plus un lien étroit avec la déformation du para- .
boloïde de révolution. G. Darboux (~) a mis sous la forme suivante la proposition
définitive qui résume la solution du problème : Pour déterminer toutes les’ surfaces 

’

applicables sur le paraboloïde de révolution de paramètre 2r, c’est-à-dire d’équation

(’) E. Cosserat, Sur les courbes algébriques « torsion constante, etc. (~a. R., tome CXX,
p. 1252, 1895).

. (Q) G. I)arboux, T. S., 2e édition, tome I, p. 485. ,

(3) T. S., §§ 769 et 770, tome II, ou page-429, tome IV.



on construit deux courbes ayant des torsions constantes égales et de signes contrai-

res 2014, , i. Le .milieu de la corde joignant un point de la première courbe r à un

point de la deuxième courbe I11 décrit une surface So engendrée soit par la transla-
tion de I" homothétique à I~, soit de h1’ homothétique à I’~ . Les plans osculateurs
à I" I’~’ se coupent suivant une droite d", laquelle engendre une congruence de nor-
males dont les surfaces focales sont les surfaces cherchées. Pour avoir des nappes

réelles, on prendra les deux courbes F, h, imaginaires conjuguées.
Il résulte de là qu’il y a le plus grand intérêt à faire l’étude générale des courbes

à torsion constante, en particulier de celles qui sont entièrement imaginaires.

[7] Enfin G. Darboux a signalé ce fait C) que le problème des courbes à torsion
constante est un de ceux que Monge a posés en général et qui s’énoncent ainsi :
« Des fonctions y, z, ..., de la variable x doivent vérifier une ou plusieurs équations
différentielleÇ de la forme : -

où figurent les fonctions et leurs dérivées jusqu’à un certain ordre. Est-il possible
de résoudre ces équations, c’est-à-dire d’exprimer x, y, z’ en fonction d’un pararnè-
tre, de fonctions arbitraires de ce paramètre, et des dérivées de ces fonctions arbi-
traires a o

On obtient bien des problèmes de cet ordre en cherchant les courbes pour les-

quelles une relation est donnée entre la courbure et la torsion.
Pour les courbes à torsion constante l’équation (1) de M. Fouché est l’une des

formes les plus simples du problème. C’est bien une équation de Monge.
Est-il donc possible de déterminer en fonction d’un paramètre d’une fonction

arbitraire de ce paramètre et des dérivées de cette fonction les trois quantités x, y, z a
Cette question domine évidemment toutes les autres, car si elle était résolue la

théorie se développerait, comme celle des surfaces minima par exemple, où l’équa-
tion de Monge

équation résoluble, donne la solution complète du problème.
Le problème de Monge a suscité de nombreuses recherches : je ne citerai pour

l’objet que nous poursuivons que deux mémoires de Beudon 1’) et de M. Cartan (~).

(~) T. S., tome IV, p. 432.

(2) Beudon, B. S. M. F., tome XXMII, p. Sur les changements de variables.

(3) E. Cartan, B. S. M. F., tome XXIX, p. n8, Sur quelques (luadralures dont l’élément

différentiel contient des fonctions arbitraires. 
’



Les résultats de ces mémoires simplifient grandement notre problème en n’y lais- -

sant subsister qu’une quadrature au lieu de trois.
Ce résultat équivaut à celui que nous avons signalé dans la thèse de M. Lyon ;

nous verrons dans le chapitre 1 les formes précises des propositions obtenues.

[8] Toutes les recherches tentées pour obtenir en termes finis les coordonnées
d’un point de la courbe la plus générale à torsion constante ayant échoué, il était .

naturel d’opérer autrement et de délimiter les classes de courbes dont on voulait
étudier l’existence et les propriétés.

’ 

C’est dans cet état du problème que l’Académie des Sciences mit au concours le
sujet suivant 1’) : 

« Réaliser un progrès notable dans la recherche des courbes à torsion constante;
déterminer, s’il est possible, celles de ces courbes qui sont algébriques, tout au
moins celles qui sont unicursales. » 

’

Le présent travail, qui est un essai sur cette difficile question, a été composé de
janvier 1913 à juillet I9I4. Un extrait des premiers résultats a paru aux Comptes
rendus (2) en I9I3. In terrompu par la guerre, il a été rédigé hâtivement t en I9I5
pour être soumis au jugement de l’Académie. Celle-ci, parmi les mémoires envoyés
aux concours, a bien voulu récompenser également le travail de M. Bertrand Gam-
bier et le mien (3).

Avec des différences de détails dans la rédaction et des développements de points
dont j’avais seulement indiqué les résultats,.c’est ce mémoire que je publie aujour-
d’hui.

(’) C. R., séance du 16 décembre 
’ 

’

( t) C. R., 1913, tome Il, p. I 3 i ~. ,
Oi) C. R., séance du 18 décembre 1916.



.. 

~ 

’

Différents systèmes de formules déter minant les courbes à torsion constanie. 2014 (.a réduc-

tion des trois quadratures â une seule, - lmpossibilité d’»ne réduction plus complète.
- - Nécessité de recherches directes. - Leur orientation.

[1] Soit une courbe :1, lieu du point M (X, Y, I), I sa torsion , x, 03B2, ,, les para-

mètres directeurs de la binormale x, c, c’, c" ses cosinus dICPCtetars. On a les for-

mules suivantes, valables pour une courbe cltlelconclue

Si A est à torsion constante, on aura donc :

Et inversement si les variables x, I~, y sont liées par une relation quelconque

’ 

les équations (2) fourniront une courbe à torsion constante (r) dont la binormale à
la direction a, f3, y.

On peut donc se donner arbitrairement le cône r des binormales. Il lui corres-

pond à une translation près, une courbe bien déterminée à torsion constante r,
soit A-..

[2] Il est évident géométriquement qu’une transformation qui conserve les géné-
ratrices du cône r, accompagnée d’une rotation quelconque autour du sommet du

cône, ne fait que déplacer la courbe A en la laissant égale à elle-même.



Analytiquement, il est évident que la substitution

laisse invariables les trois intégrales (2). _
Proposons-nous de voir analytiquement l’effet du déplacement, ou plus généra-

lement de la substitution linéaire : 
’

on suppose naturellement :

Appelons 03A6(03B1, 6, y) la forme 03B12 + 03B22 + y"2, après la substitution elle devient

Nous poserons

La substitution des valeurs (3) dans les équations (2) nous donne alors

ce qui M’est autre que le résultat classique relatif à la transformation des coordonnées
de droites dans une transformation homographique. Nous voyons immédiatement
sur ces formules qu’un déplacement effectué sur le cône amène la courbe Ai à coïn-
cider avec la courbe li. Mais ce résultat, d’ailleurs peu intéressant, se généralise.



Considérons tin cône quelconque 1.’,, lieu du point x,, Les intégrales (4)
attachées à ce cône, définissent une courbe gauche A. Cette courbe est la transformée
d’une certaine courbe à torsion constante, dans une homographie conservant le plan
d.e l’infini. Les formules définissant la transformation ont la forme (5); pour les
obtenir il suffit, par les formules (3), de transformer la forme quadratique 03A61
Pn x’J + 8" + y2. On peut dire que cette transformation est définie à un déplacement
près, car dès qu’on possède une solution particulière x’ ;~’ ,,’,~ on doit résoudre

l’équation :

. qui donne une rotation quelconque (avec ou sans symétrie par rapport a l’origine,
cette dernière transformation étant sans effet).

[3] La proposition que nous venons de démontrer a deux sortes d’applications :

I° Pour un cône des binormales donné, on peut toujours, par une transformation
homographique appropriée, réduire l’équation de ce cône a sa forme la plus simple..
On obtient ainsi une certaine forme quadratique et des intégrales de la forme (4)

. à calculer. - :

2° On peut aussi, et ceci est plus important, choisir des formes simples pour ~~~ .

Utilisant la propriété du début du paragraphe (2), on peut faire ), = I ce qui
’1

revient au fond à remplacer y par l, nous avons :

Ces formules sont données par M. Lyon (Thèse, p. 
Si nous posons maintenant, dans les formules générales :



nous aurons :

Par application du premier principe, nous pouvons dans ces formules (7) faire

par exemple Yt == 1, ce qui nous donne, en changeant un peu les notations :

Ce sont les formules obtenues par M. Lyon (Thèse, p. 20).
Si nous effectuons enfin dans les formules (7) les substitutions suivantes :

nous obtiendrons le système de formules (9), bien connu dans cette théorie et dont

l’importance est considérable (Lyon, Thèse, p. 7).

Nous nous servirons à peu près uniquement de ce dérnier système de formules.



Si nous avons démontré les autres, c’est qu’il nous a paru assez intéressant de les -
rattacher à une idée unique, et de les déduire par une méthode uniforme du système
primitif. 

_

[4] Quelle est dans ce système (g) la signification des variables x, y ~ - On voit
que nous avons posé 

’

x et y sont les paramètres des plans tangents au cône isotrope menés par la droite

a, ~, y. Autrement dit, si l’on calcule les cosinus directeurs de la binormale ,

ïr
x et y sont les paramètres des génératrices rectilignes de la sphère de rayon i sur

laquelle on fait la représentation sphérique.

, [5] A un point de vue purernent analytique, on peut se demander ce que devien-
nent les considérations précédentes quand la forme quadratique (p(z, 6, ,~) qui, pour
les courbes à torsion constante, est formée de trois carrés, se réduit à deux carrés

’ 

ou à un seul. Dans le premier cas on peut toujours, par une transformation linéaire,
’ 

supposer :

on se bornera donc à considérer les intégrales



Ici Z = Li. De plus, on peut obtenir X Pt i sans signe de quadrature.f~

En effrt : .

Il faut donc et il suffit que l’on ait, eu posant u = 0:6,

ou bien :

Or cette dernière équation est d’une forme classique :

qu’on sait résoudre de la manière la plus générale. On aurait donc X~, Y!, Zt
on Yt, il en fonction d’une variable, d’une fonction arbitraire de cette variable
et des dérivées première et seconde de cette fonction. On tirera ensuite des.équa- 

‘

tions (Jo) les valeurs de x, 03B2, et l’on aura ainsi exprimé X, Y, Z sans signe de qua-
d ra ture.

Signalons ici une différence considérable entre ce problème et celui des courbes
à torsion constante. Il existe des solutions algébriques du deuxième ; pour le premier
au contraire X, Y, Z ne sauraient être toutes les trois algébriques puisque Z == Li.

B
Étudions maintenant le cas où ~, y) se réduit à un seul carré. On peut

. poser : 
’



et se borner à considérer les intégrales

Il suffit, pour obtenir Y sans quadrature, de lier «a par la relation :

[6] Revenons au cas général. Comme nous l’avons dit dans l’introduction, la

question préalable qui domine cette recherche est la suivante :
Est-il possible d’obtenir X, Y, Z sans signe de quadrature ?
On trouve dans la thèse de M. Lyon une expression des deux coordonnées X+ iY, Z

débarrassées de quadratures. 
’ 

..

Dans le mémoire de Beudon, on trouve les expressions de X - iY, X + iY sous
forme finie. M. Çartan a repris cette question à la fin de son mémoire et donné des

expressions équivalentes à celles de Beudon, et d’une forme très élégante.
Remarquons qu’on peut obtenir immédiatement ce résultat par une méthode 

’

analogue à celle du paragraphe 5

en posant :

on est ramené à résoudre



Or cette équation est résolue. Il est inutile de faire les calculs. On voit assez

clairement qu’on peut faire disparaître deux quadratures. Est-il possible de faire

disparaître la dernière.? Tous les efforts avaient échoué ; mais il n’était pas démontré

que le problème fût impossible. C’est seulement dans le courant de l’année I9I4
qu’une réponse complète a été apportée par un travail de M. Cartan (’). 

’

Une méthode régulière permet de reconnaître si une équation de Monge est réso-

luble, et, si elle ne l’est pas complètement, jusqu’à quel point on peut en pousser
la solution. Nous renverrons, pour l’énoncé du théorème général, au travail de .

M. Cartan, nous contentant de dire que l’application de ces méthodes à notre pro-
blème fournit la conclusion suivante :
. Il est impossible d’obtenir sous forme finie, en fonction d’un paramètre, d’une
fonction arbitraire de ce paramètre et des dérivées de cette fonction, l’expression des
coordonnées d’un point de la courbe à torsion constante la plus générale.

~ 

~’7] Dans ces conditions, il paraît nécessaire de poser autrement le problème et
de chercher à déterminer et à étudier par des moyens directs des classes précisées à
l’avance de courbes à torsion constante. -

Les courbes algébriques sont évidemment les plus importantes, et, parmi elles,
les courbes unicursales sont les plus faciles à déterminer. Nous sommes donc ame-
nés par ce premier examen à attaquer la question telle qu’elle est posée dans le sujet
même du concours.

(’) C : R., premier semestre p. 326.



CHAPITRE Il

Propriétés générales des courbes à torsion constante analytiques en un point à l’infini, -

Les points à l’infini d’une telle courbe sont les mêmes que les points à l’infini de l’in-
. dicatrice. - Les entiers caractéristiques p, A. - Détermination du degré du cône des

binormales. - Le genre du cône des binormales. - Le genre de l’indicatrice. - Les

deux classes d’indicatrices.

[1] Nous allons continuer l’étude des points à l’infini d’une courbe à torsion

constante, dans l’hypothèse où les quatre coordonnées homogènes d’un point de
cette courbe restent des fonctions analytiques d’un paramètre. Une courbe algébri-
que en particulier présente ce caractère en tous ses points à distance finie ou a l’in-
fini, qu’ils soient ordinaires ou singuliers. Reprenons les formules :

Si le point à l’infini est obtenu pour la valeur t ~ o du paramètre dontX, Y, Z, T
sont des fonctions holomorphes, on pourra écrire :

Ces développements conviennent t soit pour un point i à l’infini, p =}= o, soit pour
un point a distance finie, p = o. ..

Si le point considère est singulier, il peut être nécessaire, pour représenter les
diverses branches de la courbe qui passent en ce point, d’utiliser plusieurs systèmes
de développements de la forme (2).



Nous considérerons comme autant de points différents les points géométrique-
ment confondus qui sont les origines de ces développements.

Envisageons isolément l’un de ces dévelppements, soit M le point obtenu pour

. ~ Nous supposerons que la représentation obtenue est propre, c’est-à-dire qu’il est

impossible de substituer à la variable t une variable 0, donnée par 0 et fournis-

sant pour X, Y, Z des développements suivant les puissances entières de 0..Si cette
condition est remplie et que les coefficients ~ ne soient pas nuls tous les 

’

trois, le point 11~ comptera pour p dans l’intersection de la courbe considérée et du

plan de l’infini.

[2] Les paramétrer directeurs de la binormale auront pour valeurs, dans le

domaine du point àl, au voisinage de l = o, 
’

À quelles conditions l’intégration des expressions (t) fournira-t-elle des dévelop-
pements (2)? Nous étudierons les cas ou p est différent de zéro ou égal à zéro.

r°h ~ o. Il faut dans le cas le plus général réunir trois conditions : 1)0~-}- j~-p ~
doit contenir en facteur 2) les trois quantités doivent contenir en

facteur ; 3) enfin les résidus de -2014, 2014, 2014 
doivent être nuls.

Le cône des binormales doit donc avoir, pour = o, une génératrice isotrope,
comptant pour p + i + Ii, dans l’in tersection de I~ et du cône isotrope L de même
sommet.

L’ordre de multiplicité est bien p + ( + h., car la représentation (3) du cône des
binormales est propre. Si elle était impropre en effet, il résulterait de l’intégration
de(i) que la représentation (ti) serait également impropre, contrairement à l’hypo-
thèse. On peut dire encore que l’indicatrice sphérique des binorrnales a un point
à l’infini en même temps que la courbe à torsion constance. C’est sous cette forme

que nous allons étudier analytiqnernent le problème en réservant pour le chapitre III
l’étude complète de la condition relative aux résidus.



[3] Nous emploierons pour cela des coordonnées symétriques x et y, en posant : 

Si l’on pose

on a :

Nous supposerons que la génératrice isotrope considérée soit :

Nous adopterons alors pour x et y les valeurs

On voit que x et y s’annuleront pour ~ = o, (x - y)" contiendra en facteur 

les numérateurs de 2014 2014 contenant tk.
En changeant de paramètre 1, on peut supposer en outre

Nous aurons deux cas à distinguer suivant que p + 1 + If est pair ou impair.

Cela revient à dire que l’expression de p est holomorphe par rapport à t. On

aura pour x, y deux systèmes de valeurs se déduisant l’un de l’autre en changeant ?
en - p, c’est-à-dire en échangeant x et y. Le cône des binormales coupe la sphère



t

suivant deux branches de courbes symétriques par rapport au centre et représen-
tables par des développement~ suivant les puissances de t. En adoptant la solution: ,

on aura

pour l’une des branches, l’autre s’obtiendra en échangeant x et y. Chacune des

branches coupe le plan dé l’infini en n points, l’ensemble coupe donc en p + 1 + k
points.

Dans ce cas, si la variable t parcourt le domaine de convergence des développe-
ments utilisés, le point x, y décrit l’une des branches de l’indicatrice sans jamais
passer sur la branche symétrique. Si t décrit un contour fermé, le point de la courbe
à torsion constante revient à sa position initiale, la binormale positive revenant éga-
lement à sa position initiale. Dans le plan x, y, l’indicatrice se décompose en deux
courbes symétriques par rapport à la première bissectrice. Par exemple si le cône
des binormales est un cône du second degré bitangent au cône isotrope, c’est-à-dire
de révolution, il coupe la sphère suivant deux cercles. Un de ces cercles peut servir

’d’indicatrice complète, et on peut fixer sur la courbe un sens aux binormales. La
courbe sera dirigée.. , 

,

’ 

Les cônes I’ et 1 ont une génératrice commune d’ordre impair, la valeur de p est

holomorphe en t2. On pourra bien, si l’on veut, représenter les deux branches

symétriques de l’indicatrice par des équations : 
’

Mais la deuxième branche ne se distingue pas de la première dont elle se déduit

en changeant {i en =- t2, de sorte que si la variable t décrit un contour fermé, le

point x, y parti de sa position initiale se retrouvera soit à la position symétrique
suivant que t aura tourné autour de l’origine un nombre pair ou impair de fois. Le



point de la courbe à torsion constante revient en place, mais dans le premier cas la
binormale positive, suivie par continuité, est également en place; dans le deuxième

cas, elle a repris la position opposée. ,

. Quand on décrit toute l’indicatrice, la variable t décrit deux fois son domaine,

c’est-à-dire qu’on obtient deux fois la courbe à torsion constante, la première fois
avec un certain sens pour les binormales, une deuxième fois avec le sens opposé.

L’indicatrice est indécomposable dans le domaine du point t = o ; elle coupe le

plan de l’infini points.
Elle est représentée dans le plan des x, y par une courbe ayant un rebroussenient

à l’origine, symétrique par rapport à la tangente en ce point qui est la première
bissectrice, image du plan de l’infini...

[4] Examinons,avec plus de détails l’ensemble des deux premières conditions.
Nous traiterons successivement les cas où p + 1 + Ii est pair ou impair.

On doit avoir tk en facteur.dans les expressions :

i° Si k + J  n, il suffira que le développement de x, y commence par un terme

avec la condition 4= o. On a alors :

Si les résidus de ~~ 2014, ~~ sont nuls, on aura, après intégration,S~ les resldus de T~t ~ ~t 
’ 

~t



Que se passe-t-il si a(A’ + i) ==p ~
Ce cas ne saurait se présenter, car le résidu de X + iY serait différent de zéro,

’ 

’

2" k + i > n , il faut d’abord que dans x + y disparaisse le terme en fB d’où

mais alors le résidu de est égal à et ne saurait être nul.

3" A- -p i = rt, ce qui équivaut + I = p. -

.. ’ 
Il faut ici que le résidu de d03B6 dl soit nul, ce qui donne :

Nous prendrons par exemple o :

en intégrant, on obtient pour les coordonnées homogènes de la courbe à torsion

constante :

En résumé, l’entier k est inférieur ou égal à n - 1 ou mieux, quand p est donné,

àP_ 1. ..
Au point de vue géométrique, il ressort des expressions des coordonnées q que.

le point à l’infini obtenu est le point : 
’

c’est le point à l’infini de l’indicatrice, il est situé sur le cercle de l’infini.



Pour l’indicatrice, ce point est l’origine d’un cycle d’ordre li + r, de classe n -- k -- t,
sauf pour n = k + 1, où la classe devient i, l’ordre restant k + 1. Pour la courbe à

torsion constante ce point est singulier d’ordre k + plan osculateur à la courbe
en ce point et le plan isotrope .

ou le plan de l’infini, suivant que 2 (k + i) ~ p.

[5] p + i + k est impair.
On est sûr d’avance que k + 1 ne peut être égal à p. On peut prendre pour x, y

où l’on a posé t = 9~, on trouve aisément par intégration pour X, Y, Z, T des fonc-
tions de 9~ dont les premiers termes sont identiques à ceux trouvés dans le paragra-
phe précédent : 

’

o:, j3, Y sont des séries entières en t, commençant par un terme constant. Les
conclusions sont donc les mêmes : la seule différence est que l’hypothèse k = p - 1 

°

est devenue inadmissible.

Nous avons démontré en passant que si un point de l’indicatrice est à l’infini,
il ne saurait lui correspondre de point à distance finie pour la courbe à torsion cons-
tante. Si, en effet, le nombre n est donné, lf est inférieur à n - i, donc les expres-

sions de d03BE dt, d~ dt, d03B6 dt ont toujours un pôle 1 = o. Nous pouvons maintenant résu-

mer les résultats acquis :
Si une courbe à torsion constante A a un point M à l’infini, ce point M est un

point à l’infini de l’indicatrice a des binormales et réciproquement.
Tous les points à l’infini d’une courbe à torsion constante sont donc sur le cercle

de l’infini.

Si le point NI compte pour p dans l’intersection de la courbe A et du plan de

l’infini, et pour k + r dans l’intersection de A avec un plan quelconque, ’il compte
pour p + i + k dans l’intersection de a et du plan de l’infini, et pour li + i dans

l’intersection de a et d’un plan quelconque. 
~ 

’



[6] Malgré leur caractère élémentaire, les propositions démontrées permettent ,

déjà d’obtenir des résultats dans la détermination du cône des binormales. Soit en
effet à déterminer une courbe à torsion constante de degré M. Elle coupe le plan de
l’infini en un nombre 0 de points distincts comptant chacun pour p~, p_, ...... ps.

A chacun de ces points va correspondre un point à l’infini de l’indicatrice, ou
une génératrice isotrope du cône des binormales. L’ordre de multiplicité de cette

génératrice est Pi + 1 ~ ~.’~, et nous savons qu’on les obtiendra toutes. Si , est le

degré du cône des binormales, rn le degré de l’indicatrice complète, intersection
de r et de la sphère, on aura : > 

.

Les entiers If sont autorisés à prendre une série de valeurs allant de o à p - 1.
On voit qu’il existe un nombre fini de solutions du problème.

Supposons en particulier qu’on cherche les courbes ayant M points distincts à
l’infini. Il faut que chacun d’eux soit un point ordinaire. l’ous les ki sont nuls, et
l’on a :

. Le cône des binormales a donc même degré que la courbe.
’ 

Pour traiter un autre cas général, cherchons les courbes n’ayant qu’un point à
l’infini et supposons de plus que ce point soit non singulier, on voit qu’il faut que M
soit impair :

IL est alors le degré du cône des binormales. 

~ 

°

RECHERCHE DE TOUTES LES CUBIQUES GAUCHES A TORSION CONSTANTE

10 ô - r, p==3, lé peut prendre les valeurs o ou 2, la valeur 2 fournit pour

la cubique un point singulier d’ordre 3, ce qui est impossible ; on a donc p = 2.
Le cône des binormales est du second degré. Il est surosculateur au cône isotrope
et coupe la sphère suivant deux coniques, qui sont ici des paraboles sphériques,
c’est-à-dire des sections de la sphère par un plan isotrope.

L’une de ces courbes peut être prise comme indicatrice. La cubique de M. Lyon,
qu’on obtient par ce procédé, est une courbe dirigée.



Il faut :

le cône est du troisième ordre. 
’

3~ ô === 3, c’est le cas déjà examiné; en général, le cône est encore du troisième
ordre. Nous verrons que ces deux derniers cas ne sauraient se présenter. 

’

’ 

COURBES DU CINQUIÈME DEGRÉ N’AYANT QU’UN POINT A L’INFINI .

k peut prendre les valeurs o ou ~, la valeur 4 est exclue comme fournissant un

point singulier d’ordro 5 ; le cône des binormales est donc du troisième on qua-
trième ordre, et nous verrons plus loin que la deuxième hypothèse, ne fournit pas
de solution. ~ 

° 

’ 

. 

,

Ces exemples suffisent à montrer comment, dans tous les cas, pour une courbe

algébrique à torsion constante dont le degré est donné, la disposition des points
à l’infini étant fixée~omme nous l’avons vu, le cône des binormales est algébrique .

et d’un degré déterminé. Si les entiers k ne sont pas donnés d’avance, on a le choix
entre un nombre fini de solutions. 

’

[7] Le genre du cône des anormales.
’ 

. Il est clair qu’une courbe A unicursale possède un cône r unicursal. En général, .
le genre de la courbe et du cône sont les mêmes. 

-

Une courbe A de genre p est en effet représentable par des équations de la
forme : .. .

où P, Q, R sont des fonctions rationnelles des deux variables u, v liées par une rela-

tion algébrique de genre p..

Il est clair que les paramètres directeurs x, p, y de la binormale sont des fonctions
rationnelles de u, v. Par conséquent, le genre q du cône est au plus égal au genre p
de la courbe A Q.

(’) E. Picard, Traité d’Analyse, t. II, p. 1~54.



Inversement, le cône r ayant une équation de la forme :

les intégrales qui fournissent les valeurs de X, Y, Z devant être algébriques sont des

fonctions rationnelles de 1 , a . Il résulte de la même proposition que p est au plus
égal à q, donc ces deux nombres sont égaux. Le genre du cône des binormales est

toujours égal au genre de la courbe.
Naturellement il n’en est pas de même pour l’indicatrice. 

’ 

[8] Pour étudier cette question plus à fond, remarquons qu’il existe sur la

sphère deux classes de courbes nettement différentes :

ln Celles dont l’équation n’est pas symétrique en x, y. On peut alors exprimer
rationnellement x - y en fonction symétrique de x et y.

Si l’on considère le cône ayant son sommet au centre de la sphère et s’appuyant
sur une telle courbe il a le même degré que la courbe et coupe à nouveau la sphère
suivant une courbe symétrique de la première par rapport au centre.

L’équation d’un tel cône est visiblement de la forme

qui devient en coordonnées a, (i, ~t

où 03B2, 03B3) est une fraction rationnelle de degré d’homogénéité égal à r .

Réciproquement tout cône l’ dont l’équation a cette forme coupe la sphère sui-
vant deux courbes algébriques symétriques.

Donnons-en comme exemple la cubique sphérique :

qui est coupée par le plan de l’infini en trois points confondus. Le cône s’appuyant
. 

sur cette cubique a une équation de la forme :

on voit que p est fonction rationnelle de «, ;3, ; .



L’équation rendre rationnelle est du quatrième degré, mais le cône du quatrième
degré eontient un plan :

il reste donc un cône de troisième degré qui coupe la sphère suivant deux cubiques
gauches symétriques. ’

Une circonstance analogue se présente pour toutes les courbes sphériques de
degré impair. Le cône de degré pair :

se décompose.

2° Les courbes dont l’équation est symétrique en x, y; elle ne dépend par
exemple que de xy, x ~ y ou encore de x ~- y, (x-y)J’. C’est la forme à laquelle on

, 

aboutit généralement lorsque dans l’équation d’un cône de degré v on remplace x, 03B2, ;
par 

’

on obtient alors une équation supposée indécomposable :

de degré v en x et v en y. Son genre par rapport aux variables x, y, x + y est le

genre du cône. Cette courbe sphérique est coupée en v points par les génératrices
d’un système, en v points par les génératrices de l’autre système.

[9] Ces notions étant rappelées, nous pouvons préciser ce que nous avons dit du

genre de l’indicatrice. Toutes les fois qu’elle appartient à la première clause d’équa-
tion non symétrique en x, y, le genre de l’indicatrice est le même que celui du cône
et de la courbe. Il y a même plus : pour toutes les courbes de genre supérieur à 1,

le fait pour l’indicatrice d’avoir même genre que la courbe entraîne la conséquence

qu’elle est de première classe.
En effet, il y a correspondance rationnelle entre le cône et l’indicatrice, et, d’après

le théorème de Weber (’), cette correspondance est birationnelle dès que les genres

sont égaux. Ainsi x, y sont des fonctions rationnelles de 03B1 03B3, 03B2 03B3, Par conséquent 
est le carré d’une fonction rationnelle, et le cône des binormales a une équation de

la forme : 
’ 

.

1’) E. Picard. Tnaifé d’Analyse, tome lI, p. !~5;~.



. Le théorème réciproque n’est plus vrai pour les courbes de genre o et 1. L’indi-
catrice et le cône des binormales peuvent parfaitement avoir le même genre sans
que l’indicatrice soit de première classe.

Pour le genre 1 donnons un exemple simple :

p étant la fonction de Weierstrass. L’indicatrice a comme équation :

c’est une courbe sphérique du sixième degré de genre i. ..
Le cône directeur est du troisième degré, également de genre i. Son équation est

la suivante :

Pour le genre o, il peut également exister des indicatrices unicursales, indécom-
posables et symétriques par rapport au centre de la sphère. Le cône des binormales
est alors unicursal, mais il n’a pas la forme d’équation caractéristique. Considérons
en général un cône unicursal n’ayant en commun avec le cône isotrope que des
génératrices d’ordre de multiplicité pair. Il est clair que a’+ (3Q+ ,~j est le carré d’un
polynôme en t. Donc p est fonction rationnelle de t et par conséquent de a, ~, y.
L’indicatrice est de première classe; elle est unicursale avec t pour paramètre.

Si une seule génératrice est d’ordre impair, soit t1 la valeur de i qui lui corres-
pond, en posant : u 

’

Les coordonnées d’un point de l’indicatrice s’expriment rationnellement en
fonction de 0. L’indicatrice est unicursale, mais 0 n’est plus fonction rationnelle
de a, 6, y. On a bien à faire ici à une indicatrice symétrique et indécomposable,
puisque en changeant 0 en - 0 on obtient le point symétrique par rapport au centre
de la sphère. Il en sera de même si deux génératrices t1, t2 sont d’ordre impair en
posant :

on exprimera t et 6 en fonction d’un paramètre tt; l’indicatrice sera unicursale,
mais le paramètre u ne sera plus fonction rationnelle de x, 6, y. 

’



Si plus de deux génératrices étaient d’ordre impair, l’indicatrice serait de genre
au moins égal à un. 

_

On voit que, dans le cas des indicatrices unicursales, il peut arriver que ces indi-
catrices soient de première classe ; le paramètre qui sert à leur représentation four-
luit alors une représentation impropre pour la courbe à torsion constante; on a en
effet généralement :

à chaque valeur de t correspondent deux valeurs de ii. Quand on décrit l’indicatrice
complète, on obtient deux fois la courbe à torsion constante. Nous appellerons
courbes doubles les courbes unicursales correspondant à ces indicatrices de seconde
classe. ’

Donnons un exemple simple d’indicatrice :

cette indicatrice est de sixième degré, il lui correspond un cône unicursal du troi-
sième degré :

. On peut, nous le verrons, obtenir des courbes doubles AT.

[10] Quand l’indicatrice est de deuxième classe, son genre est généralement plus
élevé que celui du cône. Le cône h d’ordre v coupe la sphère suivant une courbe
que chaque génératrice rectiligne rencontre en v points. Analytiquement, l’équation
du cône est la suivante : 

.

F(n, v) = o est une relation d’ordre v en u, v, et de genre p.
Donnons quelques indications genérales. Supposons que le cône n’ait comme

génératrices multiples que des génératrices doubles non isotropes et ne coupe le
cône isotrope qu’en des génératrices d’ordre de multiplicité de 2 ou 1. Ce cône a un

nombre de génératrices doubles égal à
























































































































