
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

A. SAINTE-LAGUË
Les réseaux
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3e série, tome 15 (1923), p. 27-86
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1923_3_15__27_0>

© Université Paul Sabatier, 1923, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1923_3_15__27_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


LES RÉSEAUX

PAR M. A. SAINTE-LAGUË

INTRODUCTION

Réseaux. - Nous appellerons réseau un ensemble de points ou carrefours qui
seront les sommets, joints entre eux par des traits ou côtés qui seront les chemins du
réseau. La forme de ces chemins n’a aucun intérêt et la seule chose qu’il importe de
savoir pour deux points donnés A et B c’est s’ils sont, ou non, réunis par un ou

plusieurs chemins. 
’ 

,

Deux réseaux seront dits homéomorphes si l’on peut établir entre leurs sommets
d’une part, aussi bien qu’entre leur chemins d’autre part, une correspondance réci-

proque et univoque. Deux réseaux homéomorphes seront considérés comme iden-

tiques. Il en résulte que la forme des schémas, plans ou gauches, par lesquels il

pourra être commode de représenter des réseaux n’a aucune importance théorique.
L’emplacement des sommets pourra être arbitraire ainsi que la forme des chemins

joignant deux points donnés. Il faudra avoir soin de ne pas confondre le croisement
graphique de deux chemins tracés sur le papier avec un carrefour. 

’

On appelle impasse tout chemin qui partant d’un sommet A conduit à un som-
met B qui n’est relié à aucun sommet autre que A. S’il y a plusieurs chemins joi-
gnant A et B, leur ensemble forme, suivant, les cas, une impasse double, triple,...

’ 

multiple. On appelle boucle tout chemin qui, issu d’un sommet A, revient à ce som-

met, sans passer par d’autres sommets. S’il y a plusieurs chemins dans le même
cas, on aura une boucle double , triple,... multiple. . On appelle articulation tout som-
met A tel que l’on puisse répartir les sommets en deux groupes, le passage d’un .

sommet d’un groupe à un sommet de l’autre ne pouvant se faire qu’en passant par A.
On appelle chemin double, tr°ipte,... multiple tout ensemble de chemins joignant deux
mêmes sommets. Un sommet est dit isolé s’il n’est relié à aucun autre. S’il part des
chemins d’un tel sommet, ils forment une boucle simple ou multiple. On appelle

, 

sommet de passage tout sommet où n’aboutissent que deux chemins.
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Un réseau est dit fini si le nombre des sommets et celui des chemins sont fini’s.
.Sinon il est infini. L’ordre n d’un réseau fini est le nombre de ses sommets. Un
réseau est simple s’il est d’un seul tenant, c’est-à-dire si l’on peut aller d’un sommet

quelconque A à un autre B en suivant uniquement des chemins du réseau. Un réseau

.composé est double, triple,... s’il est formé de l’ensemble de deux, trois,... réseaux

simples. Un réseau est dit contenu dans un. autre si tous ses sommets et tous ses
chemins sont des sommets et des chemins de cet autre qui est un réseau contenant.

Réseaux normaux. - Un réseau est dit normal s’il est fini, simple, sans chemin

multiple, impasse, boucle, articulation ou sommet de passage. Sauf exceptions nous
;ne considérerons jamais que de tels réseaux. Un réseau normal est dit conlplet s’il
contient tous les chemins joignant deux à deux ses sommets. Il a alors au moins

quatre sommets. Un réseau normal sera dit polygonal s’il est homéomorphe à un
réseau dans lequel tous les sommets sont ceux d’un polygone régulier, les chemins
étant des côtés ou des diagonales de ce polygone et tel en outre que la rotation qui
amène un sommet à coïncider avec le suivant amène un chemin quelconque à se

superposer à un autre.

Deux sommets A et B sont dits indiscernables, si le réseau est homéomorphe à
lui-même de façon que A corresponde à B. Deux sommets quelconques d’un réseau

polygonal sont indiscernables. Un réseau normal est semi-polygonal si, pris deux à
deux de façon quelconque, les sommets sont indiscernables. C’est ainsi que le réseau
formé par les arêtes et les sommets d’un cube est semi-polygonal sans être polygonal.

Un sommet est de degré p s’il en part p chemins ; un réseau régulier et de degré p
est un réseau normal dont tous les sommets sont de degré p . Il est cubique si p == 3. .
Un réseau polygonal ou semi-polygonal est un réseau régulier.

. 
Circuits. - On appelle circuit tout ensemble de chemins AB, BC, CD ... KL, LA

qui partant d’un point A y revient, deux chemins consécutifs ayant une extrémité
commune. Deux circuits sont identiques si, comprenant les mêmes chemins, ils ne
diffèrent que par le sommet de départ ou le sens du parcours. Un circuit est pair ou

impair suivant la parité du non bre des chemins qu’il contient. Si chacun des som-
mets utilisés ne se trouve que deux fois dans la liste comme sommet commun à deux

chemins consécutifs, le circuit est dit circulaire. Un circuit circulaire est complet s’il
utilise tous les sommets du réseau. Un réseau est cerclé s’il existe au moins un cir-

cuit complet.

Rang et classe. - Répartissons les sommets d’un réseau en catégories telles que
deux sommets de la même catégorie ne soient jamais joints par un chemin. Le
nombre minimum de catégories en lesquelles on peut ainsi répartir les sommets est



de rang du réseau. Si le réseau est de rang 2, 3, 4,,.. il est dit bipartie, tripartie, télrà-

partie, etc... Répartissons maintenant les chemins en catégories telles que deux che-
mins d’une même catégorie n’aient jamais de sommet commun. Le nombre minimum
des catégories en lesquelles on peut ainsi répartir tous les chemins s’appelle la classe
du réseau. Dans un réseau régulier de degré p, on appelle excès la différence entre
.l’entier qui exprime la classe et le plus petit nombre pair non inférieur à p. .

Réseau sphérique. - Un réseau normal est dit sphérique s’il est homéomorphe
à un réseau dont tous les sommets et dont tous les chemins sont sur une surface de

genre zéro, par exemple une sphère, deux chemins ne se recoupant jamais et ne

pouvant par suite avoir d’autre point commun qu’un sommet. Nous supposerons en
outre qu’un tel réseau n’a pas d’isthme, c’est-à-dire de chemin dont la suppression
transforme le réseau simple en réseau double. Dans un réseau sphérique, on appelle

~ face toute portion de la sphère limitée par des chemins et ne contenant aucun che-
min à son intérieur. La juxtaposition de toutes ces faces donne la surface totale de
la sphère. Un réseau sphérique est losangé si toutes les faces sont des quadrilatères
et tr~iangulé si ce sont des triangles. On donnerait des définitions analogues pour un
réseau torique, etc...

Autres définitions. - Deux réseaux dont chacun est normal ou est composé de
réseaux normaux en nombre fini, sont associés si l’on peut établir entre leurs som-
mets une correspondance réciproque et univoque telle que tout groupe de deux
sommets A, B joints par un chemin dans l’un des réseaux ne le soit pas dans l’autre.
Si deux réseaux normaux sont associés, l’un quelconque d’entre eux est dit associable.
.Si un réseau associable est homéomorphe à son associé, il est dit semi-complel.

Séparons en deux catégories tous les sommets d’un réseau normal de façon que
chaque catégorie comprenne au moins deux sommets. Le nombre des chemins qui
joignent les sommets de l’une des catégories à ceux de l’autre dépend de la façon
dont les sommets ont été répartis. Sa valeur minimum est la puissance du réseau.
C’est ainsi qu’un réseau contenant un isthme est de puissance et inversement.

La distance de deux sommets d’un réseau normal est le nombre minimum de

chemins qu’il faut suivre pour aller de l’un à l’autre. Elle est égale à i si ces deux

sommets sont joints par un chemin. Partons d’un sommet A quelconque qui sera
dit de cote 0 Tous les sommets à la distance i de A seront dits de cote ~, les som-
mets à la distance 2 seront dits de cote 2, etc... La cote maximum obtenue est la

hauteur du réseau relative au sommet A. Si l’on envisage les divers sommets, la
valeur maximum de cette hauteur est la longueur du réseau, sa valeur minimum est
la largeur.

Lorsqu’un réseau normal contient un ou plusieurs réseaux complets, chacun



d’eux s’appelle un noyau du réseau considéré. Un noyau est d’ordre n s’il contient=

n sommets. La grosseur d’un réseau est l’ordre du noyau qui a le nombre maximum
de sommets.

*
* *

Dans tout ce qui ’suit, nous nous bornerons à l’étude des réseaux normaux. La
première partie concerne principalement les réseaux polygonaux, la seconde les.

réseaux biparties. L’étude des réseaux sphériques, étude qui se rattache à celle du

coloriage des cartes en quatre couleurs, ne sera pas, au moins en général, abordée ici..



. PREMIÈRE PARTIE

Réseaux polygonaux.

. CHAPITRE PREMIER

Propriétés générales.

Réseaux complets. - Un réseau complet est homéomorphe à un polygone dont
toutes les diagonales sont tracées. S’il est d’ordre n, il est régulier et de degré n - i . .

Le nombre de ses chemins est la moitié de n(n - i). Un tel réseau est toujours cerclé. .

_ 

THÉORÈME. -- Le nombre des circuits complets d’un réseau complet d’ordre n est la
.moitié de (n - r) ! On le vérifiera en remarquant qu’un circuit parcouru dans deux

sens différents ne compte qu’une fois.

THÉORÈME. - Le rang d’un réseau complet d’ordre n est n . Ceci résulte de la

définition même du rang d’un réseau. ,

THÉORÈME. - Un réseau complet est d’excès nul. Supposons d’abord que n soit

impair : n = 2m + 1 . Pour avoir la classe du réseau répartissons les m(2m + 1)
chemins en catégories, en mettant dans chacune le nombre maximum de chemins,
nombre qui ne peut dépasser m, , deux chemins d’une même catégorie ne devant pas
avoir de sommet commun. Il y a donc au moins 2m + 1 catégories. Une telle

répartition est possible, comme on le verra, en mettant dans une même catégorie
toutes les diagonales ou côtés parallèles entre eux. Si n est pair : : n = 2m, , il y a

m(~m - ~) chemins dont m au plus par catégorie, soit au moins 2m - 1 catégories.
Pour montrer qu’une telle répartition est possible, considérons un sommet, A par
exemple, et répartissons, ce qui est possible comme nous l’avons vu, tous les che-
mins n’aboutissant pas en A en 2m - 1 catégories. La première utilise tous les
sommets sauf un, B. On pourra par suite lui ajouter le chemin AB. La deuxième
utilise tous les sommets sauf C et on lui ajoute AC , etc... ce qui achève la démons-
tration. 

’



Cherchons la puissance d’un tel réseau, en mettant p sommets d’un côté, n - p.
de l’autre (2pn-2). Il y a p(n - p) chemins allant d’nn groupe à l’autre et.

le minimum est ~(n - 2) donc :

THÉORÈME. - La puissance d’un réseau complet d’ordre n est 2(n - 2).

THÉORÈME. - Un réseau complet est de dimension 1 , car, si un sommet est de.

cote o, tous les autres sont de cote i. Un tel réseau est donc de longueur et largeur i.

Un réseau complet d’ordre n contient un noyau du même ordre et est de gros-
seur n. Il contient noyaux d’ordre p. Le nombre total des noyaux est :

Enfin, sauf pour n = 4, un réseau complet n’est jamais sphérique.

Réseaux polygonaux. - Considérons un réseau polygonal à n sommets. En les

supposant placés de façon convenable, une rotation du nième de 27t, qui sera l’angle-
unité, fait coïncider le réseau avec lui-même. Les sommets consécutifs numérotés

o,1, a, 3, ..., n- r sont alors les sommets d’un polygone régulier. Nous poserons,
suivant la parité de n, n = 2m ou n = 2m + 1. Soit p le degré du réseau (p  n - i ).
Si p = n -1, le réseau est complet. Si n est impair, p est pair. Si n est pair,
p n’est impair que lorsque les diamètres n’existent pas comme chemins du réseau...
Nous poserons suivant les cas : p = 2q ou p = 2q + J .

Prenons un chemin quelconque du réseau : diagonale ou ,côté du polygone régp-
lier formé par les sommets. Ajoutons-lui ceux qui s’en déduisent par les n rotations

qu’admet le polygone. On a ainsi n diagonales ou n côtés qui forment un élément
du réseau envisagé. L’un de ces chemins joint les sommets o et a, , un autre joint o

~ 

et n - a. . Si a est le plus petit des deux nombres a et n - a, l’élément envisagé ..
est caractérisé par ce seul nombre a et s’appelle l’élément (a). La liste complète des.,
éléments possibles est celle des entiers 1,2, 3,..., m. Si l’élément (m) est.
formé des m diamètres. Un réseau polygonal est défini par la liste (a), (b), (c),... de 
ses éléments constituants.

Si a est premier avec n, l’élément (a) est un polygone de n côtés et forme un
réseau simple. Sinon, oc étant le P. G. C. D. de n et a, l’élément (a) comprend a .

polygones, sauf pour x = m, si n = ~m, , cas où il comprend les m diamètres.

THÉORÈME. - Un réseau polygonal est cerclé. Il faut montrer que l’on]peut trouver.
au moins un circuit complet. Ceci est évident si l’un des éléments est formé d’un seul

polygone. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et bornons-nous à considérer deux élé-

ments (a) et (b) formés de plusieurs polygones, ce qui suppose que a et b ne sont

pas premiers avec n, , mais sont premiers entre eux, le réseau donné étant simple.



Montrons qu’en nous bornant à des chemins pris parmi ces deux éléments on peut
former un circuit complet. Les réseaux polygonaux comprenant deux éléments sont

susceptibles d’une intéressante représentation spatiale dont nous allons dire quelques
mots quoique ce ne soit pas absolument indispensable pour la démonstration. Pour

simplifier, nous l’exposerons sur un cas particulier, mais on se convaincra facilement
de la généralité des raisonnements.

FIG. 1. FIG. 2. FIG. 3.

Prenons ( fig. f) un réseau polygonal de douze sommets A, B, C, ..., J, K, L formé
de trois carrés ADGJ, BEHK, CFIL et de quatre triangles équilatéraux AEI, BFJ,.
CGK, DHL. Représentons à part l’un de ces polygones, par exemple AEI ( fcg. 2) et
utilisons-le comme base pour construire un prisme droit. Sur l’arête issue de A,

marquons dans l’ordre où on les trouve les quatre sommets du carré ADGJ; pro-
cédons de même pour E et 1 et traçons les triangles DHL, GKC, JBF ce qui donne.
un réseau homéomorphe au réseau donné, à condition d’y ajouter les chemins A.J,.
EB, IF non représentés sur la figure. Si, tenant compte de ces trois chemins, on
refermait sur lui-même le tube prismatique ainsi formé, on obtiendrait une repré-
sentation « torique »,, les polygones ,qui forment l’un des éléments correspondant à
des cercles méridiens du tore et les autres à des parallèles. 

’

Quoi qu’il en soit, supprimons ( fig. 2) tous les chemins situés dans une des faces
du prisme triangulaire, par exemple JF, GC, DL, AI. En étalant la surface restante

gg. 3), on obtient un nouveau réseau homéomorphe formé d’un quadrillage auquel
il faudrait ajouter les chemins non représentés, ou supprimés. Il est facile main,-
tenant de s’assurer que dans tous les cas, il existe un circuit complet. Le cas le plus
compliqué est celui où le nombre des sommets est pair sur chaque horizontale et
sur chaque verticale, cas où l’on prendrait un circuit tel que JBFCLIEIIKGDAJ.

Si l’un des éléments du réseau, d’ordre 2m , est formé de m segments de droite,
on est conduit à un quadrillage dans lequel il y a deux horizontales, les verticales
étant formées chacune d’un segment unique limité à ses deux extrémités. Il sera

facile, ici encore, de trouver un circuit complet. _



Classe des réseaux polygonaux. - Considérons d’abord un réseau régulier d’or-
dre n et de degré p. Le double du nombre de ses chemins est np, ce qui montre

que si n est impair, p est pair.

THÉORÈME. - Dans un réseau régulier l’excès est un nombre positif ou nul. Ceci
revient à dire que si n est pair, la classe est au moins p ; si n est impair, elle est --

.au moins p + i . En effet, si n = 2m, il y a Ulp chemins dont au plus m par caté-

gories, car i chemins exigeraient 2(/?t + 1) = n + 2 sommets. Il y a donc au
moins p catégories. Si n = 2ni + 1 , , on a p = 2q et il y a + I) chemins dont
.au plus in par catégories, car n2 + 1 chemins exigeraient 2(m -}- i) = n + 1 som-

mets. Il y a donc au moins 2q + 1 = p + 1 catégories.

Nous avons vu qu’un réseau complet était bien d’excès nul. Examinons de plus
près le cas des réseaux polygonaux.

Si n = 2/7! -p 1, cas où p = 2q, le réseau est formé de q éléments (a), (b),
{c), ..., l’élément (a), par exemple, admettant pour un de ses côtés la droite qui

’ 

joint les sommets o et a. Il est alors possible, comme nous allons le montrer,
d’avoir, dans de nombreux cas, des réseaux d’excès nul en répartissant les chemins
en p + 1 = 2q + 1 catégories.

Si, par exemple, les éléments (a), (b), (c),... sont chacun d’un seul tenant, ce qui
.a toujours lieu en particulier pour n premier, mettons dans une première catégorie
tous les chemins formés de côtés ou de diagonales parallèles au côté o - i . Les

chemins restants dans (a), qui sont en nombre pair, peuvent alors être facilement

répartis en deux catégories nouvelles, de même pour (b), etc..., ce qui donne en tout

"2q + i catégories.
Si, n = 2 m + 1 , n’est pas premier, on obtient encore un excès nul lorsque aucun >

des éléments (a), (b), (c),... n’est d’un seul tenant, mais que les P. G. C. D. a, ï~, y,..
. 

de a et n, b et ra, c et n,... sont premiers entre eux deux ,à deux et de produit ~c,

cas qui se présente assez souvent. Soient A, B, C,... les quotients de n par oc, (~, y, ...,
les entiers x, p, y, ..., A, B, C, ..., étant d’ailleurs tous impairs. (a) est alors formé
de a polygones ayant chacun A côtés. Nous allons répartir les chemins en 2~ -{- 1

catégories de numéros o, ï, ~’, 2, 2’, ..., q, q’ en donnant, comme nous le verrons,
.aux côtés de (a) un des numéros o, i, 1’, à ceux de (b) les numéros 2, 2’ et si besoin

est un des numéros antérieurs, à ceux de (c), 3 et 3’ et si besoin est un des numéros

antérieurs, etc...
Soit P~ l’un des A polygones qui forment (a). Une rotation de b angles-unités

donne un polygone Pi qui fait aussi partie de (a) et ainsi de suite jusqu’à PB. Ces

B polygones qui d’ailleurs ne forment pas tout (a) en général ont pour sommets
les points : o, ... (AB-1) a~ . . Les sommets de Pi, ... PB déduits de l’un

d’entre eux par les rotations successives forment un polygone Q appartenant à (b)
et l’on trouve ainsi A de ces polygones qui, en général, ne font pas tout (b). Numé-



rotons maintenant, ce qui peut se faire de bien des façons, les chemins de P, avec
les numéros o, i, l’ réservés à (a). Les chemins de P2, P3, ... PB déduits par rota-
tion d’un chemin o de Pt sont numérotés o, 1, i, ..., i , ceux qui sont déduits d’un
chemin 1 sont numérotés 1, i’, l’, ..., i  et enfin ceux qui proviennent d’un chemin I’~

sont numérotés i ’, o, o, ..., o . Dans chaque polygone Q, le chemin unique qui joint
un sommet de Pt à un de P~ peut recevoir un et un seul des numéros o, sans

qu’il y ait à craindre que deux chemins ayant une extrémité commune aient le même
numéro. On répartit ensuite les autres chemins de Q entre les deux catégories 2 et ~’h

Introduisons maintenant l’élément (c). Soit R, le réseau formé par l’ensemble
des polygones P et Q, réseau dont tous les sommets sont numérotés o, i, 

ou 2’. Une rotation de c angles-unités transforme Rt en R~, puis R3, ..., ~R~ . Un
sommet quelconque de R donne naissance après c rotations aux sommets d’un

polygone S qui appartient à l’élément (c). Les sommets des réseaux R ou si l’on

veut des polygones S sont les points o, ... (ABC - 1) «~,~ . Si l’on consi-

dère maintenant les divers chemins qui proviennent par rotation d’un même chemin
de R~, on leu r donne dans R~ le même numéro que dans R,, mais dans R4, ..:°R~.
le numéro qui se déduit du préécdent par permutation circulaire des termes de la
suite o, 1, l’, 2, 2’. On verra que, dans chaque polygone S, le côté qui va d’un som-
met de R{ à un sommet de R2 peut se numéroter avec un des numéros o, i, 1 ’, 2, 2"
les autres côtés de ce polygone S étant répartis dans les catégories 3 et 3’. On

adjoindra de même l’élément (d) et ainsi.de suite jusqu’à épuisement, ce qui montre-
que le réseau total est bien d’excès nul.

Si n est pair : n = 2m, il y a également de nombreux cas où l’excès est nul. Il,

en est par exemple ainsi comme on le verra aisément lorsque les divers polygones
qui constituent les éléments du réseau ont un nombre pair de côtés, même si l’un
des éléments est formé de m diamètres. Dans tout autre cas, on pourra décomposer
le réseau en trois : Ro, Ri. Le réseau Ro contiendra tous les éléments formés de

polygones ayant un nombre de côtés pair, avec, s’il y a lieu, l’élément formé de m.
diamètres. Le réseau R2 formé des autres éléments n’est pas simple et se

décompose en deux dont l’un R, a pour sommets les points o, 2, 4,... et l’autre R~
les points i, 3, 5..., ils se déduisent l’un de l’autre par rotation. On verra que si R~,
est d’excès nul, il en est de même du réseau primitif.

Cette propriété d’avoir un excès nul, qui est peut être exacte pour tous les réseaux
polygonaux, ne s’étend pas à tous les réseaux réguliers comme le montrent deux

exemples assez dissemblables que voici : A) Prenons les neuf sommets d’un nona-
gone régulier 1 , 2, 3, ... 8, 9. Le réseau sera formé des côtés, des trois diagonales
1-5, ~-~, 4-8 et, en plus, des trois chemins qui joignent t 3, 6 et g à un dixième som-
met o. Ce réseau d’excès égal à 1 n’est pas d’ailleurs cerclé et c’est là le réseau

d’ordre minimum non cerclé. B) Prenons maintenant deux réseaux complets d’ordre 5
de sommets 1,2,3,4,5 et 1’, 2’, 3’, 4‘, 5’ et supprimons les chemins c-~ et 



pour les remplacer par les chemins 1-1’ et 2-2’. On obtient ainsi un réseau régulier
d’ordre 10 d’excès égal à i . D’ailleurs pour tout réseau régulier d’ordre inférieur
à 10 l’excès est nul.

Rang des réseaux polygonaux. - Si la classe d’un réseau polygonal va croissant
avec le degré, il n’en est pas forcément de même du genre. C’est ainsi que parmi les
réseaux d’ordre J2, il en est de genre 2 et de degré 6 et aussi de genre 3 et de degré 4.
On a cependant le théorème suivant qui est évident :

’ 

THÉORÈME. - Le genre d’un réseau contenu dans un autre est inférieur ôu au plus
égal aii genre du réseau contenant.

THÉORÈME. 2014 Un réseau polygonal d’ordi°e impair supérieur à 5, formé de deux
- est tripartie ou tétrapartie. On peut remarquer que l’ordre n étant impair,

le rang ne peut pas être 2. Nous désignerons par (a), (b) les deux éléments qui for-
ment le réseau et nous considérerons divers cas :

FIG. 4. FxG. 5.

1) b = t, a impair. - L’élément (b) est un polygone à n sommets ( fig. ~) que
l’on peut représenter suivant un cercle. Prenons-y trois points A, B, C tels que les

arcs AB et BC soient égaux à a arc-unités. Si l’arc CA n’est pas inférieur à a arcs-

unités, numérotons les sommets successifs de AB : I, a, ~, a, ... , 1 , 2, ceux de BC :

v, 3, ~, 3, ..., 2,3 et ceux de CA : 3, 1 , 3, 1 , ... , 3, 1 . On s’assurera que cette numé-
rotation convient et que le réseau est par suite tripartie. Si l’arc CA est inférieur à
.a arcs-unités, le réseau est au plus tétrapartie, comme on le verra en numérotant les
sommets de l’arc BC : 2, 3, 4, 3, 4,..., 4, 3, 4, 3. Il peut arriver dans ce dernier cas

que le réseau soit tripartie, mais il n’en est pas toujours ainsi. Par exemple, pour
.n = 13 a = 5, on a un réseau tétrapartie, qui est d’ailleurs de tous les réseaux
considérés ici celui dont l’ordre est minimum. On vérifiera que si n est multiple
de 3, mais non a, le réseau est toujours tripartie.



2) b = i, , a pair. - Le réseau est au plus tétrapartie comme nous allons le

montrer. Soient A, A’, B, B’, C, C’, ..., K, K’, L, L’ ( f g. 5) des sommets en nombre

pair, tels que chaque côté AA’, A‘B, ..., K’L sous-tende a arcs-unités, l’arc AL étant
. supposé inférieur à 2a arcs-unités. Les sommets des arcs AA’ et A’B, ou BB’ et

B’C, 
, 

..., on KK’ et K’L sontnumrolés ï, 2, i, 2, ï, 2, .... ~2 a I 3, 2 et 2, ~ r 2, > 1 2, ....

~2, i, ~, 4, r . L’arc LL’ est numéroté I, Z, r, 2, 1, ..., 1, ~, 3. Quant à l’arc AL’ s’il

est inférieur à a arcs-unités, on le numérote f, 4,3,4,3, ..., 4, 3 et on vérifiera que

.cette notation convient. Si AL’ est supérieur à a arcs-unités, on prend un arc AM

égal à a arcs-unités, que l’on numérote comme sur la figure 1, 4, 3, 4, ..., 3, 4, 3,
l’arc ML’ étant alors numéroté 3, 2, 1,2, ..., r, 2, t, 3. On vérifiera encore que cette

.numérotation est acceptable. Cette démonstration ne s’applique pas si n est trop

petit. En examinant les premières valeurs de n, on trouvera un cas d’exception :
.n = 5, a = 2 pour lequel le réseau est complet et le genre égal à 5. Ici encore le

réseau peut être tripartie. par exemple si n est multiple de 3, mais non a.

3) b premier avec n. - Numérotons les sommets de b en b : o,1, 2, 3, ... et

traçons un réseau homéomorphe à celui dont nous venons de parler et dans lequel
les sommets correspondants aux précédents seront les sommets consécutifs d’un

polygone régulier. On verra que le nouveau réseau est encore polygonal d’ordre

impair et l’on est ramené à l’un des deux cas précédents. Ce mode de correspondance
sera d’ailleurs étudié plus longuement au chapitre suivant.

4) a et b non premiers avec n. - Si ni a, ni b ne sont premiers avec n, les

. éléments (a) et (b) sont formés chacun de plusieurs polygones et l’on peut se

ramener, comme nous l’avons fait plus haut pour établir qu’un réseau polygonal est

toujours cerclé, à un quadrillage ( fig. 3) formé de A .lignes horizontales et de B

lignes verticales. On numérotera sur les lignes de rang pair, les sommets consécutifs

1 , 2, ’1 , 2, ..., ~, 3, sur les lignes de rang impair : 2, 3, 2, 3, ... , 3, 1 , la dernière ligne
~ 

portant les numéros : 3, i, 3~ i, ..., i, , 2 .

THÉORÈME. -’ Un réseau polygonal d’ordre pair, formé de deux éléments est bipartie,
.tripartie ou tétrapartie. Soit n = 2m l’ordre du réseau et (a), (b) les deux éléments
considérés. Ici encore on a divers cas à considérer.

1) b = r, , a impair. - Le réseau est visiblement bipartie.

2) b = l, , a == 2q, q étant premier avec m. - Si m est pair, on numérote les
sommets r, a, 3, 4, 1, a, 3, f~, ..... Si m est impair on numérote quatre sommets
consécutifs i, 3, 4, 2 puis de deux en deux on numérote les sommets correspondants
à 1, 4 avec seulement les numéros : 1 et 3 de façon à n’introduire aucune contra-

diction, ce qui est facile en mettant, de q en q, alternativement i et 3. De même,
de deux en deux, les sommets correspondants à 3, 2 seront numérotés avec 2 et 4.



3) b = r, a = 2q, q n’étant pas premier avec m. - Si ô est le P. G. C. D. de m

et q, on a m == al, q = !~ô avec x, 6 premiers entre eux. Divisons les sommets en o

catégories, la première comprenant les points o, ô, zô, ..., la deuxième r, ô ~ I, ,
~ô + i, ..., la troisième 2, B + 2, 20 + 2, ..., etc... On numérotera les sommets de

la première catégorie comme s’ils étaient seuls en procédant comme dans le cas pré-
cédent, a et ~ jouant ici respectivement les rôles que jouaient ni et q. La deuxième .
catégorie utilisera les mêmes numéros r, 2, 3, 4 mais après une permutation circu-
laire quelconque; la troisiéme se déduira de même de la deuxième par une nouvelle

permutation arbitraire, etc... On évitera simplement que la dernière catégorie ait
les mêmes numéros que la première.

4) b premier avec n. - On se ramène au cas ou b = r comme il a été dit dans .
le cas ou n étant impair, b était premier avec n.

5) a et b non premiers avec n. - En procédant comme plus haut (n impair,
a et b non premiers avec n) on se ramène à un quadrillage de A horizontales et B
verticales. Si A et B sont pairs, le réseau est bipartie. Supposons donc B impair;
on numérote alors sur les lignes r, 3, 5, ~ ... les sommets consécutifs : 1,2,1,2, .... 2

ou 1,2,1,2, ..., 2, 3 suivant la parité. Sur les lignes 2, 4, 6, 8, ... on numérote

2, 3, 2, 3, ..., 3 ou 2, 3, 2, 3, ..., 3, i. Quant à la dernière ligne, elle est numérotée

3, ï, 3, i, .... i ou 3, i, 3, ï, .... ï, 2. ~

THÉORÈME. - La condition nécessaire et suffisante pour qu’un réseau polygonal 
~

d’ordre n, composé des éléments (a), (b), (c), ... soit bipartie est que n soit pair et 

a, b, c, ... , impairs. Ce théorème, qui concerne le cas où le nombre des éléments est

quelconque, est facile à établir.

Autres propriétés des réseaux polygonaux. - Pour chercher la puissance d’un
réseau polygonal ou plus généralement régulier d’ordre n et de degré p, mettons
d’une part q sommets (2q  n) et de l’autre les n - q autres sommets. Si Q est le.

nombre des chemins joignant entre eux les q sommets, il y a S = pq - 2Q chemins
allant d’un groupe à l’autre. Le minimum de S est la puissance. Pour une valeur
de q, S prend la valeur s minimum si les q sommets considérés forment un noyau
et on a alors s = q(p - q + ~); pour q = 2 il a la valeur 2(p - 1). D’autre part,
s croît avec q jusqu’à ce que 2q dépasse p, décroît en reprenant la valeur 2(p - I)

pour q = p - r, , puis continue à reprendre ; donc en remarquant que p ] q, on

voit que s ne pourra être inférieur à 2(p - r) que si q = p. Dans ce cas, .la puis-
sance a sa valeur minimum p. , Ceci arrive par exemple pour le réseau polygonal
d’ordre 10, de degré 5 formé des trois éléments (2), (4), (5).

La recherche empirique des dimensions d’un réseau polygonal est immédiate.

Ces dimensions sont les mêmes pour tous les sommets. La longueur est alors égale



à la largeur. Pour une valeur donnée de n la dimension n’est égale à 1 que si le

réseau est complet.
Si deux réseaux polygonaux d’ordre n sont associés, les éléments du premier

étant (a), (n?, (c), ... et ceux du second (a’), (b’), (c’), ..., la liste complète de ces nom-
bres doit redonner la liste i, 2, 3, ..., m, avec 2n2 ou ~t--_ 2m + 1 . Inversement,
on aura un réseau polygonal associable en prenant arbitrairement dans cette liste
des entiers a, b, c, ..., tels que n, a, b, c, ... soient premiers entre eux dans leur
ensemble et tels que les entiers restants a’, b’, c’, ... jouissent de la même propriété.
Il existe d’ailleurs des réseaux polygonaux semi-complets : celui qui est d’ordre
minimum est le réseau à 1 3 sommets composé des éléments (1), (3), (4).

THÉORÈME. 2014 Un réseau polygonal n’est sphérique que s’il est d’ordre pair :

n = 2m, et formé des éléments ( I ), (2) ou (2), (n i). Ce théorème s’établit aisément
en remarquant qu’un réseau n’est pas sphérique s’il a deux éléments d’un seul

tenant, ou si l’un des deux éléments étant d’un seul tenan t, l’autre comprend plus
d’un polygone. Dans le cas ou aucun des éléments n’est d’un seul tenant, on se
ramène à la représentation torique du réseau déjà utilisée pour démontrer qu’un
réseau polygonal n’est jamais cerclé.

Réseaux particuliers. - Parmi les cas particuliers de réseaux polygonaux qu’il
serait facile d’étudier d’une façon plus approfondie, on peut citer les réseaux à deux
éléments. Par exemple, pour n = 2m le réseau polygonal formé des deux éléments
(i), (m) ou (2), (m) est de classe et de rang 3, de puissance 4. La dimension d’un

tel réseau est le plus petit entier non inférieur à la moitié de m. Le second cas est
celui d’un prisme régulier dont la base a in côtés. Ici ni est forcément impair, et un
prisme régulier dont la base a un nombre pair de côtés est un réseau semi-polygo-
nal, mais non polygonal. On peut noter aussi que des cinq polyèdres réguliers deux
seulement, le tétraèdre et l’octaèdre, donnent des réseaux polygonaux, les trois

autres donnant des réseaux semi-polygonaux.
Nous terminerons ce chapitre en donnant pour les premières valeurs de n la

liste des réseaux polygonaux distincts, c’est-à-dire tels que deux d’entre eux ne soient
,pas homéomorphes. Nous verrons plus loin comment on peut s’assurer que deux
réseaux polygonaux sont on non homéomorphes. La deuxième colonne du tableau
contient la liste des éléments qui constituent le réseau. Dans la colonne « observa-
tions », la lettre C indique que le réseau est complet,’ A qu’il est associable, P ou P’
qu’on a un polyèdre régulier ou un prisme, enfin S que le réseau est sphérique (’).

(’) Faisons remarquer, une fois pour toutes, que l’établissement de ce tableau, comme
de tous ceux que nous aurons l’occasion de donner par la suite, est souvent extrêmement
pénible. Aussi, malgré le soin apporté et les nombreuses vérifications faites, il pourrait
s’y être glissé des erreurs, et nous nous en excusons par avance.



Réseaux polygonaux.



+ 
Réseaux polygonaux et semi-congruences. , 

.

Réseaux polygonaux homéomorphes. - Numérotons de o à n - l, et dans un
, 

ordre arbitraire, les sommets d’un réseau polygonal d’ordre n, puis traçons un
second réseau dont les sommets soient ceux d’un polygone régulier numérotés dans
l’ordre habituel. Si l’on fait correspondre deux à deux les sommets de même numéro,

FIG. 6. 

on construit un second réseau homéomorphe au premier, donc identique à lui au
point de vue qui nous occupe, quoique ayant, en générât, un aspect distinct. Il peutarriver (/?/. 6) que ce second réseau soit aussi mis sous une forme polygonaleOn en conclut que deux réseaux polygonaux, en apparence distincts, peuvent être

FIG. 7.

homéomorphes. La correspondance qui a été utilisée ici est appelée une 
dance. régulière parce que dans le premier réseau les numéros 0, I, 2, .., sont ceux
des sommets successifs d’un polygone étoile. Il peut arriver aussi qu’une corres-
pondance irrégulière fasse correspondre deux réseaux ( fig. 7). L’étude des corres-



, .

pondances régulières qui fait l’objet de ce chapitre et du suivant suppose l’examen
préalable de deux questions dont l’une est celle des « semi-congruences » qui sera
traitée un peu plus loin et dont l’autre peut s’énoncer ainsi :

Polygones (T ). - Étant donné un cercle partagé en rn parties égales, quel est le
nombre des polygones convexes, distincts, ayant leurs sommets pris parmi ces m ~

points de divisions ? Deux de ces polygones, que nous appellerons les polygones (T),
seront considérés comme distincts si, quel que soit l’entier k, on ne peut passer
de l’un à l’autre par une rotation de angles-unités, l’angle-unité étant ici la

mième partie de la Circonférence. Nous désignerons par Tm le nombre total des poly-
gones (T) et par le nombre de ceux qui ont p sommets (p ~ m). Nous considé-
rerons comme polygones (T) le polygone réduit à un sommet (p == ï) ou à un côté,
corde du cercle (p Jo 2). Un polygone (T) admet la rotation r lorsqu’il coïncide
avec lui-même par une rotation de un hleme de circonférence et non par une rotation

d’un angle moindre. S’il n’admet aucune rotation : r ~ r . L’entier r est un des divi-

seurs : 1, a, b, ... , d du P. G. C. D d de m et p. Si désigne le nombre des
polygones (T) admettant la rotation r, on a :

La démonstration est immédiate.

Il suffit de remarquer que, CPm désignant le nombre des combinaisons de 111

sommets p à p, tout polygone admettant la rotation r se retrouve ~ fois dans la
r

liste des polygones (T).

On vérifiera sans peine ce théorème, d’où résulte que les trois indices m, p, r

peuvent être multipliés ou divisés par un facteur arbitraire. Nous utiliserons cons-
tamment cette propriété. ,=

Ces préliminaires étant terminés, nous allons supposer maintenant que n et q
sont deux nombres fixes, premiers entre eux, jouant un rôle analogue à m ~et p,
et nous poserons :



n et q étant premiers entre eux, on a : T = T, = I h et aussi : = I . C.
Nous désignerons par x, 03B2, y, ... divers facteurs premiers tous différents. En partant
des deux égalités :

et remarquant que = I . C, on en déduit :
n

On aura de façon analogue :

et aussi :

Avec une notation symbolique dont la signification est évidente, on établira plus.

généralement de façon analogue les égalités

Ces formules répondent à la question dans le cas où d ne contient que des fac- 
.

teurs premiers tous distincts. S’il n’en est pas ainsi, on se ramène aux cas précé-
dents en utilisant des formules telles que les suivantes :

formule où tous les indices de T ont été ramenés à la valeur i. On en déduira, par

des calculs sans difficultés qu’il est inutile de reproduire, une formule générale que
l’on peut mettre sous la forme symbolique suivante (en remarquant que pour a= t,
il faut remplacer par a 2014 i) : .



Toute valeur de T dont l’indice n’est pas i se ramène au cas précédent. On trou-
vera par exemple :

Il serait facile de revenir aux notations primitives, C’est ainsi que, dans les cas
les plus simples, on a les formules suivantes qui ne contiennent que des nombres
de combinaisons : 

..

Le tableau qui suit donne les valeurs de seulement pour ap  m, car

Tm-pm = Tpm. La première colonne (p =1 ) a été supprimée, car Tpm -1. La colonne
marquée Tm donne la somme des valeurs de T quand, m restant fixe, p prend toutes
les valeurs possibles.



, Semi-congruences. - Soit n un entier qui sera le module et r le reste de divi-
ïsion par n d’un entier s : : on peut d’ailleurs avoir 1 = s. Le plus petit p des deux
nombres r, n - n s’appellera le semi-résidu de s suivant le module n, l’indication

du module étant supprimée si aucune confusion n’est à craindre. a et b sont semi-

congrus s’ i ls ont même semi-résidu, ce que l’on écrit ..

. Si la théorie des semi-congruences ressemble sur beaucoup de points à celle des

congruences, il y a cependant des différences profondes qui proviennent surtout du
fait que la relation ci-dessus n’entraîne nullement a - 6=0. ..

Les semi-résidus possibles sont l’un des nombres o, 1 , 2, ..., m, en posant, sui-

vant les cas, n = 2m ou n = 2m + 1. Notons que a et -a ont même semi-résidu.

On voit encore que si a ~ b, c’est que a + b ou a - b sont congrus à zéro et réci-

,proquement, , 

’

Dans tout ce qui suit nous laisserons systématiquement de côté le cas de n = 4,
car l’étude des réseaux d’ordre 4 ne présente aucune difficulté, et que l’examen de
ce cas particulier alourdirait de façon sensible l’étude des semi-congruences.

Nous appellerons nombre semi-premier tout entier .de la forme a" ou en

désignant par a un nombre premier impair quelconque, et par a un exposant

supérieur ou égal à 1.

THÉORÈME. - La condition nécessaire. el suffisanle pour que toute solulion de
.l’unè des congruences ou semi-congruences x= _--_ 1 et x -1 I soit solution de l’autre est

que leur module commun n soit semi-premier. On voit d’abord que toute solution
de x 1 i satisfait à xs _--_ 1. Supposons donc que x vérifie x~ = I, ce qui suppose
que (x - i) (x + 1) soit divisible par n. Si n est égal à a ou à a", il divise l’un des
facteurs x - ~, x ~ ~ et un seul, car ils ne peuvent avoir que 2 comme P. G. C . D ; 
donc on a encore XI. Si n = 2.a", les deux facteurs sont divisibles par 2 et l’un

d’eux par a*; donc on a encore Établissons maintenant que, si n n’est pas
semi-premier, il n’y a pas identité entre la congruence et la semi-congruence. On

peut toujours écrire n = A. B, les deux facteurs A et B, premiers entre eux, étant

supérieurs à 1 et tels qu’ils soient tous deux impairs, ou l’un impair et l’autre,
différent de 2. En utilisant les résultats classiques de la théorie des congruences,
on établira qu’il existe alors des nombres x tels que l’un des nombres x + t, ~ 2014 i
soit divisible par A et l’autre par B. Dans ce cas, aucun n’est divisible par n, et ces

nombres x ne vérifient pas XI.
Par les mêmes raisonnements que dans la théorie des congruences, on établira

que si r est premier avec n(r  m), les m + I semi-résidus : o, r~, ..., des

- termes de la progression o, r, 2n, ..., mr sont tous différents et reproduisent, dans



un certain ordre, la liste o, i, 2, ..., m. En particulier, il y a un ra égal à i, ce que.
l’on peut écrire r.s - I . Si l’on prolonge indéfiniment la progression o, r, 2r, ... , .
on trouve une liste de semi-résidus o, ri, r~, ..., ",, r!, o, r1, ",;
si n est pair, et une suite analogue pour n impair avec deux termes consécutifs
égaux à rm. Si r n’est pas premier avec m, en supposant toujours r  m, on peut
écrire r = r’d et n = n’d, r’ et n’ étant premiers entre eux. On trouvera pour les.

. semi-résidus de la progression : o, r!, )’~, ..., )~~~ _1, rni ~ )’yri -i ~ w’ ~ r,, o, r,,..., si
- n’ == 2m’, et une suite analogue avec deux termes consécutifs égaux à 

si n‘ = 2m’ ~- r. Il y a ici m’ + r semi-résidus distincts : 0, rt, rs, ... , r~t~, qui . sont.
dans un certain ordre les entiers o, 1, 2, ..., m’.

Transformations r. - Considérons un certain nombre d’entiers a, b, c, .., pris.
dans la liste i, 2, 3, ..., m. Nous dirons que l’on fait subir à l’un de ces entiers, a,
la transformation r si on le remplace par le semi-résidu ra de ar. Le .tableau de
concordance des nombres a et de leurs transformés ra est alors le suivant (on a :,
)"i = r) : :

On peut, sans changer la signification du tableau, intervertir les colonnes et:

l’écrire :

ou encore plus simplement : i, r, s, t, u, ..., liste dans laquelle la transformation r

remplace chaque terme par celui qui suit. On voit de plus qne s est le semi-résidu
de r$, t, de r3, etc...

Divers cas peuvent se produire. Si n est premier et par suite impair : n = 2m + 1;.
il peut se faire que la liste 1, r, s, t, u, ... contienne tous les semi-résidus possibles..
Ceci a lieu pour n = 3i, r = 3, qui conduit à i, 3, g, 4, i2, 5, 15, i i, 2, 6, i3,
8, 7, 10. Mais il peut aussi se faire qu’elle se décompose en plusieurs listes dis- 

’

tinctes. Par exemple, pour n = 31 i et r = 2, on trouve, en partant de i, la pre-
mière liste : 1, 2,4,8, 15 ; l’entier 3 non utilisé donne, avec la même transforma-
tion : 3, 6, r 2, j, 14; enfin, avec 5, on trouve : 5, to, m, g, 13. Ces trois listes

comprennent tous les semi-résidus possibles. Si n n’est pas premier, il y a, avec la
notation de Gauss, entiers inférieurs à n et premiers avec lui, et comme 
est pair, nous poserons toujours = 2m. Il y a ici m semi-résidus différents

pour les puissances d’un entier r premier avec .n. On retrouve d’ailleurs les deux
cas déjà rencontrés. C’est ainsi que pour n = 34, m = 8 et r = 3, on a la liste



ï, 3, 9, 7, 13, 5, ~~ ~ I qui contient les 8 semi-résidus possibles. Mais pour r = 9,
w on a les listes 1, g,, ~3j u et 3, 7, 5, II.

I)ans le cas général, pour étudier la transformation r, en supposant r premier

.avec n, nous poserons cp(n) == 2/7?, que n soit ou non premier. Les semi-résidus

des puissances de r forment, comme on le verra, une liste périodique : i, r, r°, ...,

rq-1, i, r, ... Si q est le plus petit exposant pour lequel rq 1, on dit que r appar-
.iient au semi-exposant q. Si l’on a rs ‘ l, s est multiple de q. Comme il y -a au

plus m semi-résidus distincts, la valeur maximum de q est m. Si ceci a lieu, on

dit que r est une semi-primitive de n.

THÉORÈME. - Le se/ni-exposÇlnl q auquel appartient r , premier avec n , est un

.diviseur de m. On démontre ce théorème comme le théorème analogue de la théorie

des congruences : ayant dressé la liste I, r, r°, ..., rq-’, on prend un semi-résidu s

non utilisé et l’on vérifie que les semi-résidus de s, sr, ..., sont distincts

entre eux et distincts des précédents : un nombre t non utilisé donnera une nou-

velle liste t, tr, ..., et ainsi de suite. Il faut noter que, comme on pourra

le vérifier sur des exemples numériques, les nombres s, t, ... n’appartiennent pas
forcément au semi-exposant q.

THÉORÉME. 2014 Si r appartient au semi-exposant q, il en est de même de sio p
.est p;emier avec q, car si - j, c’est que P«, donc «, est multiple de q, et sa

plus petite valeur est q. En donnant à p les valeurs qu’il peut prendre, y com-

;pris p= t, on voit qu’il y a ainsi cp(q) racines appartenant au semi-exposant q.

.En particulier, on voit que si r est une racine semi-primitive, il y en a ;(m) :

THÉORÈME. - Il y a o ou racines semi-primitives de module n.

Si p n’est pas premier avec q, on pose p = u.d et q = v.d, u et v étant pre-
miers entre eux. Si - ~, c’est que udx est multiple de vd, ou « multiple de vd,
. ou oc multiple de v. Donc x est au moins égal, à v et rP appartient au semi-expo-
sant v inférieur à q et diviseur de q.

THÉORÈME. - Toutes les racines semi-primitives de n se déduisent de l’une d’elles r
,en prenant tous les nombres pour lesquels 03C1 est inférieur à m et premier avec lui.
Ce théorème fondamental complète le précédent. Il résulte immédiatement de ce

qui précède, en remarquant que tout entier est semi-congru à l’un des nombres rP,
et que si p n’est pas premier avec m, rP appartient à un semi-exposant inférieur à m.

THÉORÈME!. - Si r appartient d’une part au semi-exposant q et d’autre part à
l’exposant q’, on a q’ = q ou q’ = 2q. Ce théorème permettra d’utiliser pour les

semi-congruences certaines propriétés déjà établies pour les congruences. Pour le
démontrer, supposons que r appartienne au semi-exposant q, c’est-à-dire que seuls



.. les nombres rq, ..., r’~9, ... soient semi-congrus à i. Le nombre q’ appartient â~
cette liste. Si l’on a rq ~ i, c’est que q’ = q, sinon rq = 2014 ï, et alors rsq = i et

q’ = 2q.

THÉORÈME. 2014 Si n est semi-premier, toute racine primitive de n est racine semi--

primitive de n. Car si r est racine semi-primitive de n, il appartient à l’exposant 2m;
donc, d’après ce qui précède, au semi-exposant 2m ou m. Mais, quel que soit r,.

on a rm 1; donc r appartient au semi-exposant m. 

Existence des racines semi-primitives. - Étant donné un module n, y a-t-il

toujours des racines semi-primitives pour ce moduler S’il y a une racine semi-pri-
mitive, on sait d’ailleurs qu’il y en a cp(m). Les nombres semi-premiers sont, d’après
la théorie classique des congruences, les seuls qui admettent une racine primitive..
On en conclut que si n est semi-premier, il admet 9(m) racines semi-primitives.
On a.d’ailleurs les théorèmes qui suivent : .

THÉORÈME. - n --- 3" admet 2 comme racine semi-primitive. Ici m = On,

démontre le théorème par récurrence, en admettant que ?3 = - i + p.3",.
p n’étant pas divisible par 3, et élevant au cube, ce qui donne : : = - 1 + p’.3"~’,,

. p’ étant aussi non divisible par 3. On établirait par un raisonnement complètement
analogue le théorème suivant qui ne concerne pas, il est vrai, un nombre semi-

premier : : ’-rHÉORÈME. n = 2" admet 3 comme racine semi-primitive. 
’

THÉORÈME. - n = si a est premier impair, el a > r, admet 2 comme racine

semi-primitive, pourvu que 2a‘1- 1 ne soit pas divisible par a2. En posant a = 2a’+ i, ,
on a ici m = Cherchons si 2 est racine primitive. de n. Par hypothèse,
22a’ - 1 = (2a’ - 1) (2a’ + 1) est divisible par a d’après le théorème de Fermat,..

et ne l’est pas par ag. On a donc 2a’ == + 1 + p’ n’étant pas divisible par a.
On en conclut que ~u’~ a3-‘ -~- il et par suite 

~3-’ - i, n’est divisible par n que

pour % = x, ce qui démontre le théorème. On sait d’ailleurs (W. Meisner) que de
I à 2000 le seul nombre premier a pour lequel ~~ - 1 soit divisible par a’ est Tog3.,

Dans le cas de n semi-premier, il n’est pas toujours possible de dire a priori
s’il y a ou non des racines semi-primitives. On peut cependant établir un certain.
nombre de théorèmes généraux.

THÉORÈME. - Si r est racine semi-primitive du produit nn’, c’est aussi une racine-

semi-primitive de l’un quelconque des facteurs n. Écrivons n = et n’ = 

les nombres à et A’ contenant tous les facteurs premiers communs à n et n’avec’

chaque fois l’exposant le plus élevé possible. On vérifiera que :



Si donc j(n) == 2rtt; on aura = 2mni.’ avec ln’ = s’-~(~ï’). Le nombre ni.’

est d’ailleurs pair : m’ == 2p. -
Considérons maintenant, en les classant par ordre de grandeur, d’une part les

entiers p inférieurs à nn’ et premiers avec lui : 1, A,, ~ ~~, ..., 

pM~+t.., , , et d’autre part les 2m. entiers w inférieurs à n et premiers avec

lui. Prenons un des nombres p et le nombre w auquel il est congru (mod. n). Tous
les autres nombres p congrus à (~ (mod. fi) sont congrus (mod. nn’) à certains des
nombres de la liste : p, p + Il, p + 2n, ..., p + (n’ -1)u. Dans cette progression
arithmétique, il faut garder les seuls termes premiers avec nn’, ou avec n’ = 
ou enfin avec N’. Cette progression se décompose en 3’ progressions nombres

fournissant chacune nombres premiers avec nn’. On à donc ~’c~(~ ‘) = 2/)

nombres congrus à ~‘~ (mod. n). Passons des congruences aux semi-congruences,
ce qui va nous donner des résultats analogues.

’ 
’ 

Associons à chaque nombre p le nombre nn’ - 03C1 égale:ment premier avec nn’
et faisons correspondre terme à terme les deux progressions : 

°

Les termes correspondants sont deux à deux semi-congrus (mod. Ils sont

de plus tous congrus à jo (mod. n) ; il y a donc p nombres p inférieurs à - et p

nombres supérieurs à 2014 congrus à chaque nombre co (mod. n). Les mm’ semi-

résidus de 03C1 (mod. nn’) étant p à p semi-congrus (mod. n) aux .nombres co sont

donc 2p à 2p, ou m.’ à m’, semi-congrus (mod. n) aux demi-résidus de ces nombres ~,
puisqu’ils sont eux-mêmes semi-congrus deux à deux.

Ce point étant établi, soit r une racine semi-primitive de nn’. Les nombres

ï, r, r2, ..., rmm’ - 1 ï sont semi-congrus (mod. nn’) aux mm’ nombres c; disposons-
les comme suit :

Comme, quel que soit r, on a rm 1 t (mod. n),~ dans chaque colonne les nom-
bres sont semi-congrus entre eux (mod. n). Démontrer que r est racine semi-primi-
tive de n, c’est établir que dans la première ligne du tableau il ne peut y avoir
deux nombres semi-congrus entre eux (mod. n), ce qui résulte de la démonstration



précédente, puisque dans ce tableau il ne peut y avoir que n2’ nombres semi-congrus
entre eux (mod. n). , , , ,. ; ; ,

Ce théorème général étant établi, considérons un .nombre n décomposé en fac-
teurs premiers, et nous désignerons dans tout ce qui suit par a, b, c, ..-; des facteurs

premiers impairs distincts. On a alors soit n = soit n = a03B1b03B2c03B3 .:,.

Si 1 est premier avec~ n et par suite avec a, b, c, ..., le nombre ~~~(~9~ est congru
à 1 (mod. 26), de même est congru à i (mod. a), etc... Si p est le P. P. C. M.
de ~(~6), c~(a"), ... ou de ..., on voit que rp est congru à t (mod. n) et r
appartient à l’exposant p ou à un exposant sous-multiple de p. On en déduirait en
particulier que r n’est racine primitive que si p = 2m == 03C6(n) == 03C6(203B8)03C6(a03B1), ,;.

ou p ^ ..., ce qui montrerait à nouveau que n doit être semi-premier,
.propriété déjà connue. _. , :

THÉORÈME, - i2 = ..., , avec au moins trois facteurs premiers impairs
n’a pas de racine semi-primitive. Avec les notations qui précédent, et en

posant a = 2a’ + I, b = 2b’ + t, , c == 20’-}- 1 .... on a : .

p, étant le P. P. C. M. de a"-~ (a - ~) === et des quantités analogues, est infé-

rieur à m, et au plus égal à 2jn = m. Donc tout entier r appartient à l’exposant m2’ 2 2

ou à~ un exposant plus faible, ce qui justifie l’énoncé.. .
Si n est divisible par 2 : n = on a :

Ici p est au plus égal à a6-’ ax-’ a’b’ si 03B8 > I. Le résultat précédent continue
à s’appliquer. Il en est encore de même, comme on le verra, si 0 = 1 à condition

que l’un au moins des nombres a’, b’ soit pair : avec 8 ~> 1

oic, si 0 = 1, , lorsque l’un aci moins des fiombies a ou b est multiple de 4 plus 1, n’a

pas de racine semi-primitive.

THÉORÈME. - n = admet des racines semi-primitives et n = 8.a03B1 n’en admet
pas. Si jz = 4.ax, on a : rn = a"~1(a - 1) _ ~m’. Soit r une racine semi-primitive
du nombre semi-premier 2.ax; c’est un nombre impair et r’ est multiple de 4 plus 1.
Donc 1 divisible par ~.aa, l’est aussi et ceci n’est pas

possible. pour un exposant inférieur. à .ni : on voit que r est racine semi-primitive
de 4.a03B1. Si maintenant n = 8.ax, on a m = 2a"-’(a- I) == 2m’. Supposons que r
soit racine semi-primitive : nous allons voir que c’est impossible.. En effet



r doit être racine semi-primitive de tout diviseur de n, donc de a03B1 semi-premier,
et on aurait rm’ J= I (mod. a03B1) et, comme forcément impair, rm’ = 1 (mod. 8),
ce qui entraînerait t (mod. 8.a"), contrairement à l’hypothèse. .

THEOREME. - n=3.a03B1 admet des Ici m=a03B1-1(a-I)= 2m’.

Prenons une racine primitive r de a" : on peut la supposer non multiple de 3, sans

quoi on la remplacerait par r + a , qui est aussi racine primitive de a03B1. Un tel

nombre r est racine semi-primitive de 3.a03B1. En effet, les deux congruences rm- 

i

(mod. r’n ‘ 1 3),. la première n’étant pas possible pour un exposant
inférieur à m, entraînent rm 1 (mod. sans que ceci soit possible pour un

exposant inférieur à m. Donc r appartient à l’exposant 2m’ (mod. 3.a"), ~c’est-à-dire

au semi-exposant 2m’ (mod. 3.a’). Ce dernier cas ne peut se présenter, car il

entraînerait = i (mod. ax), ce qui n’est pas possible, r racine primitive de a03B1

étant aussi racine semi-primitive de aux.

THÉORÈME. - n étant impair, si l’un des nombres n, 2n a des racines 

tives, l’autre en â aussi. On sait déjà qne toute racine semi-primitive de 2rt l’est

aussi pour tout diviseur de. 2n. Il suffit donc ici de démontrer que si r est racine
~ 

semi-primitive ’de n, il l’est aussi de 2n. On éliminera le cas déjà traité ou n = a",
cas où 2n est semi-premier, et l’on supposera r impair, sans quoi on le remplacerait

par r~ + n, qui est aussi une racine semi-primitive de n. On a cp(2n) = = a~n.

L’entier r appartenant au senli-exposanl ni (mod. n) appartient à l’exposant ~n

ou 2m (mod, n), mais n non semi-premier n’a pas de racine primitive et r appar-
tient alors à l’exposant m. La congruence r"’ ~ 1 (mod. n) n’ayant pas lieu pour
un exposant inférieur à m et r élant impair, on a r’n = 1 (mod. 2n), sans que ceci

soit possible pour tout exposant inférieur à rn =. 2n2’. Si r appartient à l’exposant
2m’ (mod. 2n), il appartient à ce même semi-exposant (mod. 2n) et non pas à ln’,
sans quoi rm’ 1 i (nlod. 2n) entraînerait rm’ = i (rnod. n), contrairement à l’hypo-

. thèse.

Ces divers théorèmes ne permettent pas de résoudre dans tous les cas la question

posée (par exemple, n = 7.1 r a des racines semi-primitives, tandis que n = 7. 19
, 

n’en a pas), mais cependant ils donnent la réponse pour de très larges catégories
d’entiers. Le tableau qui suit, limité, à n = 200, donne, pour chaque valeur de n,
les valeurs de jri(y(n) = 2m), le nombre des racines semi-primitives s’il y en a,
et enfin la plus petite racine semi-primitive R, On trouvera au chapitre suivant

quelques renseignements complémentaires sur ceux des nombres qui n’ont pas de
racines semi-primitives.



Racines semi-primitives des premiers entiers.


































































