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SUR L’ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES PARTIELLES
RELATIVE A L’AIRE D’UNE SURFACE MINIMA

LIMITÉE A UNE COURBE GAUCHE

ET SUR LA RECHERCHE DE SES SOLUTIONS HOMOGÈNES

Par JULES SEBAG

~~ INTRODUCTION 

~ 

.

L’objet du présent travail est l’étude de l’équation aux dérivées fonctionnelles
partielles à laquelle satisfait l’aire d’une surface minima considérée comme fonc-
tionnelle de la forme du contour qui la limite. ,

. De telles équations se présentent, comme extension au calcul des variations des
intégrales multiples, de la théorie de Jacobi-Ha.milton, extension donnée par M. Vol-
terra(*) et reprise ensuite par M. Fréchet(~). M. Volterra avait, en particulier, consi-
déré l’équation de Jacobi-Hamilton qui correspond au minimum de l’intégrale de
Dirichlet. 

,

Ces équations ont été ensuite étudiées à priori et d’une façon générale, par M. Paul
Lévy(’) qui, par voie de passage du fini à l’infini, les a considérées comme limite

(dans le cas d’une fonctionnelle dépendant de deux fonctions arbitraires) d’un certain
système de n équations aux dérivées partielles ordinaires du n‘’ ordre à 2n variables
indépendantes, n augmentant indéfinimènt.

M. Paul Lévy a pu ainsi étendre à ce nouveau genre d’équations les notions que
l’on rencontre habituellement dans la théorie des systèmes d’équations aux dérivées
partielles, notamment les notions d’intégrabilité, de caractéristiques et celle d’inté-

, Ct) Ilendiconli I890, Ier semestre, p. 
’ 

(!) Anali di 3° série, tome 11, p. I87.
el) ) Rendiconti del circolo .lfalhero. di Palermo, I9I4, Ier semestre, tome XXXVII. Voir aussi

l,erou.s d’analyse fonctionnelle, 2e partie, chap. v..
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grale complète. Il a également montré comment on peut poser le problème de Cau-

chy pour une équation aux dérivées fonctionnelles partielles lorsque les conditions

d’intégrabilité se trouvent satisfaites.
Généralement, les notations employées, quand il s’agit d’une fonctionnelle dé-

pendant d’un contour fermé, sont celles indiquées par M. Hadamard et la variation

prernière de la fonctionnelle est supposée de la forme :

et (I)’u étant les dérivées fonctionnelles partielles. 
’

C’est en partant de cette expression de que M. Paul Lévy a obtenu les condi-
tions d’intégrabilité. Pour une équation aux dérivées fonctionnelles partielles donnée
au hasard, le cas où elle satisfait aux conditions d’intégrabilité est tout à fait excep-
tionnel, mais ce cas est la règle quand il s’agit d’équations, comme celles que nous
étudions auxquelles conduit le calcul des variations, ainsi qu’on pourrait s’en rendre

com pte à priori.
Le point de vue auquel nous nous sommes placés dans ce travail, est que la fonc-

tionnelle considérée, ayant une signification intrinsèque, étrangère, par conséquent
aux choix des axes de coordonnées, il convenait de l’étudier en considérant le contour
dont elle dépend, dans l’espace, sans faire intervenir la projection de ce contour sur
tel ou tèl plan particulier.

t Nous avons, par suite, adopté systématiquement les notations de Volterra, en

posant :

les dérivées fonctionnelles partielles étant liées par la relation :

ce qui nous a conduit à faire usage d’nn certain trièdre mobile. ,
Ce point de vue est peut-être plus avantageux lorsqu’on a surtout en vue des

résultats d’un caractère géométrique, en même temps qu’il conduit à des formules
tout à fait symétriques. ! ;

Dans la i’" partie, nous considérons une fonctionnelle dépendant d’un contour
fermé C, que nous appelons aire minima et que nous supposons parfaitement
déterminée par la donnée du contour (sauf dans les cas singuliers, s’il y a lieu). 

~~’

Nous faisons sur cette fonctionnelle quelques hypothèses d’un caractere intuitif

qui nous permettent d’abord de former l’équation aux dérivées fonctionnelles par-



tielles à laquelle elle satisfait et de retrouver ensuite la définition habituelle des

surfaces minima, ces surfaces se trouvant ainsi liées à l’existence des multiplicités
caractéristiques. : 

’

La forme sous laquelle se présentent les éléments du z. ordre (variations des dé-
rivées de 03A3) nous conduit à l’équation aux dérivées partielles donnée par Schwarz(1),
qui régit les variations infiniment petites des surfaces minima. Nous formons égale-
ment l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles (généralisation de celle qui est
relative au minimum de l’intégrale de Dirichlet) à laquelle satisfait la fonctionnelle

variation second: de  quand le contour se déforme normalement à la surfaca
minima. 

’

Nous étendons ensuite la méthode employée à des équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles relatives à un contour fermé, d’un type plus général et retrou-
vons les conditions d’intégrabilité (en utilisant toujours les notations de M. Volterra)
en les rattachant à la détermination des caractéristiques.

Dans la 2G partie, nous cherchons à préciser la détermination de notre fonction-
nelle en lui imposant des conditions d’homogénéité tout à fait intuitives. _ 

-

Xoire but, en effet, était de considérer spécialement parmi toutes les fonction-
relatives à un contour fermé donné (dont l’ensemble forme une intégrale

complète), celle qui satisfait aux conditions de continuité (imposées à la surface .

minima) résultant de l’énoncé du problème de Plateau. Ces conditions de continuité,
nous avons cherché à les traduire par les conditions d’homogénéité dont il est ques-
tion plus haut.

M. Paul s’était déjà posé ce problème de la recherche des solutions homo-

gènes pour l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satisfait la fonc-
tion de Green (dans le cas de l’équation de Laplace). -

Il a montré comment les équations qui résultent des conditions d’homogénéité,
jointes aux propriétés élémentaires de la fonction de Green, permettraient la déter-
mination de cette fonction.

Pour faire cette recherche des solutions homogènes nous nous sommes placés à
un point de vue plus général, qui est celui de Jacobi-Hamilton.

Il est évident que les deux méthodes qui consistent à utiliser dans le cas du pro-
blème de Dirichlet, soit l’équation de Jacobi-Hamilton, soit l’équation de la fonction
de Green, sont entièrement équivalentes. 

’

Les conditions d’homogénéité montrent immédiatement le lien qui existe entre

(i) Monateber der Berliner Akad, I872, p. ;18. La théorie de Schwarz est reproduite dans
Duhem : Hydrodynamique, élasliciié. acoustique, tome II. Paris, Hermann, I89I, page II3 et
suivantes.

(2) Mémoire publié dans les Rendiconti del circolo Mat. di Palermo, I9I2, 2e sernestre,
tome XXXIV. - Leçons d’analyse fonctionnelle, I922 (Gautlricr-Villars), 2° partie, chap. m,
p. et suivantes.



une surface minima et la surface adjointe qui lui correspond. De là un procédé
d’intégration pour obtenir, à l’aide de quadratures, les coordonnées d’un point de
la surface minima la plus générale, en partant d’une surface minima particulière
quelconque. Ces formules, qui ne renferment pas de symbole imaginaire, condui-
raient rapidement aux principaux résultats de la théorie classsique des surfaces
minima.

Elles permettent également de ramener la solution du problème de Dirichlet sur
une surface minima à la résolution d’une certaine équation intégrale (de même que
l’on est ramené, dans le cas du plan, à une équation de Fredholm). Mais c’est là une
réduction qui paraît d’un caractère plutôt théorique.

En dernier lieu, nous cherchons la possibilité de former pour la fonctionnelle Y!
un développement en série qui conduirait à la solution du problème de Plateau.

La conclusion est celle-ci : Un tel développement en série peut être obtenu

(toutes réserves étant faites sur la convergence de ce développement), si l’on sait

résoudre, sur une surface minima particulière, le problème dont t s’est occupé
M. Paul Lévy C) dans le cas du plan : A savoir la détermination de la fonction de
Green pour un contour fermé quelconque et, à partir de ce contour, le calcul de ses
variations successives. Dans le cas d’une surface minima, l’étude devrait porter sur
la fonction de Green relative à l’équation de Schwarz :

En définitive le problème de Plateau se trouve ramené à une étude parallèle à’
celle faite par M. Paul Lévy.

Les résultats exposés dans la t’" partie aux n°’ 3, 4, 6 et y, sont contenus dans le
mémoire publié en I9I4 et déjà cité de Paul Lévy (note de la page 1). Quant à
l’essentiel de la méthode pour obtenir les équations des caractéristiques, il résulte

évidemment des travaux de M. Paul Lévy.
Nous avons cru cependant devoir maintenir dans le texte les paragraphes qui

font double emploi avec le mémoire de M. Paul Lévy afin de ne pas rompre l’unité
de l’exposé.

(t) Voir note 2 de la page 131. Voir aussi thèse igi chap. m, p. 72
et suivantes.



PREMIERE PARTIE 

FORMATION ET INTÉGRABILITÉ DE L’ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES ,

PARTIELLES

[1] Nous appellerons Aire minima correspondant à un contour fermé C, une
fonctionnelle S de ce contour, bien déterminée, quand C est donné (sauf dans les

. cas singuliers, s’il en existe) et satisfaisant à certaines conditions que nous.allons 1

poser. 
"

Tout d’abord nous supposerons le contour C défini par trois équations : .

s étant la longueur d’un arc variable de la courbe C comptée à partir d’une certaine

origine, le sens positif de parcours sur C étant défini comme d’habitude. Nous nous 
B

plaçons dans le cas où les trois fonctions f, (p, ’f sont continues et admettent des
dérivées f’, f’~; ~~, ,.L~, ,i" continues. Soit 1 la longueur du contour C; f, c~, ~,~
ainsi que leurs dérivées sont des fonctions périodiques de période 1 . 

’

Cela posé, nous ferons en premier lieu, sur la fonctionnelle S les hypothèses
suivantes : 

a) 03A3 est une fonctionnelle continue du contour C (continuité en moyenne d’or-
dre o).

b) Elle admet des dérivées fonctionnelles partielles continues des deux premiers
ordres.

c) Elle ne dépend spécialement d’aucun point de contour. -,

Dans ces conditions, sa variation première se présente sous la forme :

~’~, ~’u, ~’~ étant les dérivées fonctionnelles partielles du r’ ordre et le signe S indi-
quant une sommation étendue aux trois variables x, y, z. 

[2] Les trois fonctions f, ~, ~~ ne sont pas indépendantes puisque leurs dérivées
sont liées par la relation : 

’ 

.



On doit s’attendre à ce qu’il en résulte une relation correspondante entre les trois
dérivées fonctionnelles partielles ~’’~, ~’‘~, ‘,’‘~ . C’est la relàtion bien connue :

qui exprime que la variation de ~ est nulle quand la courbe C né fait que glisser
sur elle-même, ou plutôt quand chaque élément de la courbe vient se substituer
à l’élément infiniment voisin (ce qui est beaucoup plus général qu’un glissement en
bloc de tout le contour). 

-

Il est peut-être intéressant de remarquer que cette condition (2) revient à ceci : .:
Pour définir l’intégrale (i), on a divisé la courbe C en une infinité dénombrable

d’éléments d’arcs si tendant vers o. La relation (2) traduit une propriété
fondamentale de l’intégrale définie : à savoir que sa valeur oE ne dépend pas du
mode de subdivision adopté lequel reste ainsi complètement arbitraire.

Autrement dit : 
’

Supposons qu’on veuille considérer 03A3 comme une fonction d’une infinité dénom-
brable de variables indépendantes à savoir les coordonnées d’une infinité dénom-
brable de points dont l’ensemble (partout dense) équivaut à la donnée de la courbe C .
La relation (2) exprime encore que la différentielle totale de S par rapport à toutes
ces variables est la même quelle que soit la manière dont les points sont répartis
sur la courbe C . ..

Ainsi la relation (2) autorise, dans une certaine mesure, à remplacer une fonc-
tionnelle dépendant d’un contour fermé par la limite d’une fonction d’une infinité
dénombrable de variables indépendantes.

Une autre interprétation de (2) : c’est que le vecteur R de composantes (~’x, ~,’y,
~‘~) est normal en chaque point de C à l’élément ds en ce point.

[3] Soient : i ii, v , iv les cosinus directeurs du vecteur R et par conséquent :

le déplacement oy, ôz) représente également un vecteur ô~ de cosinus direc-

teurs a, b, c. Dans ces conditions : ..

cos 6 étant le cosinus de l’angle des deux vecteurs,



R . et ô~ sont des quantités positives. ô~ est, d’autre part, sur C une fonction de s.
Pour une forme donnée à cette fonction, ô~’ est maximum quand : cos 6 = 1
ou a - u, b -~v, c - w, c’est-à-dire que les deux vecteurs R et ont même
direction et même sens. On a dans ce cas : 

.

mais alors 03B403BE(a, b, c) étant, comme normal à l’élément ds, 03B403BEds est
l’aire du rectangle élémentaire ayant pour base /. et pour hauteur S~, soit 
cette aire:

En particulier, si la déformation du contour porte seulement sur un arc infini-
ment petit, on a : 1 

m-

) . 
,

Nous ferons ençore, dans ce cas, l’hypothèse suivante :

De sorte que l’on devra prendre R --_ ~ ,
Étant donné que nous voulons définir une fonctionnelle qui représente une aire,cette dernière condition est assez intuitive, mais en outre, elle sera justifiée par lasuite. "

Cette hypothèse : R == 1, en vertu de : :

donne : . o

Dans ce qui suivra, nous pourrons partout mettre, pour simplifier, à la
place de S~.B’~E’,.

En définitive, nous voyons que notre fonctionnelle doit satisfaire aux deux équa-tions aux dérivées fonctionnelles partielles ; 



A vrai dire, la f de ces relations s’appliquant à n’importe quelle fonctionnelle
dépendant d’un contour fermé, ne constitue pas à proprement parler une équation
aux dérivées fonctionnelles partielles..

[4] Les deux relations (4) peuvent être remplacées par une seule, si l’on a pris
soin de réduire les trois arguments l z à deux seulement, ainsi que cela est
possible.

Pour faire cette réduction, nous supposerons le contour C, défini au moyen de

sa projection que nous appellerons C,, sur le plan xoy, et qui sera représentée par
les deux équations : 

’

et par la cote .~ d’un point variable sur C

s étant l’abscisse curviligne sur la courbe (:~ à partir d’une certaine origine. _

Prenons comme sens positif sur la normale, en un point de Cf, le sens vers

l’intérieur de la courbe, In étant un déplacement infiniment petit sur cette nor-
male, la variation du contour C, est connue si l’on se donne on en fonction de z.

Si de plus, on se donne ô z ~ en fonction de c, on aura défini la déformation

infiniment petite la plus générale du contour C. Dans ces conditions ôx et oy
auront pour valeurs :

et l’on aura pour oE :

ou

en posant :

~’n et ~’u sont les dérivées fonctionnelles partielles relatives à ce nouveau système
de référence.



Remarquons que

et éliminons E’~, E’~ entre les relations (4) et (5). Nous obtiendrons par un
calcul facile (~) : : 

’

en posant

[5] Mettons encore cette équation sous une autre forme. Supposons qu’on défi- ,

nisse le contour C en se donnant x et y exprimés en fonction de z, z devenant
ainsi une variable indépendante au sens ordinaire du mot. Nous supposerons de

plus, que z est assujetti à varier entre deux limites fixes a et b (a  b), a et b

étant les cotes respectivement minima et maxima sur le contour C. Cela revient à
dire que C, en se déformant, doit rester constamment entre les deux plans paral-
lèles au plan xoy, ayant respectivement pour cote a et b ...

Dans ces conditions, il n’y aura pas. lieu de considérer la variation de z(ôz = o)
de sorte qu’alors : ,

Mais en vertu de :

On peut considérer un vecteur de cosinus directeurs : a, ~3, y ! normal en même

tem s aux deux vecteurs vecteurs a v w et 
dy dz ds)) tel ue l’on p uisse

poser :

(t) Paul Mémoire publié en igi4 aux Rendiconti del circolo di Palermo.

Fac. des Sc., 3~ série, t. XX. 
’ 
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. et tel que l’on ait inversement :

ce, ~,’ Y étant aussi liés par les relations :

On pourra écrire, dans ces conditions :

ou

En posant, pour éviter toute ambiguité :

En éliminant a, ~, y entre les relations (g) et (10), on aura l’équation cherchée :

si on n’avait pas assujetti z à varier entre les limites fixes a et b, on aurait eu dans

l’expression de lE des termes en dehors du signe / correspondant aux points
de C ayant pour cote a et b et la fonctionnelle E aurait dépendu spécialement de
ces points. On voit ainsi l’inconvénient que comporte un tel choix de variables.

[6] Nous allons maintenant vérifier que l’équation (6) se réduit, à la limite,
à l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles relative au minimum de l’intégrale
de Dirichlet :.



Supposons que la fonction z(a) ainsi qu~ sa dérivée z‘Q tendent vers o de façon

que le contour C se confonde avec sa projection plane C, . L’équation (fi) devient

alors en faisant 
dz 

. = o :a ’ en y faisant 
âa 

== 0 :

Parmi toutes les fonctionnelles satisfaisant à cette équation (II) et par suite,

aussi, à l’équation (6), prenons celle qui représente l’aire de la courbe C, : soit ~~,,

pour laquelle :

Dans ce cas : ~’’~n = -1, = o. 

’

Cherchons alors ce que devient l’équation (6) pour un. contour C presque plan,
infiniment voisin de sa projection C,, en supposant de plus que S tende vers S,,

z (a) et z’(a) auront pour limite o. Prenons la variation des deux membres de réqua..
tion (6) :

cette variation étant prise par rapport à la fonction z(a), la courbe C~ et par suite .

da ne variant pas. Dans cette équation (i2f), nous devons remplacer ~’,l et E’~ par ,

leurs limites qui sont respectivement 2014 i et o. D’autre part : 
’

On a alors 8$ tendant vers r

ou, en posant :

Or ~’7a, ~’~~, ua2 sont ce que deviennent les dérivées fonctionnelles ~’n, ~’u et la

quantité respectivement, quand le contour C est infiniment voisin de C, . Il

en résulte que l’équation (13) est l’équation cherchée. C’est bien l’équation de



Jacobi-Hamilton relative au minimum de l’intégrale de Dirichlet. Si au lieu de ~,
on avait considéré la fonctionnelle a~, minimum de l’intégrale

on aurait eu pour les dérivées fonctionnelles : 2~’~ à la place de ~’?~ et ~~’~ à la

place de 03A6’u, de sorte qu’en remplaçant et respectivement par I 203A6’n et I 2 03A6’u
dans l’équation (13), on aurait obtenu C) :

M. Paul Lévy avait déduit cette dernière équation de l’équation (6) au moyen
d’un développement en série. En effet, l’équation (6) peut s’écrire en y remplaçant u

par i,u (À étant une constante) :

M. Paul Lévy ($) développe une solution ~ de cette équation suivant les puis-
sances croissantes de ),~. En exprimant que cette solution satisfait à l’équation (13~)
quelle que soit la valeur de X, il obtient une infinité d’équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles, parmi lesquelles l’équation (13’) et toutes complètement inté-

grables en même temps que l’équation (6). , ’

[7] Il y a lieu maintenant de chercher si l’équation :

est complètement intégrable.
Pour écrire les conditions d’intégrabilité, nous devons pouvoir poser, en adoptant

. les notations de M. Paul Lévy (3) : :

k étant la courbure de C, au point considéré et ’On’ la dérivée de on par rapport à s .

(t) M. Paul LÉVY. Leçons d’analyse fonctionnelle, a~ partie, chap. v, p.w35.
1’) Mémoire déjà cité, paru en I9I4 aux Rend. del circ. Math. di Palermo.
(3) Leçons d’analyse fonctionnelle, Ire partie, chap. v,. p. g8.



Il est nécessaire et suffisant, pour que les conditions d’intégrabiliié soient véri-

fiées, que : .

i° E et G soient des fonctionnelles linéaires identiques à leurs adjointes respec-
tives;

;~~ F et 5 soient des fonctionnelles linéaires adjointes l’une de l’autre.

Pour écrire explicitement ces conditions, il faut, de l’équation (6), déduire la
variation de ~’n; on obtient : 

’

en choisissant provisoirement le signe + devant le radical. D’où :

Expression de la forme :

..en posant :

Soit ~, l’expression adjointe de L, on a : 
’

On démontre alors facilement que tout revient à vérifier(’) que l’expression :

e) Paul LÉVY. Leçons~ d’analyse fonctionnelle, 2e partie, chap. w, page a3~.



_ 

est une fonctionnelle linéaire de ân identique à son adjointe. Formons cette expres-
sion dans le cas actuel, elle est :

ou

Cette expression d’où le terme en ô n’ a disparu et qui est linéaire par rapport
à ôn est bien identique à son adjointe.

Si l’on avait pris :

Le résultat, visiblement eût été le même. On en conclut que l’équation (6) et par
suile, l’équation ,

qui lui est équivalente sont complètement intégrables.

INTÉGRATION DE L’EQUATION

Recherche des caractéristiques.

E8] Nous allons maintenant appliquer à notre équation aux dérivées fonction-
nelles partielles une autre méthode, en la prenant systématiquement sons la forme ;

Tous les calculs auront ainsi une signification indépendante du choix des axes de
coordonnées. Supposons que le contour C se déforme infiniment peu de façon que
l’on ait : 

’



On obtient ainsi, un autre contour C’ infiniment voisin du premier et cette défor- 
’

mation de C correspond à une variation de 03A3 égale à : _

~~, le long de C est une fonction de s : :

8î~ étant une constante infiniment petite. La courbe C’ dépend de la forme de cette
fonction f (s). ,

Le long de C’, les dérivées fonctionnelles partielles

prendront des valeurs u’, v’, w’ telles que :

De cette courbe C’ nous pourrons encore déduire par le procédé précédent une
courbe infiniment voisine C" en prenant :

En appliquant la même loi de proche en proche, on obtiendra, à partir de C,
une suite continue de courbes fermées dont l’ensemble formera une surface à deux
dimensions. Nous appellerons cette surface, surface caractéristique correspondant
à la courbe G et aux déterminations de u, v, w que l’on s’est donné arbitrairement

sur cette courbe, u, v, w satisfaisant toutefois aux deux relations

car nous verrons que cette surface caractéristique est liée à la notion de caractéris-
tiques du ordre telle qu’elle résulte des travaux de M. Paul Lévy. 

Cette surface dépend apparemment de la forme des fonctions successives définis-
sant : 

’

Nous allons démontrer :

i° Qu’à une courbe fermée C donnée et un ensemble de valeurs de u, v, w éga- 
’

lement donné sur cette courbe (u, v, w étant toujours supposés liés par les relations .



Sudx =o, , Su2 = i), il correspond (sauf dans certains cas singuliers) une surface
caractéristique unique, indépendante, par conséquent, de la forme des fonctions suc-

,

2° Que c’est en cela précisément que consiste le caractère de l’équation

d’être complètement intégrable.
3° Que toutes ces surfaces caractéristiques sont susceptibles d’une définition géo--

métrique simple : : Ce sont exclusivement des surfaces à courbures moyenne nulle ou.
surfaces minima.

t~° Que la recherche de toutes ces surfaces équivaut à l’intégration de l’équation (3). 
_

5° Que pour achever de définir notre fonctionnelle, il sera nécessaire de l’assu--
jettir à de nouvelles conditions.

[9] Supposons que les équations qui définissent la courbe C renferment deux
paramètres variables X et u.. Déformons infiniment peu le contour C en faisant
varier x seul. Nous aurons : :~

Faisons maintenant varier le paramètre :

Nous devons écrire :

ou

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la manière dont x, y, z dépendent.
de 03BB et p.. On pourrait même choisir cette dépendance telle que la déformation du
contour ne portât que sur un arc de ce contour aussi petit que l’on veut. Il en résulte
que l’égalité précédente est valable pour chaque élément ds pris isolément :



où l’on a :

. 
Nous avons défini précédemment (n° 5) un vecteur de cosinus directeurs (x, ~, y)

normal en même temps à l’élément ds et au vecteur (u , v, w) : :

Nous choisirons le sens de ce vecteur tel que le trièdre trirectangle ainsi formé

par les trois vecteurs : 
°

ait même orientation que le trièdre o(xyz) formé par les trois axes coordonnés. De

plus, nous poserons une fois pour toutes dans ce qui suivra : ,

, 

Cela étant, supposons que lorsque X varie seul, le déplacement d’un point M

quelconque de C se fasse sur la direction (- u, - v, - w) de façon que l’on ait :

B

Supposons d’autre part que p variant seul, le déplacement de M se fasse sur le
vecteur (a, ~, y) de façon que ce déplacement étant désigné par on ait :

On aura dans ces conditions :

Fac. des Sc., 3e série, t. XX.



Si on se reporte, d’autre part, aux relations :

qui donnent par différentiation :

On trouve :

L’équation (i4) devient alors :

Plaçons-nous dans le cas où l’on a sur toute la courbe C 
’

Cela revient à admettre que le contour C pas un contour singulier, en

d’autres termes : que le déplacement étant, sur toute la courbe C,
différent de o et dirigé suivant le vecteur (oc, ~i, y), on obtienne ainsi des contours
infiniment voisins de C , pour lesquels la fonctionnelle 03A3 ne cesse pas d’avoir un

sens. Si donc 2014 4= o l’équation ( I ~) donne :
8

Nous verrons plus loin la signification géométrique de cette équation.



[10] Revenons à la première des équations (15) en remarquant que :

elle s’écrit :

En définitive nous avons le système suivant de trois équations linéaires pour
. déterminer :

Le déterminant de ce système est égal à + i d’après l’hypothèse faite sur l’orien-

tation du trièdre trirectangle ’ (u, v, w), (a, a, Y). Si donc on

résoud le système ( t g), on obtient : _ 

_

On peut, de ces valeurs des dérivées, déduire les variations : 8~it, ~cw
(l’indice c indiquant un déplacement sur la surface caractéristique) :



Supposons que la déformation de la courbe C amène un point M de cette
courbe au point M’ sur la courbe C’ infiniment voisine. La position du point M’
est parfaitement déterminée par la donnée de Au point M’ les dérivées fonction-
nelles partielles seront : ,

, 

On voit que ce vecteur dépend pour un point M’ donné de la valeur de d03B403BE en
~

ce point. Si o~ restant fixe, 20142014 varie, le vecteur (M’,ï/,~/) varie en direction,
mais les formules (20) montrent qu’il reste constamment dans un plan fixe qui ne
dépend que du point M’et non de la déformation qui a amené G en G’. Si donc
on déforme G’, à son tour, à partir de sa position actuelle, pour en déduire une
courbe C" infiniment voisine d’après la loi précédemment indiquée, le déplacement
de fera dans ce plan. Nous appellerons ce plan, le plan tangent à la caracté-

ristique au point M’, de mêmequele plan défini par lesdeuxvecteurs: (dx ds, dy ds ,dz ds),
(M, v, w) est le plan tangent à cette même surface au point M.

[12] Le plan tangent en M~ contient le vecteur :

Cherchons, en effet, les cosinus directeurs y’ du plan déterminé par le vec-
teur précédent et le vecteur : 

’

Ils sont respectivement proportionnels aux quantités :



Or on a, par exemple :

et des expressions analogues pour 03B4cdy ds et 

On a, dans ces conditions :

Les termes non écrits étant du 2e ordre. On aura en définitive pour «’ 

Ces expressions peuvent être transformées ; on vérifie en effet facilement que l’on a :

..d’où l’on tire, par exemple :



Les expressions de x’ ;3’ ,~’ deviennent alors :

On voit donc que le terme 20142014 a disparu des expressions de ce qui prouve

que le plan de cosinus directeurs ce’ p’ y’ ne dépend que du point M’et qu’il contient

le vecteur u’ , v’, w’) quelle que soit la valeur de d~~ en M’. C’est bien le plan

tangent tel qu’il a été précédemment défini. Nous appellerons rJ.,’, Q’, y’ les cosinus
‘ 

directeurs en M’ de la normale à la surface caractéristique.
’ 

l’out ce qui précède fait bien présumer que la surface caractéristique balayée par ~

.. le contour C quand celui-ci se déforme conformément à la loi indiquée, est bien
déterminée pour un contour C donné, u, v, w étant aussi donnés sur ce contour

(Sudx = o, Su2 = r) et ne dépend pas du mode de déformation du contour. Mais
il est nécessaire de donner de ce fait une démonstration plus rigoureuse.

L’ensemble des contours fermés déduits du contour initial C est déterminé,
à partir de C, au moyen d’un système d’équations aux dérivées fonctionnelles ordi-
naires qui est le suivant :



Ce système peut être remplacé par un système équivalent déduit des formules (2 1 )

auquel il faut ajouter les quatre dernières équations du système (22) qui sont com-

munes aux deux systèmes. .

’ 

Nous allons vérifier que le système (22) ou le système (23) qui lui est équivalent ~

sont complètement intégrables. 
’

Considérons pour cela deux déplacements sur la surface caractéristique repré-
sentés par les symboles 0 et 03B41 respectivement. Le système (22) donne :

donc :

carona:

Comme = ô8,~, on en conclut :

La condi tion d’intégrabilité est donc vérifiée pour E .

D’autre part on n’a jamais : ,

même si le système (22) est complètement intégrable. Mais il existe une quantité,
qui en vertu de la condition d’intégrabilité ne doit pas changer si l’on y permute les

symboles 5 et â1. C’est l’expression : .



, Ce point est expliqué dans l’ouvrage de M. Paul Lévy(’). Or nous avons : ~ 

.

de sorte que la quantité (23’) se réduit à :

qui visiblement n’est pas modifiée si l’on échange entre eux les symboles § 
’

La condition d’intégrabilité est donc Vérifiée encore en ce qui concerne x, y , z..
Reste à la vérifier pour u, v, w . ..,

Nous allons pour cela mettre le système (22) sous une autre forme qui nous con--
duira à des propriétés remarquables de la surface caractéristique.

Posons : .

Nous aurons défini ainsi 6 fonctions : xo’ y~, zo; vo, wo satisfaisant aux rela-

tions : :

corrélatives de

Nous obtenons immédiatement d’après la formule (20’) :

On a d’autre part :

(1) Leçons d’analyse fonctionnelle, Ire partie, chap. v, p. 97.



d’où .

y 

Posons pour un instant :

, 

On obtient immédiatement :

, d’où l’on déduit les valeurs de p, q, r

D’autre part des relations évidentes

on déduit :

De sorte que l’on aura pour 8 uo

et pour



On a donc à une constante additive près :

En résumé on voit que le système (22) est équivalent au suivant :

Remarquons encore que N se déduit de Lit en y remplaçant 
dx 

: .. par - u ...

ou par ds . De sorte que nous pou rrons poser :

De sorte que le système (220) est absolument identique comme forme, et aux
notations près, au système (32).

Vérifier la condition d’intégrabilité pour le système (22) en ce qui concerne les

fonctions u, v, w revient à la vérifier pour le système (22 ) en ce qui concerne , 

.

, dz0 ds c’est-à-dire en ce qui concerne ce qui est immédiat.

Nous avons ainsi établi que le système d’équations aux dérivées fonctionnelles (22)
est complètement intégrable en même temps que les systèmes (23) et (220) qui lui
sont équivalents.

Les relations qui existent entre les systèmes (22) et (220) seront interprétées
géomé~triquement dans la 2° partie.

[14] Le système (22) étant complètement intégrable, on peut pour l’intégrer y

supposer 1§ indépendant de s, c’est-à-dire ds = o .


































































































































