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ANNALES
DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE .

SUR LES NOTIONS ORIGINELLES
DE LA

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DIRECTE
PAR M. G. RABATÉ,

Assistant de Chimie, chargé de Conférences de Mathématiques Générales à la Faculté
des Sciences de Poitiers.

INTRODUCTION

Dans ses recherches récentes procédant du souci de restaurer la causalité en Géo-
métrie Infinitésimale, M. G. Bouligand a introduit le contingent et le paratingent
d’un ensemble ponctuel en un point d’accumulation. Entre autres résultats, cela
lui a permis de définir, par voie intrinsèque, de larges classes de surfaces dont l’une
donne lieu à un théorème d’existence du plan tangent.

Le présent travail a pour but de rappeler les propriétés et les applications les
plus simples et les plus essentielles déjà connues du contingent et du paratingent.
en même temps que d’en établir de nouvelles, que j’ai obtenues au cours de recher-
ches, entreprises à l’instigation de M. Bouligand. Sur son conseil, j’ai examiné com-
ment se combinent les opérations fournissant le contingent et le paratingent avec

~ quelques autres, réunion, intersection et projection. Les résultats qui s’en dégagent
soulignent les différences déjà reconnues entre contingent et paratingent. En outre,
ils m’ont suggéré, de la manière la plus naturelle, une étude locale des ensembles
dont le contingent en un point se réduit à m demi-droites, à l’exemple des courbes

’ 

qui se ramifient en m demi-arcs, doués chacun d’une demi-tangente au point de
ramification. Cela m’a conduit à la décomposition contingente, qui est aussi très utile
pour l’étude locale des ensembles dont le paratingent en un point se réduit à rt
droites : mais ici, on doit proscrire l’idée d’une décomposition paratingente.

Mes recherches sur la projection étendent le théorème sur la projection de la
tangente à une courbe algébrique. J’ai montré que, pour le cas singulier de ce théo-



rème, qui se résout à l’aide du plan osculateur, la notion de contingent d’osculation
considérée ailleurs par M. Bouligand, n’est pas susceptible de décider en toute 
ralité. J’ai obtenu cependant une condition assurant son efficacité, et l’ai communi-

quée, avec d’autres résultats, à l’Académie des LinceÍ. (Sur quelques point; de 
métrie Infinitésimale Directe, 2 nov. 1930.)

En ce qui concerne les applications du contingent et (w paratingent à la géomé-
trie infinitésimale, je me suis limité à des chapitres particuliers de la théorie des
courbes. Relativement au contingent, j’ai repris en le simplifiant l’exposé des résul-
tats de Nl. Bouligand sur la possibilité de rattacher à cette notion, l’existence des

demi-tangentes et demi-plans osculateurs aux arcs simples coupés par un plan arbi-
tiaire en un nombre fini de points.

En introduisant en outre les contingents circulaire et sphérique, j’ai prouvé
l’existence, communiquée dans ma note citée, des demi-cercles osculateurs et demi-

sphères osculatrices antérieurs et postérieurs, à tout arc simple coupé par tout plan
ou sphère en un nombre fini de points. Je déduis ainsi d’un processus uniforme, et

simplifié au delà des espérances de M. Bouligand, des résultats importants, obtenus
aussi en grande partie par M. André Marchaud(’).

La continuité des quatre contingents, dont je m’étais libéré au cours de la ques-
tion précédente, est cependant un problème intéressant en lui-même. Je l’ai traité

en unifiant les quatre énoncés et m’appuyant sur le raisonnement donné, pour la

continuité du contingent ordinaire, par NI. Bouligand.
Le théorème de Janiszewski (continuité de l’ensemble d’accumulation de continus

dont l’ensemble limite contient deux points), présente ici une importance capitale.
On le retrouve au tournant, pour démontrer que le paratingent d’un arc simple est
un continu. Il était donc naturel que je revienne sur ce théorème, d’autant plus

qu’en l’étudiant dans la thèse de l’éminent géomètre, j’ai été arrêté par une imper-
fection de sa démonstration : ayant aplani cette difficulté en collaboration avec

M. Bouligand(2), je donne un exposé de la question ainsi mise au point, dans la note

qui termine ce travail.
Je dois dire un mot des applications du paratingent à la théorie des courbes.

Elles confirment bien le rôle sélectif de cette notion, en permettant la discrimination

intrinsèque de classes favorables de courbes, ce que le contingent ne peut fournir
dans les mêmes conditions. Mes résultats sur ce point, résumés dans ma première
note, ont été simultanés à l’obtention, par M. Bouligand, d’un théorème général sur

la sélection de variétés d’un ordre quelconque dans l’espace à n dimensions(3).

(’) A. MARCHAUD, Sur continus borné. Acta Mathematica, année I930, t. 55.

(2) G. BOULIGAND et G. RABATÉ, Applications de la construction de Cantor-Minkowski èL 

lyse des ensembles discontinus. Rendic. d. R. Acc. dei Lincei. Séance du 7 décembre ’ 

(3) G. BOULIGAND, Reu. gén. des Sc., n° du 15 nov. !g3o, page 603. (Voir la note en petits
caractères, au-dessous de la seconde colonne.j >



. 
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Ces recherches m’ont enfin amené à examiner, pour un continu, 
le problème de

la continuité du paratingent. J’ai pu le résoudre par l’affirmative, pour tout continu

plan. Dans l’espace, j’ai souligné les difficultés du problème, dues 
à l’existence d’un

cas intermédiaire, dont l’examen m’a paru délicat.

. M. le Professeur Bouligand a constamment encouragé et soutenu mes efforts, et

- l’influence décisive qu’il a eue sur leur aboutissement apparaîtra- dans chacune 
de .

ces pages. Je suis fier de figurer au nombre de ses élèves, et particulièrement 
d’avoir

eu l’occasion de développer quelques-unes des notions si objectives dont il a enrichi

la Science.. Ma dette de reconnaissance envers lui s’accroît chaque jou r.

M. le Professeur Buhl a dès le début accueilli mon travail avec la plus grande
’ 

bienveillance, et, de concert avec M. le Doyen Deltheil et ses Collègues, en a favorisé ,

l’impression aux Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse. Je 
leur en exprime

ici ma respectueuse et profonde gratitude. Il m’est agréable d’y associer M. 
le Profes-

seur Levi-Civita, qui a bien voulu accepter de présenter mes notes à l’Académie 
des

Lincei. 
’

j Qu’il me soit enfin permis de rendre un pieux hommage à la mémoire 
du regretté

Doyen Jules Welsch et d’exprimer ma respectueuse reconnaissance 
à M. le Doyen

Armand Billard : en me chargeant de Conférences de Mathématiques 
Générales à la

Faculté des Sciences de Poitiers, ils m’ont témoigné une confiance dont je sens tout
’ 

le prix. , 

.



CHAPITRE 1

Rappel de quelques notions fondamentales sur la théorie des ensembles.

1. Nous ne considérons que des ensembles bornés, tous situés à l’intérieur d’une
même sphère.

Nous appelons distance d’un point I-I à un ensemhle ponctuel E la borne infé-
rieure de l’ensemble des distances de H à tout point de E. Pour que cette distance
soit nulle, il faut et il suffit que H appartienne a E, ou sinon soit point d’accumu-
lation de E, c’est-à-dire fasse partie de l’ensemble fermé E + E’ == E qu’on appelle
aussi feumeture de E .

Dans le cas où E n’a qu’un seul point d’accumulation, nous donnerons à ce point
le nom plus particulier de point limite. ,

2. Ensemble d’accumulation, ensemble limite. - Étant donnée une collection
infinie d’ensembles ponctuels (tous intérieurs à la même sphère), nous définirons
avec JANISZEWSKI(1) son ensemble d’accumulation et son ensemble limite.

Un point H fait partie de l’ensemble d’accumulation, si pour toute longueur
on peut trouver une infinité d’ensembles de la collection dont H soit distant

de moins de e. 

Un point L fait partie de l’ensemble limite, si pour toute longueur E > o, il n’y
a dans la collection qu’un nombre fini d’ensembles dont L soit distant de plus de E.

D’après cette définition, l’ensemble limite L est contenu dans l’ensemble d’accu-
mulation 

Il peut y avoir coïncidence, mais seulement à titre exceptionnel. En vertu des
définitions précédentes, tout point d’accumulation de points de H ou de L est lui-
même un point de ou de ~. Les ensembles ~~ et £ sont donc fermés.

. 3. Il est intéressant pour la suite de considérer le cas où notre collection infinie

consiste en une suite d’ensembles emboîtés E, , E~, ..., ... c’est-à-dire où l’on

a E~) E$) ... ) ... . p .

(i) S. JANISZEWSKI, Sur les continus irréductibles entre deux points. Thèse, Paris, I9II,

pages 15 et 16.

(2) Par abréviation, nous appellerons une telle suite « suite emboîtée ». I,e symbole )
signifie « contient ».



. Dès lors, soient ôi, ô$, ..., ô~,t, ... le; , distances d’un point quelconque à 1~~~,

..., E ,l, .,.. ° ~ 

. 
’

Nous aurons .nécessairement :

, 

Si un point H appartient à l’ensemble d’accumulation, c’est que ~,~ tend vers

zéro, ce qui exige que tous les ~i, ~~, ... soient nuls, ou encore que ce point fasse

partie des fermetures de tous les ensembles. Et, parmi nos ensembles, il ne s’en

trouve alors aucun dont un tel point H soit à une distance non nulle. Donc, dans ce

cas, tout point de 3{!y fait partie de £ et par suite, ces deux ensembles coïncident,
et se superposent au produit des fermetures de 

.

4. Conservation de certains caractères, par projection. - Établissons encore
deux théorèmes qui nous seront utiles par la suite.

Projetons sur une droite suivant la direction d’un plan non parallèle à cette
droite.

THÉORÈME I. - Tout ensemble ponctuel E borné, fermé, se projette suivant un
s 

ensemble e borné, fermé. ,

. 

Cela revient à démontrer que l’ensemble des plans projetant les différents points
. .de E est fermé.

. Soit donc P un plan d’accumulation de l’ensemble des plans projetants. Je dis

que P est lui-même un plan projetant, c’est-à-dire qu’il contient au moins un point
~ 

de E. En effet, dire que P est plan d’accumulation c’est dire qu’il existe, d’un cer-
tain côté de P (sinon de chaque côté), une suite infinie de plans projetants, de plus

. en plus voisins de P et tendant vers P. Prenons sur chacun d’eux un seul point
de E. La suite de points ainsi constituée est un ensemble borné, qui a donc au
moins un point d’accumulation. Ce point d’accumulation est nécessairement dans P,
et il appartient à E puisque E est fermé. Donc P appartient bien à l’ensemble
des plans projetants.

REMARQUE. - Il est essentiel de supposer que l’ensemble E est borné. En effet,
l’ensemble E constitué par les points de l’hyperbole équilatère xy - i = o est

fermé (non borné) et se projette sur l’axe des x suivant un ensemble e non fermé,
,puisque l’origine est point d’accumulation de e, sans lui appartenir.

. (’) Dans une communication à l’Académie de Pologne (voir son Bulletin International,
mars 1931), M. Bouligand a prouvé plus généralement l’identité de l’ensemble d’accumu-
lation .et de l’ensemble limite d’une suite d’ensembles, dans le cas où tout point de l’espace
a ses distances à ces ensembles successifs formant une suite monotone.



. 
-5. THÉORÈME II. 2014 La projection e d’un ensemble E borné, continu, est un continu.

Nous savons, d’après le théorème précédent, que l’ensernble linéaire e est fermé,
borné. Si e n’était pas un continu, il serait décomposable en deux ensembles fermés,
sans point commun et comporterait un intervalle de disjonction a’a", c’est-à-dire

un intervalle dont les extrémités a’ et a" empruntées à ces deux ensembles donne-
raient leur distance. Il n’existerait donc pas, dans le continu E, de point strictement
intérieur à la région comprise entre les deux plans projetants et . Et le

soi-disant continu E serait décomposable en deux ensembles fermés, sans point
commun.

REMARQUE. - Les deux théorèmes précédents subsistent si l’on projette l’en-

semble sur un plan parallèlement à une droite, car la propriété d’être borné et

fermé, et la propriété d’être bien enchainé se conservant par projection :

soit sur un plan parallèlement à une droite,
soit sur une droite parallèlement à un plan,

il en est de même de la propriété d’être un continu.



~ 

~ il

. 

Le contingent et le paratingent. Leurs définitions.
’ 

Quelques applications immédiates.
’ 

L’influence des opérations : : réunion et intersection.

6, Rappelons les notions de CONTINGENT et de PARATINGENT introduites par

M. G. BOULIGAND, et dont il a fait les instruments de sa GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE

. DIRECTE(’). 
’

’ Soit 0 un point d’accumulation d’un ensemble ponctuel E de l’espace euclidien

à trois dimensions. On appelle contingent au point 0, l’ensemble des demi-droites

. (ou rayons OT) tels que tout cône circulaire droit de sommet 0 et d’axe OT con-
tienne au moins un point de E distinct de .0 . Le contingent en 0 est évidemment

’ 

le même pour E et E.
’ 

On pourra, sans inconvénient, parler du contingent en un point isolé de E; ce

contingent sera vide. 
-

7. Le contingent et l’équivalence de l’accroissement d’une fonction à sa diffé-

rentielle. - L’intérêt de cette notion apparaît immédiatement sur un problème
élémentaire de théorie des fonctions de plusieurs variables. Bornons-nous au cas de

trois variables.

Soit, dans l’espace, une fonction fCM) possédant un gradient continu et non nul,
dans une sphère de centre Mo. Si M tend vers Mo sur un ensemble E dont le contin-

gent en Mo ne renferme aucun rayon perpendiculaire au gradient de f en ce point,
l’accroissement f (M) - f(Mo) est un infiniment petit équivalent à la différentielle

de f en 
’

En effet, d’après la formule des accroissements finis et en vertu de l’existence
d’un gradient continu, nous pouvons écrire :

ce étant un vecteur infiniment petit avec .

(i) G. BOULIGAND, Sur quelques points de Méthodologie géométrique. Rev. gén. des Sciences,
31 janvier, 30 juin et 15 novembre I930.

. (’) G. BOULIGAND, Bull. des Sc. Math. Sur un caractère de planéité d’un arc simple, a° série,
t. 54, mai ~g3o. Voir un complément rectificatif à paraître au tome XVII des Fundamenta

’ 

Mathematicae.



Soit r~ la partie de l’ensemble E contenue dans la sphère de centre M~ et d’un
certain rayon p, suffisamment petit.

Considérons

Par hypothèse, pour p suffisamment petit, l’ensemble est tout entier contenu
à l’intérieur d’un certain cône de révolution, d’axe grad f. Soit 0 le demi-angle au .
sommet de ce cône. Alors, quel que soit M sur l’ensemble E, nous aurons

d’où

ou

8. Définition du paratingent. - On appelle paratingent de E en 0 l’en semblé
des droites (passant par 0), qui sont limites de droites portant respectivement des
segments PiQi non nuls dont les extrémités Pi et Qi appartiennent à E et tendent
vers 0. ..

(On obtiendrait évidemment les mêmes droites limites en substituant, aux droites
considérées supports de PiQi, leurs parallèles passant par 0.)

Le paratingent en 0 est évidemment le même pour E et E .

On pourra, sans inconvénient, parler du paratingent en un point isolé de E; ce

paratingent sera vide.

9. Le lemme d’univocité. - Donnons immédiatement une application de la

notion de paratingent, en établissant un lemme relatif à la structure d’un ensemble



’ 

._ ponctuel plan, borné fermé E, au voisinage d’un point d’accumulation 0 de cet
,_ 

- ~ ensemble, quand une droite 0~, est exclue du paratingent en U(’).
_ , / 

, L’hypothèse que 0394 est exclue du paratingent en 0 entraîne l’existence d’un rec-
’ 

tangle’ R, de centre 0,, d’axe il tel que : 
.

. 

, 

(0 sur toute parallèle à à traversant ce rectangle, la portion intérieure à ce rec-

tangle contienne au plus un point de E. Tous ces points (dont nous désignerons,
, 

° 
f 

l’ensemble par E1), sont strictement intérieurs à l’ensemble des deux triangles iso-
’ 

cèles opposés par le sommet 0, formés par les diagonales de ce rectangle et ses

. 

~ 

côtés parallèles à ~, ; . 

~ 

.

° 

- 2" les droites d’interjonction des points de l’ensemble Et aient une pente infé-
rieure, en valeur absolue, à celle des diagonales du rectangle.

_’ ,- _~ Un raisonnement par l’absurde rend immédiat chacun de ces énoncés. 
’

. ," Nous dirons, pour abréger, que ce double énoncé constitue le lemme d’univocité.

_’ r La projection de l’ensemble fermé Et sur la perpendiculaire en () à 0:1 étant

un ensemble fermé e1 (qui contient 0), on peut dire qu’il existe sur E un voisinage
, 

de Q représentable, dans un système d’axes approprié pour axe des y et sa

, , perpendiculaire en 0 pour axe des x) par l’expression explicite y = f (x) où f (x)
, ’." est une fonction à pentes bornées, définie sur un certain ensemble fermé, donc con-

, 

. 

tinue sur cet ensemble fermé (’).

" 

’ 

10. Le paratingent englobe le contingent. - Nous nous proposons de faire
’ 

l’étude parallèle des deux notions de contingent et de paratingent, au moins en ce
qui concerne certaines de leurs propriétés.

Il y a lieu tout d’abord de comparer le contingent et le paratingent en un point 0
‘ d’accumulation d’un ensemble E .

En prenant un couple de points M, N de E tendant vers 0 dans la direction UT,

de manière que OM ON tende vers zéro, on voit que la droite portant chaque rayon UT
du contingent fait partie du paratingent. Mais le paratingent peu t contenir des droites
ne portant aucun rayon du contingent. 

’

. 

. 

Exemple : Le contingent à l’origine 0, de la courbe ,

. (*) BOULIGAND. C. R., t. igo, ig3o, p. 1002. Ce lemme a été généralisé par M. Bouligand
dans sa communication du 6 octobre 1930 à l’Académie de Cracovie. Voir Bulletin Inter-
national de l’Académie Polonaise, n°i8A, octobre 1930, page 408.

’ 

(’) Il peut arriver que et, qui contient 0 et l’admet comme point d’accumulation, ait
tous ses points d’un même côté de 0.



comprend les deux rayons opposés Ox et Ox’, tandis que le paratingent comprendtoutes les droites de coefficient angulaire compris entre -= ~ i et + I ’~..Donnons un exemple d’un ensemble plan dont le contingent en 0 se réduit au
rayon Ox, tandis que le paratingent comprend x’Ox et y’Oy et rien que ces deuxdroites.

Je prends sur Ox les points d’abscisses

et je forme l’ensemble E des points

avec Oyn fl 1 1 E est l’ensemble de tous ces segments parallèles à 0v Le con
tingent en 0 de cet ensemble ne comprend que 0r . Le paratingent comprend x’0xet y’0y et rien que ces deux droites; car la distance de deux points consécutifs
sur 0x est F et la pente maximum qu’on peut obtenir en joignant deuxn(n + i )
points situés sur des segments distincts tendant vers l’origine 0 est

qui tend vers zéro. .
On peut varier l’exemple en prenant, dans l’espace, des segments perpendiculaires ’à Ox aux points d’abscisses

de 
2014 ’ I n!, ’ ’ ’

Suivant la répartition des plans déterminés par O.r et ces segments, te paratin-
, gent en 0 de l’ensemble constitué par tous ces segments comprendra un nombrefini ou infini de droites passant par 0 dans te plan des yz . 

(’) De même l’ensemble constitué par les deux côtés de l’angle xOy a pour contingenten 0 les deux rayons O.c et Oy. tandis que le paratingent contient toutes les droites pas-sant par 0 et non intérieures à l’angle a;0y.



.. il. La définition unifiée au moyen de l’ensemble limite. - Voici maintenant
~~ 

une propriété commune au contingent et au paratingent.
. 

_ 

° 

~ Le contingent est un ensemble fermé de demi-droites;

_ 
. Le paratingent est un ensemble fermé de droites.

a La démonstration directe de ce fait est aisée, tant pour le contingent que pour le
.. ~ paratingent. ,

:= 
. , D’ailleurs; cette propriété, commune au contingent et au paratingent d’être des
ensembles fermés, ’ résulte encore d’un autre mode de définition (’) que nous allons

, 

donner du contingent et du paratingent, grâce aux notions rappelées plus haut,
~ d’ensemble limite et. d’ensem ble d’accumulation. 

. 

~ Le contingent de E en un point d’accumulation 0 sera, dans sa nouvelle défini-

, 
l’ensemble d’accumulation (ou, indifféremment l’ensemble limite) de la suite

infinie emboîtée : . 

° 
’

’ 

"d’ensembles de rayons joignant 0 à. tous les points de E intérieurs aux sphères de
._ centres 0 et de rayons _

’ ‘ -’ L’équivalence des deux définitions est évidènte, car si tout cône circulaire droit,
. de sommet 0, d’axe OT, contient des peints de E, alors OT est à une distance

angulaire nulle de tous les R,, ; d’où, compte tenu du n° 3 :

et inversement.
, 

-- Tout ensemble R.~ coupe la sphère unitaire de centre 0 en des points qui cons-
, tituent un ensemble ri et l’ensemble d’accumulation de la suite n~) . ~.. ) r") ...

étant fermé, il en sera de même du contingenta). ,

, 

~ 

il De même, nous considérons la suite infinie emboîtée

d’ensembles de droites joignant deux à deux tous les points de E intérieurs, respec-
tivement, aux sphères de centres 0 et de rayons 

’

tendant vers zéro.

y 
- (J) Ce point a été brièvement signalé par M. BOULIGAND dans son article : Sur quelques
points de topologie restreinte du premier ordre, Bull. Soc. Math. France, 1928, p. 29. 2014
Je l’avais retrouvé, ignorant cette publication de M. BOULIGAND, qui m’a conseillé lui-même
d’y revenir. 

,

_ (*) Le contingent n’est pas un ensemble dérivé, mais un ensemble d’accumulation.



En remplaçant les droites envisagées par leurs parallèles passant par 0, nous
constituerons une nouvelle suite infinie d’ensembles de droites

Chacune de ces droiles coupe la sphère unitaire de centre 0 en deux points dia-
métralement opposés, et tous ces couples de points nous permettent de réaliser la
suite infinie d’ensembles ponctuels

(Bien entendu, ces d’ ne désignent pas ici des ensembles dérivés).
Le paratingent de E en ~0 sera, dans sa nouvelle définition, l’ensemble d’accu-

mulation (ou indifféremment l’ensemble limite) de la suite infinie D’ ;.
L’équivalence des deux définitions est évidente, car toute « paratingente » selon

la première définition est encore à distance angulaire nulle de tous les D’n . Inver-
sement, une droite de

est à distance angulaire nulle de chaque D’’~ : : d’où l’existence de cordes à extrémités

arbitrairement voisines de 0 et arbitrairement peu inclinées sur la droite.

Et l’ensemble d’accumulation de la suite ) d’ t étant fermé, il en sera de même

du paratingent(’).

12. Contingent de la réunion de l’interseçtion d’un nombre fini ou infini

d’ensembles. - La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point soit point

d’accumulation de la réunion d’un nombre fini d’ensembles est qu’il soit point d’ac-
cumulation d’un des ensembles au moins.

’fHÉORÈME. - En tout point d’accumulation de la réunion d’un nombre fini d’en-

sembles, le contingent de cette réunion est identique à la réunion cles contingents(3).
(La démonstration de ce théorème est immédiate).
Le théorème précédent n’est plus vrai en un point d’accumulation de la réunion

d’une collection infinie d’ensembles. Car ce point peut n’être point d’accumulation
d’aucun des ensembles, et même dans le cas où il est point d’accumulation de cha-

cun d’eux, le ctg. de la réunion peut contenir d’autres rayons que la réunion des ctg.

(comme cela se produit pour le ctg. en 0 de l’ensemble ponctuel constitué par un

ensemble non fermé de demi-droites issues de 0).

(’) Bien entendu., il ne s’agit pas, ici, d’ensembles dérivés.

(’) Le paratingent n’est pas un ensemble dérivé, mais un ensemble d’accumulation.
(3) Par la suite, nous emploierons les abréviations ctg. et ptg. pour désigner le contin-

gent et le paratingent.



13. ’"fHÉOSÈME. 2014- Un point d’accumulation de l’intersection d’un nombre fini ou

infini d’ensembles est point d’accumulation de chacun d’eux, 
et l’intersection des ctg.

contient le ctg. de l’intersection, mais il peut contenir d’autres rayons.

On imagine’ facilement’ des exemples illustrant cette amrmation; notamment 
il

se peut que le ctg. de l’intersection soit vide, sans que 
l’intersection des ctg. le soit :

cela se produit pour les deux ensembles déduis par les équations y 
= ~ et y = o. 

°

~ 

~ 

i4. Paratingent de la réunion. - On démontre immédiatement la proposition
. suivante : 

_

THÉORÈME. 2014 En tout point d’accumulation de la réunion d’un nombre fini ou infini
d’ensembles, le plg. de la réunion contient la réunion des ptg. mais il peut contenir

d’autres droites.

. I. Exemple monlrant que le ptg. de la réunion de deux ensembles peut comprendre
’

des droites n’appartenant pas à la réunion des deux ptg.

Je prends sur Ox une suite de points tendant vers 0, et sur Oy une autre suite

de points tendant aussi vers O. Chacune d’elles constitue un ensemble dont 
le ptg.

en 0 est l’axe Ox ou l’axe Oy . Pour obtenir le ptg. de la réunion de nos deux
~ 

ensembles, il faut encore considérer les droites d’interjonction des points de nos
., -deux suites et prendre les’ droites d’accumulation, passant par 0, de l’ensemble de

droites ainsi obtenu. Supposons que, m et n étant deux entiers positifs quelcon-

ques, on prenne les points ("-L, o~ de l’axe Or . et les points (o, ~ de l’axe Oy.
’ 

Une droite d’interjonction aura pour coefficient angulaire 2014 2014. . Puisque les entiers

’ 

m et n, sont quelconques, l’ensemble des valeurs limites sera celui de tous les nom-

bres réels négatifs. Le ptg. de la réunion recouvrira donc l’angle et son opposé
’ > 

par le sommet. 
’

. 

Le ptg. de la réunion est d’ailleurs le même que si on prenait pour l’un des deux
° ensembles le continu ponctuel formé par le rayon Or, et pour l’autre le continu

formé par le rayon Oy .. 
’

15. REMARQUES. - a) Le ptg. en un point de rebroussement pourra s’obtenir de

même en, songeant à la réunion des deux demi-arcs simples se soudant pour venir
’ constituer le rebroussement. Plaçons-nous encore dans le cas où le ptg. de chacun

, 
d’eux se réduit à une droite. Il n’en est plus de même pour le ptg. du rebrousse-

ment qui contient la totalité des droites passant par ce point.

b) Il va de soi que si l’on réunit la courbe y==/(.r) tangente en 0 à or et

. ayant en 0 une tangente continue (le ptg. se réduit alors à en vertu de la

formule des accroissements finis), et la courbe .r=~ (y) tangente en 0 à Oy et



ayant en 0 une tangente continue, le ptg. en 0 épuisera la totalité des droites pas-
sant par 0, pourvu qu’une courbe au moins franchisse le point 0. B 

’

L’exemple 1 et les remarques a) et b) pourraient donner à penser que l’intrusion
dans le ptg. de la réunion, d’éléments étrangers aux ptg. initiaux, est en fait la règle.

L’exemple suivant prouve qu’il n’en est rien.

16. Il. Exemple montrant malgré tout que le ptg. de la réunion de deux ensembles
peut ne comprendre, que la réunion des ptg. ’.

Considérons la sui te I, I 2!, I 3!, ... , I n!, ... ,

Portons sur Ox, , à partir de 0, des longueurs successives égales aux termes de
, rang impair, et sur Oy à partir de 0, des longueurs successives égales aux termes

de rang pair.
Nous aurons ainsi deux ensembles de points, l’un sur 0x, l’autre sur Oy. Joi-

gnons le point [ ( 2P !
, o pris sur Ox, au point à ( 2q) ! pris sur Oy . Nous

. obtenons une droite de coefficient angulaire - --’201420142014 . . Les seules valeurs limites

de ce rapport sont o et - oo et par suite, ici (étant donné notre choix très spécial
de l’ensemble porté par Ox et de l’ensemble porté par 0y); le ptg. se compose seu-
lement de et de y’ oy ..

Notons maintenant que l’exemple II réalise une particularité intéressante. Pour
y obtenir une réunion dont le ptg. au point 0 soit réduit à deux droites, nous avons
eu recours à deux ensembles dénombrables. >

Cela suggère la question de savoir si la dénombrabilité a joué ici un rôle néces-
saire. La réponse est négative comme le montre ce nouvel exemple.

III. Exemple d’un ensemble non dénombrable dont le ptg. en 0 se réduit à 2 droites .

y~ y’ Oy .

Je commence par prendre sur Ox, les points d’abscisses ; sur Oy les points

d’ordonnées 
( ap I (2p+I)! . Puis sur Ox je prends les segments

et Oy

alors l’ensemble réunion des points des segments Tp est tel que son paratingent
soit forme par x’ Ox et y’ Oy. ~ .



1*7. Paratingent de l’intersection. - Un point d’aocumulation de l’intersection
d’un nombre fini ou infini d’ensembles est point d’accumulation dé chacun d’eux
et l’intersection des ptg. contient le ptg. de l’intersection; mais il peut contenir
d’autres droites.

La démonstration est immédiate. 
_

17 bis. Nous venons de voir apparaître des différences profondes entre ctg. et ptg.
Pour la réunion d’un nombre fini d’ensembles, le ctg. est la réunion des ctg. ; mais
cela n’a plus lieu avec le ptg. Au n° 23, une nouvelle occasion accentuera cette dif-
férence.

, Signalons encore cette remarque de M. Bouligand :
En un point 0, limite de points d’accumulation d’un ensemble E, c’est-à-dire

contenu d,ans le second dérivé En, le ptg. contient l’ensemblé d’accumulation des

ptg. aux points de E’ infiniment voisins de 0.
Des exemples simples, comme celui de la courbe ..

douée d’une tangente qui n’est pas continue à l’origine, montrent que la propriété
n’a plus lieu pour le ctg. ~ ~ ~ . .



~ 

CHIA l’I’l’RE III

Les ensembles dont le contingent ou le paratingent ne contient
qu’un nombre fini de rayons ou de droites. 

18. Après l’étude que nous venons de faire des notions de ct.g. et de ptg., il .

semble naturel de rechercher les ensembles dont le ctg. oo le ptg., en un point
d’accumulation 0 présente une structure donnée.

Les considérations qui suivent ont surtout pour but d’analyser les difficultés

auxquelles on se heurte, alors qu’on semble faire, sur le ctg. et le ptg. les hypo- .

thèses les plus simples.
En supposant que le ptg. en un point d’accumulation 0 d’un ensemblè PLAM

fermé E laisse échapper une droite, nous avons déjà obtenu le lemme d’univocité,
destiné à jouer ici un rôle essentiel. Rappelons-en l’énoncé. , 

’

LEMME A (D’UNIVOCITÉ). - Si le ptg. en un point d’accumulation 0 d’un ensemble

plan fermé E laisse échapper une droite Oy, il existe sur E urc voisinage de 0 repré- 
sentable par y = f (x), à pentes bornées, , définie sur un certain ensemble ,fermé
linéaire e de l’axe x’Ox, donc continue sur cet ensemble fermé.

On peut en donner la réciproque suivante : :

RÉCIPROQUE A’. - S’il existe, sur un ensemble plan fermé E , admetlant 0 pour

point d’accumulation, un voisinage de 0 représentable par y = f (x), èc pentes bor-

nées, définie sur cLn certain ensemble linéaire fermé e cle l’axe x’Ox, , contenant 0,
le ptg. de E en 0 laisse échapper au moins une droite.

19. Le cas où le paratingent se réduit à une droite unique. - Du Lemme d’uni-
vocité découle immédiatement le théorème suivant : 

,

THÉORÈME B. - Si le pl g. en nn point d’accumulation () d’un ensemble plan
fermé E se réduit ic la seule droite x’Ox, il existe sur E urz voisinage de 0 repré-
sentable par y = f(x) définie el continue sur un certain ensemble fermé linéaire e
rl,e l’axe x’Ox, englobant le point 0, , el à pentes infiniment petites dans chaque 
nage de O infiniment étroit.



On peut donner de ce théorème la réciproque suivante :

’ 

RÉCIPROQUE B’. - S’il existe, sur uri ensemble plan fermé E admettant 0 pour
point d’accumulation, un .voisinage de 0 représentable par y = f (x), définie sur un
certain ensemble linéaire fermé e, à pentes infiniment petites sur e infiniment réduit
au voisinage de 0, le ptg. en U se réduit à la seule droite .

20. REMARQUES. - i°) Le recours au lemme (funivocité, qui met en 0153uvre une
droite Oy non paratingente, conduit à subdiviser, au voisinage de 0, un ensemble
plan fermé E en deux parties dont l’une comprend les points à droite de Oy, et 

.

l’autre les points à gauche.
2°) L’ensemble linéaire fermé e, envisagé dans le Lemme A comme dans le théo-

rème B, pourrait englober un intervalle (continu linéaire) ayant 0 à son intérieur
au sens strict. Alors, il existerait sur l’ensemble plan fermé E un voisinage de 0
qui serait un arc continu représentable par y = f(x) continue, .

à pentes bornées sur un intervalle de e, suffisamment restreint au voisinage
de 0 dans le cas du Lemme A ;

à pentes infiniment petites sur un intervalle de e infiniment petit et englo-
’ 

bant 0, dans le cas du théorème B. 
’ 

.

, 

Si e n’englobe aucun intervalle ayant 0 à son intérieur au sens strict, il ne peut
englober que d’un seul côté de 0 un intervalle dont 0 soit une extrémité. Suppo-
sons cette circonstance réalisée. De l’autre côté de 0, le complémentaire de e, , sur

la droite D qui le porte(’), c’est-à-dire l’ensemble linéaire ouvert D - e, est alors

constitué par une infinité dénombrable de segments ouverts, et il admet 0 pour
point frontière ; autrement dit e est indéfiniment troué au voisinage de 0, du côté
envisagé. Au contraire, du côté de 0 où e englobe un intervalle ayant 0 pour
extrémité, on a à faire comme ci-dessus à un continu y = f(x) à pentes bornées ou
infiniment petites suivant qu’on se place dans l’hypothèse du lemme A ou du théo-
rème B.

Et si l’on joint par un segment de droite les points de E correspondant aux deux
extrémités de chacun de ces segments ouverts, on réalise, par adjonction à E d’un
ensemble dénombrable de segments ouverts, une courbe continue y = f(x), .

à pentes bornées au voisinage de 0, dans le cas du Lemme A;
à pentes infiniment petites lorsque x tend vers zéro, dans le cas du 

,

rème B.

(’) La droite D est l’axe .



Si enfin e n’englobe d’aucun côté de 0 un intervalle dont, 0 soit une extrémité,
e est indéfiniment troué au voisinage de 0 de chaque côté; et l’adjonction à E d’un

ensemble dénombrable de segments ouverts donne encore, au voisinage de 0,. une

courbe continue y =,f(a), ~ pentes bornées ou infiniment petites suivant le cas.

21. . Généralités sur les cas de réduction du contingent et du paratingent. 
-

, Après les deux hypothèses successives, particulièrement simples, faites (soit dans
l’énoncé- du lemme A, ~oit dans celui du théorème B), sur le ptg. d’un ensemble

plan fermé, en un point d’accumulation 0, à savoir : 
’

une droite échappe au ptg. : hypothèse du lemme A d’uni vocité;
il ne reste qu’une droite dans le ptg. : hypothèse du théorème B;

envisageons les suivantes en nous restreignant toujours au cas d’un ensemble plan
fermé E : 

, /
1°) le ptg. est constitué d’un nombre fini de droites;

(le ctg. est alors constitué d’un nombre fini de rayons); 
.

2°) le ctg. est constitué d’un nombre fini de rayons;

(le ptg. peut alors contenir une infinité de droites).

22. La décomposition contingente. - La première des hypothèses ci-dessus est

plus restrictive que la seconde. Mais, dans la première comme dans la seconde, le

ctg. est constitué d’un nombre fini de rayons, et à la faveur de cette circonstance, il

va nous être possible, dans les deux cas, de disséquer E par application du théo-
rème suivant : : 

-

THÉORÈME. - Soit E un ensemble ayant 0 pour point d’accumulation, et dont le

ctg. en 0 soil constitué de n rayons 0’fQ , , ... .

Il est possible de le réduire suffisamment au voisinage de 0 par un cercle de cen-
tre 0, pour qu’on puisse ensuite le considérer comme la réunion de n ensembles par-
tiels :

ayant chacun O poui point d’accumulation ;

n’ayant deux à deux aucun point commiin, sauf 0;
Ei ayant son clg. en 0 réduit à OTi.

Une telle décomposition de E n’est d’ailleurs possible que d’une seule façon.
Nous l’appellerons en abrégé la « décomposition contingente ».



23. REMARQUE. - Dans le cas où le ptg. comprend un nombre fini de droites

D, , D~ .... , DJt (où, par conséquent, le cig. comprend aussi un nombre fini de

, rayons), on peut appliquer à l’ensemble E la décomposition contingenle, mais il

serait vain d’espérer dissocier tout ensemble dont le ptg. serait ainsi constitué de n
droites, en n ensembles partiels, E~, i~,~, ..., E.n,

ayant chacun 0 pour point d’accumulation;
n’ayant deux à deux aucun point commun, sauf 0;
Ei ayant son ptg. en 0 réduit à Di ;

et dont il serait la réunion.

. 

Autrement dit, il n’y a pas lieu de parler de décomposition paratingente. -

C’est ce que montre l’exemple suivant :

_ 

Par les points d’abscisses 1 , I , I , ..., T , . , . sur l’axe menons des seg-

ments parallèles à Oy et de même sens et terminés respectivement en des points
d’ordonnées 

’

, Le ptg. de l’ensemble ponctuel constitué par la réunion de.,ces segments com-
prend x’Ox et y’ Oy . Or, il est impossible de décomposer cet ensemble en deux
autres dont l’un aurait pour ptg. x’Ox seul et l’autre y’Oy seul. Car si l’un des

ensembles avait pour ptg. x’ Ox seul, en vertu du lemme d’univocité, il emprunte- 
°

rait un seul point à chacun des segments, et c’est trop peu pour que le ptg. de l’en-
semble restant s’appauvrisse.

’ 

24. . Application de la décomposition contingente. - Voyons maintenant ce qu’on
peut tirer de la décomposition contingente appliquée à un ensemble E plan fermé,
dans les deux hypothèses successives envisagées plus haut :

i °) le ptg. en 0 est constitué d’un nombre fini de droites ; 
’

2°) le ctg. en 0 est constitué d’un nombre fini de rayons.

1°) Sur les n droites dont est formé le ptg., il y en a nécessairement une qui
porte un rayon du ctg., mais cette propriété peut ne pas appartenir à certaines
d’entre elles. D’ailleurs, la décomposition contingente nous permet de considérer
l’ensemble étudié E comme la réunion d’au plus 2n ensembles partiels pour chacun
desquels’ le ptg. comprend au plus n droites dont une seule porte un unique rayon
du ctg. - 

’ 

,

~ 
Si donc nous écartons le cas déjà étudié (théorème B) où le ptg. d’un ensemble

partiel se composerait d’une droite unique, il nous reste à envisager l’hypothèse



d’un ensemble partiel dont le ptg. comprendrait, un nombre fini de droites (au .

moins deux), le ctg. étant constitue d’un rayon unique, porté nécessairement par
l’une de ces droites. 

_

2") Le ctg. étant constitué d’un nombre fini de rayons, le ptg. peut contenir une
infinité de droites. Mais la décomposition contingente nous permettra encore de consi-
dérer l’ensemble E comme la réunion d’autant d’ensembles partiels que son ctg.
contient de rayons, les ptg. respectifs de ces ensembles étant plus ou moins riches.

En écartant comme ci-dessus le cas d’un ensemble partiel à ptg. composé d’une
droite unique, il nous restera à examiner les ensembles partiels dont le ptg. contient
au moins une autre droite que celle portant le ctg., hypothèse moins restrictive que
celle d’un ptg. constitué d’un nombre Lfini de droites, faite à ~°)..

Restreignons-nous à cette dernière, en nous limitant de plùs au cas particulier
d’un ptg. réduit à deux droites (dont l’une portera l’unique rayon du ctg.).

25. Les diffi.cultés d’une solution complète. - Pouvons-nous espérer alors une
solution simple de notre problème de structurel

Le problème ainsi simplifié offre encore de sérieuses difficultés, quand on cherche
à dépasser ce que nous apprend le lemme d’univocité.

Soit 0~ le rayon unique du ctg. Prenons pour axe x’Ox la droite paratingente
non contingente, pour axe y’ Oy une droite laissant 0 ~ à sa gauche (par exemple).

L’ensemble E, suffisamment réduit au voisinage de 0, sera tout entier à gauche
de Oy. Et comme, en vertu d’un théorème qui sera démontré ultérieurement, le

ptg. d’un continu plan est un continu de droites, la discontinuité que notre hypo- ,

thèse confère au ptg. de E entraînera que l’ensemble linéaire fermé e (projection
de E sur Ox’, parallèlement à Oy), soit indéfiniment troué au voisinage de 0.

Nous sommes loin, malgré les résultats de cette étude, de pouvoir décrire d’une
manière complète la structure, aux environs du point 0, des ensembles dont le ptg.
se réduit à deux droites données et le ctg. à un rayon unique.

26. L’interdépendance des branches. - A supposer même qu’il nous ait été

possible d’analyser avec précision les propriétés de chaque sous-ensemble (ou bran- .

che)) résultant de la décomposition contingente, il reste encore à savoir les conditions
mutuelles que s’imposent deux branches du fait que leur réunion ne fait apparaître
dans le ptg. rien autre que les deux droites données(’). 

’

Nous avons vu ces conditions mutuelles s’exercer dans les exemples cités aux

(’) > On suppose que chacune des deux branches a son ptg. réduit à une droite unique
et son ctg. réduit à un rayon unique.



N°’ i4 et 16, exemples dans lesquels chaque branche avait bien son ptg. réduit à une

droite unique et son ctg. réduit à un rayon unique. 
En généra% si nous réunissons deux branches ayant chacune son ptg. réduit 

’

à l’une des droites données, ces branches seront prélevées respectivement sur deux
courbes tangentes en 0 à chacune de nos droites et de pentes, relativement à cette

droite, infiniment petites aux environs de O .

Pour obtenir, par prélèvement sur ces courbes, un ensemble dont le ptg. en 0 se
réduise au système de leurs deux tangentes, il suffira de se placer dans des condi-

tions telles que relativement à ces tangentes prises pour x’Ox et v’Uy, les cordes

d’interjonction à extrémités infiniment voisines de 0 n’aient pour valeurs limites

de leurs pentes que zéro et l’infini.

Notons encore la possibilité, pour un ensemble dont le ptg. en 0 se réduit à 
et de comprendre un demi-arc simple tangent en 0 à l’un de nos axes. Par

exemple on peut supposer que l’ensemble est formé par la demi-droite Ox’ et par

une suite de segments parallèles à Oy, telle que la suivante : ,

27. Relations avec la théorie des fonctions. - Pour terminer, signalons un pro-
blème de théorie des fonctions qui conduirait à exprimer que le ptg. en un point se
réduit.à n droites.

Désignons par P et Q deux points quelconques d’un ensemble ponctuel plan
fermé E. Soit 0 un point non isolé de E, et soient ~i, ~~, ..., ~~t les n droites

préalablement données passant par 0. Considérons la fonction

On demande à quelles conditions il faut soumettre l’ensemble E si l’on désire

qu’au voisinage du point 0 cette fonction y demeure bornée.
Je dis qu’il est nécessaire (’) que le ptg. d’un tel ensemble se réduise aux n droites

~1, ~s , ; .. , En effet, supposons que Q) demeure bornée.

(t) Bien entendu, la condition en question n’est pas suffisante.



Le facteur 
I 

+ OQ2 
croît indéfiniment lorsque P et Q tendent simultané-

ment vers 0. Donc la fonction ne peut demeurer bornée que si le numérateur
devient infiniment petit dans les mêmes conditions, ce qui revient bien à dire que
le ptg. doit comprendre exclusivement les n droites ~11, ~z, ..., A . 

.



~ CHAPITRE ~I~T

Projection orthogonale du contingent et du paratingent.

.. 28. Je vais d’abord étudier les extensions, au moyen du ctg., du théorème clas-

sique sur la tangente à la projection horizontale d’une courbe algébrique en un point

simple, mettant en jeu tantôt la projection de la tangente, tantôt lâ trace du plan
osculateur.

Un arc de courbe (à tangente continue) assez restreint, contenant M, fournit, par
projection orthogonale sur un plan, un arc de courbe dont la tangente en m est la . 

.

. projection de la tangente en M, sous réserve que la tangente en M ne soit pas per-
pendiculaire au plan de’ projection.

. 

Nous allons étendre ce théorème à un ensemble E admettant 0 comme point
d’accumulation, et projeté sur un plan 7?, sous réserve que le contingent de E en 0 ,

ne contienne aucun rayon perpendiculaire au plan ~c .

Le théorème que nous allons obtenir dans le cas de l’ensemble aura d’ailleurs le
. même caractère local que celui que nous venons de rappeler concernant la courbe. _
Autrement dit, nous pourrons être obligés, pour l’énoncer, de diaphragmer sufli-

. 

samment. E au voisinage de 0, de même que nous avons été obligés de ne consi-
dérer qu’un arc de courbe assez restreint pour éviter l’éventualité d’un point double
. en m sur l’arc plan obtenu par projection.

29. Projection du contingent : : cas régulier. - Soit donc 0 un point d’accu-
‘ 

mulation de E et 03C0 un plan que nous pouvons supposer passer par 0. Si le ctg.
de E en 0 ne contient aucun des deux rayons issus de 0 et perpendiculaires à 7:,

l’ensemble e, projection orthogonale de E sur 7: admet aussi 0 comme point d’ac-
cumulation et on peut trouver sur ces deux rayons respectivement deux points B
et B’ symétriques par rapport à 0, tels qu’aucun point du segment BB’ (sauf peut-
être 0) n’appartienne à E et ne soit point d’accumulation de E.

~oit E, l’ensemble des points de E compris entre les plans menés par B et B’

parallèlement à 03C0 ou intérieurs à la sphère de diamètre BB’, et e1 sa projection
orthogonale sur 77. Chacun des deux ensembles Et et et admet 0 comme point
’ d’accumulation. Ceci posé, démontrons le théorème suivant : :

30. THÉORÈME. - Le ctg. de e1 en 0 est la projection du ctg. de Et en 0. .
Nous avons. à prouver que : .

i° Si OT est un rayon du ctg. de F;1 en 0, sa projection Ot sur 7t est un rayon
’ 

du ~ctg: de et en 0. (Yest évident.



2° Si Ùt est un rayon du ctg, de et en 0, il est la projection sur 7t d’un rayon
0T du ctg. de Et en 0. 

_ 

..

. En effet, puisque Ot est un rayon du ctg. de et en 0, il est possible de consti-
tuer une suite de points Tnt, ..., mi, ... appartenant à et, ayant pour limite 0
et telle que la .sit.ite de rayons du plan ~r : Om2, ..., Om;, ... ait pour limite
le rayon Remontons aux éléments homologues de 1B. Nous aurons d’abord la
suite de points M,, ...,. Mi, ... qui constitue un ensemble borné dont tout
point d’accumulation’ doit se trouver sur BB’ et ne peut, par conséquent, d’après ,

une remarque faite plus haut/être que 0. Ainsi, 0 est le point limite de la suite
ItLI, ..., Mi , ....

La suite de demi-plans ..., ... a pour limite le demi-

plan BB’t. La suite de rayons OM1, OM2, ..., OMi, ..., constitue un ensemble

borné qui a au moins un rayon d’accumulation, soit OT nécessairement situé dans
le demi-plan BB’t; ce rayon ne coïncide ni avec OB, ni avec OB’ puisqu’il fait

. 

partie du ctg. de Et en 0 et que ledit ctg. ne contient ni OB, ni OB’.
Finalement, un rayon OT du ctg. de Et en 0 se projette suivant Ot.

31. . REMARQUE. - Le fait de diaphragmer E au voisinage de 0 (soit au moyen
. 

de deux plans symétriques par rapport à 0, arbitrairement voisins; soit au moyen
~ d’une sphère centrée en 0 et de rayon arbitrairement petit), est sans influence sur
le ctg. de E en 0 . Autrement dit, le ctg. de Et en 0 est le même que celui de E.

Mais cette diaphragmation de E peut entraîner, non seulement l’appauvrissement
de sa projection e sur le plan 7t (envisagé dans le théorème ci-dessus), mais encore

. celui du ctg. de e, lequel ctg. ne deviendra irréductible qu’à partir du moment où
il sera identique à la projection du ctg. de 

32. Le contingent d’osculation. - Avant d’étudier le cas où le ctg. de E en 0
contient un rayon vertical (le plan ~ étant dit, pour abréger, horizontal), introdui- ,

sons la notion de « contingent d’osculation o (s).
Elle jouera un rôle important par la suite, et il convient de la situer par rapport

à 1’étude actuelle.

~’) Il importe de remarquer quc e, est la projection de Et et non pas le résultat obtenu
en appliquant à e la diaphragmation qui a fourni E1 à partir de E.

Autrement dit e, est la projection de la diaphragmation et non pas la diaphragmation
de la projection. ’

(2) G. BOULIGAND, Rev. des Sciences, i5 llov. rg3o..



DÉFINITION. - Soit 0 un point d’accumulation de E et OT un rayon du ctg.
en 0. Nous dirons qu’un demi-plan limité à la droite portant 0’h appartient au

ctg. d’osculation en U, relatif au rayon OZ’ du ctg.,
si lout dièdre ayant cette droite pour arête et ce demi-plan pour plan bissecteur

comprend des points de E non situés sur 0’l’ et à une distance de 0 arbitrairement

petite, ou encore
si Lout prisme droit triangulaire isocèle ayant le support de 07.’ comme arête, le

demi-plan considéré et le plan perpendiculaire en 0 à 0’r comme plans de symé-
trie, contient au moins un point de li non situé sur le support de 07’ .

. Le ctg. d’osculation en 0, relatif au rayon 0’l’ du ctg., est donc un ensemble de

demi-plans limités au support de OT. Il contient en particulier les demi-plans
limités au support de OT et passant par les rayons du ctg. en 0 au tres que OT.
Mais il peut contenir d’autres demi-plans.

33. REMARQUE. - Diaphragmer E par un système de 2 plans symétriques par
rapport à 0, ou par une sphère centrée en 0, ne modifie pas le ctg. en 0 non plus
que le ctg. d’osculation en 0, relatif à un rayon du ctg.

Un arc de courbe assez restreint(’) contenant M, à tangente et plan osculateur
continus, fournit, par projection orthogonale sur un plan ; perpendiculaire à la
tangente en M, un arc de courbe dont la demi-tangente au point de rebroussement m
est la trace sur ~c du demi-plan osculateur en M.

Et on pourrait être tenté d’attribuer au « contingent d’osculation », dans le cas
où l’on projette orthogonalement un ensemble E (assez restreint) sur un plan 1t

passant par un point d’accumulation 0 et perpendiculaire à un rayon 0 ~ du ctg.,
im rôle analogue à celui que jouait tout à l’heure le demi-plan osculateur.

Les considérations qui suivent ont pour but d’écarter des séductions dangereuses.

34. Projection du contingent : : cas singulier. - Supposons donc que le ctg.
de E en 0 contienne un rayon vertical et projetons E en e sur le plan horizontal 7r

passant par 0. 
’

Alors que, dans le cas précédent, e admettait toujours 0 pour point d’accumu-
lation (si réduit que soit E au voisinage de 0), actuellement 0 peut ne pas être

point d’accumulation de e ou cesser de l’être dès que le rayon de la sphère par
laquelle on diaphragme E est suffisamment petit.

~ 

(’) Cette précaution a pour but d’interdire à la courbe plane obtenue par projection, de
présenter en m aucune autre branche que les deux qui constituent le rphroussement.



Mais cette circonstance. ne se produirait que dans le cas banal où tous lés points
de E, au voisinage de 0, seraient portés par la perpendiculaire en 0 au plan 7r.

Écartons cette éventualité.

Dès lors, on a le théorème suivant, dont la démonstration est immédiate : :

THÉORÈME. - Le ctg. de e en 0 contient la trace, sur le plan 03C0, clu ctg. d’oscula-
tion de E en 0, relatif au rayon vertical; mais il peut contenir d’autres rayons.

35. Encore pourrait-on espérer, par analogie avec le premier cas, réaliser, par
diaphragma tion de E, un appauvrissement du ctg. de e qui le rende identique à la
trace (sur 7t) du ctg. d’osculation de E.

D’une part, nous allons montrer par un exemple que cette espérance peut n’être

pas fondée; et nous donnerons d’autre part une condition suffisante pour qu’elle se
réalise.

35 bis. En désignant par e1 la projection sur 03C0 du résultat Et de la diaphrag-
mation de E par une sphère centrée en 0, il peut arriver que le ctg. de e1 en 0
contienne toujours, si petit que soit le rayon de la sphère, des rayons étrangers à la
trace sur x du ctg. d’osculation de Et (qui est le même que celui de E).

C’est ce que prouve l’exemple suivant :

Soit un arc de cercle d’origine 0, tangent en 0 à la verticale et qui se pro-
jette suivant Ox, sur le plan 03C0 perpendiculaire en 0 à 

Prenons sur O0394 les poin ts M, , M2, ..., ... de col es I, I 2,..., I k,...
et menons, par cés points, dans le plan du cercle, les perpendiculaires à 0 ~ jusqu’à
leurs rencontres en Nt, N~, ..., ... avec le cercle. Faisons tourner ces seg-

ments autour de O0394 d’angles égaux respectivement à x , I a , 2 ... , a , Î£ ... (oc est un

angle arbitraire).
Ils viendront en Mi ~-1~B’~, ..., ... qui se projettent sur le plan ~

suivant

On’, , On’~ .... , ....

Soient 0 ~’~ , ..., 0 ~~‘~, ... les rayons du plan ~ qui prolongent ces der-
niers segments.

L’ensemble E constitué par les segments M~N’~, ..., MkN’k, ... a son

ctg. en 0 formé du senl rayon et son ctg. d’osculation relatif à ce rayon est
constitué par le seul demi-plan 0394Ox..

L’ensemble projeté e a son ctg. en 0 formé de 0x d’une part, et d’autre part
































































