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RECHERCHES

SUR LA

RÉPARTITION DES VALEURS D’UNE FONCTION MÉROMORPHE

Par M. F. MARTY.

INTRODUCTION

Divers auteurs ont étudié des problèmes des deux types suivants : Étant donné
un domaine, et la famille des fonctions qui ont une propriété de valence (’) donnée
dans ce domaine, quelles conclusions sur la famille de fonctions peut-on en..tirer;
par exemple y a-t-il des relations d’égalité ou d’inégalité entre les diverses cons-
tantes attachées à la fonction ? ou bien, étant donnée une famille de fonctions, que
peut-on dire sur les domaines de p-valence de forme donnée, circulaire par exem-

ple, des fonctions de la famille? On trouvera l’exposé des principaux résultats, 
’

notamment dans : -

P. Montel, Leçons sur les f amilles normales (Paris, Gauthier-Villars, I g2~).

(’) Voici la terminologie que j’ai adoptée sur ces points; elle est directement inspirée
de celle de M. Montel. ’

Dans un domaine fermé D où elle est méromorphe, une fonction j (z) non constante
prend une valeur Z au plus p fois, p étant un entier qui dépend de j et du domaine.
Nous appellerons p la valence ou l’ordre de multivalence de f dans D ; f sera dite p-valente
(univalente, bivalente, trivalente, ...) dans D, et D sera dit domaine de p-valence pour f.
Une fonction qui n’est pas univalente est multivalente. Nous appellerons valence en un point
z~ le minimum de la valence de f dans un cercle de centre 2. ; si f est univalente en za ,
zo est un point d’univalence locale pour f. Deux points où f (z) prend la même valeur
seront dits homologues par rapport à f (z). Enfin une propriété de valence est dite vraie
à l’intérieur d’un domaine D lorsqu’elle s’applique seulement aux points qui n’ont pas
d’homologues sur le contour de D.



I84

A. Bloch, Les jonctions holomorphes et méromorphes dans le cercle unité (Mém. des 
,

Sc. math., Fasc. XX. Paris, Gauthier-Villars, 1926).
J. Dieudonné, Recherches relatives aux polynômes et aux fonctions bornées d’une

variable complexe (Thèse, Paris, Gauthier-Villars, 1 g3 r, et Annales de l’École

Normale, 1931).

Dans ce travail, j’étudie tout d’abord des problèmes de ces deux catégories par
des méthodes nouvelles, et je sui~ conduit à des résultats généraux sur la réparti- ,

tion des valeurs d’une fonction méromorphe; puis je résous, par une méthode ins-

pirée des recherches de Poincaré sur les fonctions fuchsiennes, des problèmes sur
les groupes d’antomorphie des fonctions analytiques auxquels conduisait assez

naturellement la première partie de mes recherches(’).

Da ’!S le premier chapitre, j’applique à l’étude des familles de fonctions méro-

morphes la notion nouvelle de dérivée sphérique.
Dans le S 1 r à 4) j’introduis la dérivée sphérique, et je’ donne ses princi-

pales propriétés, notamment ses relations avec la valence locale.

Dans le § 2 (n°S 5 à ~) je montre comment on peut, au moyen de la dérivée sphé-
rique, écrire d’une manière très simple la condition nécessaire et suffisante pour

qu’une famille soit normale, pour que ses fonctions limites soient non constantes,

pour que ses fonctions limites soient localement univalentes, et j’en tire quelques
théorèmes généraux sur les familles normales.

Dans le § 3 (n°‘ 10 à 12) j’étudie au moyen de la dérivée sphérique les points
irréguliers d’une famille quasi-normale, et j’applique les résultats à l’étude de la

dérivée sphérique d’une fonction f(z) au voisinage d’un point singulier essentiel

isolé.

Dans le S 4 (nos t3 à 1 6) j’applique les résultats précédents à des familles de

fonctions à valence bornée, ou à zéros fixes, et j’obtiens une série de critères nou-

veaux de familles normales ou quasi-normales.

, 

Dans le S 5 (n° Ii) j’indique comment on peut généraliser les propriétés de la

dérivée sphérique à des fonctions de variable complexe non analytiques.

Le Chapitre II est consacré à l’étude d’une décomposition particulière d’un do-

maine fermé D de méromorphie d’une fonction donnée en domaines d’univalence.
. 

Dans r (nos 18 je montre comment on peut, si la fonction est holo-

morphe et si la dérivée ne s’annule pas dans D, décomposer D en « cellules )) où

C) Une partie de ces résultats a été résumée dans deux Notes aux Comptes Rendus des

~4 février et 36 mai i g3o.



(z) est univalente, et telles que, étant donné deux cellules, ou bien tout point de
l’une a un hornologue dans l’autre, ou bien aucun point de l’une n’a d’homologue
dans l’autre.

Dans le S 2 (n°~ 22 à 27) je montre comment ces propriétés s’étendent aux fonc-
tions méromorphes et aux domaines où la dérivée sphérique s’annule; j’étudie en

particulier les domaines où tous les points ont le même nombre d’homologues,
notamment les domaines « réduits )) (les points du contour n’ont pas d’homologues
intérieurs) et les domaines « complets » (la fonction y prend toute valeur donnée).
Enfin j’indique un procédé de groupement des cellules qui sera utilisé au chapitre
suivant.

Dans le § 3 (nos 28 et 29) je donne quelques propriétés des points hnmologues
par rapport à certaines fonctions simples, et j’indique des généralisations à des
transformations planes non conformes. , 

°

Le Chapitre III étudie une fonction dans tout son domaine d’existence.

Dans le § i (n° 3o à 32) je montre comment, en partant de la notion de cellule,
on peut décomposer le domaine d’existence de la fonction en domaines fondamen-
taux, qui mettent en évidence, comme la surface de Riemann, la structure de la

fonction étudiée; j’étudie plus particulièrement leur forme au voisinage d’un point
singulier isolé. 

’

Certains résultats du Chapitre II et du S i du Chapitre III ont d’ailleurs déjà .

été obtenus par divers auteurs à partir des surfaces de Riemann. Il y avait peut-être
intérêt à étudier ces problèmes directement et d’une manière systématique.

Les § 2 et 3 étudient les fonctions d’automorphie H d’une fonction fez), défi-

nies par l’équation fonctionnelle f [H(z)] = f(z) . .

Le § 2 33 à 38) étudie quelques problèmes sur les fonctions d’automorphie
, algébroïdes, algébriques, ou uniformes, des fonctions à point essentiel isolé, et

introduit dans le cas général la notion de groupe d’automorphie régulier.
Le § 3 est consacré à la recherche des fonctions fez) admettant un groupe d’au-

tomorphie régulier donné. Après avoir montré directement que ces fonctions admet-
tent une décomposition en domaines fondamentaux, je montre comment la méthode
des séries E) de Poincaré permet de résoudre le problème d’existence dans des cas
très généraux. 

. Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma bien vive reconnaissance à M. Montel,
qui a bien voulu diriger ces recherches, et dont les conseils m’ont été d’un secours
précieux ; à M. Vessiot, qui a facilité mon travail à l’École Normale; enfin à M. Pi-
card, que j’ai été heureux de voir s’intéresser à mes études. 
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CHAPITRE PREMIER 

~ 

_

La notion de dérivée sphérique d’une fonction analytique.

SI. - - - Dérivée sphérique d’une fonction méromorphe en un point.
’ 

, ;

[1] Prenons avec A. Ostrowski (’) une sphère de Riemann de rayon i-. Soit Z

l’affixe d’un point; appelons distance sphérique ~Z, Z’~ de deux points sur. la sphère
la longueur du plus petit arc de grand cercle qui les joint. On a :

Si |Z|  A on a :

Dans tout ce qui va suivre nous considérerons les fonctions méromorphes
comme définissant une correspondance de sphère à sphère.

Le rapport des longueurs de deux arcs infiniment petits correspondants tracés
sur ces sphères a toujours une limite finie lorsque la fonction est méromorphe au
point envisagé. Pour un point à distance finie où la fonction est holomorphe la
valeur du rapport est : 

’

’ 

Dans les cas où la fonction est méromorphe, où le point considéré n’est pas à
distance finie le résultat provient de l’invariance du rapport étudié dans le change-

ment de z en 1 ou de Z en I . Nous appellerons dérivée sphérique le nombre po-, 

z Z

sitif ou nul ainsi défini.

(’) Mathematische Zeitschrift, t. 24, I926.



Étant donné un domaine fermé D dans lequel une fonction donnée est méro-

morphe il sera toujours possible de le décomposer en un nombre fini de domaines
ne contenant aucun zéro ou aucun pôle. Cette opération permet de conclure facile-
ment que : 

’

THÉORÈME i : Si une fonction fez) est méromorphe dans un domaine fermé, la
dérivée sphérique y est continue..

La continuité dans un domaine partiel d’holomorphie à distance finie résume de
la formule (~). Autour d’un pôle ou du point à l’infini le résultat s’obtient en

changeant z en I ou Z en I . Toute fonction continue étant bornée, la dérivée

sphérique est bornée dans un domaine fermé. Cette remarque jouera un rôle fonda-
mental dans la plupart des applications que nous donnerons.

CuL L.... .
, ’ 1 

[2] Supposons qu’en un point z0 la dérivée sphérique soit nulle. Ou bien ni 2:

ni Z ne sont infinis, et dans ce cas la dérivée ordinaire est nulle : dans tout do-

maine, si petit soit-il, entourant zo la fonction est multivalente. Si z ou Z ou les

deux sont infinis nous nous ramènerons au cas précédent par le changement de

z en ~ ou de Z en . Nous énoncerons donc la propriété suivante :
z Z

a) La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point z0 soit le
centre d’un cercle dans lequel la fonction f (z,) est univalente est que l’on ait

b) La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction analytique soit égale
à une constante est que sa dérivée sphérique soit partout nulle.

Les conditions sont à la fois nécessaires et suffisantes puisque des hypothèses
contraires entraînaient des conclusions contraires.

On peut se demander si l’existence d’une dérivée sphérique est une propriété qui
caractérise les fonctions analytiques; nous n’avons en effet introduit ici que des

modules de rapports. On peut déduire la réponse d’un résultat de M. Harald

Bohr(’) : Si une fonction de variable complexé Z(z). est univalente dans. un domaine

fermé ’ et si le module de tend vers une limite quand 0394z tend vers o, la fonc- -

tion est analytique, ou conjuguée d’une fonction analytique. L’emploi d’une décom- .

position en domaines partiels permet alors d’énoncer : :

THÉORÈME 3 : 1 Si une transformation de sphère à sphère, définie dans un domaine

(’) Jtalhematische Zeitschrift, 1918.



fermé, y admet ccne dérivée sphérique; si la dérivée sphérique ne s’annule qu’en un
nombre fini de points du domaine, et si, autoùr de tout point où elle ne s’annule pas la
fonction est univalente, celle fonction est analytique on conjuguée de fonction ana-
lytique.

[3] Nous avons vu que la transformation Z1=I Z effectuée sur la variable ou la
fonction n’altère pas la dérivée sphérique. La transformation la plus générale qui
jouit de cette.propriété c’est le déplacement de la sphère de Riemann; seule trans-
formation qui permette d’appliquer la sphère sur elle-même au sens de la géomé-
trie. Analytiquement c’est une transformation homographique particulière dépen-
dant d’un paramètre complexe et d’un paramètre réel, que l’on obtient facilement
comme produit de deux symétries par rapport à deux cercles se coupant en deux
points diamétralement opposés sur la sphère de Riemann. La transformation peut
se mettre sous la forme

où X est un nombre complexe arbitraire et 0 un nombre réel arbitraire. En parti-
culier pour 0 = x et 1, = o on retrouve la transformation .

déjà utilisée.

[4] Plusieurs règles de calcul des dérivées sphériques s’obtiennent immédiate-
ment ; la règle des fonctions de fonction est la même que pour les dérivées ordi-
naires. Si en particulier nous envisageons une suite de fonctions itérées, la dérivée
sphérique de la itérée au point z~ est le produit des dérivées sphériques de la
fonction initiale au point z0 et en ses n - t premiers conséquents.

La dérivée sphérique de la fonction inverse d’une fonction donnée est l’inverse
(au sens arithmétique) de la dérivée sphérique de la fonction donnée.

En un point critique algébrique nous ne savons pas encore quel sens donner à
la dérivée sphérique. Mais ramenons-nous par une transformation de la forme (3),
effectuée sur la fonction et sur la variable, au cas où l’on a Z = z = o. Supposons

. 

p

que la fonction se comporte au voisinage de ce point comme z q, la dérivée ordi-
p2014?

naire et par suite la dérivée sphérique se comporteront comme’ z q .’ Si donc

p > q la dérivée sphérique tendra vers o quand z tendra vers o ; si p = q il n’y



a pas point critique ; si p  fi la dérivée sphérique augmentera indéfiniment au
T-q

voisinage du point zéro, mais au plus comme z q ; le produit tend tou-

jours vers zéro quel que soit l’ordre du point critique envisagé. Ce résultat nous
servira ultérieurement.

~ 2. - Application aux familles normales (~).

[5] Soit une suite de fonctions f~(z), ... f"(z), ... méromorphes dans un
domaine d et convergeant uniformément vers une fonction f (z) qui est méromor-

phe dans d. . Soit d’abord zo un point qui n’est pas pôle de fez), et formons la

suite des dérivées sphériques ... .. , c’est-à-dire la suite

des nombres .

La suite des nombres I+|z0|2 I+|n(zu)|2 tend vers ,, . 
On sait que, les fonc-

tions J° étant analytiques, la suite des nombres tend vers Donc,

au point zo, la suite des dérivées sphériques a une limite égale à la dérivée sphé-
rique de la fonction limite. Si zo était un pôle pour f nous aboutirions à la même

conclusion en substituant aux f,l(z) les fonctions I Nous obtenons ainsi le théo-

rème fondamental.

Si une suite de fonctions rnérolnorphes converge uniformément
vers f (z) dans le domaine d, les fonctions convergent vers unifor-
mément dans l’intérieur de cl. .

[6] Nous allons ainsi pouvoir donner une forme particulièrement simple, au

moins au point de vue théorique, à certains critères concernant les familles normales :

THÉORÈME 5 : 1 La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille de fonc-
tions soit normale dans un domaine D est gace, èc tocct clornaine d intérieur à D

on puisse associer un nombre M tel que l’inégalité :

soit vérifiée quel que soit n et quel que soit z intérieur à cl. .

(’) Dans tout ce qui suit les fonctions d’une même famille sont affectées d’un indice

pour la commodité de l’exposition; mais tous les raisonnements faits peuvent tout aussi

bien s’appliquer à des familles ayant la puissance du continu.



La condition est nécessaire; car si elle n’était pas réalisée on pourrait trouver
une suite de fonctions fn convergeant uniformément dans d vers une fonction
limite ; la dérivée sphérique de la fonction limite serait bornée supérieurement
dans d, et on pourrait faire en sorte que quelque grand que soit p il y ait une

fonction ln d’indice supérieur à p dont la dérivée sphérique serait supérieure à un
nombre donné en un point au moins. Comme il y a convergence uniforme des déri-
vées sphériques la contradiction est établie. ,

Pour montrer que la condition est suffisante, je vais montrer qu’elle entraîne

l’égale continuité sphérique (au sens de M. Ostrowski) de la famille étudiée. Soit M
- la borne dans d de la dérivée sphérique des La distance sphérique de deux

valeurs est inférieure à l’intégrale curviligne :

prise le long d’un arc de grand cercle allant de z1 à z, sur la sphère de Riemann,
ds étant l’élément d’arc. D’où 

__

1 étant la longueur de l’arc qui joint z, à z~, et par suite

Donc pour obtenir deux valeurs de la fonction différant de E dans d il suffit de

prendre deux points intérieurs à un même cercle de diamètre spherique ~ M. Il y a

égale continuité sphérique au sens de M. Ostrowski, la famille est normale.

THÉORÈME 6 : La condition n.écessaire et suffisante pour que toute fonction limite
d’une suite extraite d’une famille normale dans D soit univalente dans un cercle assez
petit de centre zo quel que soit zo intérieur à D est que, à tout domaine d intérieur à
D, on puisse associer un nombre M tel que l’on ait en tout point z de d et quel que
soit :

Si la condition n’était pas réalisée il serait possible de trouver une suite de fonc-
tions dont les dérivées sphériques prendraient respectivement en des points
z, ... z,~ ... intérieurs à d, des valeurs ... ... tendant

vers zéro. Les points z,t auraient un point d’accumulation zo. Extrayons de la suite 
"

une suite qui ait une fonction limite f (z). Nécessairement on aura . o

à cause de la convergence uniforme de la dérivée sphérique. Il y a donc contra-

diction.



Si inversement la condition est réalisée, toutes les fonctions limites vérifieront

l’inégalité et par suite auront la propriété annoncée. 

THÉORÉE  : : La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille norniale
de fonctions n’ait aucune fonction limite constante, est que pour tout domaine d inté-
rieur à D il existe un nombre m tel que, pour chaque fonction l’inégalité

soit vérifiée en un point de d au moins.
La condition est nécessaire car si on ne la supposait pas réalisée il y aurait au

moins une suite f, (z) ... ... telle que pour n assez grand on aurait  E

partout dans d. Si fez) était la fonction limite de cette suite, on aurait nécessaire-
ment dans tout d

quel que soit E , = o.

La condition est évidemment suffisante.

’ 
[7] Cette propriété va nous donner un corollaire intéressant relatif à la compa-

raison des dérivées sphériques en deux points du domaine D. 
’

Soit une famille normale de fonctions méromorphes dans D; soient et d$ 
deux domaines intérieurs à D. Si le maximum de Dfu (z) dans d1 est borné inférieu-

. rement par un nombre positif, le maximum de dans d2 est borné inférieure-
ment par un nombre positif.

Donc dans ce cas le rapport de ces deux maxima est compris entre deux nom-
bres positifs fixes. Il peut en être différemment dans le cas où il y a fonction limite
constante.

Formons la famille normale suiva.nt,e de polynômes :

Ces polynômes forment une famille normale dans le cercle ~z~ [ 2 . Dans le

cercle |z| [ I la dériVée sphérique n z n-i 
I + ( zt r est limitée sopérieurement

I + îi
2

D’autre part pour z = 1 on a



Le maximnm de DPn pour un point pris dans le cercle de rayon I 2 est donc

inférieur à 4n tandis que pour un petit domaine entourant le point + 1 il est

n
supérieur . Le rapport de ces deux’ maxima est donc supérieur â 2 ; ; il n’est

’ 2

pas borné supérieurement lorsqne n tend vers l’infini, mais les fonctions limites
de la famille se réduisent à la constante zéro.

. [8] Il est fondamental dans le problème de l’itération de rechercher en quels
points les itérées d’une même fonction forment une famille normale. Soient z un
point, z3 ... zn ses n premiers conséquents, fez) la fonction étudiée, (z) ...

fn(z) les itérées successives. On a vu que (z) _ ... Si

la famille des itérées est normale au point z le produit du second membre doit
rester inférieur à un nombre fixe. Donc :

THÉORÈME 8 : Pour que les itérées d’une jonction forrnent une famille nor-
male en un point z il ~faut et suffit que le produit des valeurs de la dérivée sphérique
au point z1 et à ses n premiers conséquents reste inférieur à un nombre fixe quelque
grand que soit n pour tout point z1 d’un petit domaine entourant z. .

C’est notamment ce qui se passe en un point du domaine d’attraction d’un point
. double attractif : au point double en effet et dans son voisinage la dérivée sphérique

est inférieure à 8 ~ ~ . De sorte que le produit infini tend vers o. La famille est
normale et la fonction limite est constante et égale à l’affixe du point double.

Pour un point dont les conséquents tendraientvers un point indifférent on aurait
un produit infini dont le terme général tendrait vers r, et qui par suite pourrait être
convergent au sens ordinaire de la théorie du produit infini.

[9] Le critère de famille normale qué nous avons obtenu permet de déduire d’une
famille normale une infinité d’autres familles normales au moyen du principe général
suivant : Supposons définie une famille de fonctions o (u) telle que :

soit vérifié dans un domaine d. . Si fn(z) appartient à une famille normale et si l’on
sait que les fonctions f L ne prennent que des valeurs du domaine d on en déduit
que la famille des fonctions g" = est normale car on a la relation :

et par suite si est borné l’est aussi.

Cela serait facile à démontrer directement, la famille des 9n étant normale dans



le domaine d . Mais inversement une famille de fonctions qui transforme une suite
normale donnée en suite normale n’est pas nécessairement normale. Par exemple la

famille des fonctions == 2014 est normale dans le cercle unité, la famille des fonc-

tions _ n u n’est pas normale dans un domaine contenant l’origine: Et

cependant la famille = ’z est normale. Toutefois on peut énoncer la pro-
position suivante : :

THÉORÈME 9 : La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille de f onctions
transforme toute suite normale en une suite normale est que les fonctions ~,t

forment une famille de fonctions rationnelles normale dans tout le plan.
La condition est d’après ce que nous avons vu plus haut suffisante. 03C6n doit néces-

sairement être une fonction rationnelle, puisqu’elle doit être définie et uniforme pour
toute valeur finie ou infinie de la variable. Supposons alors que la famille des (p ne

soit pas normale. Il existerait une suite de nombres uz, ..., un ... telle que la

..., ... augmenterait indéfiniment.
. Soit alors une famille de fonctions f" normale en un point zo, et telle pour fixer

les idées que la dérivée sphérique de toutes les fonctions de la famille soit en ce point
égale à i. Nous allons déduire des fn une famille normale des fonctions gn telles

que : = Pour cela utilisons les transformations = 1 - + ~nu ’

A, - ~G

où Àn sera déterminé par la condition

Cette détermination est toujours possible : géométriquement, en effet, cela revient
à trouver un déplacement d’une sphère sur elle-même amenant un point donné sur
un autre point donné. Ces transformations ont toutes pour dérivée sphérique 1

(voir n° 3) et par suite forment une famille normale. Mais la famille ne

pourrait être normale en zo puisque la dérivée sphérique n’y est pas bornée, d’où la
contradiction.

Si maintenant nous voulons que les fonctions inverses des fn aient la même pro-
priété, nous devons prendre pour les Cfn des fonctions homographiques, et nous

énoncerons : -

THÉORÈME 10 : Si une famille ~~,z transforme toute suite normale en suite normale

et ne transforme en suites normales que les suites normales les fonctions 03C6n forment
une famille normale de fonctions homographiques. .

Il faut en effet .que les fonctions inverses des o aient leur dérivée sphérique



bornée supérieurement par un nombre positif p c’est-à-dire que la dérivée sphérique
des fonctions soit bornée inférieurement par 1; par suite les 1’" sont partout

localement univalentes, leurs fonctions inverses sont uniformes ; il est bien néces-

:saire et suffisant que les c;~,,t qui sont rationnelles soient homographiques.

°S 3. - Application aux familles quelconques; points irréguliers, familles quasi-

_ 

normales.

[10] Soit une famille de fonctions qui n’est pas normale dans un domaine D. 
’

Quel que soit le nombre M il existera des fonctions f,t en nombre infini pour les-

quelles l’inégalité _ 

.

sera vérifiée en un point au moins.
Nous appellerons k(M, n, E) le nombre minimum de cercles de rayon E néces-

vsaires pour couvrir dans le domaine D les points où la fonction vérifie l’inégalité

On a

A étant une constante et e étant assez petit. z

Pour une fonction donnée de la suite, soit ln’ il existe toujours un nombre ~,

tel que si M > ~. 
’

~ 

Supposons que la famille donnée soit quasi-normale d’ordre q, c’est-à-dire que

de toute suite donnée on puisse extraire une suite qui ait q points irréguliers au

plus. Cela revient à dire que, quel que soit e, on peut lui associer un nombre p tel

qu’il y ait une suite infinie de n vérifiant l’inégalité

pourvu que l’on ait :

En effet à l’extérieur de q cercles ayant pour centre les points irréguliers et pour
rayon le nombre ~ donné est borné. Réciproquement d’ailleurs si une telle

condition est réalisée on aura toujours des suites dont les points irréguliers seront



enfermés dans k cercles de rayon ~ arbitrairement petit, c’est-à-dire qu’il. n’y a pas..
plus de k points irréguliers. Nous allons transformer cette condition.

Lorsque M et E sont donnés et que n varie, l’entier 1~ est borné supérieurement.
Soit K(M, E) sa plus grande limite, c’est-à-dire le plus grand entier auquel k devient.

égal une infinité de fois. Je dis que :

THÉORÈME 11 : : La condition nécessaire el suf fisante pour qu’une famille de fonctions s

soit quasi-normale d’ordre q dans D est qu’il existe une,fonction lelle que l’iné-

galité

entraîne l’inégalité

l’égalité étant réalisée une infinité de fois. ,
Supposons que la fonction M(e) n’existe pas, on pourra définir une valeur e telle

. 

que l’inégalité K(M, ~) ~~ q ~ 1 soit vérifiée par une suite de nombres M,M~ .., Mn ...

augmentant indéfiniment.

Soit fu’ une fonction de la famille telle que :

nous pouvons choisir les f,t toutes distinctes puisque k = K .est obtenu une infinité
de fois, et aucune suite extraite de la suite f,t ne pourra vérifier l’inégalité 

.

Réciproquement si l’inégalité ~)  q est possible l’ensemble des points.

irréguliers doit être couvert par q cercles de rayon e au plus quelque petit que
soit e : donc il est formé de q points au plus.

Remarquons d’ailleurs que si cette inégalité cesse d’être vérifiée pour un nombre ê

elle ne peut être vérifiée pour un nombre inférieur; K(M, ê) est donc une fonction

non décroissante de e.

On pourrait énoncer des critères analogues pour les cas plus généraux de répar-
tition des points irréguliers; par exemple pour les « familles hyponormales » de

M. A. Bloch. Ce sont des familles telles que l’on puisse extraire de toute suite une

suite pour laquelle l’ensemble des points irréguliers est de mesure linéaire nulle.

Nous considérerons successivement K (M, ~) déjà défini, puis nombre qui n’est

pas dépassé par K lorsque s étant donné, M est supérieur à M(e). Le critère sera

le suivant :



THÉORÈME I 2 La condition nécessaire el suf fisante pour qu’une famille de fonctions
- soit hyponormale est que l’on ait : .

lorsque E tend vers zéro.

Si nous voulons simplement que de toute suite on puisse extraire une suite
dont l’ensemble irrégulier ait une mesure superficielle nulle il faudra que

[il] ] En général nous ne pouvons pas conclure, du fait que la dérivée sphérique
est bornée en un point, que la famille est normale ’en ce point. Par exemple les
fonctions

sont telles que

c’est-à-dire

et cependant la famille admet l’origine pour point irrégulier. Au contraire si une
famille est normale en un point la dérivée sphérique est bornée en ce point.

. Cependant si à la connaissance de la dérivée sphérique en un point on ajoute
d’autres renseignements, on peut arriver à des conclusions précises. Rappelons
notamment que M. Montel a démontré(1) la propriété suivante : 

,

Si une famille quasi-normale de fonctions fit vérifie dans un domaine D les
propriétés suivantes : la fonction ne prend pas plus de q fois la valeur o dans le
domaine D; en un point Pi la fonction est bornée ainsi que ses 03B11 - i premières
dérivées; en un point P, la fonction est bornée ainsi que ses a~ - i premières dé-
rivées... en un point P~ la fonction est bornée ainsi que ses oj- i premières dé-
rivées ; avec (Xt + «~ + ... + a~ > q + i la famille n’admet pas la constante infinie
comme fonction limite; en particulier si les fonctions de la famille sont holomor-
phes, la famille est normale.

Nous allons donner une propriété voisine de ce théorème et qui pourrait se
ramener à un de ses cas particuliers : tous les (X sauf un égaux à 1, l’autre étant
égal à 2, pour les fonctions à zéros fixes, mais qui nous permettra ultérieurement
de mettre en évidence des familles normales nouvelles en l’utilisant dans d’autres
cas particuliers. 

, 

’

0) P. MONTEL, Leçons sur les familles normales (Paris, Gauthier-Villars, I927, p. I45).



THÉORÈME I3 : : Soit une famille de fonctions méromorphes, quasi-normale da.ns
l’intérieur d’un domaine D, et vérifiant les propriétés suivantes : 

~°) La distance d’un zér°o à un pôle d’une fonction de la famille est bornée

inférieurement. ,

2°) Il existe à l’intérieur de .D un domaine ô dans lequel les fonctions de la

famille ont au moins un et au plus ,~ zéros.

3°) L’un des zéros zo intérieurs à ô est tel que le quotient de f ’(z) par le pno-
duit de ses distances aux autres zéros intérieurs à ô est borné supérieu-
rement sans être nul.

Aucun point limite de zéros d’une suite convergente ne peut être irrégulier.
En effet, soit une suite de fonctions convergeant dans ~. domaine intérieur à D

et contenant ô ; si un point irrégulier est limite de zéros il ne peut pas être limite
de pôles ; par suite la convergence a lieu vers la constante infinie. Soit alors dans ô

un .point limite des zéros zo, et soit un petit cercle ~t entourant On pourra tou-

jours supposer en prenant y assez petit que dans ce cercle la fonction donnée a
exactement fi zéros autres que za. Soient z~ ... ces zéros, formons la.

fonction

qui est holomorphe dans le cercle y ; l’on a :

nombre dont le module est par hypothèse borné inférieurement. Donc le module
de la fonction gn doit toujours dépasser au moins une fois cette borne inférieure

m

sur la circonférence de y. Mais 03A0 (z - zi)| est borné supérieurement sur y , et

i=o

par hypothèse tend vers l’infini uniformément sur y. Donc, à partir d’un cer-

tain rang, Igul sera inférieur à un nombre arbitraire sur tout le cercle y. Il y a

contradiction; donc aucun point limite de zéros n’est un point irrégulier.

Remarquons d’ailleurs que, dire que la fonction est nulle en un point et que sa

dérivée y est limitée revient à limiter la dérivée sphérique; nous pouvons donc

. étendre le théorème au cas d’une valeur exceptionnelle variable; je me bornerai à

énoncer le résultat suivant :



THÉORÈME I4 : Étant donné dans un domaine D une famille quasi-normale de
fonctions dont la dérivée sphérique est bornée supérieurement sans être nulle en un
point P intérieur à un domaine 03B4 de D, s’il existe un domaine ô’ auquel 03B4 est com- .

plètement intérieur et lel qu’aucune fonction de la famille ne reprenne dans 8" la

valeur a,t qu’elle prend en P; et s’il existe pour chaque fonction une valeur Ax qu’elle 
ne prend pas dans ô’ et telle que la distance sphérique soit bornée inférieure-
ment, la famille envisagée est normale dans ô’. .

D’autre part en analysant de plus près les conditions données par M. Montel,
que nous rappelions ci-dessus, on peut énoncer la proposition suivante : 

’

THÉORÈME I5 : Si dans un domaine D une famille de fonctions fn est quasi-nor-
’ 

male et si en un point P, elle vérifie les propriétés suivantes :

I°) La fonction f~~ et ses k premières dérivées sont bornées eri P.
~°) P n’est pas limite de pôles des f,t .
3°) Dans tout cercle de centre P si petit soit-il, les fonctions f?t ont à partir 

d’un certain rang k zéros exactement.

On a aussi les propriétés suivantes : .

1°) La famille est normale en P.

- 2°) Aucune fonction limite n’est la constante infinie.
3°) La seule valeur limite en P des k -, I premières dérivées est nulle, tandis .

que la dérivée est inférieurement bornée, sauf si la famille admet la
constante zéro comme function limite.

En effet dans un domaine assez petit autour de P on a une famille de fonctions
holomorphes auxquelles le critère de M. Montel s’applique : la famille est donc nor-
male en P et ne peut pas avoir de limite infinie ; puisque l~ zéros exactement ten-
dent vers P la fonction limite a un zéro d’ordre k exactement, ou est constante.
Comme la convergence uniforme se transmet aux dérivées successives on en conclut
bien que les 1~ - 1 premières dérivées ont une limite nulle, et la n’a une
limite nulle que si la fonction limite est une constante.

D’autre part le procédé basé sur la considération de la fonction g?t peut s’étendre
au cas où il y a une infinité de zéros au voisinage du point irrégulier.

THÉORÈME I~ : : Soit une famille quasi-normale de fonclions holomorphes fn et un

point irrégulier P limite d’une infinité de zéros. Soit ,~ un cercle quelconque de centre
P, de rayon r ne contenant que ce point irrégulier ; ; la plus petite valeur de



où l’on désigne par zo un zéro simple arbitraire de f?, intérieur â y et par zt tous

les autres zéros, dépasse à partir d’un certain rang A (03BBr)03BD .

X désigne un nombre supérieur à t, v le nombre de zéros de f" dans y, A est
un nombre positif arbitraire.

Le point P est en effet nécessairement irrégulier comme limite d’une infinité de
zéros. A partir d’un certain rang fez) dépasse A sur tout le cercle y, et les sont,

sauf un nombre fini d’entre eux, intérieurs à un cercle arbitrairement petit intérieur

à y. Par suite sur 19,~ est inférieur et la valeur e gn en un point

intérieur est inférieure en module à ce terme. En prenant les inverses on en déduit

l’énoncé donné. 
’

’ 

Nous pouvons toujours prendre r assez petit pour que A~ tende vers l’infini ;
d’ailleurs le produit I~ ~(z~-zi)~ tend vers o car tous ses termes sont inférieurs
i 

’

à un nombre inférieur à i, et le nombre de ces termes augmente indéfiniment par

hypothèse.

[i2] Comme application des notions précédentes, nous allons étudier la dérivée

sphérique d’une fonction méromorphe autour d’un point singulier essentiel.

Soit fez) une fonction méromorphe, et f,L(z) la famille des fonctions définies par

l’égalité . .

dans l’anneau (r)

Nous aurons l’égalité

Or dans l’anneau (f) la famille des fonctions Zu = est normale et à limite

constante : sa dérivée sphérique a une limite nulle lorsque n tend vers l’infini. Si

donc nous pouvons affirmer que l’on a des indices n tels qùe en un point au moins

d’un domaine intérieur à (r) est supérieur à une valeur positive fixe, nous

pourrons affirmer qu’il y a une suite de points où la dérivée sphérique de la fonction

_ donnée n’est pas bornée supérieurement ; d’où par exemple :

THÉORÈME : Si une fonction méromorphe admet des dr~oites cle Julia, il y a sur



chacune de ces droites une suite de points tels que la dérivée sphérique devienne supé-
rieure à tout nombre donné à l’avance dans une infinité de cercles ayant pour centres
ces points et vus de l’origine sous un angle donné arbitrairement p etit.

Nous obtiendrons la même conclusion si la fonction est exceptionnelle d’Ostrowski
et si l’une au moins des limites dé la famille normale ln n’est pas constante. Nous

pouvons même conclure alors que sur toute droite issue de l’origine il y a une suite
infinie de points sur lesquels la dérivée sphérique n’est pas bornée: C’est par exemple
le cas de la fonction

correspondant à la suite, convergente dans l’anneau h

Quand n tend vers l’infini, le produit entre crochets ne peut converger vers 
’

car il n’a pas le pôle z = i ; il ne peut converger ni vers zéro, ni vers l’infini, car le

changement de z en -z changerait n en ) . Donc la limite n’est pas cons-

tante et la fonction fez) a bien les propriétés énoncées.
On peut obtenir directement dans le cas général une proposition moins précise :

l’aire Riemannienne couverte par f (z) sur une sphère est la limite des intégrales

dw étant l’élément d’aire sur la sphère de Riemann des z, et le domaine d’intégra-
tion Dn ne contenant pas le point à l’infini mais contenant tout autre point pour n
assez grand. Si était bornée supérieurement par M on aurait

et ceci est en contradiction avec le fait que le domaine Riemannien couvert dépasse
toute limite.

Pour une fonction f(z) exceptionnelle d’Ostrowski on peut limiter la croissance



de ~ f . Soit en effet la famille ft(z) = f(1z), elle est normale dans .l’anneau r . En

particulier sur le cercle de rayon i admet une borne supérieure M et l’on a :

Or

d’où

Si on suppose par exemple lZol > i on a zoi’ + 1  2 

t
Réciproquement si Df(z0) A|z0| 2 on a :

ce qui montre que la famille des fonctions ft(z) est normale dans un anneau entou-
rant le cercle de rayon I . ,

THÉORÈME 18 : Pour qu’une fonction méromorphe soit exceptionnelle d’Ostrowski
il faut et su, f fit que sa dérivée sphérique satisfasse à l’inégalité :

dès que zo est extérieur à un cercle donné.

§ 4. - Familles de fonctions à valence bornée.

[13] On sait qu’une famille de fonctions dont la valence dans un domaine D ne

dépasse pas un nombre p est quasi-normale d’ordre p dans l’intérieur de D. En

particulier d’une suite de fonctions univalentes on peut extraire une suite convergeant
uniformément dans l’intérieur du domaine, sauf peut-être en un point irrégulier.
Je vais montrer que :



1"HÉORÈME !() : 1 Si une suite de fonctions univalentes COnver’ge uniformément vers
.une fonction limite sauf en un point irrégulier, la fonction limite est constante.

Le théorème est vrai, d’après les propriétés des familles quasi-normales, si toutes
les fonctions envisagées sont holomorphes. Dans le cas général on sait que dans un
cercle arbitrairement petit ayant le point irrégulier z0 pour centre, à partir d’un
certain rang, les fonctions f,t prennent toute valeur assignée, sauf peut-être une
valeur exceptionnelle. Soit a une valeur prise par la fonction limite en z ={= zo . Elle
ne sera pas exceptionnelle si la limite n’est pas constante. Donc il y aura un indice no
tel que si n > no frt(z) prenne la valeur a dans un cercle donné de centre z ne

. 
contenant pas zo, et un indiçe ns tel que si n 5 n~ prenne la valeur a dans

un cercle donné de centre z0 sans point commun avec le précédent. La valeur a.
serait donc prise deux fois par pour n assez grand. Il y a contradiction.

Nous savions déjà, que, étant données deux valeurs zo et z1 dans un domaine D,
: si fez) est univalente et vérifie l’inégalité :

il existe pour M dépassant une certaine limite une fonction m(M, zo, z~) telle que

Si en effet cette propriété n’est pas réalisée on pourra trouver une suite de fonc-
tions univalentes dans D et telles que > M~ et ~ Mrl, la suite

des nombres M~t augmentant indéfiniment ; pour une telle famille toute suite extraite
présenterait deux points irréguliers zp et z1. Nous voyons maintenant que, la fonc-
tion limite étant~toujours constante s’il y a un point irrégulier, nécessairement m(M)
tend vers o quand M augmente indéfiniment. Noùs énoncerons donc : , 

’

THÉORÈME 20 Étant donné deux points . quelconques z, et z2 d’un domaine D , il

existe une fonction m(M), tendant vers o lorsque M augmente indéfiniment, telle que
. si f (i~ est univalente dans D, l’inégalité

. entraîne

Comme corollaire immédiat nous énoncerons : .

THÉORÈME 2I : Si en un point z, la dérivée sphérique de la fonction f?t est inférieu-
. rement bornée, et si toutes les fonctions fn sont univalentes, ou bien z1 est le seul point
~ irrégulier, ou bien la famille est normale et sans limite constante.



[14] Ces propriétés sont susceptibles de généralisation pour les fonctions.

p-valentes.

THÉORÈME 22 : Soit une suite de fonctions p-valentes dans D convergeant unifor- .

mément vers une fonction limite sauf en q points ir°réguliers. Si p = q la fonction .

 limite est constante; si p q sa valence à l’intérieur de D est au plus p - q .

Supposons en effet que l’on ait deux valeurs prises p - q + J fois par la fonction

limite à l’intérieur de D; en reproduisant le raisonnement fait pour les fonctions.
univalentes, on voit que chacune de ces valeurs est exceptionnelle autour des points

. irréguliers. Or il n’y a qu’une valeur exceptionnelle au plus pour une suite quasi-
normale. D’autre part dès qu’une valeur est prise a fois à l’intérieur de D, il y a

tout un cercle entourant cette valeur qui est couvert a fois. Le théorème est donc
démontré. 

Considérons maintenant un groupe de p points z, ... zp’ dans un domaine D, et
supposons que l’on sache que > M, , Df(z2) > M ... > lI, la fonction f
étant p valente dans le domaine D. Peut-on en déduire que i9 f est bornée en un

point z’,~ Il y a nécessairement une valeur Mi de M à partir de laquelle la conclu-
sion est possible : Si M est assez grand, on dans le cas contraire

on pourrait évidemment construire une suite possédant p + 1 points irréguliers
(les zi et le point z’1). D’ailleurs si z’, t se déplace dans un domaine d intérieur à D
et ne contenant aucun zi M, est inférieurement borné.

Soit un groupe de p points z’, ... z’~ distincts des zi; il existe quel que soit M
une fonction m(M) telle qu’il y ait au moins un point z’z tel que les inégalités

entraînent

Dans le cas contraire en effet on aurait une suite possédant les p points z’i comme

points irréguliers et dont la fonction limite ne serait pas constante à cause des iné-

gali.tés en z2. Bien entendu tend vers zéro quand M augmente indéfiniment.

Nous obtenons ainsi deux résultats extrêmes. Donnons-nons maintenant q- i

points z’~ ... et supposons que nous ayons une suite infinie convergente dont en

particulier les points z’1... z’~_~ soient points irréguliers. ~ partir d’un certain rang
ces fonctions ont une valence égale à p - q + 1 au plus dans le domaine D dont on

retranche q - i petits cercles autour des points z’. Donc il existe pour les fonctions

(p - q + i) valentes dans ce nouveau domaine une constante Mq telle que les iné-

galités ( 1 ) entraînent l’inégalité 
’

le point z’q ayant été donné à l’avance. D’où



THÉORÈME 23 : I°) Êtant donné dans un domaine D un groupe de p points z, ,

z, ..., et un groupe de q points z’q, z’$, .,., z’q,, il existe un nombre Mq tel que les
. inégalités ,

entraînent si M > Mq l’inégalité :

, pour l’un au moins des indices i =1, ..., q; ;

a° On a

~8~

3° Si les z’i sont dans un domaine donné ne contenant pas les zi, , les Mi sont bornés .

. supérieurement.
Comme application immédiate de ce théorème on peut énoncer le théorème sui-

vant : ..

THÉORÈME 24 : Étant donné dans un domaine D une famille de fonctio.ns 
. p-valentes dont la dérivée sphérique vérifie quel que soit n les inégalités : .

en p points donnés, ou bien les points zi sont les points irréguliers d’une suite conver-

. gente donnée, ou bien la suite a au plus p - I points irréguliers.
La remarque que les Mi sont bornés supérieurement si les z’i sont dans un

domaine d ne contenant pas les zi permet d’ajouter à ce théorème le complément
suivant : :

THÉORÈME 25 Soit une famille de fonctions p-valentes dans D , un groupe
.de p points z, ... z~, , et un dumaine d ne contenant aucun zp; ; il existe des nombres .

M0M1 ... Mi ... Mp-2, tels que si toutes les fonctions de la jamille vérifient

.une suite convergente de la famille aura au plus i points irréguliers dans d .

[15] En particulier si .nous fixons la valeur de la fonction et de sa dérivée pre-
mière en un point, nous fixons ipso faeto la valeur de la dérivée sphérique. Nous



arrivons ainsi à l’ensemble des énoncés ci-après ; une partie d’entre est déjà
connue ou peut être donnée comme conséquence du critère de M..Montel rappelé au:
g i 1; nous les laisserons sobsister ici pour conserver la symétrie des résultats.

THÉORÈME 26 : Étant donné une famille de fonctions, p-valentes dans un domaine

donné, el qui prennent des valeurs données en p points donnés; si leurs dérivées pre-
mières prennent aussi en ces points des valeurs fixes non nulles, cette famille est quasi-
normale d’ordre p - i au plus, à moins que les p points donnés ne soient irréguliers.

En énonçant le dernier théorème du § 14 sous cette nouvelle forme, nous pouvons.
de même établir que : 

’

THÉORÈME 27 : Étant donné une famille de fonctions méromorphes, , p-valentes dans
un domaine D, et prenant ainsi que leurs dérivées premières des valeurs données en

p points donnés; à chaque domaine d intérieur à D et ne contenant aucun des points
donnés on peul associer un nombre m , tel que si les valeurs données aux dérivées

sont supérieures en module à m la famille est normale dans le domaine d. .

Supposons maintenant une famille p-valente pour laquelle nous nous donnons.
les valeurs de la fonction et de la dérivée ~ o en p + 1 points. Nous sommes sûrs
a priori que la famille est quasi-normale d’ordre p - r au plus. Car si elle était.

quasi-normale d’ordre p l’un au moins des points donnés ne serait pas irrégulier,
et la valeur de la dérivée sphérique y est donnée et non nulle. Supposons que les.
dérivées sphériques données soient choisies de la façon suivante : la première étant
arbitraire en zi, nous choisirons les autres, supérieures à la borne supérieure en
leurs points respectifs de la dérivée sphérique d’une fonction univalente ayant pour.
dérivée sphérique en z9 la valeur assignée. Nous étant ensuite donné la dérivée en

z2, nous bornerons de même inférieurement les dérivées aux points d’indice> 2,
et ainsi de suite. Si une suite convergente extraite de la famille présentait p - ~ i

points irréguliers exactement, elle aurait une fonction limite univalente ; or deux au
moins des points donnés sont réguliers, et nous avons choisi les dérivées sphériques
en ces points de telle sorte qu’elles ne puissent pas appartenir à une fonction univa-

lente. Donc la famille est quasi-normale d’ordre p - 2 au plus. D’où :

THÉORÈME 2H : 1 Étant donnée une famille de fonctions méromorphes, p-valentes
dans un domaine D, dont nous nous fixons les valeurs en p + 1 poinls, et les valeurs

tz,, ... de la dérivée en ces points, il existe p fonclions rn2 ... , telles-

que si les inégalités

sont vérifiées, la famille est quasi-normale d’ordrè p - ? au plus dans le domaine D.

Soit toujours une famille de fonctions p-valentes dont nous nous fixons les va-



leurs en p points, mais supposons que les valeurs fixées soient toutes égales entre
elles; fixons aussi des valeurs (non nulles) pour la. dérivée; je vais montrer que la
famille ne peut pas avoir d’autres points irréguliers que les points donnés. Suppo-
sons en effet qu’il y ait p - q points donnés irréguliers et en outre h  q - 1

points irréguliers distincts des premiers pour une suite convergente. La fonction
limite a pour valence q - h, et ne peut t être constante. Or aux q points donnés
restants supposés réguliers cette fonction prendrait t la même valeur; il y a contra-

diction. D’où :

THÉORÈME 29 : : É1an1 donné une fumille de fonctions p-valentes méromorphes,
prenant une même valeur _assignée en p points donnés el dont on se donne la dérivée
en ces points. Celle famille ne peut avoir d’autres points irréguliers que les points
donnés. 

Il peut d’ailleurs effectivement arriver que les points donnés soient irréguliers. 
°

Par exemple la famille des fonctions

univalentes dans tout domaine, nulles et de dérivée r à l’origine, a l’origine pour
point irrégulier.

’ 

Mais si nous savons que les points donnés ne peuvent être irréguliers, nous en
concluerons que la famille est normale. En particulier si les fonctions de la famille
ont toutes une même valeur exceptionnelle nous sommes dans un cas d’application
du théorème énoncé au n° 1 i : en effet au tour d’un des points P donnés nous pou-
vons tracer un cercle dans lequel la valeur prise en P n’est pas reprise (la fonction
est p-valente et prend cette valeur en p points fixes) ; il y a une valeur exception-
nelle fixe. Donc la famille est normale en P. En particularisant les valeurs des

: constantes nous énoncerons : . 

_

THÉORÈME 30 : Étant donné un domaine D, q points P2 intérieurs à D, et un 

nombre positif donné no la famille F des fonctions holomorphes p-valentes dans D,
n’ayant que les points Pi pour zéros, et dont la dérivée prend aux points Pi une va-
leur égale en module à no, , est une famille normale.

Comme la fonction limite d’une suite extraite de la famille F ne peut pas être
la constante infinie, et ne peut être nulle en un point distinct des Pi, nous en con- 

,

cluons immédiatement :

THÉORÈME 31 : En chaque point d’un domaine D, le module d’une fonction de la
famille F est compris entre deux nombres ne dépendant que du point; le module de la
dérivée d’une fonction de la famille est borné supérieurement en fonction de la posi-
tion du point.



D’une manière plus générale, si nous fixons les p zéros Pi d’une famille de

fonctions méromorphes et p-valentes dans D, et les dérivées des fonctions de la

famille en ces points ; si en .outre les fonctions de la famille prennent au plus p-q
fois une valeur donnée A, la famille sera quasi-normale d’ordre p - q au plus.
Soit en effet une suite de fonctions extraite de la famille. Il y a au moins un poinl,
Pi au voisinage duquel une infinité de fonctions de la famille ne prend pas la valeur
A. Sinon en effet A serait pris p fois par toute fonction de la famille. Extrayons
une nouvelle suite de cette forme et procédons de même jusqu’à ce que nous ayons
extrait de la famille une suite par laquelle A est exceptionnel au voisinage de q des

points donnés. Ces points sont nécessairement réguliers pour la suite envisagée, et
nous avons ainsi montré que :

THÉORÈME 32 : : Êtant donné une famille de fonclions méromorphes, p-valente dans
un dom.aine D, ayant ses p zéros en des points fixes de D , el dont la dérivée en un

des zéros zo a une valeur fire non nulle, el ayant au plus r q pôles dans D , la

famille est quasi-normale d’ordre r au plus les seuls points irréguliers possibles sont
les .zéros lorsque zo n’est pas limite de pôles. .

[16] Nous pouvons aussi étudier des familles pour lesquelles il y a un nombre
non limité de zéros, mais qui occupent des positions fixes; soit par exemple une

famille de fonctions, définies dans un domaine D, quasi-normale dans tout domaine
intérieur à D, les fonctions de la famille ayant au plus q pôles dans D et leurs zéros
étant fixes; supposons que les dérivées soient bornées inférieurement et supérieure-
ment en module en q + 1 des zéros Z. Extrayons une suite, convergente dans un
domaine Du intérieur à D mais contenant les q + 1 zéros Z; , et soit k le nombre
des points irréguliers qui ne sont pas des. zéros; ils sont limites de pôles, donc
on a . Soit r le nombre des zéros qui sont points irréguliers. On a q - k.
Sans cela en effet un de ces zéros au moins ne serait pas limite de pôles ; mais en
outre un des zéros Z n’est pas limite de pôles et ne peut être point irrégulier puisque
la dérivée y est bornée en module. S’il y a un point irrégulier qui n’est pas limite de

pôles, la convergence a lieu vers la constante infinie, ce qui est contradictoire avec
l’existence du point régulier Z où toutes les fonctions s’annulent.

D’autre part s’il y a des points irréguliers distincts des zéros, la convergence
a lieu vers la constante zéro, ce qui n’est pas puisqu’en Z la dérivée ne peut pas
tendre vers zéro. D’où :

THÉORÈME 33 : Étant donné une famille de fonctions méromorphes dans D , quasi-
normale dans tout domaine intérieur à D , dont les zéros appartiennent à un ensemble

infini de points assignés, et dont la dérivée prend en q + 1 des zéros donnés des valeurs

bornées supérieurement et inférieurement en module, la famille est quasi-normale d’or-
























































