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RECHERCHES

SUR

LES SURFACES PLUSIEURS FOIS CERCLÉES

Par M. H. ADAD

Professeur au Lycée d’Alger.

~ 

INTRODUCTION

. En géométrie euclidienne (ou projective), les surfaces plusieurs fois réglées sont
celles de degrés i et 2.

En géométrie conforme, les surfaces du premier degré (sphères), et du second
degré (cyclides) sont en général (voir Exceptions, chapitre ly) plusieurs fois cerclées.
Mais il est facile de voir qu’il existe des surfaces (S) plusieurs fois cerclées, de

degré conformer) > 2 ; l’exemple le plus simple est fourni par la surface engen-
drée par la translation d’un cercle dont le centre décrit un autre cercle : cette surface

est en général du quatrième degré conforme. D’autres exemples ont été indiqués par
Koenigs (2) et par M. Vessiot(3). Dans deux notes insérées aux Comptes rendus de
l’Académie des Sciences {~), Cosserat a donné une méthode pour déterminer toutes
les surfaces (S) ; il les considère comme engendrées de deux façons par des coniques
qui rencontrent toutes en deux points une conique fixe C; dans sa deuxième note,
il cite un exemple de surface doublement cerclée du huitième degré (~).

(1) J’appelle degré conforme d’une surface algébrique, le degré de son équation en
coordonnées pentasphériques; c’est aussi le nombre de points de rencontre (conformes) de
la surface avec une droite isotrope (conforme) arbitraire.

(2) Voir plus loin, chapitre VIII.
, (3) Voir plus loin, chapitre VIII.

(’) Comptes rendus, tome 130, I900, pages 3I 1 e t 385.

(J) Il s’agit ici du degré euclidien; cette surface est du quatrième degré conforme; voir
plus loin, chapitre VIII.
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Dans ce travail, après avoir exposé, dans les chapitres I à IV, quelques résultats
indispensables pour la sùite (et dont la plupart sont d’ailleurs classiques), je montre

qu’il existe trois grandes catégories de surfaces (S) : I° Surfaces doublement cer-

clées du troisième degré (ou surfaces réglées-cerclées); 2° Surfaces triplement
cerclées du troisième degré; 3° Surfaces doublement cerclées du quatrième degré.
Je prouve, au chapitre VII, que les surfaces des deux premières catégories sont
toutes imaginaires; au chapitre VIII, je détermine et j’étudie les surfaces réelles de
la troisième catégorie. 

’

Il y aurait lieu, plus généralement, d’étudier la classification, en géométrie pro-
jective, des surfaces sur lesquelles existent plusieurs familles de coniques. Mais ce

problème semble beaucoup plus difficile que celui qui fait l’objet du présent travail.
Je tiens, avant de terminer, à exprimer toute ma reconnaissance à M. Vessiot,

qui a bien voulu s’intéresser à mes recherches, et qui n’a cessé de me guider et de

m’encourager; M. Cartan a bien voulu examiner mon travail et me donner quelques
indications qui m’ont permis d’améliorer sensiblement la rédaction; je le prie de
trouver ici l’expression de mes sentiments de vive gratitude.



CHAPITRE I

Classification des familles linéaires de sphères. Représentations
paramétriques d’une droite isotrope et d’un cercle.

1. Généralités. - Rappelons d’abord quelques notions classiques relatives aux 
’

coordonnées pentasphériques : Dans un tel système de coordonnées, un point con-

forme (ou plus simplement un point) est défini par cinq coordonnées x, ... xn non

toutes nulles, vérifiant la relation :

Nous dirons que deux points sont distincts si les coordonnées Xi du premier ne
sont pas proportionnelles aux coordonnées y; du second (’). Deux points x;, ya sont

(’) La notion de point conforme n’est pas identique à celle de point euclidien. Passons
en coordonnées cartésiennes par les formules :

Nous voyons qu’à tout point euclidien (x, y, z, t) nous pouvons faire correspondre le
point conforme J (o, o, o, 1, i) . Nous dirons que les coordonnées de 1 sont les coordon-
nées conformes singulières du point euclidien. Si on laisse de côté le point 1, auquel
correspond, réciproquement, tout point de l’espace euclidien, on obtient les résultats
suivants :

1° Si x4 + iX5 =~= o, au point conforme (x4, ... , x~) correspond par les formules (C)
un point euclidien unique, situé à distance finie. Réciproquement, à tout point euclidien
à distance finie correspond un point conforme bien déterminé, pour lequei x4 + n’est

pas nul. 

2° Lorsque x4 + ix5 == o, on a t = o et le point euclidien est à l’infini; ] on a de plus :
xi = o. c’est-à-dire xR + y’ + z~ = o. Si donc x,, x2, x3 ne sont pas nuls à la

fois, le point est sur le cercle de l’infini; si = x3 = o, le point est indéterminé
dans le plan de l’infini.

réciproquement, à tout point du plan de l’infini non situé sur le cercle de l’infini, ne
correspond que le point 1. Soit maintenant un point du cercle de l’infini : : x = u’ - v’,
y = == i (u~ + v2) , t --_ o ; on a 1 x~ _ À (u~ - v~), = i, 2UV, , x3 = À i (u~ + v~) ,
x; == ~,’, x5 = iÀ’ (À et "’A’ étant arbitraires). On obtient donc une infinité de points con-
formes dont les coordonnées dépendent linéairement d’un paramètre. [Cf. DARBOU;. Prin-
cipes de géométrie analytique, Paris p. 387].



dits orthogonaux lorsque leurs coordonnées vérifient la relation :

L’ensemble des points xi qui satisfont à l’équation :

où les ai sont des constantes données, est appelé sphère conforme (ou plus simple-
meut sphère).

Une sphère est dite de rayon non nul si o, de rayon nul dans le cas con-

traire. Lorsque la sphère (1) est de rayon nul, on peut la considérer, soit comme un

point (de coordonnées soit comme le lieu des points orthogonaux au point t a~,

que l’on appelle alors le centre de la sphère (~).
Si on considère deux sphères distinctes de rayon non nul :

(~) Étant donnés deux points euclidiens A et B, appelons A’ tout point conforme qui
correspond à A, B’ tout point conforme qui correspond à B, par les formules (C) [chapi-
tre 1, note i]; il est facile de déterminer les cas où A’ et B’ sont orthogonaux :

a) A et B sont à distance finie ; A’ et B’ sont orthogonaux si AB = o.‘

b) A est à distance finie, B à l’infini, hors du cercle ombilical : A’ et B’ ne sont jamais
orthogonaux. 

"

c) A est à distance finie, B sur le cercle ombilical : un des points B’ est orthogonal
à A’.

d) A et B sont à l’infini, hors du cercle ombilical; A’ et B’ sont confondus, donc

orthogonaux.. ,

e) A et B sont à l’infini, A étant seul situé sur le cercle ombilical : tous les points A’
sont orthogonaux à B’.

f) A et B sont sur le cercle ombilical; s’ils sont distincts, un point A’ n’est jamais
orthogonal à un point B’ ; s’ils sont confondus, tout point A’ est orthogonal à tout

point B’.
(3) On sait qu’à toute sphère conforme correspond en géométrie euclidienne une sphère

ou un plan. Réciproquement :
à une sphère euclidienne de rayon non nul, ou à un plan non isotrope, correspond une

sphère conforme de rayon non nul;
à une sphère euclidienne de rayon nul ou à un plan isotrope correspond une sphère

conforme de rayon nul;
au plan de l’infini correspond la sphère de rayon nul x~ + i x5 = o. .
Le centre d’un plan isotrope est le point où il touche le cercle de l’infini ; le centre du

plan de l’infini est un point quelconque de ce plan (puisqu’en géométrie conforme, c’est le
point I).



on peut choisir les ai et les bi de façon que : 
’

L’angle V des deux sphères est alors défini par :

elles sont donc orthogonales lorsque

Si maintenant une des deux sphères est de rayon nul, on ne peut plus définir
leur angle en général; mais nous conviendrons encore de dire qu’elles sont orthogo-
nales si :

Une transformation conforme de l’espace équivaut à une substitution orthogonale
effectuée sur les xi :

Une telle transformation conserve et (xi, y; désignant deux systèmes
de valeurs quelconques des variables initiales). Soient ak les coefficients de l’équa-
tion d’une sphère, a~ ceux de l’équation de la sphère transformée. On a :

ce qui montre qu’une sphère de rayon nul se transforme en sphère de rayon nul, et
que deux sphères orthogonales se transforment en sphères orthogonales.

2. Faisceaux linéaires; intersection de deux sphères. - Nous classerons les fais-
ceaux linéaires d’après le nombre de sphères de rayon nul qu’ils contiennent.
Soient :

(4) Nous poserons pour abréger : 03A3alxi == ax et la ,sphère ax == o sera appelée « la
sphère a » ; de même nous poserons ~ x~ == x=, etc...



les équations des sphères de base du faisceau. Une sphère quelconque du faisceau
est de la forme :

Les sphères de rayon nul sont données par :

la r~elation (2) n’est pas une identité, il y a dans le faisceau deux sphères de

rayon nul, qui sont distinctes ou con’fondues suivant que le discriminant :

est différent de zéro, on nul.

x) A ~ o . Prenons d’abord les deux sphères de rayon nul comme sphères de

base, ce qui revient à supposer :

On peut faire en sorte que ab = 2 .

Prenons maintenant comme nouvelles sphères de base :

ona:

Les sphères r~’, b’ étant de rayon non nul et orthogonales, peuvent être prises

comme sphères de coordonnées, et on obtient pour l’équation du faisceau la forme

réduite :

Deux sphères quelconques du faisceau se coupent suivant la ligne :



que nous appellerons cercle véritable. On peut en effet, en utilisant les formules (C)
[I, note 1}, transformer cette ligne en un cercle :

Nous dirons que le faisceau (4) est un ,faisceau de sphères sécantes. Les sphères
de rayon nul de ce faisceau ont pour équations : .

’ 

_ 

Les centres de ces sphères sont appelés les foyers du cercle (5). Ces deux points
ne sont pas orthogonaux.

a) 0 = o. Prenons comme sphères de base la sphère de rayon nul du faisceau et
une autre sphère quelconque. Nous aurons : ..

On peut toujours réduire l’équation de la sphère a à

car on peut supposer que son centre est le point (o, o, o, i, - i). L’équation de la
sphère b est alors de la forme :

On ne réduit pas la généralité en supposant :

L’équation réduite du faisceau est donc :

Deux sphères quelconques du faisceau ont en commun les deux lignes : 
’



que nous appellerons des droites isotropes conformes (5) (oll plus simplement des
droites isotropes) ; les formules (C) les transforment en effet en droites isotropes :

passant par l’origine.
Le faisceau (6) sera dit faisceau de sphères tangentes. .

Supposons maintenant que l’équation (2) soit une identité. On a :

Deux sphères quelconques du faisceau sont orthogonales et de rayon nul. On peut
réduire une des sphères de base à :

L’équation de l’autre est alors de la forme :

avec : O O

On peut toujours sopposer b4 = o et réduire l’équation à la forme :

On obtient pour le faisceau la forme réduite : 

Les sphères ont en commun la droite isotrope double :

Le faisceau (8) sera dit faisceau de rayon nul.
Le centre de la sphère (8) a pour coordonnées : (~,, i~ ~, o u,, - u i) . . Son lieu est

donc la droite isotrope (()).

(a) Cette notion n’est pas identique à celle de droite isotrope euclidienne. (Voir plus

loin, J, note , ).



TABLEAU RÉCAPITULATIF (6).

3. Applications. - a) Représentation paramétrique d’une droite isotrope (con- 
’

forme). - Considérons les équations réduites (g). On pent poser:

On obtient donc une représentation paramétrique du premier degré. Si on effectue
ensuite sur les x~ une transformation conforme arbitraire :

(6) Si on se place au point de vue euclidien, on constate que deux sphères (ou plans)
donnés définissent un faisceau de sphères tangentes dans les cas suivants : sphères de
rayon non nul tangentes; sphères orthogonales dont l’une est de rayon nul ; sphère de
rayon non nul et plan non isotrope tangent; sphère de rayon nul et plan non isotrope pas-
sant par son centre; sphère de rayon non nul et plan isotrope asymptote; deux plans non
isotropes parallèles, ou à intersection isotrope; deux plans dont l’un est isotrope, ainsi que
leur intersection ; plan non isotrope et plan de l’infini.

Ils définissent un faisceau de rayon nul dans les cas suivants : deux sphères de rayon
nul dont les centres sont à distance nulle; sphère de rayon nul et plan isotrope tangent;
deux plans isotropes parallèles; plan isotrope et plan de l’infini. Dans tous les autres cas,
deux sphères (ou plans) donnés définissent un faisceau de sphères sécantes.



on obtient la représentation paramétrique d’une droite isotrope quelconque :

On peut écrire plus simplement :

etona:

Réciproquement, étudions le lieu des points dont les coordonnées sont données

par des formules telles que ( 13) [avec les conditions ( r4)]. Si le tableau ~a b~ est de

rang 1, les formules (13) définissent un point unique; si ce tableau est de rang 2,
les sphères de rayon nul a et b sont distinctes et orthogonales, et xi sont les coor-
données du centre d’une sphère quelconque du faisceau (a, b); les formules (13)
définissent donc une droite isotrope(’).

b) Représentation paramétrique d’un cercle véritable. - Considérons les équations
réduites de ce cercle :

il faut leur adjoindre :

ce qui donne :

En faisant ensuite sur les Xj une transformation conforme quelconque, définie

par les formules (n), on obtient la représentation paramétrique d’un cercle vérita-
ble quelconque :

(7) Considérons la droite isotrope conforme définie par les formules (13) et (i~), et

passons en coordonnées cartésiennes par les formules (C) ; on obtient une droite isotrope
lorsque a4 + ia5 et b~ + ib5 ne sont pas nuls à la fois; mais si a4 + ia~, = b4 -+- ib5 = o,
on obtient un point du cercle de l’infini; ceci pouvait être prévu, à cause des résultats obte-
nus ci-dessus (1, note 1).



Cette représentation est du second degré; on peut écrire plus simplement :

avec

d’où :

on a de plus

Réciproquement, étudions le lieu des points définis par une représentation para-
métrique tetle que ( ~ ~) [avec les conditions (t8) .

~° ’° Si o, on peut faire en sorte que m2 = 4, et on voit de suite qu’on peut
mettre les formules (17) sous la forme (16); on obtient donc un cercle véritable.

Remarquons que, dans ce cas, le tableau :

est de rang 3 : en effet, il a le même rang que le tableau Il ^~$ ~k5 ( ~ , et celui-ci
~ est évidemment de rang 3.

2° Si m2 = o, on ne peut plus réduire les formules (17) à la forme (16). Mais

on voit de suite que dans ce cas, (T) est de rang inférieur à 3 : en effet, un déter-

minant quelconque d’ordre 3, tiré de (T), est nul, comme on le voit en calculant

son carré.

Alors, ou bien (T) est de rang i, et les formules (17) représentent un point; ou
bien (T) est de rang 2 (~), et on peut ramener les formules (17) à la forme :

on a donc une droite isotrope.
Nous obtenons donc l’important résultat suivant : :
Pour que les formules (I7) [et (18)] ne représentent pas un cercle véritable, il

faut et il suffit que mj = o. .
Nous dirons dans ce cas que le cercle ( 17) est dégénéré.

(8) Ce qui peut se produire dans deux cas : soit que la représentation paramétrique (17)
soit impropre, soit que dans les formules (17), les xi aient un facteur commun. On voit

donc qu’une droite isotrope admet des représentations impropres du second degré.



D’après ce qui précède, un cercle dégénéré se réduit à une droite isotrope ou à .

un point.
Remarquons que les représentations paramétriques ( 13) et (17), supposées pro-

pres, sont possibles d’une infinité de manières ; on peut en effet faire subir à u et v.
une transformation homographique quelconque.

Géométriquement, u v est le rapport anharmonique d’un point variable el

de trois points fixes de la ligne, ces derniers correspondant aux valeurs

c) Cercles-paraboles. - En géométrie euclidienne, nous appellerons cercle-

parabole un cercle (véritable) dont le plan est isotrope. Un tel cercle admet un seul
point à l’infini : le point où son plan touche le cercle de l’infini.

Passons en coordonnées pentasphériques par les formules C (I, note i), et expri-
mons les x; en fonctions du second degré d’un paramètre u; xa + ix, devra être
un carré parfait; on pourra même le réduire à une constante, en supposant que le
point à l’infini du cercle corresponde à u ~.

Remarquons qu’étant donné, en géométrie conforme, un cercle sous forme
paramétrique [formules (17), (18)], on peut toujours passer en coordonnées carté-
siennes de telle façon que ce cercle devienne un cercle-parabole.

En effet, soit

l’équation d’une sphère de rayon nul telle que :

soit un carré parfait en ci. Il suffira de prendre des axes cartésiens tels que la

sphère ( 1 9) devienne le plan de l’infini.
Il est aisé de trouver des valeurs î,~ répondant à la question; on peut prendre

par exemple :

comme on le vérifie immédiatement.

Enfin, il y a lieu de remarquer que si tout cercle-parabole peut être assimilé à
une parabole à direction asymptotique isotrope, la réciproque n’est pas vraie : une
parabole à direction asymptotique isotrope ne peut être considérée comme un cercle
que si elle est située dans un plan isotrope.



’ 

4. Réseaux linéaires. - Une sphère quelconque du réseau est de la forme

Àa + p.b + vc, en désignant par a, b, c les sphères de base. 
’

, 

On ne peut avoir, quels que soient ),, ~, v‘ : 
‘

car cela entraînerait :

et le tableau ~ai bi ci~ serait de rang  3 (même raisonnement que plus haut :

I, 3, b, 2°) ; les sphères a, b, c ne pourraient être prises comme sphères de base.
~ Un réseau linéaire contient donc toujours des sphères de rayon non nul. Prenons.

l’une d’elles comme sphère de base, on aura par exemple a2 =)= o. Comme on peut

toujours remplacer les autres sphères de base b et c par b ~ K . a, c + K’. a

(K et K’ désignant des arbitraires), on peut choisir K et K’ de façon à avoir :

Autrement dit, on peut supposer :

La sphère a, étant orthogonale à b et c, est orthogonale à tonte sphère du
faisceau (b, c) ; on peut donc, sans diminuer la généralité, réduire ce faisceau, et
on est conduit aux types suivants, selon que le faisceau est du type I, II ou III :



5. Familles - Soient a, b, c, d les quatre sphères de base, 
une sphère quelconque de la famille.

Il est évident qu’il y a dans la famille des sphères de rayon non nul ; en prenant
l’une d’elles comme sphère de base et raisonnant comme pour les réseaux, on voit

qu’on peut supposer :

La sphère a est alors orthogonale à toutes les sphères du réseau (b, c, d) et on

peut réduire ce réseau sans diminuer la généralité. On obtient seulement les deux

types suivants (les réseaux du type III conduisant à une impossibilité) :

REMARQUE. - On vient de voir que les sphères orthogonales à une sphère
donnée forment une famille linéaire 00% qui est du type 1 ou II suivant que la

sphère donnée a son rayon différent de zéro ou nul. Réciproquement étant donnée

une famille linéaire 003, il. existe une sphère et une seule orthogonale à’toutes les

sphères de la famille; son rayon est différent de zéro si la famille est du type 1, nul

si elle est du type II.

Il existe de même une correspondance biunivoque entre les faisceaux et les

réseaux. Les sphères orthogonales à un faisceau du type 1 (c’est-à-dire à un cercle

véritable), forment un réseau du type I, dont toutes les sphères passent par les

deux foyers du cercle, et réciproquement. De même les sphères orthogonales à un

faisceau du type 11 (ou III) forment un réseau du type 1 r (ou III), et réciproque-
ment.



CHAPI’l’RE II

Propriétés des droites isotropes.

1, Propriétés générales. - Soit une droite isotrope (conforme)

Une sphère

la rencontre en un point en général. Donc : :
Toute droite isotrope qui a deux points sur une sphère y est contenue tout entière.
Par deux droites isotropes données, on peut toujours faire passer au moins une

sphère (’). Si on peut en faire passer deux S, S’, ces deux sphères définissent un
faisceau de sphères tangentes, et les deux droites ont un point commun (au sens
conforme). Réciproquement si deux droites isotropes ont un point commun, il

passe par ces droites oo’ sphères (*). Pour que deux droites isotropes déterminent
une sphère unique S, il faut donc (et il suint) qu’elles soient sans point commun (~)
(conforme) ; S est alors de rayon non nul (car les droites isotropes d’une sphère de
rayon nul passent par son centre)(3).

Considérons maintenant trqis droites isotropes D~, D~, P3.

a) Si elles se coupent deux à deux, elles passent nécessairement par un même
point, et sont sur la sphère de rayon nul qui a ce point pour centre.

b) Si Dt et Dy par exemple n’ont aucun point commun mais rencontrent D3, on
voit que D3 est sur la sphère (de rayon non nul) définie par D~ et D2; sur cette

(1) Ceci est évident si les droites sont données sous forme paramétrique du premier
degré.

(’) Si deux droites isotropes D, A sont parallèles (au sens euclidien), les droites isotropes
conformes qui leur correspondent : D’, 3’ n’ont aucun point commun lorsque le plan (D, ~)
n’est pas isotrope, et sont sécantes dans le cas contraire. 

A un point du cercle de l’infini et une droite isotrope correspondent deux droites iso-
tropes conformes qui sont sécantes ou non suivant que le point est ou n’est pas sur la
droite. A deux points du cercle de l’infini correspondent deux droites isotropes sécantes.

(3) Les sphères de rayon nul qui passent par une droite isotrope donnée, ont en effet
leurs centres sur cette droite.



sphère, D~ et D, sont génératrices de l’un des systèmes, D, fait partie de l’autre
système.

c) Si deux des droites se rencontrent, mais ne coupent pas la troisième, les trois
droites ne peuvent être sur une même sphère. ,

d) Si deux quelconques des trois droites ne se coupent pas, ou bien ce sont trois
génératrices du même système d’une sphère de rayon non nul., ou bien elles ne sont
pas sur une même sphère. Dans ce dernier cas, il existe une droite isotrope à et une
seule qui les rencontre toutes trois : car la sphère (Di, DJ coupe D3 en un point
unique A, et A, devant passer par A, est la génératrice du second système de la

sphère (D!, menée par A (en appelant premier système celni auquel appar-
tiennent D, et D~).

2. Changements de coordonnées qui conservent une droite isotrope."- Soient
x~, .. xJ les coordonnées pentasphériques d’un point. Dans la suite, nous poserons
pour abréger :

Les Xk sont des combinaisons linéaires indépendantes des ,xk, et on a : 
’

Une transformation conforme est de la forme :

les fêtant tels que :

Cela étant, remarquons que les équations de toute droite isotrope peuvent être
réduites à la forme :

Les changements de coordonnées qui la conservent sont t donnés par les for-

mules (i) dans_ lesquelles on suppose :

(~) Cela résulte de la théorie des réseaux linéaires des sphères (réseaux du type III).



On montre facilement, en tenant compte de (2), que n23,, m~3, /7~,, m~3

demeurent arbitraires, avec la restriction évidente :

Si l’on pose :

les autres coefficients sont donnés par les formules :

h désignant un septième paramètre arbitraire.

3. Réduction des équations de deux droites isotropes D, Ds . - a) D, et Ds
sont sécantes. - Elles déterminent un faisceau de sphères tangentes dont on peut
réduire l’équation à :

on a alors :

Les changements de coordonnées qui conservent t D, et DR ~~) s’obtiennent en

supposant, dans les formules (6) :

Ci) Il s’agit de ceux qui conservent individuellement D, t et D~; on en déduit facilement
ceux qui échangent les deux droites.



b) Di el D2 n’ont aucun point commun. - On peut supposer que la sphère
(Dt’ DJ a pour équation : 1

et que D est une génératrice quelconque de cette sphère :

D~, génératrice du même système que D~, a pour équations :

avec u o. En changeant X2 en X2 + 03BB X3, et X4 i en X, -03BB X1, on ramène ces

équations à la forme : ,

Les changements de coordonnées qui conservent la forrne réduite obtenue sont
donnés par les formules (6) où l’on suppose : 

’t

4. Réduction des équations d’une droite isotrope D et d’un point P. . - a) Le
point est hors de la droite. - Il passe alors par P une droite isotrope unique D’
rencontrant D, puisque la sphère de rayon nul de centre P coupe D en un seul
point. En réduisant D, D’, on obtient pour D et P les équations :

On voit facilement qu’on peut annuler p.., et la forme obtenue se conserve par
les changements de coordonnées obtenus en supposant dans les formules (6) :

b) Le point est sur la droite. - On obtient immédiatement les équations
réduites :



et on voit facilement qu’on peut annuler p... Les changements de coordonnées qui
conservent cette forme s’obtiennent en supposant dans les formules (6) :

5. Réduction des équatiensde trois droites isotropes D, D3 . . - a) D, 

D3 se coupent deux à - Elles sont sur une sphère de rayon nul :

Les équations d’une génératrice de cette sphère étant :

(k pouvant être nul ou infini), on voit qu’on peut réduire les équations de D~, D, ,
D~ à la forme: 

.

Les changements de coordonnées qui conservent cette forme sont donnés par les
formules (6) où l’on suppose :

b) D, el D2 ne se coupent pa.s, mais coupent D3. - Si D, et D, ont pour équa-
tions :

Da fait partie de la sphère X5 = o ; ses équations sont donc de la forme :

on les ramène aisément à :



La forme obtenue se conserve par les changements de coordonnées que l’on
obtient en supposant, dans les formules (6) :

c) Seules D! el D$ se rencontrent. - Réduisons D1 et 

Da fait partie de l’intersection de deux sphères de rayon non nul contenant respecti-
vem ent D~ , D~ :

On a p.p.’ ~= o, sinon scraient sur une même sphère. Par un changement
de coordonnées permis (c’est-à-dire conservant D~), on peut annuler a, h’.
Comme il faut que les sphères qui déterminent Ds soient tangentes, on doit avoir :

On peut supposer  == i, et les équations de D3 s’écrivent :

On obtient les changements de coordonnées qui conservent cette forme en faisant,
dans les formules (6) :

d) Deux quelconques des trois droites ne se coupent pas. - Réduisons D, et D~ :

D~ fait encore partie de l’intersection de deux sphères de rayon non nul contenant
respectivement D~ et D~.

Ces deux sphères, nécessairement tangentes, ont en commun une deuxième

droite isotrope A qui rencontre forcément D, et D2; on peut donc réduire les

équations de A à la forme :



Nous nous bornerons au cas où D,, D$, D~ ne sont pas cosphériqùes. Alors D3,
se trouvant sur une sphère (D., ~) et sur une sphère (U$, d), a pour équations :

avec =(= o. On peut d’ailleurs réduire 1 et J. à l’unité. On a donc :

Les changements de coordonnées qni conservent cette forme s’obtiennent en fai-

sant, dans les formules (6) :

6. Réduction de la figure formée par deux droites isotropes D1, D, J et un

point A. - Nous nous bornerons au cas où ces trois éléments ne sont pas cosphéri-
ques : pour cela il est nécessaire que D~, D~ ne se coupent pas. Leurs équations sont
donc :

On peut mener par A une droite isotrope A ne rencontrant ni D,, ni D~.
D’après les résultats du paragraphe précédent, A aura pour équations :

et on peut, par un changement de coordonnées permis, les ramener à la forme :

qui se conserve si, laissant fixes ~3, !~4, ~5, on change ~., en et ~.$ en
t

7. Réduction d’un quadrilatère isotrope. - Si (D,, D,) et (D3’ DJ sont les

couples de côtés opposés, on peut réduire D,, D~, D3 à la forme :



et D~ a pour équations :

Comme elle ne coupe pas D,, v =)== o. On voit facilement qu’on peut t annuler p ,
etona: ..

La forme réduite obtenue se conserve par les changements de coordonnées :

Remarquons que les figures étudiées dans ce chapitre n’ont aucun invariant con-
forme : deux figures de même espèce sont donc équivalentes, et le sont même d’une
infinité de manières.



CHAPITRE III 

Étude des cercles cosphériques à trois cercles donnés.

. 

Soient C, C’ , Cff les trois cercles donnés, supposés véritables. Appelons l’ tout

cercle (véritable) cosphérique à C, C’, C". ,

1. Cas général : deux quelconques des cercles C, C/, Cff ne sont pas cosphéri-
ques. - Écrivons les équations des trois cercles :

. Soit F l’un des cercles cherchés; les sphères (C, 1’) , (C’, F) et (C", J1) doivent

appartenir à un même faisceau linéaire. Les équations de ces sphères sont respecti-
vement : 

’

et À et p ne sont pas nuls à la fois, v et p non plus, G et r non plus. Pour que les

sphères considérées fassent partie d’un même faisceau, il faut que l’on puisse trou-
ver trois nombres h, fi, l non tous nuls, tels que l’on ait :]

Il faut même ici hkl =j= o, sinon deux des cercles C, C’, Cff seraient cosphéri-
ques, contrairement à l’hypothèse.

Or, les premiers membres des équations de six sphères n’étant jamais indépen-
dants, il existe au moins un système de relations de la forme : .

Si le tableau lia b a’ b’ a° ] est de rang 5, ce système est unique. De



plus on n’a pas x == ~ = o, ni 1’ = 6’ = o, - ~rr = o. On peut alors pren-
dre : 1

et on voit qu’il existe un cercle F unique répondant à la question (’). Ce cercle a
pour équations :

Si maintenant le tableau ) a b a’ b’ a" [ est de rang C~, il existe deux

systèmes indépendants de relations telles que (2) :

D’ailleurs on a :

sinon deux des cercles C, C’, C" seraient cosphériques. De là résulte que les sphères :

sont distinctes et peuvent servir à définir le cercle C. De même C’ peut être défini

par :

et C" par :

Les équations (3) s’écrivent :

et les équations de C, C’, C’I deviennent :

(’) L’existence de ce cercle a déjà signalée par G. DAUBOcx, C. li. Ac. Sc., Paris,
tome()2 (lô~t !, p. 



Remarquons que les sphères A, B, A’, B’ sont linéairement distinctes (sinon C
et C’ seraient cosphériques).

Le système (1) auquel il faut satisfaire s’écrit alors :

et on a nécessairement :

on

Un cercle F a donc pour équations :

Il y a donc coi cercles r , dont le lieu est la cyclide :

Il nous reste à étudier les cas particuliers où deux au moins des cercles C, C’, Cil

sont cosphériques. On peut employer pour traiter cette question la même méthode
analytique que dans le cas général, mais pour abréger, j’exposerai la solution sous
forme géométrique.

2. C et Cf sont sur une même sphère S qui ne contient pas Cff. - Si les
trois cercles ont deux points communs A et B (ou sont tangents en un point A),
les cercles h sont les 002 cercles qui passent par A et B (ou qui sont tangents en A
aux trois cercles.)

Dans le cas contraire, soient A et B les points communs (distincts ou confondus)
à C et Cf. Un cercle l’ ; ou bien passe par A et B, mais alors il ne coupe Cff en
deux points que si A, B, C" sont sur une même sphère, et il se trouve alors sur

cette sphère S’ [on obtient alors ooi cercles r formant sur la sphère S’ un faisceau
linéaire] ; ou bien ne passe pas par A et B, et alors il est sur S et passe par les

(’) On trouvera au Bulletin des I880, p. 348-384, une démonstration géomé-
trique de ce théorème due à Darboux.

Voir aussi : DEMARTRES, Bull. Sc. 1888, p. 



points de rencontre (distincts ou confondus) de Cff avec S [ici encore on a cot cer-

cles ~I’ formant sur S un faisceau linéaire] (3).

3. C, C’, Cff sont sur une même sphère S. - Les ~3 cercles F de la sphère S
, répondent à la question ; ce son en général les seuls cercles qui conviennent. Il y a

exception si C, C’, C" ont deux points communs A et B (distincts ou confondus) :
dans ce cas, il existe une autre famille de cercles r-’ : les 002 cercles passant par A

et B (~),

(3) Si les trois cercles ont pour équations :

le cas général est celui où le tableau ( ( a b c d e ( ( est de rang 5; si ce tableau est de

rang 4, les points A et B et le cercle C" sont sur une même sphère; s’il est de rang 3, les
cercles C, C’, C" ont deux points communs.

(1) Si les trois cercles ont pour équations :

le cas général est celui où le tableau Il abc d~ est de rang 4; si ce tableau est de

rang 3, C, C’, C" ont deux points communs.









































































































































Si on trace par 03C6 la parallèle à Bx, qui coupe Oz en 03B2, on a :

donc

On peut alors obtenir les sommets du grand axe de l’ellipse : ?, 6’ en prenant :

Remarquons que la droite double D, passant par A et perpendiculaire au plan
de la figure, est toujours isolée; au contraire la droite double P’, passant par B et

située dans le plan de la figure, n’est isolée que si ;~ > 1.

3° TYPE 29. - Faisons dans les formules du chapitre ~TI relatives à ce type le

changement de coordonnées :



puis passons en coordonnées cartésiennes par les formules :

L’équation de la surface devient :

Les points réels s’obtiennent en supposant ta et 1 imaginaires conjugués :

On a alors :

Les cercles sont des cercles-paraboles situés dans les plans x + iy = La sur-

face a pour droite double à distance finie la droite Ox, définie par Il + t = o (x ==o);
les sections par les plans passant par cette droite sont les paraboles p = 

Une autre droite double est la droite de l’infini du plan des xy; les sections de

la surface par les plans passant par cette droite sont les paraboles el = cte.

Paraboles 03B1 = - Les équations d’une quelconque de ces courbes sont :

Sa projection sur le plan des xy est une parabole ayant pour enveloppe, quand
avarie:

c’est-à-dire ayant pour foyer l’origine; dans l’espace, le lieu du foyer de (i3) est

donc Oz; le lieu de son sommet est, comme on le voit facilement, la courbe :

laquelle est une parabole du plan des xz, admettant Oz pour tangente au sommet.
En résumé, on peut engendrer la surface de la manière suivante : soit une para-

bole (P) ayant pour axe Ox et pour tangente au sommet Oz (~); à tout point S de (P)
associons le plan (Il) mené par S perpendiculairement à Oz, et le point F où (Il)
rencontre Oz ; la parabole du plan (II) qui a pour sommet S et pour foyer F
engendre la surface lorsque S décrit (P).

(f) Ici (P). a pour paramètre 2. Mais on peut remplacer (P) par une parabole quelconque,
en faisant subir à la surface une homothétie de centre o.



Parabole a = c’e. - Si le plan d’une telle parabole a pou r équation :

cette parabole a pour sommet le point de 0x d’abscisse - cotg°~, et son foyer
coïncide avec celui de (P). Cela nous donne une autre génération de la surface.

Il existe sur la surface d’autres paraboles : on peut montrer en effet que tout

plan tangent coupe la surface suivant deux paraboles; on a donc une surface de

Steiner (3).

2. Surfaces à cercles réels. - i TYPE 16. - Si, dans les formules relatives à ce

type, on remplace X , ..., X5 par des valeurs proportionnelles à :

on obtient pour la surface une équation du quatrième degré, qui est réelle si 1 et m

sont réels, ce que nous supposerons.
Les points réels de la surface s’obtiennent en supposant que u et t soient des

imaginaires de module 1 :

Un obtient alors :

Les cercles r(e = c‘°) ont pour rayon ( et sont situés dans des plans parallè-
les à xOz. Le lieu du centre de r est un cercle Co situé dans le plan :

ayant pour rayon l + I l ~ et pour centre l’origine.

(3) On montre facilement que la surface signalée par K0153nigs (Compas rendus, t. I09,

i88g, p. 364) est équivalente au type 2g, que nous venons d’étudier. Y oici la représentation
paramétrique de cette surface, d’après K0153nigs:

a, b, H étant des constantes, À et p. les coordonnées curvilignes d’un point de la surface
celle-ci ne dépend qu’en apparence des trois paramètres a, b, H.



La surface est donc engendrée par.la translation de r dont le centre décrit Co .

Elle admet donc, d’après les propriétés des surfaces de translation, une deuxième

génération analogue; on le vérifie facilement sur les formules (15) : un cercle

C(03C6 - c") a pour rayon l +I l|; son plan èst parallèle au plan de Co; son centre

décrit un cercle 1B égal aux cercles r, situé dans le plan des et ayant pour

centre l’originel). 
’

La surface a quatre points singuliers situés sur le cercle de l’infini, et correspon-

dant respectivement à t = o, tl = o . De plus, elle admet comme ligne

double la courbe :

qui est une hyperbole équilatère si m2-(l + I l) 2 4= o ; si = l + I l|, c’est-à-

dire si Co et ro ont le même rayon, cette courbe se décompose en 
deux droites (’).

Les lignes 6 + p = 0 - ~p = c‘~ sont des coniques. Ce sont, avec les cercles,

les seules coniques de la surface lorsque l’hyperbole singulière n’est pas décompo-

sée : en effet, dans ce cas, la surface est la transformée homographique d’une cyclide

ayant quatre points doubles (les transformés des points 
doubles de la surface situés

sur le cercle de l’infini), c’est-à-dire d’une cyclide de Dupin. Or on sait qu’une telle

cyclide a quatre familles de coniques.

REMARQUE. - Dans le problème donné par M. E. Vessiot au Concours d’entrée à

. l’École Normale Supérieure en I93I, on demande d’étudier une surface S double-

ment cerclée, engendrée de la façon suivante : soient deux cylindres de révolution

de rayon a, ayant pour axes deux droites perpendiculaires Ox, Oy (que l’on prend

comme axes de coordonnées, ainsi que leur perpendiculaire commune Oz) ; consi-

dérons une droite A qui varie en restant tangente aux deux cylindres; S est le lieu

des pieds des perpendiculaires abaissées de 0 sur ~; elle a pour équation :

elle est du sixième degré. Si nous prenons son inverse par rapport à 0, la puissance

d’inversion étant nous trouvons une surface du quatrième degré qui est un

cas particulier du type 16 : elle correspond à 1 = 1 , m = 2, c’est-à-dire au cas où

les cercles Co, ho ont le même rayon et leurs plans perpendiculaires.

(4) La surface étudiée est la surface de translation la plus générale engendrée par 
un

cercle dont le centre décrit un autre cercle.

(~) On retrouve ici un résultat obtenu au chapitre VI, relatif aux cercles isolés autres

que les cercles coordonnés.



2° TYPE I9A . - Passons en coordonnées cartésiennes par les formules :

avec :

et supposons l, /11, n réels. L’équation de la surface sera réelle si a et b le sont,

c’est-à-dire si :

La surface obtenue est du huitième degré; pour avoir ses points réels, il faut

supposer :

0 et 03C6 étant réels; il faut de plus que les coefficients de ei03B8, ei03C6 soient réels, ce qui
exige :

Remarquons qu’on ne diminue pas la généralité en supposant l, m, n positifs.
On peut donc poser : 

.

x, 6, y étant compris entre o et 2014. ..
Les coordonnées homogènes cartésiennes d’un point de la surface sont alors :



Ces tormules montrent que les cercles 6 = = cte sont réels. On voit aussi

que Oy est axe de symétrie de la surface (changer 6 en - 9 , ~~ en - 9) .

Cercles u = cte. - Un tel cercle est, comme on le voit facilement, l’intersection
des deux sphères S, S’, réelles et orthogonales : 

’

S coupe Oy aux points fixes M, M’ d’ordonnées tg et - cotg -.p 
2 2

Le lieu du centre I de S est donc dans le plan médiateur du segment M M’, 
lequel a pour ordonnée -cotg ~~; le point 1 a pour coordonnées :

son lieu est donc une hyperbole dont les asymptotes ont pour équations :

et dont le demi-axe transverse est :

la droite qui porte ce demi-axe fait avec Oz l’angle - ~ .
Cherchons à définir géométriquement la sphère S’ qui est associée à une

sphère S donnée.

1° Toute sphère S’ passe par les points fixes N, N’ de coordonnées :

2° Soit K la projection orthogonale de 1 sur Oz ; S’ est orthogonale au plan (P)
mené par 0z perpendiculairement à IK, et à la sphère (E) ayant pour centre K et
contenant le cercle de centre 0 et de rayon i du plan des xy [voir les équations (21)].
Les cercles t = cte fournissent une génération tout à fait analogue de la surface.



Les lignes singulières de la surface sont. : : 10 les côtés du quadrilatère iso-

trope = ==o; .2° une quartique unicursale qui contient les quatre som-
mets de ce quadrilatère.

REMARQUE. - Nous pouvons maintenant étudier la surface signalée par Cosserat

[voir Introduction]. Cette surface est du huitième degré (et par conséquent du qua-
trième degré conforme); elle est doublement cerclée, et tous ses cercles sont tangents
à quatre plans isotropes fixes; les lieux des foyers des cercles des deux familles sont
des droites (non isotropes) formant un quadrilatère gauche. Nous allons chercher à

quel type appartient cette surface.

Auparavant, remarquons que la condition nécessaire et su fusante pour qu’une
sphère de rayon nul soit tangente à un cercle (véritable), est qu’elle passe par un de
ses foyers.

Reportons-nous alors au deuxième tableau du chapitre VII, nous voyons que la sur-
face en question ne peut t être que du type t6, 28, I9A ou 26A. Mais comme, d’après
Cosserat, elle admet quatre droites isotropes doubles, elle est, soit du type 16, soit du

type 1 9A (6). Considérons donc un de ces deux types; soient C$ les lieux des

foyers des cercles u = cte, IB, l’2 les lieux des foyers des cercles t = cte, on démon-
tre facilement qu’un quelconque des cercles Ci et un quelconque des cercles hk sont
bisécants, et que la sphère (Ci, Ck) est de rayon nul. D’après la remarque faite plus
haut, on voit donc que tous les cercles de la surface sont tangents à quatre sphères
de rayon nul. Ces sphères ne pourront devenir des plans isotropes que si l’on peut
transformer Ci et en droites, c’est-à-dire si ces quatres cercles ont un point

commun. Ceci ne se produit pour le type 16 que si l- ~ = o et dans ce cas les
quatre cercles ont deux points communs; les droites qu’on en déduit ne forment
donc pas un quadrilatère gauche. Pour le type 1 9A, les quatre cercles Ci, 1B ont un

point commun si :

ou, en adoptant les notations ( I g), si :

On voit donc que la surface de Cosserat est du type I9A.

(6) Le type 28 n’a que deux droites isotropes singulières : et le type a6A n’en

a que trois : toc, i = o .


