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I

CONTRIBUTION A L’ÉTUDE DES SYSTÈMES DÉFORMABLES
Par M. H. PAILLOUX.

ANNALES
DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE L’ONIVERSlrrÉ DE TOULOUSE,

POUR LES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET LES SCIENCES PHYStQUES.

1. - ÉTUDE DES PERCUSSIONS DANS LES FILS

Notations. - Soit ~ un arc de courbe AB d’extrémités A et B, et de longueur l.

A,l’instant b, un point M de la courbe est défini par son abscisse curviligne s
comptée à partir de l’extrémité A. Nous désignerons par t , n , b les vecteurs uni-

taires du trièdre principal en M; par R et T les rayons de courbure et de torsion ;
par ï, V, r, la tension, la vitesse et l’accélération au point M ; par Fds et p ds la
résultante des forces agissant sur l’élément ds, et sa masse. 

z

Condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les vitesses à un instant donné.
’ 

Rappelons les équations vectorielles du mouvement des fils : ..

Dérivons la dernière par rapport au temps :



ou avec d’autres notations :

Cette équation est donnée par Routh dans sa dynamique (s 574) et il la trans-
forme seulement dans le cas où le fil est plan (s 575). Nous allons écrire la relation
obtenue en faisant intervenir les composantes de la vitesse sur les axes de Frenet :

On obtient encore cette condition, sous la forme (3) en écrivant qu’un élément
MM’ du fil se déplace comme un corps solide, c’est-à-dire que les projections des
vitesses de M et M’ sur la droite MM’ sont égales, le calcul étant fait en négligeant
les infiniment petits du second ordre :

La formule (3’) montre que la composante suivant la binormale peut être choisie
arbitrairement, ainsi que Vt, quand on connaît la forme du fil; il en résulte la

connaissance de V~. On peut ainsi, au moyen de deux fonctions arbitraires avoir
toutes les vitesses possibles pour un arc de courbe donné.

La condition trouvée est nécessaire, mais nous ne savons pas si elle est suffisante,
car il faut faire intervenir les liaisons du fil. Voici différents cas qui peuvent se

produire : fil complètement libre; fil libre sauf en une ou deux extrémités qui peu-
vent être fixes, ou de mouvement connu, ou se déplacer sur une courbe ou une
surface fixe ou de mouvement connu ; fil se déplaçant sur une surface; fil s’appuyant
en partie sur une surface; fil s’appuyant sur une courbe ou passant par un point
fixe. Nous pouvons aussi avoir le cas d’un fil formant une courbe fermée.

Recherche de la tension à l’instant initial. - Nous supposerons données la

forme du fil et la distribution des vitesses. Nous supposerons qu’elles sont toujours



eompatibtes avec la forme du fil. Dérivons (1) par rapport à s, et (2) deux fois par
rapport à 0’ : : 

et en faisant le produit scalaire de la dernière relation par t : :

est connu à l’instant initial; par suite, on a l’équation différentielle suivante pour
déterminer la tension à l’instant initial :

Comme tout se passe à l’instant initial, nous écrirons de la manière suivante, où
les accents désignent les dérivées prises par rapport à l’arc :

Si la densité est constante, on obtient l’équation plus simple :

Si le fil a ses deux extrémités libres, on prendra la solution qui s’annule aux



deux extrémités; si le fil est une courbe fermée, on prend la solution périodique de
cette équation; comme elle est à coefficients périodiques, il existe une telle solution
et une seule. Dans les autres cas, la détermination est beaucoup plus délicate et
nous y reviendrons.

Comme application de l’équation (4), remarquons que si un fil se déplace en
l’absence de forces extérieures, pour que la tension soit identiquement nulle, donc
en particulier nulle en deux points quelconques qui vont nous servir à déterminer
la solution, il faut et il suffit que Vs = o, c’est-à-dire que le fil ait un mouvement

instantané de translation.

Percussions dans les fils. - Nous supposons que pendant un très petit inter-
valle de temps agit une force très grande 4~ sur chaque élément du fil; toutes ces
forces agissant dans le même intervalle de temps suffisamment court pour qu’on
puisse négliger tout déplacement du fil. Nous supposerons que l’intégrale

F = a 03A6d03B8 est finie, et nous appellerons percussion subie par l’élémeut le

vecteur Fds . La forme du fil sera conservée pendant toute la durée des percussions
et nous supposerons que le fil reste parfaitement souple et inextensible. Nous ne
considérerons pas de percussions finies subies par un point du fil, nous verrons

pourquoi dans un instant.
Dans un article paru en 1 925 (Nouvelles Annales de Mathématiques), G. Bouligand

traite le problème suivant : On considère un fil flexible, inextensible et sans masse,

suspendu par une extrémité 0, et le long duquel on dispose invariablement des

masses ponctuelles en des points M,, M~, ..., M,l. Le système est en équilibre dans

la position verticale, et l’on suppose que : . 

’

Soient mt, n:l’1.’ ..., mrl, les masses placées aux points en question. On fait agir
simultanément sur elles des percussions horizontales et parallèles, d’intensités res-

pectives 
En désignant par 1 la longueur totale, déterminer l’état des vitesses du système

à l’instant immédiatement postérieur à la production de ces impulsions.
G. Bouligand étudie ce problème en se servant des équations de Lagrange pour

les percussions, alors que nous nous servons des théorèmes généraux. Cette étude

faite, il passe au cas d’un fil pourvu de masse soumis à une distribution rectiligne
de percussions et montre que le pasfage à la limite du premier problème conduit à

la solution du second. Enfin G. Bouligand signale que dans le cas d’un fil de forme

quelconque le problème se ramène à la résolution d’équations intégrales. La mé-

thode indiquée, application des équations de Lagrange à un système à.une infinité



,de paramètres, conduit à une analyse délicate, tandis que les théorèmes généraux
conduisent à une équation différentielle du second ordre. Il serait sans doute inté-

ressant de comparer les deux méthodes pour obtenir des résultats relatifs à ces

équations intégrales. Signalons enfin que G. Bouligand suppose son fil attaché par
une extrémité, ce qui est une source de difficultés pour la distribution de vitesses.

E. J. Routh (S 585 et suivants) s’occupe du problème suivant : en donnant une

percussion au fil en une de ses extrémités, trouver les variations de vitesses du fil.

Dans cet exemple et dans d’autres, il ne suppose jamais une distribution continue
de percussions le long du fil.

Isolons un élément ds du fil ; il subit une variation de quantité de mouvement

pWds, , une résultante des percussions extérieures Fds et nous devons adjoindre des
vecteurs percussions de tension r et r + dr aux deux extrémités. Écrivons les deux
théorèmes généraux sur la quantité de mouvement et son moment : .

ou encore :

La dernière équation montre que le vecteur percussion de tension est tangent au
fil, c’est pourquoi nous écrirons désormais ce vecteur t~, ~ désignant maintenant
un scalaire.

, 

On peut obtenir ces deux équations en intégrant les équations du mouvement
des fils pendant la durée du choc, puisque pendant ce temps le fil reste immobile.

On aurait aussi pu écrire les théorèmes des percussions à un élément fini du fil,

puis en dérivant par rapport à l’une des limites de l’intégrale :

Nous avons implicitement fait intervenir l’hypothèse que le fil était parfaitement
souple, puisqu’aucun couple n’est intervenu dans l’équation des moments. C’est
pour cette raison que la percussion de tension est tangente au fil. Il nous reste à

faire intervenir l’hypothèse de l’inextensibilité ; pour cela nous écrirons la condition
(3) avant et après le choc. En retranchant la variation de vitesse W s’introduit :



Si nous projetons l’équation (5) sur le trièdre de Frenet, on a pour déterminer
W et T le système :

Si nous supposons données les percussions extérieures et la forme du fil, nous
avons immédiatement W 6’ pour avoir les quantités analogues, nous pouvons soit
éliminer, soit rechercher en premier lieu r. .

Recherche de la percussion de tension. - En éliminant Wt et W~, on trouve :

équation que l’on peut encore obtenir en intégrant pendant la durée du choc l’équa-
tion (4) qui fournit la tension pendant le mouvement. Si nous avons un fil dont les
deux extrémités sont libres ou un fil fermé, nous rechercherons, soit la solution qui
s’annule aux deux extrémités, soit la solution périodique.

Une fois la tension connue, (8) ou (5) donne immédiatement la variation de
vitesse.

Élimination de la tension. - Nous prendrons cette fois (p = Wt comme incon-
nue principale et nous éliminerons « entre les deux premières équations :

Il nous reste à intégrer cette équation différentielle. Si le fil est fermé, nous

recherchons l’intégrale périodique. Si les deux extrémités sont libres, en ces points
ï = o, donc nous connaissons W n ~ ou encore cp’. Nous montrerons plus loin que
la solution est bien déterminée. W s’obtient ensuite en dérivant ~.



Percussions appliquées en un point du fil. - Considérons un élément du fil

dont les extrémités sont de part et d’autre du point considéré. Il subit : une varia-

tion de quantité de mouvement, infiniment petite; une percussion de tension à
chaque extrémité; la percussion donnée qui n’est pas infiniment petite par hypo-
thèse. Si au point P la tangente est continue, la somme géométrique des deux ten-
sions est infiniment petite, et nous sommes conduits à une variation de vitesse

infinie, c’est-à-dire que pratiquement le fil casserait, puisque les éléments voisins
auraient une vitesse non infinie; ou encore on aurait une percussion de tension
infinie et le fil casserait. Le seul cas d’exception est celui où la percussion donnée
est dirigée suivant la tangente au fil, et dans ce cas, il y a en P une discontinuité de

percussion de tension, précisément égale à la percussion donnée. En se reportant à
(8) on voit que Wu est discontinue, ainsi que W~ en général. Pour mieux com-
prendre ce qui se passe, imaginons notre fil coupé en P, nous avons deux morceaux
distincts qui subissent à chaque extrémité une percussion dirigée suivant la tan-
gente, ce qui est tout à fait possible, car c’est au fond ainsi que nous avons introduit
la percussion de tension. Nous pourrons supposer que ces percussions en P sont
celles que nous donnerait le calcul précédent. Dans. ces conditions, il n’y a aucune
raison de supposer que les vitesses obtenues en P soient les mêmes pour les deux

arcs, il suffit en effet de faire varier l’une des percussions l’autre restant fixe, la
vitesse de l’une des extrémités restera fixe et l’autre variera. Il apparaît donc une
discontinuité pour les trois composantes de la vitesse suivant les axes du trièdre

principal.

Exemples de systèmes où il n’y a pas percussion. - Un fil a une extrémité fixe;
à l’autre est attachée une masse m. En supposant qu’à un
instant donné le fil se tende, y a-t-il percussion a

Nous savons que toutes les vitesses que peut avoir le fil sa-

tisfont à la condition :

Or le fil se tendant, sa courbure est nulle, la projection de la vitesse sur le fil est
donc constante, et par suite nulle puisque c’est la valeur en 0. Il en sera de même
en tout point du fil, et en particulier en A dont la vitesse sera perpendiculaire au
fil. Il n’y a donc aucune raison pour qu’il y ait percussion.

Autre exemple. - Un fil muni d’une masse à chaque extrémité a un mouvement
tel qu’à un instant déterminé il se tend en ligne droite, y a-t-il percussion ?



Appliquons les équations (8) :

On en déduit :

où a et b sont des constantes.

Appliquons les théorèmes des percussions à A et B de masses m et m’. Les

seules percussions qu’ils reçoivent sont dues au fil, donc : 
° 

.

Or nous admettrons (point sur lequel nous reviendrons) que les vitesses du fil et
des masses sont les mêmes. Il en résulte : -

équations déterminant a et b. En ajoutant membre à membre :

car n1WA + = o puisqu’il n’y a pas de percussions extérieures.
Il n’y a donc pas de percussion.

Cas général. - Le raisonnement que nous allons faire repose sur le fait que les

équations des percussions, aussi bien pour les solides que pour les fils, sont linéaires
et homogènes par rapport aux variations de vitesses aux tensions et à leurs dérivées
aux percussions. Nous allons considérer un système matériel dans lequel un fil AB
se tend, et nous nous proposons de rechercher s’il y a percussion. Supposons écrites
toutes les équations qui forment la mise en équation du problème. Elles sont toutes
linéaires et homogènes, elles admettent donc la solution identiquement nulle;

comme d’autre part nous supposerons le problème déterminé, il admet une solution
et une seule, la solution zéro. Il n’y a donc aucune variation de vitesse. Ce résultat



paraît en contradiction avec certains problèmes, mais cela tient à ce que nous ne
négligeons pas la masse du fil. Dans le premier exemple, où le point A reste cons-
tamment intérieur à une sphère s’il arrive qu’au cours du mouvement, il vienne sur
la sphère, la vitesse de A, à ce moment est tangente à la sphère; le problème étudié
est distinct de celui d’un point A attaché par un fil de masse nulle réalisant la liai-
son du point intérieur à une sphère, car si le fil se tendait, il semblerait qu’on puisse
avoir des percussions, tout se passerait comme si le point rebondissait sur la sphère
suivant une loi convenable de choc. Mais à notre point de vue, il est absurde de

supposer la liaison réalisée par le fil de masse nulle, car la limite d’un fil de masse

négligeable ne conduit pas à un choc sur la sphère.
On peut remarquer que lorsqu’un fil se tend, circonstance exceptionnelle, il peut

arriver que le fil casse, cela provient de ce que la tension a pris une valeur trop forte,
le calcul peut même conduire à une tension infinie, mais cela ne nous fournit pas
une percussion au sens actuel. 

Nombre de solutions des équations (4) ou (9). - Nous aurons à rechercher le
nombre de solutions de ces équations connaissant 1° r aux deux extrémités,

2° d03C4 ds aux deux extrémités, 3° T à une extrémité et d03C4 ds à l’autre. Nous allons rap-
peler les résultats. ,

Dans les trois cas, nous allons supposer que nous avons deux solutions répondant
aux conditions indiquées. Leur différence satisfait à l’équation sans second membre

dont il suffit de rechercher le nombre de solutions pour lesquelles r ou 2014 est nul
aux deux extrémités. La différence entre les deux solutions possibles sera faite de
manière qu’elle soit croissante pour s = o :

r T est nul aux deux extrémités. Je dis d’abord que d2 0 pour s = o, sinon
d’après les théorèmes généraux, la solution serait identiquement nulle, et les solu-
tions de (4) ou (g) non distinctes. La fonction croissant à partir de s = o atteint

un maximum positif, pour lequel

c’est-à-dire que nous avons un minimum, d’où contradiction. Il y a donc une solu-

tion et une seule avec les conditions précisées. Nous avons implicitement utilisé le
fait que la solution ne devenait pas infinie, çe qui revient à supposer que ni p ni R

ne peuvent s’annuler.



2° Nous ferons la différence de manière que pour s = o, elle soit positive. En
ce point on ne peut avoir de maximum, sinon l’équation différentielle montre

comme précédemment que c’est un minimum, la différence est donc croissante.

Elle croit jusqu’à un maximum positif qui pour la même raison devrait être un

minimum; ou augmente indéfiniment, ce qui est impossible, la différence est

encore identiquement nulle.
. 3° Nous supposerons que la valeur commune a été prise pour s = o, la diffé-~

rence étant croissante en ce point. Si la fonction atteint un maximum, il est positif,.
et on a la même contradiction que précédemment ; sinon, la fonction croît constam-
ment, et ne peut avoir une dérivée nulle pour s = l.

Dans les trois cas la solution est unique.

Premier exemple de percussions. - Un fil se déplace librement dans l’espace, à
un instant donné, on fixe une extrémité, quelle est la nouvelle distribution de vitesses ?

Comme cas particulier très simple, nous considérerons celui où le fil est recti-

ligne à l’instant considéré, les vitesses en chacun de ses points étant équipollentes
et perpendiculaires au fil. Cette distribution de vitesses est bien compatible avec la
forme du fil. En nous reportant au système (8) nous avons à intégrer l’équation
différentielle (g) moyennant les quatre conditions suivantes : r = o à l’extrémité

libre; les trois composantes de la vitesse finale sont nulles au point fixe; telles

paraissent être les conditions indispensables. Quatre conditions pour déterminer les
deux constantes de l’équation différentielle conduisent en général à des impossibi-
lités. 03C4 = o à l’extrémité libre est indispensable. Que faut-il penser des conditions

relatives à la vitesse pour le point fixe? Nous allons donner un exemple de mouve-

ment d’un fil, où à l’instant initial, la vitesse au point fixe ne sera pas nulle. Cette

expression signifie que la limite de la vitesse quand’s tend vers zéro, e restant fixe,.

est différente de zéro. 
’

Un fil se déplace dans un plan suivant une loi de force telle que son mouvement
est régi par les équations :

où k est une constante suffisamment petite pour que tout le long du fil - soit
inférieur à i en valeur absolue. Cherchons la forme du fil à l’instant initial 0 = o :

c’est donc la portion de l’axe des x comprise entre o et l.



Vérifions que pour’ s = o le point du fil reste immobile :

. Cherchons.les composantes de la vitesse : .

A l’instant initial :

même si on fait ensuite tendre s vers zéro. Mais pour tout autre instant, pour

s =-0, o. Il faut donc distinguer nettement : r la vitesse d’une extrémité

soumise à une liaison ; 2° la limite, à un instant donné, de la vitesse d’un. point qui
tend vers cette extrémité. On peut vérifier que dans cet exemple la discontinuité de

vitesse se traduit sur le fil par une discontinuité de la tangente au point fixe. Si
8 = o nous connaissons la tangente, nous éliminons ce cas. Prenons pour 6 quel-
conque les parties principales de x et y en function de s : :

La tangente est fixe, et nous imaginons très bien la singularité du mouvement.
Nous allons, avant de poursuivre l’étude du problème posé, montrer qu’il ne

faut pas faire de passages à la limite aux points soumis à des liaisons. 
,

Discontinuité de l’accélération. - Soit un fil qui a une extrémité fixe, nous

nous proposons de rechercher à un instant donné que nous considérerons comme
instant initial, la limite de l’accélération, en nous servant des équations du mouve--
ment projetées sur les axes de Frenet. Nous supposerons connue la forme du fil et la
distribution des vitesses initiales compatibles avec la fixité de l’extrémité A :



. a .
Nous savons que le vecteur 1 se trouve dans le plan osculateur. A ce vec-

teur nous devons ajouter F qui a en général une composante hors du plan oscula-
teur. La somme géométrique de ces deux vecteurs ne pourra donc tendre vers zéro,
accélération du point fixe. On peut présenter à ce raisonnement diverses objections :
à un instant quelconque, il peut ne pas y avoir de plan osculateur limite; ou encore

, ce n’est qu’en des circonstances exceptionnelles que le plan osculateur en A ne
contient pas le vecteur F de A.

Cette dernière objection est levée dans l’exemple suivant : Un fil homogène de
de densité 1 a son extrémité A fixe; à l’instant initial, il est rectiligne et horizontal.
Il se déplace dans un plan vertical où il est soumis à la pesanteur; les vitesses

initiales sont perpendiculaires au fil et proportionnelles à AM. Elles sont compa-
tibles avec la forme du fil et avec la fixité de A, puisqu’une barre pourrait com-
mencer à se déplacer avec ces vitesses. Voici la marche que nous allons suivre : nous
allons effectuer les calculs sur l’exemple indiqué mais nous exposerons le principe
de la méthode sur un exemple plus général. Considérons un fil de forme quelconque
ayant une extrémité fixe. J’admets la continuité de V, r, de la tangente, du plan
osculateur et de la tension le long du fil. Au point A j’admets provisoirement que
l’accélération est continue, et tend donc vers zéro. Je vais montrer qu’il y a contra-
diction. Projetons l’équation vectorielle du mouvement sur les axes de Frenet en A.

est dans le plan osculateur, pour que le mouvement ait lieu avec

les hypothèses précédentes, il est nécessaire que F soit dans le plan osculateur.
Dans ce plan nous aurons de plus : 

.

On en déduit que la connaissance de la tangente en A détermine le plan oscu-

lateur et par suite . Si les deux extrémités du fil sont atta-
.

r 

chées, en ces points on connaît 2014 et la tension est déterminée
en principe à l’instant initial. Si l’autre extrémité est libre, la so-

lution est encore bien déterminée. En supposant cette tension

calculée, à titre de vérification on en déduit la courbure à l’extré-

mité attachée.

Dans l’exemple initial on peut faire tous les calculs et la vérification ne se fait pas.



L’équation différentielle de la tension à l’instant initial s’écrit, si V = kOM :

puisque r = o pour s = 1 (a Cle d’intégration).
. A l’instant initial :

En A, on détermine a par :

Le calcul de la courbure en A en contradiction avec l’hypothèse
d’un fil rectiligne. 

’

Cas où une extrémité est guidée, ou possède un mouvement connu à l’avance.
Nous connaissons alors soit un plan contenant l’accélération de l’extrémité (le
plan osculateur de la courbe guide), soit l’accélération de l’extrémité. Dans ce der-
nier cas il n’y a aucune raison pour que la composante de cette accélération suivant
la binormale au fil soit égale à la composante de la force F. Dans le premier cas,
nous supposons, comme toujours, données les vitesses initiales, donc celle du point
sur la courbe guide. Il en résulte la connaissance de l’accélération suivant la binor-

mâle et la normale principale au guide, à savoir zéro et 2014, en introduisant la cour-
bure du guide. Ceci, en se reportant à l’équation du mouvement projetée sur les

axes de Frenet du fil, nous fournit deux relations entre T et ~03C4 ~03B4, relations qui per-
mettent de les calculer (car on voit qu’elles sont indépendantes), et comme dans le
cas où une extrémité est fixe, on aboutit à une vérification sur la courbure qui ne
se fait pas.



Application des considérations précédentes. - Mouvement d’un fil à partir
d’une certaine position d’équilibre. Un fil homogène pesant, parfaitement souple
est en équilibre de façon que ses deux extrémités soient sur une même horizontale.
A l’instant initial, on abandonne le fil, en laissant glisser sans frottement ses deux
extrémités sur l’horizontale, quelles sont les circonstances du début du mou-

vement ~ ~

Les conditions initiales sont les suivantes : fil de forme connue : chaînette,
vitesses initiales connues : nulles et compatibles avec les liaisons et la forme du fil.
Nous avons un problème de dynamique, et nous savons que les tangentes initiales
aux trajectoires des différents points sont les accélérations initiales. que nous allons
chercher à préciser. Désignons par r’ et r les tensions en un même point, pendant
l’équilibre et au début du mouvement. Le premier vecteur est défini par la relation :

ou par l’équation différentielle (4) :

Or pour le mouvement nous avons la même relation puisque les vitesses initiales
sont nulles; de plus, comme les tensions aux extrémités sont égales par suite de la

symétrie de la figure, ~r’ et T sont donc proportionnels, comme cela résulte de la
forme des solutions de l’équation différentielle : ~ 

.. -

ce qui prouve que toutes les accélérations sont égales et verticales; en particulier

pour les extrémités dont les accélérations ne sont pas portées par l’hoizontale ; ni
nulles, sinon il en serait de même pour tous les éléments du fil, ce qui serait assez

surprenant.
On peut remarquer que dans la suite du mouvement, il n’y a pas de raisons

pour que les tensions aux extrémités soient nulles (ce qui reviendrait à avoir un fil

libre qui tomberait certainement), comme elles sont égales et opposées aux réac-
tions de la barre horizontale, on en déduit que la tangente au fil en chaque extrémité

est verticale. Si on applique ce raisonnement à l’instant initial, comme la tangente



n’est pas verticale, on doit conclure que r = o et que tout se passe à l’instant ini-
tial comme si le fil était abandonné en chute libre. Aussitôt après l’instant initial,
les tangentes aux extrémités seront verticales; il y aura donc variation brusque de
la tangente et de la courbure en ces points.

Des considérations qui précèdent nous admettrons les résultats suivants qui
paraissent difficiles à démontrer : En un point où se trouve une liaison, la vitesse
comptée suivant le plan normal peut avoir une grandeur quelconque, mais la vitesse

suivant la tangente est continue. Même si 11 est discontinue, dyt 
= montre

que Vt est continue si Vu est intégrable, et cela quel que soit Vb. (Nous ne nous
occuperons que du cas où la tangente est continue.) Si la courbure ou le plan oscu-
lateur n’est pas continu, on voit facilement t que la tension est continue, dans les

exemples traités nous admettrons que ~s l’est aussi. Les conditions précédentes

permettent de déterminer la solution du problème de la recherche de-la percussion
de tension dans le cas où une extrémité est fixée. 

’ 

’ 

° 
’ ’ 

.

Il serait intéressant de trouver une condition analogue pour les accélérations, ce .

qui permettrait en particulier de trouver la tension de l’instant initial pour un fil
dont une extrémité est attachée.

Si nous revenons au problème que nous avons en vue, celui du fil rectiligne,
dans certaines conditions précisées, dont une extrémité est fixée, il n’y a aucune
percussion, puisque la distribution de vitesse est possible avec nos conventions, la
vitesse tangentielle étant nulle. 

’ 

-

De même si un fil de forme quelconque a une extrémité fixée au moment où la
vitesse en ce point est normale au fil, il n’y a aucune variation de vitesse. Si la

vitesse n’est pas normale au fil, les équations (8) donnent d’t qui est négatif si

effectivement le fil se tend, en ce point la percussion de tension est maximum.

Remarquons à ce propos qu’au point de vue calcul nous devons admettre les per-
cussions négatives qui tendent à comprimer le fil. Si dans l’exemple précédent le fil 

~

arrive de façon que la projection sur la tangente de la vitesse de l’extrémité qui va 
°

être fixée, soit négative, le calcul précédent fournira des percussions de compres-
sion, alors qu’en pratique le fil se courbera rapidement; la théorie précédente est
insuffisante car elle néglige la faible rigidité du fil qui devient alors le phénomène
prépondérant. ’

Exemple de percussions. - Un fil peut se déplacer librement et sans frottement
entre deux plans parallèles très voisins. Le système de ces deux plans reçoit une
percussion connue, quelles sont les variations de vitesse pour le fil?

D’une manière plus précise nous supposerons calculée la variation de vitesse
pour chaque point du plan double. Le fil reçoit du plan une percussion normale fil



La solution du problème est donnée par :

’ 

car la binormale à la courbe est la. normale au plan. Si le fil a ses deux extrémités

libres, la solutioI r = o satisfait à l’équation différentielle, et comme il n’y a

qu’une solution, on voit qu’il n’y a aucune variation de vitesse le long du plan. Si
le fil est fermé, on cherche la solution périodique, zéro convient; même résultat

que précédemment. Si une ou deux extrémités sont fixées au plan, en ces points on

connaît W, t et par suite -, () 1" , le problème est donc déterminé.a s p 

Même problème, le fil glissant entre deux surfaces rigides très voisines dont la

variation de vitesse est connue.

Le principe est le même que précédemment. Nous introduirons une percussion
normale à la surface. Nous appellerons ~ l’angle que fait la normale à la surface
avec la normale principale de la courbe. Les variations de vitesse et percussion sont

données par le système : .

Or nous connaissons la variation de vitesse suivant la normale à la surface :

Relation qui se transforme et permet d’avoir £ en fonction de 1:’ :



T est déterminée par l’équation différentielle du second ordre :

ou en introduisant la courbure normale et la courbure géodésique :

Les conditions aux extrémités sont données comme dans l’exemple précédent.
Si en particulier le fil est placé suivant une géodésique à l’instant considéré, on

peu t écrire :

où a et b sont des constantes. 
’

, 

Si le fil est placé suivant une asymptotique, l’équation différentielle n’a pas de
second membre et si le fil est fermé ou a ses deux extrémités libres, par un raison-
nement déjà fait, on voit qu’il n’y a pas de percussion de tension.

Dans tous les cas, une fois la percussion de tension connue, on en déduit la per-
cussion normale, puis la variation de vitesse. Les calculs faits ne supposent pas que
la surface sur laquelle glisse le fil soit rigide. Ils sont valables si la surface reste
constamment applicable sur elle-même, à condition qu’on connaisse la variation de
vitesse de chaque point de la surface, cas qui se produit en particulier si dans l’en-
semble des percussions subies par le système fil-surface, on peut négliger en
première approximation la masse du fil auprès de celle de la surface.

On peut aussi supposer que le fil glisse sur un ballon de caoutchouc qui subit
des percussions, la variation de vitesse normale étant connue en chaque point.

Problème. - Dans son mouvement un fil vient rencontrer un plan fixe ; y a-t-il
percussion a

Nous allons supposer que le contact entre le fil et la surface dure un certain
temps, le point qui reste au contact se déplaçant sur le fil. Je dis que l’action de



contact n’est pas une percussion. En effet d’après la manière dont ces dernières sont
introduites (produit d’une grande force par un court intervalle de temps), une suite
continue de percussions dans le temps équivaudrait à une force continue et très

grande, ce qui est absurde au point de vue mécanique. On tombe de même sur une

absurdité si on partage le temps du contact en un grand nombre d’intervalles où le

fil reçoit une variation finie de vitesse, et cela un nombre de fois aussi grand qu’on
le veut. Le contact donne donc simplement lieu à une réaction. Le fil est-il tangent
ou non à la surface? Pour résoudre ce problème, nous considérerons l’élément de
fil dont les extrémités sont de part et d’autre du point de contact à l’instant consi-

déré. En le supposant infiniment petit, toutes les forces agissant sur lui doivent se

faire équilibre ; comme les forces d’inertie sont infiniment petites, les tensions à

chaque extrémité et la réaction du plan doivent se faire équilibre. Or la somme

géométrique des tensions est dans le plan tangent, tandis que la réaction ne s’y
trouve jamais. Le fil ne peut pas rester tangent au plan en un seul point pendant un

intervalle de temps fini.

1 ° Il n’y a pas de frottement. La réaction est normale au plan, donc les deux

tangentes au fil en M sont dans un plan normal ; de plus la connaissance de la lon-

gueur d’une des tensions et de l’autre tangente détermine la réaction et la deuxième

tension. 
’

2° Il y a frottement. Nous supposerons que les lois habituelles sont applicables :
la réaction tangentielle est portée en sens contraire de la vitesse, et elle est reliée à

la composante normale par T = fN . Qu’appellerons-nous vitesse de glissement a
C’est la vitesse de l’élément du fil au contact avec la surface. Si elle est connue, on

a un plan qui contient la deuxième tangente, puisque la direction de la réaction est

connue. Dans les deux cas, qu’il y ait frottement ou non, si en plus d’une des ten-

sions, on connaît la direction de l’autre tangente, qui se trouve d’ailleurs dans un

plan bien déterminé, on sait trouver la réaction de contact et la deuxième tension.

Il est tout à fait normal que cette deuxième direction ne soit pas déterminée par le

raisonnement précédent car elle dépend de la nature des surfaces en contact. On

peut imaginer le choc parfaitement inélastique où le fil reste en contact avec la sur-

face, et le choc plus ou moins élastique suivant l’angle d’écart avec le plan. Une

autre considération à faire est celle du signe de la tension. Si le calcul conduit à une

compression du fil nous ne pouvons pas toujours l’accepter. Une autre objection se

présente : Nous avons supposé nos fils parfaitement souples, au point d’accepter un

angle aigu au contact, sans qu’il soit nécessaire d’ajouter de couple soit pour faire

cet angle, soit pour le supprimer. Nous sommes assez loin des fils que l’on trouve

dans la pratique.
Dans le raisonnement précédent nous avons cherché s’il était possible que le fil

et le plan aient un point commun. Si on suppose qu’une partie du fil repose sur la

table, en restant immobile ou non, le problème se présente d’une manière diffé-



rente ; au point de séparation des deux arcs du fil, libre ou gêné, il y a en général
une discontinuité pour la tangente, le rayon de courbure, le plan osculateur, etc.

Voici des exemples de tels mouvements : un portion AC d’un fil AB est enroulée
sur un cercle qui roule sans glisser su r une droite. Au
fur et à mesure que le fil se déroule, il reste immobile

en CB sur la droite. Nous pouvons maintenant faire

abstraction du cercle et imaginer ce fil se développant
sur un plan. Ce mouvement ne donne lieu à aucune per-
cussion. Il n’y a d’ailleurs aucune discontinuité des vi-

tesses. Il n’y a donc pas contradiction avec notre aqir-
mation qu’une’portion de fil ne peut rester tangente.

Le mouvement s’effectue évidemment avec une tension constante d’un bout à

l’autre, ce qui exige que B soit fixe et qu’on exerce en A une tension convenable,
fonction évidente de la vitesse et du rayon du cercle. La table n’exerce aucune réac-

tion. Dans ce problème il n’y a pas lieu d’introduire une réaction isolée en C.
Un autre exemple est le suivant ; un fil a son extré-

mité B attachée à une table horizontale. Une portion CB
reste tendue, l’autre AC est rectiligne et les vitesses de
ses différents points sont équipollentes et forment avec
BC un triangle isocèle. Ce mouvement est possible sans
réaction isolée du plan en dehors de B.

Problème. - Un fil a une extrémité libre, et à l’autre extrémité est attaché un

point matériel de masse m. Ce point reçoit une percussion connue ~, quel est
l’état des vitesses après le choc? Nous supposerons que la tangente en A où se

trouve le point matériel est bien déterminée. Sur A agissent donc : la percussion
directement appliquée, et la percussion de tension 1T due au fil. Les équations des

percussions appliquées à A donnent : -

dont les deux dernières définissent la variation de vitesse suivant le plan normal au
fil. Cherchons maintenant les variations de vitesse pour les éléments du fil. Nous
avons à intégrer une équation différentielle du second ordre sachant que la solution
cherchée est nulle à l’extrémité libre. Actuellement la solution dépend d’une cons-
tante arbitraire. Telle quelle, elle nous fournit en A une percussion de tension et

permet de calculer la variation de vitesse du point A du fil, ainsi que la variation
de vitesse tangentielle du point matériel. D’après un principe que nous avons admis
les deux vitesses tangentielles pour le point matériel et pour le point du fil seront



les mêmes et ceci nous fournit une relation pour déterminer la constante arbitraire .

Conformément à une remarque déjà faite, les variations de vitesses normales ne

seront pas les mêmes.

Problème. - Dans le cours de son mouvement, un fil parfaitement libre vient

rencontrer une courbe fixe. L’hypothèse d’une percussion au point où a lieu le choc

n’est pas admissible, puisque nous avons montré que l’on devait rejeter les percus-
sions isolées comme inacceptables du point de vue physique.

Le contact donne lieu simplement à une réaction, et comme nous sommes sûrs

qu’il y aura modification de vitesse au point de contact, le fil glissant sur la courbe,
et nulle part ailleurs, vu l’absence de percussions, la distribution des vitesses ne

sera plus continue en ce point aussitôt après le choc. Le cas où un fil vient en con-

tact avec une surface en un seul point donne les mêmes résultats.

En imaginant le choc d’un fil de fer sur un fil pendant librement, on voit que,
bien que le contact ait lieu depuis un court instant, le mouvement du fil de fer n’est

guère modifié. et les éléments du fil se sont très peu déplacés sauf au .

voisinage du point de contact. Remarquons qu’après ce court instant

la réaction au point de contact A peut devenir très grande surtout

s’il y a frottement, et cela en un temps relativement court. Les deux
~ tensions du fil au point connu A sont reliées par T’ = T e~", f coef-

ficient de frottement sur le fil de fer, a angle dont a tourné la tan-

gente, en supposant le glissement du fil. ..

Problème. - Un fil plan vient s’appliquer en entier sur un contour fixe, à un

instant donné, le contact subsiste après le choc. Nous supposons connue la distri-

bution des vitesses avant le choc. Nous devons introduire une percussion de contact

en chaque point du fil, normale au contour, soit Sf. Nous supposerons pour simpli-
fier que la densité du fil est constante. Nous avons les relations suivantes où les

indices o et i désignent un élément avant et après le choc : 
’ ’ 

.



La première équation donnera VI quand on connaîtra 03C4. Éliminons  entre
les deux dernières équations, on trouve :

a et p étant deux constantes d’intégration. On peut simplifier cette formule en

remarquant qu’avant le choc on a la relation :

et par suite :

on vérifie ensuite que :

est constant tout le long du fil. On détermine les deux constantes en écrivant que
les percussions de tension sont nulles aux extrémités.

Même problème en supposant que le fil ne s’applique qu’en partie. Nous suppo-
serons par exemple que la portion AC reste libre, CB étant appliqué sur le

contour : .

Aux deux extrémités A et B les percussions de
tension seront nulles. Que se passe-t-il en C a Je dis

que r est continu en ce point. Il suffit en effet de

considérer un élément de fil dont les extrémités sont

de part et d’autre de C. Il est soumis à deux percus-
sions de tensions finies, à une percussion de contact
infiniment petite ; comme la variation de quantité de mouvement est aussi infiniment



petite, ’! est bien continu. , est aussi continu, car cela résulte de la continuité

de Wt et de la première des équations (8). Il y aura donc en général une disconti-
nuité de vitesse normale en C. Nous avons deux équations différentielles à inté-
grer, donc en principe quatre constantes à déterminer. Or nous avons quatre rela-
tions : ï = o aux deux extrémités, T et d2 continus en C. Le problème est donc
bien déterminé. Remarquons que la discontinuité possible pour la vitesse normale
entraîne que  ne tend pas vers zéro en C .

Problème. - Dans son mouvement un fil vient’ s’appliquer complètement sur une
surface. Il n’y a pas de frottement, et après le choc le fil glisse sur la surface. Nous
appellerons ci l’angle de la normale principale au fil avec la normale à la surface.
La seule percussion extérieure est une percussion portée par la normale à la sur-
face. Les équations intrinsèques des percussions donnent : ’

après le choc

cette relation donne en tenant compte du système précédent :

T est donc déterminé par l’équation différentielle suivante :

dont on peut simplifier la forme en introduisant la courbure normale et la cour-
bure géodésique.



Si en particulier le fil s’applique suivant une .géodésique = o) ou un cer-
cle géodésique (Rc = C’e) le problème se ramène aux quadratures. S’il vient s’ap-

pliquer suivant une asymptotique ( 2014 = o il n’y a pas de percussions de tension ;

en effet si les deux extrémités sont libres 1" = o en ces points, r == o convient a

l’équation et nous savons qu’il n’existe qu’une solution ; si le fil est une courbe fer-
mée, 1" = o est la seule fonction périodique satisfaisant à l’équation différentielle.
Plus particulièrement si un fil vient s’appliquer sur un plan, comme toute courbe
du plan peut être considérée comme une asymptotique, il n’y aura aucune percussion
de tension.

Revenons au cas général. Nous avons obtenu r, on en déduit immédiatement la

percussion normale, puis la variation de vitesse. On peut introduire les variations de
vitesse suivant la normale à la surface et la normale géodésique.

Dans le cas particulier où le fil s’applique suivant une asymptotique, nous avons
vu que T = o, il y a variation de vitesse seulement suivant la normale, variation .

connue à priori. On en déduit immédiatement :

Problème. - Un fil est enroulé sur une section

droite d’un treuil circulaire. Dans son mouvement le

fil est entraîné sans glissement. A un certain moment
une extrémité du fil est bloquée, le fil se tend et finit

par glisser sur le treuil. Déterminer les percussions.
Au contact du treuil et du fil il y a des percussions

de frottement. Nous remarquerons que pendant toute
la durée du choc la direction des forces de frottement

est invariable : elles font avec le rayon et

sont situées dans le plan de la figure. La percussion
de contact aura donc la même direction. Nous dési-

gnerons par ~ la percussion normale et f ~ la percussion tangentielle. Le sys-



téme (8) nous fournit les équations :

Par suite W~ est constant et

est donc déterminée par l’équation différentielle

dont l’intégrale générale est

a étant une constante d’intégration qui se détermine quand on connaît la percussion
au point B, percussion variable suivant que le fil est libre ou supporte une masse.
Si 3 est la percussion en ce point :

La percussion en A est

a désignant l’angle dont est enroulé le fil.



Connaissant la percussion en chaque point du fil on pourrait avoir assez simple-
ment le système des percussions subies par le treuil en faisant la somme géométri-
que des tensions en A et B, augmentée de la variation de quantité de mouvement
de la portion de fil enroulée. Pour avoir le moment au centre du cercle on opérerait
de même.. 

-

Retour sur la cinématique des fils inextensibles. - Soit M un point bien déter-

miné du fil, toujours le même quand le temps s’écoule. Nous désignerons par Û la

rotation instantanée du trièdre de Frenet en M. Nous allons commencer par retrou-

ver la relation de compatibilité pour les vitesses de la manière suivante : Écrivons

qu’un point voisin M’ du fil a même vitesse que s’il était fixé au’ solide de masse

nulle qu’entraîne le trièdre principal en M, le calcul étant fait en négligeant les infi-
niment petits du second ordre, 

-

d’où on déduit facilement

Remarquons tout de suite que la formule ( i) permet d’avoir la composante de .
la rotation suivant le plan normal de la courbe, mais non la composante suivant la

tangente; cela provient de ce que la rotation d’une barre est définie de la même
manière : une rotation de la barre autour d’elle-même ne constituant pas un dépla-
cement. 

’

La méthode précédente ne fournissant pas cette composante tangentielle, nous
allons procéder autrement. Nous allons écrire que dans le trièdre de Frenet de vitesse

angulaire connue, on peut déterminer la vitesse de tous les points. Nous écrirons
d’abord : .

C’est la relation (1 1).



On en déduit, en faisant le produit scalaire par t , n, b,

De la même manière :

Or d’après les formules de Frenet

~ 

Faisons encore le produit scalaire par t, o

Comparons avec la relation ( ~ a)

que l’on obtient en dérivant (3), nous n’avons donc pas de relation nouvelle.
, 

Faisons le produit scalaire par n
















































































































