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O.I

EXTENSION DE LA MÉTHODE DE GRÄFFE.

MÉTHODE PRATIQUE
POUR LA

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE COMPLÈTE
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES OU TRANSCENDANTES;

PAR M. E. CARVALLO,
Professeur au Lycée Saint-Louis.

HISTORIQUE.

a Étant donnée une équation numérique, sans aucune notion de la
grandeur ni de la nature des racines, en trouver les valeurs numéri-
ques, exactes s’il est possible, ou aussi approchées qu’on voudra. Ce pro-
blème n’a pas encore été résolu. C’est l’objet des recherches suivantes. »

Ainsi s’exprime Lagrange au commencement de son Mémoire Sur la m~-
solution des équations numériques ( 1 767 ) . Posé par Viète (1), ce problème
est étudié d’abord dans des cas spéciaux par lui-même, par Harriot, Oug-
tred, Pell, etc. Descartes l’aborde dans toute sa généralité et l’engage dans
une voie nouvelle par sa règle des signes, insuffisante il est vrai.

« Telle qu’elle est néanmoins (2), cette règle a été pendant deux siècles ce
qu’on a eu de mieux. Les plus grands analystes, à commencer par Newton
et à finir par Lagrange, n’ont pu, malgré leurs efforts, faire un pas décisif
après Descartes. L’équation aux carrés des différences (de Lagrange),

t 1 ) De numerosa potestarum adfectarum resolutione.
( 2 ) BORDAS-DEMOUUN, Le Cartésianisme, p. i z2 ; 1843.



simple en théorie, nécessite des calculs fatigants et quelquefois intermi-
nables. Fourier atteint presque le but. En 1820, il publier une règle dont il
était en possession depuis plusieurs années. S’il échoue, ses :efforts aident
Sturm à réussir dans un théorème qu’il donne en 1 829. Ce théorème exige
seulement une dérivée et une opération analogue à la recherche du plus
grand commun diviseur... Toutefois l’esprit a je ne sais quel pressenti-
ment qu’il quelque voie plus simple. »

Telle est en peu de mots, d’après Bordas-Démoulin, l’histoire de cette
belle théorie des équations, exposée par nos professeurs avec un si grand
talent qu’elle semble à leurs élèves l’oeuvre d’un seul génie. Saisis d’admira-
tion pour tant de puissance, nous sommes entraînés par ce même talent à
confondre notre pensée avec celle des inventeurs, si bien que l’idéal de Sturm
devient volontiers le nôtre : découvrir les racines par son théorème, puis
en calculer des valeurs aussi approchées qu’on veut par la règle de Newton.
Et cependant le pressentiment du savant philosophe est si bien justifié que
la réalisation en existait déjà depuis six ans quand il publia son Livre
en 18,!~ 3.
Dès i83~, en effet, le professeur Gratte, de Zurich, estimant que la sé-

paration des racines, poursuivie par ses devanciers, n’est qu’une méthode
de tâtonnements, a donné dans un Mémoire à l’Académie de Berlin une mé-
thode directe remarquable par la simplicité de principe et d’application. Elle
consiste à calculer une puissance des racines assez grande pour que leurs
rapports deviennent considérables. Ainsi grossies, les racines sont séparées
et immédiatement mesurables, comme les objets fins et rapprochés sont sé-
parés et rendus mes.urables par le microscope. Cette idée remonte à Daniel
Bernoulli. Elle sert de base à la méthode que ce célèbre mathématicien a

donnée « dans les Mémoires à l’Académie de Saint-Pétersbourg, t. III,
où il enseigne comment on peut, à l’aide des séries récurrentes, assigner les
valeurs approchées des racines d’une équation algébrique quelconque ».

Malheureusement, cette méthode ne donne directement que la plus grande
racine. De plus, comme l’indique Euler dans son Introduction à l’Analyse
infinitésimale, Chap. XVII, elle peut se trouver en défaut. Graffe au con-
traire trouve toutes les racines. Il obtient ce résultat par une opération
plusieurs fois répétée, comme le micrographe augmenterait le grossissement
par une série de verres gradués. Cette opération, d’Arithmétique pure, est
si simple qu’elle n’exige aucune connaissance théorique ; elle s’exécute sur
les coefficients de l’équation sans préparation préliminaire. Plus de difficulté



telle que la recherche du plus grand commun diviseur; plus de tâtonne-
ments dont la longueur indéterminée est incompatible avec les besoins de
la pratique. Nous possédons enfin, comment Duhamel l’ignore-t-il? la mé-
thode qu’il réclame en 1866 (’ ) « que tout le nionde puisse appliquer 
le même succès ».

Seulement Grâfîe s’est borné à déterminer les raciiies réelles et les 

dules des racines imaginaires, quand ces quantités diffèrent les 

des autres.

C’est en effet tout ce que ses devanciers se sont proposé. Le célèbre astro-
nome allemand Encke, admirateur de la méthode de Gratte, se préoccupe
dès lors de la compléter. Dans ce but, il publie en 1841 un Mémoire de
soixante pages dans l’appendice à l’Annuaire de l’observatoire de Berlin.
Ce Mémoire, laissé dans l’oubli malgré l’intérêt du sujet et le renom de son
auteur, tomba par hasard sous les yeux de D. Miguel Merino, de l’observa-
toire de Madrid, qui cherchait depuis long temps, mais en vain, dans les
livres français, la méthode pressentie par Bordas et réclamée par Duhamel.
Il fut tellement satisfait de sa découverte qu’il publia en espagnol une tra-
duction libre du Mémoire (18~g). Dans son enthousiasme, il reproche à
nos auteurs leur silence à l’égard du savant allemand et en accuse « la pa-
resse d’esprit, la routine des écoles et le patriotisme très mal entendll ».
Mais à côté de ces sévères critiques, M. Merino ne justifie-t-il pas cet oubli
d’un travail relégué dans une publication astronomique, spéciale à un ob-
servatoire particulier? Lui-même s’étonne de l’y trouver ; il cn juge la lec-
ture pénible. Pour le mettre à la portée des lecteurs, il a dû séparer les dif-
ficultés dans des Chapitres distincts, puis ajouter des exemples et des

éclaircissements nombreux. Avec ces modifications, le livre espagnol a 260
pages. Il présente les qualités de clarté et de méthode que le traducteur re-
fuse au Mémoire original. Il y a plus, à côté de son admiration pour
la méthode de Gratte, M. Merino avoue que le complément d’Encke ne ré-
pond pas entièrement au desideratum.

Et en effet, dans sa recherche des racines imaginaires, Encke n’emprunte
au calcul de Gràffe que la connaissance du module. Par là il méconnaît l’idée

féconde de l’inventeur suisse. La théorie en devient compliquée; l’applica-
tion exige des développements trigonométriques, la formation du plus grand

( 1 ) Des méthodes dans les sciences de naisonnement, 2~ Partie, p. 2.58.



commun diviseur, et retombe ainsi, pour les imaginaires, dans les difficultés
de la méthode de Sturm. On le voit, s’il est permis d’apprécier la théorie
d’Encke parce qu’elle aborde pour la première fois avec succès les racines
imaginaires, il faut bien reconnaître que le savant allemand n’a rien ajouté
de pratique à la méthode de Gräffe, parce qu’il n’en a pas vu toute la
portée.

Dans ce Mémoire, je reprendrai le problème d’Encke. Je démontrerai que
la règle de Graffe donne immédiatement et sans nouveau calcul les racines
imaginaires, comme les racines réelles ; que la méthode s’applique sans
modification au cas des racines d’égal module. On verra même que la dé-
monstration embrasse le cas non abordé jusqu’ici où l’équation proposée a
ses coefficients imaginaires.

Dépassant ensuite le but poursuivi par Encke, je démontrerai que la mé-
thode s’applique avec un caractère de supériorité remarquable au cas où le
premier membre de l’équation est une fonction holomorphe de l’inconnue.
Ce résultat s’étend d’abord au cas des fonctions méromorphes, comme la
résolution des équations entières s’étend au cas où le premier membre est
une fonction algébrique fractionnaire ; puis il s’étend aux autres fonctions
en isolant les points critiques.

Je m’efforcerai de donner à l’exposition de la théorie une rigueur qui fait,
à mon avis, défaut dans l’oeuvre de Graffe et d’Encke, et qui est nécessaire
pour ouvrir à une méthode nouvelle les portes de renseignement. C’est
l’objet du § II, qui m’est personnel et n’emprunte rien aux Mémoires cités.
On reconnaîtra que j e ne me suis pas livré à de vaines spéculations, mais

que, toujours guidé par un but pratique, j’ai appliqué chaque point de la
théorie à un exemple. Je n’ai même pas craint de m’arrêter aux détails qui
sont de nature à faciliter l’exécution des calculs.



§ I. - Introduction à la méthode de Graffe. - Application.

1. Si l’on désigne par a, ~, y les racines de l’équation

on a

Pour fixer les idées, supposons provisoirement les racines réelles, dis-

tinctes, positives, et soit a ~ ~ ~ ~ . Faisons enfin cette hypothèse fonda-
mentale, que : :

/4 d’approximation qu’on veut porter au calcul des twcines,
03B2 est négligeable devant 03B1, et 03B3 devant 03B2.

Si, par exemple, on veut les racines avec cinq chiffres exacts, je suppose
que ) est inférieur à une unité du cinquième chiffre de a. Dans ces condi-
tions, les formules (2) se réduisent aux formules approchées

et l’équation (i) sera résolue immédiatement par les formules

Si l’hypothèse fondamentale n’est pas réalisée par les nombres a, ~,1~,
elle le sera par les nombres ~, y~, pourvu qu’on prenne p assez grand.
On formera donc l’équation aux puissances  des racines de l’équation
proposée ; on calculera les solutions de la nouvelle équation au moyen des
formules (4) et, en extrayant les racines ces solutions, on aura
celles de la proposée.

Telle est, en principe, la méthode de Gràfle. Il est évident qu’elle s’ap- .,
plique à une équation de degré quelconque, que l’hypothèse des racines ..’

positives n’est pas nécessaire. Enfin, nous verrons qu’elle s’applique aussi
bien aux racines égales et aux racines imaginaires.
Comme il serait malaisé de déterminer a priori le nombre m. et de former

d’un coup l’équation aux puissances  des racines, il est préférable de



former l’équation aux carrés des racines de la proposée, puis l’équation
aux carrés des racines de cette transformée, et ainsi de suite jusqu’à ce que
l’on arrive à une équation qui satisfasse à l’hypothèse fondamentale, ce
qu’on reconnaîtra à des caractères très simples que nous donnerons plus
loin. De plus, dans la pratique, il est préférable de former l’équation aux
carrés changés de signes des racines ; nous l’appellerons la transformée
de la première.

2. Formation de la transformée aux carrés changés de signes des
racines. - Soit l’équation

les polynômes

représentant la somme des termes de degré pair et la somme des termes de
degré impair. Je pose

et j’élimine x entre les équations (i) et (2). Pour cela, je remplace dans
l’équation (i) x2 par - y. J’obtiens

IJuis, de cette équation, je tire la valeur de x que je porte dans l’équa-
tion ( 2 ). Il vient, après avoir chassé les dénominateurs,

Le système des équations (3), (4) est équivalent au système (i), (2).
L’équation (4) est de degré m, comme l’équation ( 1 ), et donnera n2 racines.
Connaissant l’une d’elles, on pourra tirer de l’équation (3) la valeur corres-
pondante de x. Cette observation est inutile quand on sait que la valeur
de x est réelle et positive, car il suffit alors d’extraire la racine carrée

mais elle devient précieuse quand on ignore la nature des solutions
de l’équation donnée. Elle lève l’hésitation qui provient des deux racines
carrées de - y.

Quelle est maintenant la loi de formation des termes de l’équation (4 )’?
Cherchons par exemple les termes en L’un d’eux est le carré du terme



de degré p dans ? ( - y), lequel répond au terme de degré 2p dans 03C6(x2).
Ce terme est donc

Dans le développement du carré on trouve aussi les doubles

produits des termes équidistants de Les termes ainsi accouplés étant
affectés du même signe, leur produit a le signe +. On aura donc dans
l’équation (4) les termes 

’

Dans le [développement de y ~,~2 ( - y), les termes de degré 2p provien-
nent des termes de ~.~2 ( - y). Or ceux-ci sont les doubles produits
des termes en yP-’ et yP, et yp+’, ... de ~(- y). Comme les termes
de ~ ( - y) sont affectés alternativement de signes contraires, les doubles

produits sont affectés du signe -. De plus, le terme en yP de c~ ( - y) ré-
pond au terme en X2P+f de f( x). Son coefficient est donc D’après
cela, les termes de degré 2p dans le développement de y c~~ ( - y) sont

J’ai considéré, dans l’équation (4), les termes d’un degré 2 p. En consi-
dérant les termes d’un degré impair, on trouve la même loi; savoir :

’ 
- Le coefficient d’un terme quelconque de, la transformée

égale le carré du coefficient correspondant de l’équation donnée, moins
lc double produit des deux coefficients qui le comprennent, plus le double
produit des coefficients qui comprennent ceux-ci, et ainsi de suite jus-

ce qu’on aiiive à ma des termes extrêmes de l’équation.
3. Familiarise.r dès maintenant lc lecteur avec la pratique de la méthode,

lui donner la mesure de sa simplicité, lui suggérer les questions à résoudre
pour établir la théorie sur des bases certaines, tel est le but important que
j’atteindrai d’un coup par un exemple.

Soit 1.’équation proposée par Lagrange (’ )

Voici, sans omettre un seul chiffre, la reproduction fidèle du _calcul des
transformées successive; : 

( 1 ) Traité de la résolution des équations numériques, Chap. IV.



Exécuté avec la règle à calcul, il est disposé en Table à double entrée.
Les en-têtes 2°, 2’, 2~, ... qui affectent les lignes indiquent que ces lignes
présentent les coefficients de l’équation où l’inconnue est respectivement
.x~ - - x4, .... Quant aux puissances de l’inconnue affectées par les
divers coefficients d’une même ligne, elles sont marquées par les en-têtes de
colonnes x3, x2, xi, xO. Ainsi la lecture de la dernière ligne 2° nous apprend
que l’équation

a pour racines les valeurs de - x26 ou - 

On voit qu’à partir de cette transformée, chaque ligne se déduirait de la

(1) A cause des élévations au carré répétées, les coefficients augmentent de façon à con-
tenir un nombre de chiffres trop grand pour qu’on songe à les écrire. Ainsi le dernier

nombre de la ligne 26 s’écrirait en 55 chiffres. Pour obvier à cet inconvénient, j’écris en ca-
ractères gras et en avant des chiffres connus du nombre la caractéristique de son loga-
rithme, ou mieux le rang de son premier chiffre à gauche relativement au chiffre des unités
affecté du rang o.



précédente en élevant au carré les nombres quelle contient, les doubles
produits se trouvant négligeables devant ces carrés. Sans doute, on est

arrivé à ce point où chaque racine est négligeable devant la précédente(nos 1 et 2 ) et l’on a, en désignant par a, b, c les valeurs absolues des racines

On reconnaît immédiatement les signes des racines, soit en considérant
leur somme et leur produit, soit en mettant l’équation proposée sous la
forme (3), (n° 3),

On a ainsi, pour les racines, les valeurs

4. La rapidité des calculs est, on le voit, surprenante, surtout si l’on ob-
serve que l’approximation obtenue est généralement suffisante pour les
besoins de la Physique et de l’art de l’ingénieur. On peut cependant encore
les abréger en’ posant x = puis divisant par 7 les deux membres d~~

l’équation en y, dans le but d’amener les deux coefficients extrêmes à avoir
pour valeur l’unité. De cette façon, on évite la difficulté de former les carrés
des termes extrêmes et les doubles produits de ces termes par les autres
termes. Ainsi, dans l’équation du troisième degré, pour déduire chaque
transformée de la précédente, on vient de voir qu’il y avait quatre opéra-
tions à faire avec la règle à calcul, les carrés des trois derniers termes et le
double produit du dernier terme par l’antépénultième. Avec la simplifica-
tion que je viens d’indiquer, les carrés des coefficients de ,z2 et x~’ se feront l
seuls avec la règle à calcul, les résultats des deux dernières opérations seront
immédiatement connus. Enfin, dans ce cas, comme il n’y a que des carrés
à former, on pourra avantageusement remplacer la règle à calcul par une
Table des carrés des nombres. Ces diverses simplifications réduisent le tra-
vail de moitié environ. Si l’approximation obtenue ne suffisait pas, ou

trouverait rapidement des valeurs beaucoup plus approchées des racines



par une méthode que j’exposerai plus loin et qui se rattache à la fois à celles
de Horner, de Lagrange et de Newton. On pourrait aussi faire de suite le
calcul précédent avec la précision demandée aux résultats; mais nous ver-
rons que ce procédé serait moins avantageux.

5. Passons maintenant à une simplification dont le caractère théorique a
une très grande portée. Dès la transformée 24, on observe ce fait fonda-
mental que chaque coefficient de la colonne x2 est le carré du précédent ; le
double produit des coefficients qui le comprennent étant négligeable devant
ce carré, le coefficient de x2 devient régulier. C’est l’indice qu’on a atteint
l’objet même de la méthode, à savoir que les deux dernières racines sont
négligeables devant la première. La première racine est séparée des deux
autres. Dès lors, si je désigne par A, B, C les coefficients de la transformée 24,
et par a, b, c les valeurs absolues de ses racines, les relations

se réduisent à

Les nombres a, b, c s’obtiennent donc, au signe près, en résolvant les
équations

lesquelles s’obtiennent en décomposant l’équation donnée

en ces deux autres

Ce résultat remarquable est tout à fait général. Il est le véritable prin-
cipe de la méthode de Greffe. C’est faute d’en avoir reconnu la généralité
que son ingénieux inventeur a dû se borner à chercher les modules des ra-
cines. La même cause a égaré son illustre successeur Encke dans ses re-
cherches sur le calcul des racines imaginaires. Sa méthode sort tout à fait
de l’esprit de la méthode de Graffe, ce qui en diminue la portée et en exclut
la simplicité.
Nous possédons maintenant toutes les notions qui serviront à établir la

théorie qui fait l’objet du paragraphe suivant.



§ II. - Première extension de la méthode de Gräffe. - Théorie de
la résolution numérique complète des équations algébriques.

6. Définitions. - I° Approximations dans les imaginaines. - Soit M
l’affixe de l’imaginaire z. Il est clair que la précision de la position du
point M représente la précision de z. De là les définitions suivantes, où l’on
désigne par M’ l’affixe de z’, valeur approchée de z.

absolue de z’ est z’ - z. Elle est représentée par le vecteur MM’ .
La grandeur de cette erreur est la longueur MM’ ou mod (z’ - z). .

L’erreur relative de z’ est MM’ OM = mod(z’-z) mod z.

L’imaginaire, représentée par le vecteur MM’, est négligeable devant z
quand son module est inférieur à la grandeur d’erreur absolue qu’on tolère

sur z, ou bien encore quand MM est inférieur à l’erreur relative qu’on to-
lère sur z .

2° Ordre des racines. - Ces considérations conduisent à ranger les ra-

cines d’une équation suivant l’ordre de grandeur de leurs modules, sauf à
laisser arbitraire l’ordre des racines qui ont même module. Nous choisirons
l’ordre décroissant. Les racines et leurs modules seront représentés res-
pectivement par des lettres grecques et par les lettres romaines correspon-
dantes.

3° Racines séparées. - Je dirai que deux racines consécutives sont sé-
parées quand la deuxième sera négligeable devant la première.

4° Terme’ régulier. - Dans le calcul des transformées successives de
l’équation proposée, d’après la règle (n° 2), considérons les coefficients d’une
même puissance de l’inconnue. S’il arrive qu’à partir d’un certain rang le
coefficient en question soit toujours le carré du précédent, les doubles pro-
duits qui s’y ajoutent étant négligeables devant ce carré, je dirai que ce
coefficient est régulier à partir de la transformée correspondante.

7. . Nombre des transformées nécessaires pour sé parer deux racines
consécutives 03B1 et 03B2. - Ce nombre ne dépend évidemment que du rapport
des racines et de la précision qu’on veut apporter au calcul. Je considère la
transformée aux puissances p des racines de la proposée. Nous voulons
qu’elle sépare les racines ex et ~, c’est-à-dire que 1’ soit négligeable devant

ou que b~ soit plus petit que l’erreur relative E qu’on tolère sur la ra-




