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ONDES IMAGINAIRES DANS L’ESPACE A CANAUX
SUIVI DE

L’ATOME ET LA NÉBULEUSE SPIRALE
DANS UNE MÉTRIQUE RIEMANNIENNE A POTENTIELS DÉPENDANT DU TEMPS

Par PAUL CARNET

ANNALES
D~ LA

FACULTÉ DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE,

POUR LES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES.

PREMIÈRE PARTIE

ONDES IMAGINAIRES DANS L’ESPACE A CANAUX

Cette Première Partie développe quelques conséquences physiques d’une récente
étude de M. A. Buhl [i, p. 14], [2] sur la Géométrie des espaces à canaux, cas parti-
culiers des espaces fibres de W. Threlfall [3, pp. af,2-~55]. Ces recherches s’appa-
rentent également à celles de Georges Humbert sur les invariants géométriques 
intégraux transportés par des surfaces variables [4]. L’idée fondamentale est que, .

moyennant un cloisonnement convenable de l’espace, certaines intégrales, attachées
à l’élément superficiel, peuvent être propagées par des surfaces variables, véritables

fronts d’ondes lorsqu’elles dépendent du temps, et que ces concepts peuvent sub-
sister sur des ensembles discontinus, c’est-à-dire sur des fragments de surface non
raccordés, ’se propageant chacun pour son propre compte dans leurs compartiments
respectifs. C’est cet abandon de la continuité tangentielle joint à l’invariance canale
qui font de la canalisation spatiale un instrument de recherche physique, car elle se
plie éminemment [1, p. 20, 39] aux problèmes de la Mécanique moderne ; elle com- .

. porte même schématiquement en elle des aspects tourbillonnaires, corpusculaires
et ondulatoires qui peuvent prendre des significations physiques.
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Nous avons voulu montrer que, moyennant un certain cloisonnement spatial et
une hypothèse simple d’invariance géométrique, on est amené à considérer, dans

l’espace à canaux, des ondes se propageant d’une manière discontinue à la vitesse =.

de la lumière, qui donnent, par une correspondance facile à saisir, une règle relati-
viste de composition des vitesses dans le champ gravitationnel, une règle de cons-
truction du champ de deux masses finies, point de départ du problème des deux

corps, et qui conduisent à la formation d’unchamiltonien dont l’intégration classique
donne les équations des trajectoires planétaires d’Einstein.

Il s’agit là d’ondes liées à des points ou des milieux mobiles de même qu’on ren-
contre en Mécanique ondulatoirè des ondes imaginaires associées à des mouvements

ponctuels ou d’ensemble [v. par exemple 16].
Une Seconde Partie (’), conduite selon la méthode relativiste habituelle, redonne

en les analysant les résultats géométriques de la première, puis en fait l’application
aux champs gravitationnels de l’alome et de la nébuleuse spirale, champs qui se
révèlent très voisins, pour ne pas dire structuralement identiques.

Nous n’ignorons pas que les rapprochements entre l’espace astronomique et le
microcosme ne sont pas conformes à toutes les appréciations. Ainsi M. Louis de

Broglie dans Matière et Lumière (ig3;; p. 289) écrit textuellement : « Dans le,monde
physique, l’infiniment petit n’est pas une réduction homothétique de l’infiniment

grand » .
Mais M. Jean Thibaud.dans Vie el Transmutation des Atomes (I937) parle (p. 23)

des deux infinis de Pascal et décrit les atomes comme « de petites cellules d’espace .

renfermant:une manière d’univers en raccourci )). Plus loin, le même auteur (p. 2o5)
rappelle que l’abbé Lemaître a proposé de « considérer l’univers entier comme un
immense atome dont les rayons cosmiques seraient les rayons X ».

Du moment que l’on n’oublie pas le caractère spéculatif de telles opinions, il est
certainement permis de noter les circonstances mathématiques qui pourraient les
corroborer aussi bien que les circonstances qui pourraient les infirmer.

*
* * 

Ce travail, accepté comme Thèse de Doctorat, est maintenant une oeuvre pos-
thume, la mort ayant surpris Paul Carnet, en 1 gf~3, avant même qu’il ait pu recevoir
des épreuves. J’adresse un souvenir ému à sa mémoire. A. B.

I. La notation (A. I, i) renverra à la Seconde Partie, chap. I, paragr. i, tandis que
dans la Seconde la notation (0. I, ~) renverra de même à la première.
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CHAPITRE PREMIER

’ 

Préliminaires. - Traj ectoires planétaires dans le plan à canaux.

Rappelons d’abord brièvement les bases de la théorie telle qu’elle est exposée
. 

dans le Mémoire [iJ ] et extrayons-en les résultats qui seront utilisés par la suite.
L’idée directrice est l’exploitation des schèmes mathématiques dérivés de la

formule de Stokes. Les développements les plus divers sont axés sur cette identité

intégrale fondamentale qui, comme on le sait, est génératrice de correspondances
physico-géométriques remarquables. C’est ainsi que tout l’électro-magnétisme
maxwellien peut être déduit d’une identité stokienne à quatre dimensions et que la

Gravifique einsteinienne s’est révélée elle aussi comme issue de la même origine
(Th. De Donder [5], A. Buhl [6] et [7, p. 3], E. Goursat [8, p. i5ï]).

Partant de l’identité

et lui appliquant un premier changement de variables

puis un second

dans lequel z appartient à une surface d’équation z = z (x, y), M. Buhl déduit

de (I) tout d’abord la formule de Riemann

dans laquelle on a posé



puis la formule fondamentale

où l’aire a limitée par le contour E résulte de la double transformation de l’aire A

enfermée dans C. Dans le deuxième déterminant, les dérivées partielles sont repré-
sentées par l’indice indiquant la variable de dérivation [1, p. i4]. Il déduit de (4)
la formule de Stokes, en faisant correspondre au binôme différentiel UdP + VdQ
le trinôme F d.x + G dy + H dz , ce qui montre la çonnexion de son problème avec
la réduction des formes de Pfaff [8].

Mais venons-en à l’introduction des canaux. En vue des applications qui doivent

suivre, nous transposerons les formules de M. Buhl en coordonnées semi-polaires.
Soit fer, L, z) = o l’équation de la surface cr. Les formules de transformation

r = + y’, 03C8 = Arc tg y, , appliquées à une fonction quelconque g {x, y, z)

donnent, en tenant compte de leurs inverses, x = r cos 03C8, y = n sin 03C8,

le second déterminant de (4) devient



Si l’on désigne par A~ les termes de la première colonne du premier déter-
minant, par Bi ceux de la deuxième (avec i = i, 2, 3), le deuxième déterminant

s’obtient en remplaçant dans le premier les termes de la première colonne par
,A~ cos ~ + Bb sin ~,. et ceux de la deuxième par Bi cos ~ - Ai sin ~.

La formule (4) devient alors

. P et Q~ étant maintenant exprimés avec les variables r, Y, z. 
-

Considérons les deux ensembles de surfaces obtenues en donnant aux constantes

. C, , C,, des équations P(r, 03C8, z) = Q(r, 03C8, z) = C,, des ensembles de valeurs infi-
ni ment voisines. Nous cloisonnons l’espace en une infinité de canaux à section qua-

° 

drangulaire qui découpent sur la surface a des éléments da de coordonnées r, 03C8, z.
. 1 maginons, sécant ces canaux, une surface S de contour C et d’équation Z) = o.

. Le canal r, qui découpe l’élément da, détermine sur S l’élément dS de coor-
données R, ~’, Z et, sur toute l’étendue du canal, dP et dQ doivent être considérée
comme constants. On a donc, en désignant par A(P, Q) le premier déterminant du
second membre de (4 bis),



P et Q devant évidemment être écrits dans le second membre avec les variables

r, ~~ , z et dans le troisième avec les variables R, W, Z. ..

Soit maintenant une fonction quelconque 0 (R, ~’, Z). Posons

On peut, dans ce A, exprimer R, 03A8, Z à l’aide de P, Q et de 03A6, en résolvant

pa r rapport à R, W, Z le système .

et comme le point R, W, Z appartient à la surface S, on peut remplacer ~ par zéro.

D’où finalement

On tire alors de (5)

Comme A (P, Q) n’a pas encore été déterminé, on peut en profiter pour poser

ce qui donne l’intégrale / le long de l’aire de contour C, par une inté-

grale double stokienne qu’on transformerait en une intégrale 
de ligne attachée au

contour S en déterminant U et V par la condition différentielle 
’

et en calculant la somme qui est au premier membre de (4),

La formule (4) joue donc dans l’espace à canaux le même rôle que la 
formule de

Stokes dans l’espace ordinaire ; c’est la formule de Stokes pour espaces 
à canaux.



. 

4 ~ r 2. - - Propagation d’intégrales d’aires invariantes.

Cherchons toutes les surfaces S* pour lesquelles l’intégrale 0398dS ait une

. 

valeur constante a dans le canal fini I’. Soit t II (P, c~, ~) = o une telle surface.
On aura 

°

et comme on doit avoir

il en résulte que les deux multiplicateurs de ces quantités dans l’égalité (6), et par
suite à(R, ~’, Z) et ~~ (p, w, ~), doivent être .égaux. En les transformant comme
ci-dessus, on obtient .

,et comme.. =_o pour le point (R, W, Z), de même q.ue H = o pour le point
(p, m, Ç),,

De sorte que l’égalité (6)

subsistera pour d’autres surfaces que ± = o, à savoir pour toutes les surfaces S~,

d’équation 03A0 == o; cherchées. On les obtiendra donc par intégration de l’équation
aux dérivées partielles (8).

Pour calculer effectivement 0! ( o, P, Q), on remarquera que, d’après (5), et

puisque @dS ~== de,

On exprimera r, ,c~, z à l’aide de P, Q, f comme précédemment et l’on aura

, 

Les surfaces S* propagent ainsi, dans les canaux r, , des intégrales d’aires inva-
riantes. Si ces surfaces dépendent du temps, on a l’image d’une propagation ondu- ,

latoire. Mais ce qui est très remarquable, c’est que les éléments, différentiels ou
finis, de la surface S* peuvent très bien n’être pas raccordés d’un canal à l’autre.



Les formules subsistent grâce au cloisonnement de l’espace en canaux. Si plusieurs
familles diGérentes,de surfaces S* répondent à la question, ce qui est le cas géné- 

’

ral, on pourra considérer dans un canal le mouvement d’un élément pris dans l’une
des familles, puis dans le canal voisin le mouvement d’nn élément pris dans une

autre famille et ainsi de suite. On aura ainsi l’image d’un déplacement corpusculaire.
C’est de cette possibilité que nous tirerons la principale des applications qui vont
suivre (n. 5).

3. - Les trajectoires planétaires dans le plan à canaux.
. Génération par double mouvement.

Proposons-nous de rechercher les courbés planes dont l’élément d’arc répond à

la définition 
. 

’

avec F(r) polynôme en r. La particularisation à la géométrie plane des formules

du va sans nulle difficulté. Les formules (8) et (9) donnent

Choisissons pour cercle de base Ci le cercle

et pour canaux les rayons

La courbe cherchée S propage donc dans ces canaux des éléments d’arc . 

.

et comme d a = r, d C~ , on a 
’

Les courbes S sont données par l’intégration de l’équation (10) dérivant d-e (8)



D’où l’équation

En écrivant l’équation de S sous la forme

’ 

on tire de (II)

Si l’on faisait @ =. i, on s’orienterait vers les courbes isamétrigues de Maurice
d’Ocagne [9], qui s’apparentent’ également à la théorie des espaces à canaux. Mais ce

sont les trajectoires planétaires einsteiniennes, dans le champ défini par le ds$ de

Schwaïzschild et Droste [i i], qui nous occupent. On sait que leur équation est

les notation.s employées étant celles du Second Mémoire (A. II, 10). Il suffit donc,

pour qu’elles .’identifient avec (12), de prendre

- Attachons-nous maintenant au problème de la variation des canaux [I, p. 
L’équation subsiste lorsqu’on y remplace la fonction P particulière aux canaux
rectilignes par une fonction P* définissant des canaux plus généraux. Il suffit,
pour obtenir ces derniers, d’intégrer l’équation aux dérivées partielles

Fac. des Sc. t VII, 1943.



la fonction ~ étant maintenant connue. La courbe ~~ = o sera découpée par ces
nouveaux canaux en éléments d’arc de même expression que ceux des canaux recti-
lignes.

Une solution évidente est donnée en identifiant ce dernier déterminant avec

celui de ( r I ) écrit sous la forme équivalente

ce qui donne

Les canaux (16) découpent sur la trajectoire S d’équation 03A6 = 0 l’élément
d’arc dS’ égal à celui que découpent, au même niveau R, les anciens canaux. Au .

lieu de considérer l’ensemble des premiers canaux, conservons un seul d’entre eux,

mais rendons-le mobile avec la vitesse angulaire dC1 dt. Si l’on fait tourner les nou-

veaux canaux à la vitesse angulaire

l’intersection M avec S prendra le même mouvement que dans le cas précédent.
M aura d’ailleurs sur le canal (ï6), considéré comme système de repère, un mouve-
ment de vitesse angulaire

Tel est le double mouvement qui permet d’engendrer la trajectoire ~ par le

déplacement d’un point mobile avec le mouvement (18) sur le canal (16) animé du
mouvement (u ~).



4. - Trajectoires dégénérées. Génération par le mouvement d’une conchoïde
de conique.

Parmi les courbes ( 16) il en est de particulièrement simples qui se réduisent à

des conchoïdes de coniques par rapport au foyer. Considérons en effet la courbe

Or la même expression calculée à partir de (16) est

ces deux expressions s’identifient moyennant les conditions

La résolution de ce système donne

Si l’on veut que k et X soient réels, en supposant C et h’ positifs (comme le
demande un ds’ à trois carrés négatifs), on doit prendre + devant le radical de ~ .
La seule condition est alors h’ > 3C’. Les expressions de i, et 03BE introduisent une ’

relation entre k et h’. C’est la condition de dégénérescence des trajectoires, pour
laquelle elles cessent d’être transcendantes. Pour l’obtenir sous sa forme rationnelle,
le plus simple est d’éliminer ). entre les deux équations, conséquences du système,



Etudions maintenant les coniques servant de point de départ à ces trajectoires
dégénérées, dans le cas de l’hyperbole par exemple (celui de l’ellipse s’obtenant en
remplaçant b par ib ) . 

’

La première équation du système (20) s’écrit

, 

Nous obaervons au passage que la conchoïde passe par l’oriôine. Portons cette
î~ C

valeur de î, dans l’expression de c, 
~ ( ,~ _ aC ) 

’ 

.

Trajectoires dégénérées du deuxième type.

On peut faire un calcul analogue en remplaçant, dàns la coniqué, cos .) ,par
ch .) . Soit

la conchoïde devient

_ qui s’identifie avec ( ~ g), en posant

moyennant les mêmes conditions (ao).



Les seules modifications aux résultats précédents viennent de ce que, pour que
X et k soient réels, x doit être négatif, et par suite X compris entr~ o et 3C.

Il faut donc prendre - devant le radical de ~. . 
’

, 

La seule particularité que présentent ces courbes, particularité très remarquable
d’ailleurs, et qui semble bien en relation étroite avec l’existence des orbites stables

atomiques (A. III, 18), est la présence d’un cercle asymptote sur lequel tend à s’en-
rouler indéfiniment la courbe ; cela étant vrai d’ailleurs aussi bien

pour la conchoïde que pour la trajectoire planétaire correspondante, comme il est
aisé de le voir d’après le mode de génération de cette dernière. 

’

Nous examinons en détail dans le second Mémoire (A . III) comment ces trajec-
toires dégénérées, non seulement rendent un compte exact des discontinuités quan-
tiques dans mais encore se superposent aux branches spiralées des nébu-
leuses, ce qui institue la parenté annoncée entre ces deux champs gravitationnels
d’échelles si différentes : l’atome et la nébuleuse-spirale.

~ ~~~ L’équation de ces courbes du deuxième type s’obtient en appliquant le mouve-
ment (~8) à un point M de la conchoïde animée elle-même du mouvement (~~).
Si ~’ est l’angle polaire du point de la trajectoire résultante,

et l’équation précédente devient, après quelques transformations immédiates,

. qui n’est autre que l’équation (60) ’du Second Mémoire.



CHAPITRE II

Ondes imaginaires dans le champ électromagnétique pur.

5. - Onde associée au mouvement d’un point.

. 

Etant définis, dans E3, trois axes coordonnés Oxyz, canalisons cet espace par
des droites imaginaires de pente infinie, le contour d’un canal élémentaire étant
quelconque. Soit d’abord une onde imaginaire plane J, d’équation z = ict, se

déplaçant normalement à la vitesse ic de la lumière. Soit ( J) l’élément découpé au
point 1 par un canal élémentaire F. Nous formulerons les deux hypothèses sui- 

’

vantes :

a) La propagation d’une onde est toujours normale à cette onde.
6) Un élément quelconque, limité à un canal r, se maintient constamment dans

- ce même canal, auquel il reste limité.

Dès lors, si l’élément (I) prend une vitesse v par rapport à l’onde, il devra

cesser d’être raccordé avec cette onde, sinon il ne se maintiendrait pas dans le

même canal. Il prendra donc une inclinaison ~ dans le sens de sa vitesse. Soit (A)
sa nouvelle position. Le point A, d’abord en coïncidence avec I, viendra en As
(fig. 2) du fait de sa vitesse v, et durant le même temps, A, sera venu en A’ du

~. Les ondes sont imaginaires, mais on peut les représenter en convenant de porter,
en cote, non pas les z de leurs points, mais les quantités iz, qui sont réelles. Il en résulte



fait de là propagation normale. A sera resté constamment sur la même ligne de

canalisation AA’.Soit Jto le plan passant par l’élément (A). Il se propage norma-

lement à là vitesse ic de la lumière. Les points de ce plan qu’on doit considérer
comme immobiles sont ceux dont la propagation est normale. Tout point, tel que A,
en propagation oblique, possède une vitesse aisément repérable sur le plan ‘~O,

puisqu’il suffit d’ychoisir comme repères deux points immobiles.
Soient I i et A a les normales aux plans 3 et Jlo, i et a étant leurs intersections

avec la sphère imaginaire céleste (de rayon infini). La vitesse v est entièrement

définie par le vecteur sphérique imaginaire ia. Nous l’appellerons vecteur vitesse

sphérique relative de A par rapport à I . . 
’

Imaginons maintenant que, sur l’élément (A) en mouvement, un élément du
second ordre (B) prenne à son tour une vitesse relative v’ par rapport à A . ,

une géométrie réelle des lignes et surfaces imaginaires dont le lecteur trouvera aisément . 

’ 
’

les propriétés. Au reste, c’est un cas particulier de la géométrie de Cayley lorsqu’on 
’

prend pour absolu l’hyperboloïde x’ + y’ - z’ = a’, avec a = oo .
Ainsi, dans la fig. 2 la perpendiculaire A1A’ (dans le plan de cette dernière droite et de

la ligne de canalisation) à la ligne de pente AA, est symétrique de AA, par rapport aux
droites isotropes, issues de AI (droites réelles inclinées à 45° sur la direction de Oz. .

L’angle est égal àr l’angle du plan J et de l’élément (A) . .
. Dans Ja 3 la sphère imaginaire est représentée par l’hyperboloïde z’ - x’ - y’ = a’ ,

avec a - ~ .. - 

’

La distance de. deux points (x, y, IZ)’ (x’, y’, z’) de la représentation réelle doit être prise .

égale à ~(x - x’)’ + (y - y’)’ - (z _,. z’)’ . ,

’ 

M. Buhl, dans Ondes, Analyse, G’ométrie, Arithmétique (Jourrt. de Math., XXI, a

considéré le cas des ondes intégrales se propageant d’ans des canaux réels parallèles à Oz. .
n s’agit d’abord de l’équation p’ + q’ = y) mise en relation avec les équations de

. Laplace et de D’Alembert d’où dérivent les principales formules de la Relativité restreinte.



Pour se maintenir dans un même canal, il doit s’incliner d’un angle ~~’ sur A,.

Soit b le point où sa normale Bb perce la sphère céleste; le vecteur ab sera la

vitesse sphérique relative de B par rapport à 1. Cette dernière sera la somme des

deux précédentes 
’

Les vitesses sphériques obéissent donc à la règle ordinaire de sommation

géométrique. 
~ 

.

6. - Correspondance entre vitesses sphériques et vitesses réelles.

Composition relativiste des vitesses dans l’espace dépourvu de masse.

Calculons la vitesse du point A sur sa ligne de canalisation. L’appli-

cation du théorème de Pythagore au triangle rectangle IA, A’ donne

dans laquelle da, mesuré par rapport aux repères fixes du plan Jo, répond à

Si l’on restitue à la figure la 4e dimension, ce qui introduit l’angle de colatitude $,

ce d,’ .’identifie avec celui de l’espace de Minkowski,

La dissociation de l’élément (A) et de l’onde J se traduit à la fois par la rup-

ture de la continuité tangentielle et par le changement de la vitesse de translation

parallèlement à 0 z . . 
,

Cette parenthèse étant close, l’angle IA’A, est égal à u) puisqu’ils ont leurs

côtés perpendiculaires, d’où


