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ÉLECTRODYNAMIQUES DE LORENTZ ET DE HERTZ
ET PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION

PAR A. LIÉNARD.

INTRODUCTION 
’

1. - Dans une théorie restée justement célèbre, Maxwell a montré que les

équations fondamentales de l’Électrodynamique pouvaient être mises sous la forme
des équations de Lagrange pour les systèmes à liaison étudiés en Mécanique. Cette
constatation laissait espérer qu’il serait possible un jour de trouver une explication
mécanique de l’électricité.. Remarquons cependant que, si l’existence d’une explica-

. tion mécanique des phénomènes électriques ex.ige que les lois régissant ces phéno-
mènes puissent être mises sous la forme des équations de Lagrange [puisque cette .

forme d’équations est applicable à tous les systèmes mécaniques] il ne s’en suit pas

que la condition nécessaire soit en même temps suffisante et il est permis d’en dou-
ter. La recherche d’une explication mécanique de l’électricité n’est d’ailleurs plus à
l’ordre du jour et ce seraient plutôt les théories de la mécanique que l’on cherche-
rait à faire rentrer dans les lois de l’électrodynamique.

Quel que soit le point de vue adopté à cet égard; la théorie de Maxwell n’en

garde pas moins toute son importance : elle montre en effet qu’il y a un lien pro-
fond entre la Mécanique et l’Électricité puisque les phénomènes mécaniques et

électriques font partie d’un ensemble régi par des lois de même forme.
... Lorsqu’il a établi sa théorie, Maxwell n’a pu que suivre l’état de la Science à son

époque. Il ne s’est occupé que de courants linéaires fermés [circuits où 1 a même

valeur en tous points], dans l’hypothèses d’actions instantanées à distance et en
l’absence de toute aimantation ou polarisation diélectrique.

H. Poincaré(’) a étendu l’application de la théorie de Maxwell à la théorie élec-
. trodynamique de H. Lorentz, mais seulement en ce qui concerne les phénomènes

. (’) H. PoINCARÉ, Électricité et Optique, ~° éd., , §§ 333 à 35~. . ,
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qui se présentent à un observateur ayant les sens très subtils. H. Poincaré ne consi-
dère ni courant de conduction, ni aimantation, ni polarisation (dont les variations
développent des courants de déplacement dans le diélectrique), ces phénomènes
n’étant que des apparences résultant du mouvement d’électrons. Poincaré ne consi-
dère que les courants de Rowland produits par le mouvement d’électrons indéfor- -

mables et les courants de déplacement dans l’éther. Par contre, Poincaré ne suppose
pas les actions instantanées et il fait intervenir dans ses raisonnements le champ
électrique aussi bien que le champ magnétique alors que Maxwell ne considérait
que ce dernier champ. .

Dans une étude datant de I929 sur la Stabilité de systèmes électriques(‘), H. Chi-
part étend l’application des équations de Lagrange à des systèmes de circuits élec-
triques en présence d’aimants permanents et temporaires en utilisant la notion de
potentiel thermodynamique de systèmes magnétiques sans hystérésis, notion que
j’avais introduite en rg~3(’); mais H. Chipart en reste (comme moi-même dans

, 

la dite étude) au cas de courants fermés avec action instantanée. De plus il laisse

de côté l’influence de la température.
Ayant réussi depuis I923 à montrer que la Théorie du potentiel thermodynami-

que peut être étendue à l’électrodynamique moderne avec courants non fermés et
actions non instantanées(’) je me propose, en utilisant les travaux que je viens de
citer, d’étendre la théorie de Maxwell aux théories électriques modernes concernant
les corps en mouvement avec courants de conduction dans des corps à trois dimen-

sions, substances magnétiques sans hystérésis, diélectriques polarisés et en tenant
compte des propriétés élastiques et thermodynamiques de,la matière. 

’

2. - Notations. J’emploierai les mêmes notations et les mêmes unités que
dans le mémoire de I94I. Ainsi p est la densité électrique vraie; B, H, J, E, P , .

et i sont les vecteurs représentant respectivernent l’induction magnétique, la force
magnétique, l’aimantation, la force électrique, la polarisation diélectrique et la den-
sité de courant. 

’

Je fais usage des unités cl’Ileaviside. En outre je suppose que la vitesse de la
lumière dans le vide est prise comme unité de vitesse et que l’unité de charge élec-

trique est telle que le coefficient de la loi de Coulomb ait la valeur un.

. e) H. CHIPART. Sur la ,stabilité séculaire des systèmes électrodynamiques; Journal de .

l’École Polytechnique, 2e série, n° ~ i, p. 3y-3 ~3. ,

(2) A. LIÉNA RD. Équilibre et déformation de systèmes de conducteurs traversés par des cou- .

rants et de corps magnétiques sans hystérèris. Ann. de Physique, g° série, t. X X, I923.
(8) A. LIÉNARD. Application de la thermodynamique aux théories électrodynamiques de Hertz

et de H. Lorentz pour les corps en mouvenlent. Annales de la Faculté des Sciences de Tou- 
°

louse, !~° série, tome V, t gl~ ~ , pages 1 à 47. Je signale en passant qu’il y a lieu de suppri
mer les deux dernières lignes de la note de la page 8 : la proposition énoncée est inexacte.



(A.B) et [A.B] désignent, suivant les notations de Grassmann, les produits
scalaire et vectoriel de A par B. . Le sens positif de rotation est de droite à gauche
et les axes de coordonnées constituent un système à gauche. Les composantes

de .rot K sont ~Kz ~y - ~Ky ~z, ’ etc...

Je fais usage de la notation tensorielle aussi bien que de la notation vectorielle,
choisissant dans_chaque cas la notation la plus simple. ..

Enfin je suppose qu’il n’existe dans le système aucune surface de discontinuité,
celles qui existeraient naturellement étant remplacées par des couches de passage
aussi minces qu’on le voudra, mais d’épaisseur finie. Je ferai en particulier une
tella supposition en ce qui concerne le changement de vitesse au passage de la
matière à l’éther pur.

Fac. des Sc. VII, I943. ,o



CHAPITRE PREMIER

~ 

’ 

Rappel de résultats obtenus antérieurement. 
’ 

’

3. - La notion de potentiel thermodynamique d’un système électrisé avec

diélectriques et les propriétés de ce potentiel sont bien connues depuis les travaux -.

d’Helmholtz et de Duhem. Il est inutile d’y revenir.
Pour les systèmes comprenant t des courants électriques en présence ou non de

substances magnétiques, P. Duhem était arrivé à cette conclusion que les notions
d’entropie et de potentiel thermodynamique n’avaient plus de sens. P. Duhem était
arrivé à cette conclusion parce qu’il avait considéré implicitement comme étant une

conséquence forcée des principes de la thermodynamique que la relation entre

l’énergie U et le potentiel Q devait conserver la forme classique 
°

que possède cette relation en l’absence de courants. C’était une erreur comme je l’ai
montré en I923 en établissant l’existence d’une fonction 8 d’expression

possédant les propriétés d’un potentiel. e. est le potentiel du même système sans
courant ; ~, ~~’, ... sont les flux d’induction produits.à travers chacun des circuits
linéaires des courants I, l’,..., compte tenu s’il y a lieu de l’aimantation prise par .

les substances magnétiques. Le travail fourni dans un déplacement quelconque
(avec ou sans déformation), l’entropie et l’énergie sont liés à la fonction e par les
relations

La relation (3) diffère de (t) par le larme ~ 1 ~ . .



On peut encore écrire

. 

’ 

lea quantités B et H étant l’induction et la force magnétique de l’élément de
volume . L’intérêt d’introduire ces nouvelles expressions est qu’elles conservent
un sens et qu’elles restent valables quand il ne s’agit plus de courants fermés avec
action instantanée, mais de courants ouverts avec propagation à vitesse finie.

. Compte tenu du champ électrique (résultant du champ électrostatique et de

celui des forces électromotrices induites) il faut poser 
’

La quantité Em est la force électrique dans la matière, laquelle digère de la force

, 

électrique E dans l’éther dans la théorie de H. Lorentz mais lui est égale dans la
théorie de Hertz. L’intégration (4) doit être effectuée à température et déformation
constantes, celles existant dans l’état d’aimantation el de polarisation pour lequel
on veut connaître le potentiel. ~o est le potentiel thermodynamique de l’unité de
volume de la matière en absence de champ électromagnétique. Bien entendu, nous

. supposons que tous les phénomènes sont réversibles, donc dénués d’hystérésis, tout
aussi bien au point de vue de la déformation qu’aux points de vue de l’aimantation
et de la polarisation.

La fonction ~~ jouera le rôle de fonction de Lagrange par unité de volume pour
l’application du Principe de la moindre action.

- 

6 et la fonction § peuvent se décomposer de plusieurs manières en une somme
de deux termes(’). Il.nous suffira de donner ici les deux décompositions suivantes

‘ 

intéressant les théories de H. Lorentz et de Hertz(’)

(’) Loc. eU., I923, §§ 4 et suivants.
(’) Loc. I(~4I, §§ 7 et suivants.



Le passage de (4) à (5) ou (5’) est immédiat en utilisant la relation connue(‘) ,

Les fonctions 5 et F n’existent qu’aux points où se trouve de la matière et elles
se réduisent ~ ~, ou F, dans les milieux non susceptibles d’aimantation et de pola-
risation. Pour nous en rendre compte, nous mettons ~ -- ~, sous la forme

Si l’on considère des matières de moins en moins magnétiques et polarisablea,
l’expression (7) devient de plus en plus petite car B et Em’ grandeurs physiques,
sont essentiellement finies, tandis que J et P tendent vers zéro. 5 - 5, s’annule
donc à la limite. On ferait une démonstration analogue pour F.

4. - Pressions élastiques. On établit en thermodynamique que les pres-
sions p~’’ développées à l’intérieur d’un fluide parfait ou d’un solide élastique sans
hystérésis sont liées au potentiel thermodynamique par unité de volume 5 par la
relation 

’

a est le volume spécifique, de sorte que 03C3F représente le potentiel pour l’unité
de masse. Le tenseur ô~,, représente les dilatations et glissements. Je supposerai ici

(comme je l’avais fait en 1923) que les sont définies en fonction du déplacement
imposé ô s de composantes â x‘, ôx’, On a (’)

(’) Signalons l’existence entre les dérivées des fonctions j~, ~ et F des relations sui-
vantes résultant des propriétés connues de la transformation de Legendre

x représente dans ces formules un paramètre dont dépendrait la déformation. Avec la
fonction ~, l’énergie par unité de volume a comme expression

(’) Faisant exclusivement usage de coordonnées cartésiennes trirectangles, il n’y a pas
à distinguer les composantes covariantes et contre variantes et l’on peut faire monter ou .

descendre les indices à volonté.



Si les 8~v sont des déformations virtuelles arbitraires, l’équation (8) permet de
déterminer séparément lés six composantes p~" et, s’il s’agit d’une déformation

réelle, (8) permet d’évaluer le produit [avec convention habituelle de somma-

tion] éans avoir besoin d’évaluer d’abord séparément les six composantes.
La relation (8) n’est pas applicable sans précaution aux corps aimantés ou pola-

risés parce que les fonctions F ou F dépendent alors de J et P en plus de la tem-
v ’pérature et de la déformation. J’ai montré(’) qu’il est nécessaire- d’imposer à J et P
r 

de. variations virtuelles dépendant de la déformation 03B4 03BD suivant la formule

C et C’ sont des constantes, à priori arbitraires. En fait, il n’y a que deux systé-
’ 

mes de valeurs intéressantes, savoir C = - i , ’C’ = o [cf. mémoire de 8,
d’une part, et C = -}-1, , C’ == 2014 1 [loc. cit., 5’ convention], d’autre .

part. Dans le premier cas, le courant équivalent à l’aimantation conserve une même
valeur à travers tout élément de surface matérielle déformée; ; dans le second cas,

, c’est la masse de magnétisme équivalent se trouvant à l’intérieur de tout élément
matériel qui reste invariable dans la déformation. .

Pour la théorie de H. Lorentz il faut faire usage du premier système pour lequel .

tandis que, pour la théorie de Hertz, c’est le second système qui convient avec

’ 

Quant à la polarisation, elle doit subir une modification virtuelle donnée dans
IjM deux théories par une relation du type (ïo~), c’est-à-dire

Cette condition exprime que le flux du vecteur P à travers tout élément de sur-
face déformé a même valeur avant et après déformation.

(’) Loc. cit., I9~I, § ~. 
’



, CHAPITRE II

~ 

Calculs préliminaires. 
,

5. - Variation de la vitesse dans un mouvement infiniment peu varié.

Soient x’ = x’(a’, a’, a’, t), x’, ce’ les coordonnées d’un point matériel à l’instant t ;
a‘, a’, a’ étant les coordonnées du point à un instant particulier choisi comme ins-
tant initial (variables de Lagrange). Soit un mouvement infiniment peu

différent. La variation de la vitesse du point à l’instant test = ~03B4x ,P 
. lt 

r

si est exprimé au moyen des variables a’ et t. .

Supposons maintenant que les soient exprimés au moyen des variables
d’Euler x’, x’, x’ et t et cherchons l’expression de 03B4V  dans cette hypothèse. La
théorie des changements de variables donne immédiatement .

La variation calculée se rapporte au point matériel qui, à l’instant t, se trouve
en xw + 03B4x  dans le mouvement varié au lieu d’être en x . Soit d’autre part 03B41V la

variation de vitesse au point c’est-à-dire la différence de vitesse dei points
matériels passant en x~ au temps t, suivant qu’il s’agit du mouvement normal ou
du mouvement varié. Il existe entre les symboles 03B4 et 03B41 la relation

d’où l’on déduit pour l’expression

les variables étant celles d’Euler. 
-

6. - Choix de la variable servant à définir les intensités de courants. On sait

que la variable choisie par Maxwell pour définir les courants est la quantité d’élec-
tricité q ayant traversé une section du conducteur depuis une époque déterminée.
Maxwell ne considérait que des courants linéaires fermés de sorte que la connais-



sance de ta quantité ç suffit à fixer la position des charges électriques aux diverses
époques, ainsi que le note expressément H. Poincaré(1). De même la connaissance

~ 

du débit d’un fluide incompressible dans une canalisation très, étroite permet de
fixer la position des divers éléments du fluide à tous instants.
Les conditions changent lorsque l’on considère le mouvement d’une matière
fluide. ou élastique dans un espace à trois dimensions : : le débit à travers des élé-

ments -de‘.surface fixes n’est lie aux coordonnées des éléments matériels que par
l’intermédiaire d’équations différentielles alors qu’il faudrait n’avoir que des rela-
tions de la forme f ~x~, qr) = o pour que l’on puisse prendre indifféremment l’un

y ou l’autre groupe de variables pour appliquer les équations de Lagrange ou le Prin-
cipe de la moindre action. En particulier si les coordonnées xi et les débits qr sont
liés par des équations différentielles, il ne suffit pas que les 03B4xi soient nuls aux

époques t.,- tA pour que les ôqr soient également nuls, et réciproquement.
En hydrodynamique, ce sont les coordonnées x’ des points matériels qu’il faut

prendre comme variables pour appliquer le principe de la moindre action, et ce

sont ces coordonnées qui nous serviront pour exprimer l’énergie cinétique. Pour les
courants, c’est le choix inverse qu’il faut faire : : on n’aboutit aux équations voulues

’ 

qu’en prenant comme variables les quantités d’électricité ayant traversé, depuis une
certaine époque, les éléments de surface matériels. Mais une difficulté surgit du fait ,

que les aires des éléments matériels sont constamment variables par suite de la
déformation. 

’ 

. 

’

.. La quantité d’électricité qui traverse un élément a~S dans l’unité de temps est
donnée par le produit scalaire (i . dS) du vecteur densité de courant par dS , dS étant
lui-même considéré comme un’ vecteur dirigé normalement au plan de dS et du

côté de cfS choisi comme positif. La quantité d’électricité ayant traversé dS pendant
un certain temps est quantité qui n’a aucune relation avec l’inté- .

~ ~ gralefidt en raison des variations de dS au cours du temps. Soit ° la position 
,

prise par dS à l’époque particulière choisie comme époque initiale. A cette époque,
le point matériel qui est parvenu en xi, x’, x’ à l’instant t; ; était au point a‘, 
Introduisons un vecteur t, attaché au point a’, a’, a’ et tel que l’on ait

Il existe un vecteur satisfaisant à l’égalité (r5) et un seul, qui soit indépen-
dant de l’orientation donnée à l’élément dS au point x‘, x’, x’. Remarquer que,
bien que le vecteur soit attaché au point a’, aB a’, sa valeur correspond comme
celle de i au temps . .

(’j i a3, p. ; ~~. _ ,



H. Chipart a donné une formule simple permettant le calcul de i, en fonction
de i(’). Si l’on désigne par 11 le Jacobien

H. Chipart a donné le nom de transformation du « type polarisation d’ordre
un » à la transformation définie par les relations (16) et ( 1 6’). La dénomination de
« type polarisation » est donnée par opposition à une autre transformation dite
du « type aimantation )) que nous rencontrerons an paragraphe 9. L’ ~ ~ ordre 

" de la

transformation indique à quel exposant le jacobien à figure dans la formule de
transformation (’). ,

Définissons alors un vecteur q,(a’, as, a’, t) par l’équation

Ce sont les quantités q, ainsi définies que nous devons comme variables

pour appliquer la théorie de Maxwell au cas de conducteurs à trois dimensions. Il est

d’ailleuri évident que, dans le cas de conducteurs linéaires mobiles et déformables,
les quantités q se réduisent à un facteur constant près aux quantités q employées
par Maxwell. 

7. - Prenons les variations des deux membres de (16) dans un mouvement
varié tel que celui défini au § 5. La variation de A est égale à 

(’) H. CHIPÂRT. Sur les milieux déformables polarisés et Journal de l’École
Polytechnique, a* série, n~ 33, §§ ao et suivants.

(’) Au point de vue de la forme, le résultat est à rapprocher de celui obtenu par
H. Chipart en ce qui concerne le potentiel ~) d’un corps ayant subi une déformation de

grandeur finie : 0 ne dépend des vecteurs P et J que par l’intermédiaire des vecteur.
correspondants P. et J.. . Il dépend en outre de la déformation. Voir loc. §§ 38 à 4o.

. 

(~) En effet, la variation du déterminant il est égale à la somme des produits de la 
’

variation de chacun de ses termes par le mineur correspondant. Cela donne 
’



La variation du premier membre de ( I6) peut donc s’écrire

Paasona au second membre.: la variation du premier facteur iô peut se noter
~x~’

d’après (I7). Quant au second facteur sa variation a pour exprea-

. ~ S x~ .’" ... 1 ô x~ .

sion --, ce qui peut s’écrire ide.ntiquement ~ â dont le prodmt par iô
~a ~X va

vaut ~03B4x  ~x03C3 i03BDo. Cette quantité, d’après (I6), est égale à o i‘ ou, encore, a .

~ x da vX

~ 0 i" ~ s ~~ en chan g eant le nom de l’indice muet.lxv 
r 

’

Réunissant toua les résultats partiels obtenus, nous en déduisons

. La variation ainsi déterminée se rapporte à un point matériel dont la position
au temps t est passée de x  dans le mouvement normal à dans le mouve-
ment varié. Pour avoir la variation rapportée au point fixe, il n’y a qu’à appli-

quer la relation (I3) entre les symboles 1 et 03B41. On obtient

Les termes de 03B4i et 03B41i peuvent se diviser en deux groupes. 
’

Le premier groupe comprend seulement le premier terme en , qui est le

même dans li et dans 5, t. . Ce terme interviendra dans l’établissement de la loi

d’Ohm ~§ï 4). . 

° 

_

Le second groupe comprend les autres termes dépendant des déplacements .

des points du système; ; ce second groupe interviendra dans l’évaluation de la force

exercée sur le courant par le champ magnétique (§ 15). Ce second groupe peut
s’écrire 

.

L’expression (20) est exactement de même forme que celle qui donne 03B4P [§ 4,

ëq. y 1)]. La raison de cette identité de forme est la suivante : lorsque l’on annule

de telle sorte que l’expression de 03B4 i se réduise au second groupe, la
t . 

, 

q

variation ô i est telle que le flux de courant à travers dS à l’instant t est le même

v 
Fac. des Sc., VII, 1943. i 1



dans le mouvement normal et dans le mouvement varié. Et l’expression (II) de ôP
a été obtenue en s’imposant une condition qui, géométriquement parlant, exprime
pour 5P exactement la même propriété que possède l i .

Le fait que la variation (20) imposée à i par la déformation correspond à un tlux
de courant à travers tout élément dS qui soit le même, à l’instant t, , dans le mou-

vement normal et dans le mouvement varié, entraîne cette conséquence que les

charges Q des divers éléments de volume sont également les mêmes dans les

deux mouvements. Or nous avons rappelé au début de ce mémoire la for-

mule qui donne le travail des forces électromagnétiques dans
un déplacement. A cette formule correspond en électrostatique la formuler)

. Dans un cas comme dans l’autre, l’indice T indique que la

variation de @ doit être calculée comme si la température était la même dans le
mouvement normal et le mouvement varié et nous aurons soin de respecter cette

règle en effectuant les calculs aux paragraphes 13 à 15. Quant aux indices 1 et Q, ,
ils indiquent que les variations de @ doivent être évaluées à tlux de courant cons-

tants pour les forces électromagnétiques et à charges électriques Q constantes pour
les forces électrostatiques. !Grâce ~ la manière dont a été choisie la variable q, et

aux propriétés qui en découlent pour la variation ot i résultant de la seule déforma-

tion, on voit que les conditions de constance des charges et des flux de courant
seront satisfaites d’elles-mêmes et que nous n’aurons pas à nous en préoccuper.

(’) Loc. cit., rg~3, ~ 31, p. - 

’




