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Contribution à l’étude des champs
magnétiques de l’optique électronique

par P. GAUTIER

INTRODUCTION

Ce travail est d’abord la réalisation d’un souhait : mesurer le champ
sur l’axe d’une lentille électronique magnétique réelle par lecture directe
du cadran d’un voltmètre.

L’idée de départ est très simple : une bobine minuscule vibrant parallè-
lement à son axe avec une très petite amplitude, est le siège d’une force
électromotrice induite proportionnelle à la dérivée première de l’induction
sur l’axe, au point où se trouve la bobine. En substituant à la petite bobine
un solénoïde très allongé on obtient une force électromotrice proportionnelle
à l’induction à l’une de ses extrémités.

On verra ci-dessous comment le montage expérimental a été mis au point.
Tout mon effort s’est porté au début vers la construction de l’appareil de
mesure. Son étude approfondie, alors que je ne pensais qu’aux lentilles de
révolution, m’a conduit à aborder des problèmes de mesure de champ dans
des cas plus étendus : cela m’a suggéré d’autres possibilités d’application
de la méthode ou d’autres réalisations (Appendice I ) . Ces recherches ont peu
à peu empiété sur le domaine des lentilles proprement dites : d’où le titre
donné à ces pages.

Le premier chapitre pose le problème de la mesure des champs dans
les lentilles puissantes, met en lumière les idées directrices qui sont à la base
de la méthode de mesure proposée et en indique le principe.

Dans le deuxième chapitre je montre que le flux à travers des bobines
exploratrices de dimensions finies peut être proportionnel à l’induction.

magnétique ou à ses dérivées en un point, avec une très bonne approxima-
tion, si les bobinages sont convenablement construits.

Les résultats obtenus sont appliqués à une méthode d’induction de con-
ception nouvelle, décrite au chapitre III.

Au chapitre IV sont donnés les ordres de grandeur des erreurs systéma-
tiques dues aux dimensions des bobines exploratrices, à l’amplitude finie
des vibrations mécaniques imposées à ces dernières, etc...

On trouvera au chapitre V quelques études sur les lentilles de révolution,
qui confirment des résultats obtenus par ailleurs. M’étant volontairement
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limité, en effet, aux lentilles non saturées j’ai pu retrouver, avec quelques
précisions complémentaires, ce que donnaient soit le calcul, soit les réseaux
de résistances. Il y a également dans ce chapitre un début d’étude des lentil-
les cylindriques non saturées : la mesure du champ permet en particulier
de vérifier avec une bonne précision une formule qui peut s’obtenir par un
calcul direct rigoureux.

Les conversations que j’ai eu avec M. le Doyen E. DURAND m’ont beau-
coup éclairé; son sens de la rigueur m’a été d’un grand secours et je l’en
remercie bien respectueusement. J’ai puisé constamment dans son ouvrage
d’Electrostatique et Magnétostatique pour beaucoup de calculs.

Tout le personnel de l’atelier du Laboratoire d’Optique Electronique de
Toulouse a bien contribué à la réalisation du montage dont la plupart des
conceptions mécaniques sont dues à M. Fabre. M. Do a fait tous les dessins
qu’on verra plus loin et M. Sirven a assumé une lourde tâche de préparation
matérielle rapide. Les bobines exploratrices de la méthode de mesure sont
dues à l’habileté manuelle de M. Durrieu.

J’exprime à tous mes remerciements les plus sincères. Mais les plus
respectueusement affectueux vont à M. Dupouy qui m’a demandé d’entre-
prendre ce travail et à M. FERT; il a eu l’idée de la bobine longue pour la
mesure directe de l’induction et il n’a cessé de me guider, de me conseiller
dans tous les domaines.

Je les remercie surtout pour les encouragements qu’ils m’ont donnés.
en un moment difficile survenu au milieu de cette étude.



CHAPITRE PREMIER.

GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTHODE DE MESURE

1. . - Position et nature du problème.

1. La figure 1 représente la coupe d’une lentille magnétique par un plan
médian.

FrG. 1.

Les parties hachurées sont en fer doux. Le champ magnétique qui foca-
lise les électrons est localisé entre les pièces polaires P, dans la région
entourée d’un pointillé.
- Dans les systèmes .de le trou T a comme section droite

un cercle de diamètre D et d’axe Oz : : le champ a la symétrie de révolution
autour de O’z.
- Dans les lentilles cylindriques, la section droite de T est une sorte

de fente, parallèle à Oy, et de largeur D petite par rapport à sa longueur :
au voisinage de Oz, le champ est indépendant de y.

Les propriétés optiques du premier ordre ainsi que les aberrations chro-
matiques de ces deux types de lentilles peuvent être calculées si on connaît
la répartition de l’induction magnétique B sur l’axe Oz. Pour calculer les
aberrations géométriques du troisième ordre, il faut connaître en plus les
deux premières dérivées B’ = dB/dz et B" = ,Ql2B/dz2.

D’où le problème : déterminer les trois fonctions B (z), B’ (z) et B" (z). .
Les méthodes de calcul numérique par itérations successives permettent

le calcul de B dans tout l’espace. Mais elles sont longues et, si on ne désire



que le champ sur l’axe, disproportionnées au but à atteindre. En outre, elles
n’ont été appliquées jusqu’ici de façon correcte que lorsque la perméabilité
du fer peut être considérée comme infinie.

Reste la mesure directe. Il faut alors introduire dans le trou T un corps
d’épreuve sur lequel le champ manifestera sa présence par des effets obser-
vables (polarisation rotatoire de la lumière, force magnétique, f.é.m. induite,
effet Hall, résonance nucléaire, déviation de particules chargées,...). L’em-
ploi d’un modèle agrandi permet d’accéder plus facilement à la région
voisine de l’entrefer E, mais il faut construire exprès ce modèle de lentille
à grande échelle.

2. - On évite ces inconvénients en effectuant la mesure sur la lentille

elle-même, sur un modèle réel faisant ou pouvant faire partie d’un instru-
ment d’optique. Mais on rencontre alors des difficultés d’un autre ordre,
liées aux dimensions extrêmement réduites du volume dans lequel règne le

champ.
Fixons les idées par quelques nombres. J’emprunte l’exemple suivant

à Liebmann (1951). Soit une lentille de révolution non saturée (perméabilité
du fer pratiquement infinie) dans laquelle la longueur S de l’entrefer est
égale à 0,6 fois le diamètre D du trou percé dans les pièces polaires : si

R = D/2 désigne le rayon du trou T et Bo l’induction maximum au centre
de l’entrefer, les valeurs maxima des fonctions B’ et B" ont pour ordre de

grandeur

Considérons alors un objectif de microscope électronique courant, pour
lequel D = 3 mm : l’induction Bo peut atteindre 8 000 gauss sans qu’il y ait
de saturation sensible du fer. Les valeurs maxima de B’ et B" sont voisines

de 3 500 gauss/mm et - 5 000 gauss/mm/mm.
Imaginons que la grandeur mesurée soit le flux à travers une bobine

exploratrice d’axe Oz [3]. On veut la fonction B (z), c’est-à-dire le champ
en chaque point de l’axe : quelles devront être les dimensions de la bobine
à ne pas dépasser pour atteindre une précision fixée d’avance? Cherchons
les ordres de grandeur dans les deux cas extrêmes d’une bobine de diamètre
infiniment petit (portion de l’axe Oz et de longueur 2 1) , et d’une bobine

infiniment plate (spire circulaire de surface S = ~ ~a2 ) ( f ig. 2).
La mesure du flux ne permet d’atteindre que les valeurs moyennes

Dans l’exemple ci-dessus, les erreurs relatives e = (B - B ) /B dues aux



dimensions finies des bobines ont pour valeur au centre du champ

Faisons D = 2 R = 3 mm , e C 1 %. On trouve :

FIG. 2.

3. - Nous proposons une méthode d’induction qui repose sur les deux
idées directrices suivantes :

a) Les dimensions finies 1 et a des deux bobines idéales considérées ci-

dessus, introduisent dans la mesure du champ en un point des erreurs rela-
tives e de signes contraires.

On conçoit que dans une bobine réelle, qui n’est ni infiniment mince,
ni infiniment plate, les effets du diamètre 2a et de la longueur 21 sur
l’erreur s puissent s’opposer. En fait, un choix convenable du rapport a/1
(Chapitre II) rend le flux proportionnel à B (z), au quatrième ordre près.

On peut alors donner au bobinage un volume suffisant, de l’ordre de 
’

quelques mm3, ce qui fa.cilite la construction et augmente simultanément
la sensibilité et la précision de la mesure en un point.

b) Par hypothèse, le flux 03A6 qui traverse la bobine exploratrice est très
petit. Imposons lui une variation périodique dans le temps : on obtient une
f.é.m. induite alternative g = - facile à amplifier. Son amplitude,
directement reliée au champ à mesurer, est d’autant plus grande que la

fréquence de variation du flux est plus élevée : d’où une sensibilité accrue
et une grande souplesse d’utilisation.

2. - La méthode de mesure.

1 ° Caractéristiques. - Nous utilisons la loi de l’induction électromagné.-
tique. Pour obtenir une variation périodique du flux, l’emploi d’une bobine
exploratrice fixe dans une induction variable, la lentille étant alimentée en
courant alternatif, ne peut être retenu : l’expérience montre que les courants
induits dans les pièces polaires modifient la répartition du champ. Il faut



se placer dans les conditions de l’emploi normal de la lentille et utiliser

un circuit induit mnbile dans une induction constante.

Voici les trois caractéristiques originales de la méthode.

a) La f.é.m. alternative est produite en imprimant à la bobine explora-
trice une vibration de petite amplitude parallèle à Oz.

b) ) Suivant la forme de cette bobine, on peut mesurer directement l’induc-
tion B (z) ou les dérivées B’ (z) ) et B" (z ) avec la même précision.

c) L’amplitude de la force. électromotrice est proportionnelle à B (z ) ,
B’ (z) ou B" (z) en un point, au 4e ordre près, malgré les dime,nsions f inies .

de la bobine exploratrice.

2° Principe.

a ) ) Supposons qu’une bobine exploratrice de surface S, dont l’axe coïncide
avec Oz, oscille parallèlement à cet axe d’un mouvement sinusoïdal d’ampli-
tude Z petite et de pulsation U~. Il apparaît dans la bobine une force électro-
motrice induite de même fréquence.

Si les dimensions de la bobine et l’amplitude de vibration sont très

petites devant l’étendue du champ étudié, cette force électromotrice a pour
amplitude S ~ Z. B’ (z). Elle est proportionnelle à la dérivée première
B’ == dB/dz de l’induction au point 03A9 de Oz où se trouve la bobine.

b) Au lieu d’une microbobine, considérons un solénoïde de très petit
rayon, dont l’axe coïncide avec Oz, et qui s’étend de - oc jusqu’à un point
Q d’abscisse z. Soient S la section, n le nombre de spires par unité de lon-

gueur de ce solénoïde.

D’après ce qui précède et dans les mêmes conditions, l’amplitude de la
force électromotrice induite a pour valeur

Elle est prohorfionnelle à l’induction au point Q.

Voici une démonstration élégante de ce résultat, que nous a indiqué
M. Drpory. On se reportera à la figure 32 du chapitre IV, où le même raison-
nement est utilisé pour un but un peu différent. Les dessins (1 ) et (2) sur
cette figure représentent la bobine aux deux extrémités d’une oscillation.

A toute la région située à droite de PP’ correspond le même flux : si l’ampli-
tude Z des vibrations est très petite, la variation de flux correspondant à
une demi-période S t = T/2 = 7r/~ est ~~ = 2Z nS B (z).

Elle est la même que si on avait amené, de l’infini jusqu’au point d’abscisse
z, une petite bobine à une seule couche de n spires par unité de longueur, de



même section que le solénoïde et de longueur 2 Z. La force électromotrice
sinusoïdale induite pendant une demi-période a donc pour valeur moyenne

et pour amplitude n S o ZB (z), valeur calculée ci-dessus.
. c) Enfin, si nous associons de part et d’autre du point 0 d’abscisse z

deux bobines identiques à celle définie en (a), distantes de dz, montées en
opposition, il existe aux bornes de l’ensemble une différence de potentiel
d’amplitude

Elle est proportionnelle à la dérivée seconde B" = d2B/dz2 de l’induction au
point Q.

d) Les résultats précédents ne seraient valables en toute rigueur que 
., ’

pour des bobines et une amplitude de vibration infiniment petites. Mais nous
avons indiqué ci-dessus et nous montrerons au chapitre suivant qu’il est

possible de compenser partiellement l’influence des dimensions finies des
bobines. On peut donc les construire assez grandes et le gain de sensibilité
qui en résulte permet de réduire l’amplitude des vibrations jusqu’à ce que
la valeur finie de celle-ci n’intervienne plus.



CALCUL ET RÉALISATION DES BO~BINES EXPLORATRICES

Pour toute mesure de champ magnétique utilisant soit les phénomènes
d’induction soit les phénomènes électrodynamiques, la grandeur physique
fondamentale est le flux m à travers une bobine exploratrice, ou bien la
dérivée suivant une certaine direction z.

Donnons quelques précisions à ce sujet.
- Dans une méthode d’induction, on mesure soit m [3], soit la f.é.m.

induite 8 = - 
Dans notre méthode, par exemple, nous imposons aux bobines une

vibration de pulsation « et d’amplitude Z très petite : les harmoniques de la
force électromotrice 8 ont des amplitudes négligeables devant celle du terme
fondamental qui a pour valeur

- Dans une métho~de électrodynamique, on mesure la composante Fr
de la force que le champ exerce sur la bobine, parcourue par un courant 1

continu ( [ 12 ] , [ 6, a]) ) ou alternatif [2, a] .

Dans la première partie de ce chapitre nous allons démontrer que, quelles
que soient les symétries du champ à mesurer, il est toujours possible de
concevoir des bobinages tels que m ou ~’z soient proportionnels à B (ou à
ses dérivées) en un point, au quatrième ordre près. Ce résultat intéressant,

lié au fait que dans le vide l’induction B satisfait à l’équation de Lapla,ce

AB = 0, nous fournira des règles pratiques pour la construction des bobines.
Dans la seconde partie, nous traiterons de façon complète le cas des

bobines à symétrie de révolution. Elles ont les symétries requises par l’étude
générale de la première partie et ce sont les plus faciles à réaliser. En outre,
avec elles, le calcul des termes d’ordre supérieur au deuxième dans l’expres-
sion du flux n’est pas très compliqué : on peut faire une estimation de
l’erreur de mesure due aux dimensions finies du bobinage.

A. - ÉTUDE GÉNÉRALE

1. . - Expression du flux d’induction 4S dans une bobine de volume fini.
Conditions pour que 4l soit proportionnel à B en un point.

1 ° Considérons une bobine, de forme a priori quelconque, occupant un
volume v fini ( f ig. 3).



-

Plongeons cette bobine dans un milieu oÙ l’induction magnétique est B,
-

dérivant du potentiel vecteur A. Soit (C) une spire de la bobine; le flux

FIG. 3.

à travers cette spire a pour valeur

Isolons par la pensée tout un tube de spires, de section droite du, entourant
C. Si n2, supposé constant dans tout le volume, est le nombre de spires par
unité de surface de la section droite, le flux à travers ce tube est

Pour avoir le flux total à travers la ’bobine, il faut faire la somme de

toutes ces quantités, étendue à tous les tubes (C) en lesquels on peut décom-
-

poser le volume (v) . Or, si l’on désigne par 03BB un vecteur unitaire tangent à
-

dl, on voit sur la figure que .

. 

de sorte que le flux a pour expression générale

2° Nous allons développer ~ en série et l’exprimer en fonction de B et
de ses dérivées partielles en un point 0 que nous choisissons, arbitrairement
à l’intérieur de la bobine, comme origine d’un système de coordonnées carté-

siennes x, y, z.



Substituons dans (4) le développement en série de 

On voit apparaître les tenseurs

Comme h est tangent aux spires et que div h = 0, on peut démontrer
( [5, a] ) que

soit

d’où

Supposons les spires planes, perpendiculaires à l’axe Ox3 = Oz : :

On tire alors de (7) les égalités suivantes

Elles permettent de simplifier beaucoup le développement complet de (8)
qui est assez long : en effet les produits contractés et 

comprennent respectivement 2 et 54 termes. Compte tenu de (9) et de

~, A2 -~~ ~A1= B3, on obtient

Pour que m soit proportionnel à Bs = Bz au point 0 au 4e ordre près,
il faut :

1. que t 2~ 112 = t ~. 113 = t 1, 3?3 = 0, c’est-à-dire que la bobine soit symétrique
par rapport aux plans de coordonnées.

2. que le 2e terme de (10) soit nul : c’est possible, puisque B satisfait
ci’ l’équation ~de Laplace, en imposant les conditions générales.

(1) On fait usage de la règle de sommation sur les indices muets avec les conventions
xu ~ x, y, z; au - aiaxu.



Ces deux égalités expriment, comme nous allons le montrer au paragra-
phe suivant :

a) que Oz doit être un axe de symétrie ~d’ordre 4,
b) qu’il faut respecter une règle pratique de construction, lorsque la

forme de la bobine a été choisie.

REMARQUES. - a) Si le bobinage ne comporte qu’une seule nappe de
spires, on le décompose en bandes de largeur ds contenant n,ds spires

( f ig. 4) : : on a alors ds . dl = h .dS et le flux a pour expression

FIG. 4.

Le raisonnement ci-dessus reste valable, à condition de remplacer n2
par n (nombre de spires par unité de longueur) et de poser

S étant la surface couverte par les spires.
,b ) Nous avons supposé que n est assez grand, c’est-à-dire que le fil

utilisé est assez fin, à l’échelle du bobinage réalisé, pour que l’hypothèse de
continuité qu’impliquent ces calculs soit pratiquement satisfaite. Nous

admettrons qu’il en est ainsi dans toute la suite.

2. - Interprétation physique du résultat précédent.
Modes d’utilisation de la bobine correspondante. Exemple.

1 ° Cherchons la signification des conditions (11 ) . Pour cela introduisons

les coordonnées cylindriques r, cp, Z (r == :f + y) et revenons à la définition

(6).
L’égalité - f" = t peut s’écrire

Elle signifie que Oz doit être un axe de symétrie d’ordre 4.



La deuxième égalité (11), compte tenu de la première, peut se mettre sous
la forme

Elle signifie qu’il faut proportionner de façon convenable les dimensions
du bobinage parallèlement et perpendiculairement à l’axe Oz ; quand on a
choisi la forme de la bobine, elle fixe une r,ègle de construction. Nous en
donnerons un exemple ci-dessous.

Lorsque la condition (15) est satisfaite.

~a constante k ayant pour valeur

~° Dans la seconde partie de ce chapitre, nous montrerons que la for-
mule (16) fournit une excellente approximation pour la valeur de ~. Consi-
dérons alors une bobine telle qu’il en soit ainsi et voyons comment on peut
l’utiliser.

a) Bobine fixe. Mesure d’une force électromotrice induite. La bobine
étant reliée à un fluxmètre ou a un galvanomètre balistique, inversons le

courant dans la bobine excitatrice de l’électroaimant créant le champ : la
déviation de l’appareil de mesure est proportionnelle à la composante Bz de
l’induction au point 0.

b) ) Bobine vibrante. Mesure d’une force électromotrice induite. Impri-
mons à la bobine une vibration de très petite amplitude parallèle à une
direction donnée OÀ : la f.é.m. induite est proportionnelle à la dérivée

première a au point 0. On peut ainsi mesurer par exemple la dérivée
B’(z) de l’induction sur l’axe d’une lentille électronique avec une bonne
précision, ou bien encore les dérivées ~ I ~x~ ~ B~ / ~y intéressantes à con-

naître dans l’étude des champs magnétiques déflecteurs (spectrographes de
masse, accélérateurs de particules) et des lentilles à focalisation forte.

c) Bobine parcourue par un courant. Mesure d’une force. Faisons cir-
culer dans la bobine un courant électrique (continu ou alternatif) : la com-
posante F~ de a force qu’elle subit suivant une direction OÀ est propor-

tionnelle à la dérivée première ~Bz ~03BB au point O. Les utilisations possibles
sont les mêmes que ci-dessus.

3° Exemple. Bobines de révolution. [À X r] z = - r.
On peut effectuer l’intégration sur la variable (p. Désignons par Q la sec-

tion du bobinage par un demi-plan méridien issu de Oz, et par N = n:2 Q le



nombre total de spires. La constante de proportionnalité k s’écrit

en désignant par

la valeur moyenne de la surf,ace des spires pour toute la bobine. La condi-
tion (15) devient

Montrons, sur un exemple simple, que cette condition fixe une règle de
construction pratique de la bobine. Supposons que le bobinage soit fait dans
une gorge à section u rectangulaire, de longueur 2 l, et que son rayon inté-
rieur soit négligeable devant son rayon extérieur R ( f ig. 5). On trouve

FIG. 5.

aisément d’après (20) qu’il faut proportionner la longueur et le diamètre
de façon que

Si la bobine est ainsi construite, le flux a pour valeur, d’après (16) et (18)

Nous verrons, dans la deuxième partie du chapitre, que cette formule
correspond à une très bonne approximation.

3. - Cas où la bobine s’étend à l’infini dans une direction. - Mesure de Bz.

1° Quand nous avons indiqué le principe de notre méthode de mesure,
au chapitre I, nous avons montré ,qu’il est théoriquement posssible d’obtenir



une f.é.m. alternative proportionnelle à l’induction Bz en un point il de
l’axe d’une lentille de la façon suivante.

On considère un solénoïde de rayon infiniment petit, confondu avec
l’axe Oz, et s’étendant depuis le point il jusqu’à ± 00 c’est-.à-dire pratique-
ment jusqu’à une région où le champ magnétique de la lentille est négli-
geable. Si on impose à ce solénoïde une vibration de très petite amplitude
parallèle à Oz, la force électromotrice induite est proportionnelle à l’induc-
tion au point n.

Mais pratiquement une telle bobine longue ne peut être infiniment

mince : son épaisseur, obligatoirement finie, introduira donc toujours une
erreur sur la mesure, puisqu’il ne peut être ,question ici de proportionner
cette épaisseur à la longueur, théoriquement infinie.

Durandeau a montré [6, a], dans le cas des champs de révolution, qu’on
peut cependant rendre la grandeur mesurée proportionnelle à Bz en un

point, au quatrième ordre près, en utilisant non pas un mais deux solé-
noïdes, connectés en série et convenablement décalés le long de Oz.

Nous allons reprendre cette étude sous une forme générale, indépen-
damment des symétries du champ et de la forme des bobines.

2° Considérons une bobine analogue à celle représentée sur la figure 6.
Elle peut n’avoir qu’une seule couche de spires; mais on peut aussi admet-
tre qu’elle en ait plusieurs et ,que sa section S par un plan perpendiculaire
à Oz ait une valeur finie. Pour la commodité du dessin nous avons représenté
une bobine à symétrie de révolution, mais ce n’est pas obligatoire pour la
suite : la section S peut avoir une forme a priori quelconque, et la bobine
est plongée dans un champ quelconque,

FIG. 6.

Nous supposons que la section S est indépendante de z (2) et que la

grandeur mesurée est proportionnelle à ~03A6 / az (sonde vibrante ou méthode

(2) Nous étudierons au chapitre III l’influence d’une petite variation de S avec z et
nous verrons qu’elle est négligeable dans tous les cas pratiques. si la bobine est bien
construite,



électrodynamique ) . D’après l’expression générale (4) du flux on obtient, en
dérivant sous le signe somme

puisque par hypothèse A = 0 à l’infini.
On peut alors recommencer sur (23) un calcul tout à fait analogue à

celui du § 1 ci-dessus. On substitue dans cette formule le développement

de A en série de Taylor autour du point 03A9, dans le plan d’abscisse z = l, .

parallèle à :r0z/ : : (la sommation ne porte plus que sur les indices 1 et 2).

- -»

Compte tenu de (7 ) , avec t"> ..>... q = lU, 3>’>...q = 0, et de 15 - rot A on obtient:

On ne peut annuler les termes du second ordre ,qu’en f aisant t = 0

et - t’’~" - t 
~’’~~ 

= 0 : la première de ces conditions impose une symétrie
par rapport aux plans zOx et mais les deux autres conduisent à une

bobine infiniment mince. Cela provient du fait que dans (26) ne figure pas
la dérivée partielle ~ ~3 B3 : on la fait réapparaître en associant, de part et
d’autre d’un même point 0, deux bobines analogues à la précédente, montées
en série et convenablement décalées le long de Oz. Ces deux bobines peuvent
être identiques (Durandeau) ; dans notre méthode, des raisons techniques
(commodité, difficulté d’imprimer des vibrations longitudinales à une tige
trop longue), nous ont conduit à utiliser deux solénoïdes bobinés l’un sur
l’autre : ils sont très peu différents, mais non identiques (voir fig. 8).

Nous ferons le calcul dans le cas général ( f ig. 7).

7.



Comme ci-dessus (§ 2) nous sommes amenés à poser que zOx et !/0z
sont plans de symétrie (t Q’"" - 0 ) et que Oz est un axe de symétrie d’ordre
4 (- f’ g" - t 

~’’q2 

). Dans ces hypothèses, ajoutons les relatifs aux

deux bobines, après avoir substitué dans (26) les développements

On obtient, en désignant par et les grandeurs (25)

correspondant aux sections Si et S2 de la f)gure 7.

a) Si le point 0 est défini par

le terme du premier ordre (en ~ Bz/ àz ) est nul. Ainsi la somme des

~~h ~ ~ ,z pour l’ensemble des deux bobines est proportionnelle à l’induction au
point 0 que nous venons de définir, aux termes du 2e ordre près, comme
c’était le cas pour la bobine unique de la figure 6 [formule (26)].

b ) Mais avec deux bobines nous pouvons en outre annuler les termes

du 2~ ordre. En effet, puisque B satisfait à l’équation de Laplace, il suffit

d’imposer la condition.

c) Il subsiste alors un terme du troisième ordre égal à

Il s’annule lorsque les deux bobines sont rigoureusemert identiques (Duran-
deau), et reste petit si les deux bobinages sont peu différents.

3° Cas particuliers. - Exemples.

a) Bobines identiques. La condition (~9) conduit à 11= l2 = 1 : le point 0
est à égale distance de S~1 et de ~2. La condition (30 ) devient f~’"~ = IQ /’".
Avec les coordonnées cylindriques r, 03C6, z, et la définition (25), elle s’écrit



Cette expression que l’on comparera à (15), permet de calculer la distance
21 dont il faut décaler les deux bobinages.

Lorsque (31 ) est satisfaite, on a, avec une bonne approximation

~03A6 ~z = K. (Bz)o + termes du 4e ordre, (32) %

la constante K ayant pour valeur

Si les bobinages ont la symétrie de révolution, leurs rayons intérieur et
extérieur étant respectivement ri et re, (31 ) s’écrit

Pratiquement les bobines ne sont pas infiniment longues. Soit L leur

longueur commune, finie. Si on remarque que chacune d’elles possède
N = /~ L spires, on obtient pour la constante de proportionnalité
K .

en désignant par

la valeur moyenne de la surfac) des spires étendue à l’épaisseur du bobinage.
N/L est le nombre total de spires par unité de longueur.

b) ) Bobines d une seule couche. On peut recommencer les calculs à partir
de l’expression (12) de 03A6 (remarque a du § 1 ) . Tous les résultats ci-dessus
restent valables à condition de remplacer n2 par n et de poser

C désignant la spire terminale de l’une ou de l’autre des deux bobines, à l’ex-
-

trémité où B # 0.

c) Exemples. l. Deux solénoïdes à une se.ule couche de spires de rayon r
décalés de 21 (Durandeau). D’après la remarque ci-dessus la condition (31 )

- -

s’écrit avec [h x r]z = - r, dl = rd03C6
- - -. , . -

soit

Ainsi, quel que soit le champ à mesurer, même s’il n’a pas la symétrie de
révolution, il faut décaler les bobinages d’une longueur égale à leur rayon.



2. - Imaginons maintenant que l’on bobine l’un sur l’autre deux solénoï-
des 1 et II de rayons rl == r et r2 = r + e (s « r). C’est ainsi que sont cons-
truites les bobines que nous utilisons dans notre méthode de mesure (fig. 8).

FIG. 8.

D’après (37) on peut calculer les grandeurs t1 u, v zl~... q et v ta... q

relatives aux spires terminales C1 et C2 (dl1 = r1 dcp, dl2 = r2 dcp). . La condi-
tion (29 ) donne alors

compte tenu de quoi on tire de (30)

Ainsi le décalage entre les deux bobinages doit être égal à leur rayon
moyen (rI + r 2) 12. Si cette règle de construction est respectée, ~ ~/ ~z est
proportionnel à Bz en un point 0 très voisin du milieu de 0102.

Il subsiste un terme du 3e ordre dont on peut calculer la valeur en utili-
sant l’expression générale que nous en avons donné plus haut, et en tenant
compte de (40) et (41 ) . On obtient

valeur en général tout à fait négligeable, en raison de la petitesse de c. Nous
donnerons plus loin une évaluation de l’erreur correspondante dans un cas
réel.

Dans les deux exemples envisagés ci-dessus la constante de proportion-
nalité K [formule (35 ) ] a pour valeur 

4. - Cas de deux bobines de volum.e fini, identiques., montées en opposition.
1. Avec deux bobines identiques, infiniment petites, distantes de dz

sur leur axe commun Oz et vibrant parallèlement à cet axe d’un mouvement
sinusoïdal de très petite amplitude, la f.é.m. induite est proportionnelle à la



dérivée seconde ~ :2BzI ~z2 au point 0 où se trouve l’ensemble des deux bobi-
nes ; le flux m est proportionnel à ~ au m,’ême point.

Mais les bobines réelles ont forcément un volume fini ; deux bobines iden-

tiques ne peuvent être séparées que par une longueur finie. Nous allons cher-
cher, en nous guidant sur les calculs du § 1, quelles sont les conditions à
satisfaire pour que la différence ~2 - des flux d’induction dans les

deux bobines soit proportionnelle à ~ en un point, au 4e ordre près.
2. Considérons l’ensemble des deux bobines représenté schématiquement

sur la figure 9. A priori, la forme de ces deux bobines n’est pas imposée, et
elles n’ont pas forcément la symétrie de révolution indiquée.

1?iG. 9. 
’

Le flux dans chacune de ces bobines est donné par une expression ana-

logue à (10), les valeurs de Bz et de ses dérivés étant prises aux points 01 ou
On voit donc déjà que pour annuler les termes du 2e ordre il faudra faire

t"tU 0 et - f- = c’est-à-dire que chacune des deux

bobines aura les mêmes éléments de symétrie que la bobine unique considé-
rée au §1 (Plan zOx, y0z et plans perpendiculaires à Oz en 01 et ~2; Oz
axe de symétrie d’ordre 4). Supposons qu’il en soit ainsi :

Substituons dans (42) les développements

(Signe + pour ’02 et signe - pour nj, faisons la différence des flux. On
obtient

+ termes du 4~ ordre +.... j . .



On voit qu’il est possible d’annuler les termes du 2e ordre, puisque B
satisfait à l’équation de Laplace, en imposant la condition

3. Dans les formules ci-dessus, les grandeurs t~l, v w ... q sont définies

par (6), les Xu ayant comme origine le point S~1 ou ~2, et l’intégrale étant
étendue au volume v d’une seule des deux bobines. Avec cette définition et
en utilisant les coordonnées cylindriques, (45 ) s’écrit

Lorsqu’on a choisi la forme des bobines, cette expression fixe une règle
pratique die construction. Nous en donnons un exemple ci-dessous :

Supposons cette condition (46) satisfaite; on a alors

la constante k étant définie par (17). Nous verrons, dans la deuxième partie
de ce chapitre, que cette formule correspond à une très bonne approxi-
mation.

Ainsi, l’ensemble des deux bobines permet de mesurer avec précision la
dérivée première ~ Bz/ àz au point 0, si on l’utilise avec un fluxmètre ou un
galvanomètre balistique. Si on fait vibrer les bobines parallèlement à Oz
d’un mouvement sinusoïdal de très petite amplitude, la f.é.m. induite est

proportionnelle à la dérivée seconde à 2B=/ l’ Z2 au point 0 : c’est ainsi que
nous utilisons les bobines pour mesurer directement sur l’axe des len-
tilles électroniques magnétiques. D’après ce que nous avons dit au début du
chapitre, on voit qu’il serait possible, si la sensibilité était suffisante, d’obte-
nir B"z(z) en fasant circuler un courant dans le bobinage et en mesurant la
composante Fz de la force électrodynamique. On peut envisager d’utiliser
autrement l’ensemble des deux bobines étudié ci-dessus. Imaginons qu’on le
fasse vibrer parallèlement à Ox ou Oy (ou bien qu’on détermine les compo-
santes Fil: ou Fy de la force électrodynamique) : les grandeurs mesurées sont
alors proportionnelles aux dérivées secondes ~2 Bz 1 aw ax ou ~2 Hz 1 Fy àz
lesquelles peuvent être intéressantes à connaître dans certains dispositifs
particuliers.

4. Exemple. Bobines de révolution. [03BB X z 
= - r.

La constante k est donnée par (18) (§ 2 ) et la condition (46) s’écrit

a désignant la section de l’un des bobinages par un demi-plan méridien
issu de Oz. Cette formule permet un calcul pratique du bobinage. Mon-
trons-le sur l’exemple simple des bobines que nous utilisons dans notre



méthode de mesure. La section eT est un rectangle de largeur 21; le rayon

intérieur et négligeable devant le rayon extérieur R (fig. 9). On trouve aisé-

ment, d’après (48) qu’il faut proportionner les dimensions h, 1 et R de façon

que

Nous avons adopté, pour des raisons de commodité, h = 21. On tire

alors de (49),R/l = 10/3 = 3,33.
Si les bobines sont ainsi construites, le flux a pour valeur, d’après (47)

et (18)

Nous montrerons, dans la deuxième partie de ce chapitre, que cette for-
mule correspond à une très bonne approximation.

5. - Tableau résumant les principaux résultats.

Dans le tableau 1 ci-dessous, sont indiqués les principaux résultats de
l’étude précédente. Nous nous sommes limités aux bobinages à symétrie de
révolution. Le cadre représenté à la dernière ligne est étudié à l’Appendice I.
Pour chaque type de bobinage, dont un exemple est figuré dans la colonne
de gauche, est donnée la condition générale à satisfaire pour que le flux (ou
ses dérivées partielles ) soit proportionnel à l’une des composantes de l’induc-
tion (ou à ses dérivées partielles), en un point et au quatrième ordre près.
On donne également la valeur du coefficient de proportionnalité entre ces

grandeurs. Le tout est illustré par les exemples correspondant aux bobina-

ges effectivement réalisés pour les méthodes de mesure utilisées au Labora-

toire de Toulouse.

La proportionnalité entre le flux et l’induction (ou entre leurs dérivées)
n’est pas rigoureuse. Il subsiste une erreur du quatrième ordre, due aux
dimensions finies des bobinages, et dont il est bon de connaître l’ordre de

grandeur. Nous le calculerons ci-dessous, dans l’étude complète des bobines
a symétrie de révolution, que nous allons maintenant aborder.

B. - BOBINES A SYMÉTRIE DE RÉVOLUTION

1. . - Expression générale du flux - Théorème.

1. Nous allons démontrer le théorème suivant :

« Le flux m d’une induction magnétique B quelconque à travers une
bobine à symétrie de révolution s’exprime, en fonction de la composante de

B sur l’axe de la bobine, comme si le champ était de révolution autour de cet
axe. »



- Tableau 1



Partons de l’expression (4) démontrée au début du chapitre.

Utilisons un système de coordonnées cylindriques r, cp, z, l’axe Oz coïn-

cidant avec l’axe de révolution de la bobine

Substituons dans (4)

u désigne la section du bobinage par un demi-plan méridien issu de Oz : :
du = ,dr dz.

. 
Nous démontrons dans l’Appendice II que la dernière intégrale est égale

u 2~r A~ (r, z), AR (r, z) étant le potentiel vecteur ~du champ ,de révo~Lu-

lion autour àie Où qui aurait même répartition sur cet axe que le champ

quelconque donné.
D’où

C’est bien le résultat annoncé, car (52) n’est pas autre chose que le flux

du champ de révolution ci-dessus.
2. ,Substituons dans cette formule le développement classique

dans leq uel on remplace B 0 z ( d dz R Bz 0 z .., ar leur développement
en série de Taylor

On obtient

Dans la première partie du chapitre, nous avons montré que la bobine
doit posséder un plan de symétrie perpendiculaire à Oz. Dans cette hypo-
thèse, l’intégrale n’est différente de zéro que pour les valeurs paires de n.
Il est alors intéressant de faire apparaître les coefficients des dérivées suc-



cessives paires de Bz à l’origine. Pour cela, posons

Nous remarquons que pour chaque valeur de p = 0, 1, 2, 3... et de n = 0,2,
4, 6..., m ne peut prendre que les valeurs m = 1, 2, 3... p + 1. Dans ces con-

ditions, la substitution de (56) dans (55) donne

Cette expression fournit la formule (18) donnant le coefficient de ~o
(avec p = 0, m = 1), ainsi que la condition (20) pour annuler ~2 (avec
l; = 1 ; m = 1, m = 2 ) . Mais on peut maintenant calculer les coefficients des
termes d’ordre supérieur, en particulier celui du quatrième ordre qui
devient prépondérant lorsque ~z = 0.

On a alors sensiblement ~ ~: ~4 et l’on peut évaluer l’erreur rela-
tive commise sur la mesure du flux et due aux dimensions du bobinage par

Nous allons en donner un exemple ci-dessous.

2. - Calcul de l’erreur relative due aux dimensions d’une bobine

de volume fini - Exemple.

Calculons le coefficient k4 du terme du 4e ordre. Avec p = 2; m = 1, 2,
2, la formule (59 ) s’écrit

Prenons comme exemple la bobine qui nous sert à mesurer B’ (z), et

qui est représentée schématiquement sur la figure 5. En remarquant que
21Rn2 = N est le nombre total de spires de la bobine, on trouve aisément

d’après (61 )



2. Supposons, comme c’est le cas, que la bobine utilisée satisfasse à la

condition (21), Ril = 2B/5~ / 3 qui annule le terme du deuxième ordre :

N
Comme d’après (22), /Co = ~ on tire de (60)

Dans la bobine que nous avons construite, 1 - 0,4 mm. de sorte que (en
exprimant les longueurs en millimètres)

Si pour obtenir directement B’(z), on mesure non plus le flux mais la

f.é.m. induite dans la bobine vibrante, il faut remplacer dans (63) ou (64),
B(4) /B par B(5) /B/.

Dans les deux cas, l’erreur s est complètement négligeable devant les

autres erreurs expérimentales, comme le montrera l’étude critique de la

méthode que nous ferons au chapitre IV.

3. - Cas d’une bobine infiniment longue dans une direction - Mesure de Bz.

1. Reportons-nous à la figure 6. La bobine étant utilisée soit comme sonde
vibrante soit comme sonde électrodynamique, la grandeur mesurée est pro-
portionnelle 

Dans cette formule (23), démontrée à la première partie du chapitre, S dési-
gne la section du bobinage par un plan perpendiculaire à Oz, et l l’abcisse
de la section terminale.

En coordonnées cylindriques r, cp, z

Tenons compte, comme ci-dessus, du résultat démontré à l’Appendice II :

7B et re désignent les rayons intérieur et extérieur du bobinage.
Si ce dernier ne compte qu’une seule couche de n spires par unité de

longueur, et si C désigne la spire terminale, d’élément de longueur ds, il

faut remplacer (23) par

En coordonnées cylindriques, ds = 



2. Nous avons vu que pour faire la mesure directe de Bz, au 4e ordre près,
en un point, il faut associer en série de part et d’autre de ce point, deux bobi-
nes longues convenablement décalées le long de Oz. Considérons le système
des deux solénoïdes que nous utilisons dans notre méthode, et qui est

représenté schématiquement sur la figure 8. Les abcisses des spires termi-
nales sont + Il et - l2, leurs rayons rl et r2. Substituons dans (66) les déve-
loppements (53 ) et (54) pris respectivement pour r = 7B, l’ = + Il et r = r2,
~ _ - l~. Ajoutons les valeurs correspondantes on obtient

Avec 7-1 = r, r2 = r + s (e « r), on retrouve bien sur (67 ) les conditions (40)
et (41 ) qui annulent les termes du premier ordre et du deuxième ordre.

3. Si ces conditions sont satisfaites, les coefficients de B(3) et B(4) dans le
crochet sont respectivement

~(j)
de sorte que l’erreur relative commise sur la mesure de 2014 et due aux

()~

dimensions du bobinage a pour valeur

Les sondes que nous avons réalisées sur ce principe ont pour rayon
r = 1 mm et r = 0,4 mm. Elles sont bobinées avec du fil de cuivre émaillé
de 0,025 mm de diamètre. Posons s = 0,03 mm et mesurons toutes les

longueurs en mm :

Nous verrons plus loin que cette erreur est négligeable dans la plupart
des cas pratiques.




















































































