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ANNALES
DE LA

FACULTÉ DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE.

POUR LES SCIENCES MATHEMATIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES.

INTRODUCTION 
’

Les opérateurs linéaires, qui font correspondre une fonction analytique à une
fonction analytique et qui sont permutables avec la dérivation ont fait l’objet de
nombreuses études, parmi lesquelles il faut citer en particulier celles de Hilb [4],
von Koch [5], Muggli [6], Monsieur Perron [7], Ritt [10]. Dans ce travail on se propose
de présenter plus simplement certains résultats de Monsieur Sikkema [11], [12], [13],
lorsque les opérateurs sont applicables aux fonctions entières de croissance donnée;
par ailleurs, en complétant sur un point un important article de Valiron [14], on
est conduit à une formule donnant la transformée, par un opérateur donné, d’une
fonction holomorphe dans un cercle centré à l’origine.

Le chapitre II a pour but de montrer que cette formule est vraie pour des opé-
rateurs linéaires d’un type très général; ceux-ci avaient été étudiés par Bourlet [2]
et Pincherle [8], [9], puis par Flamant [3] ; mais cette formule, que nous croyons
nouvelle, conduit à des propriétés topologiques intéressantes de ces opérateurs;
ceci permet en particulier de généraliser un théorème sur la continuité dû à Monsieur
Boas [1] dans le cas des opérateurs permutables avec la dérivation et applicables
aux fonctions de type exponentiel donné. Il faut remarquer aussi que plusieurs
résultats peuvent être étendus aux opérateurs, qui font correspondre une fonction
analytique de p variables à une fonction analytique de n variables.

Dans le chapitre III on considère les opérateurs, qui transforment l’une dans
l’autre deux puissances entières de la dérivation. On s’est attaché en particulier
au problème de l’inversion dans le cas des fonctions entières de croissance donnée
avec un ordre inférieur à 1.

Le chapitre suivant traite des opérateurs satisfaisant à une égalité fonctionnelle,
importante, à savoir ceux qui transforment l’un dans l’autre deux opérateurs connus;
des propriétés des solutions de cette égalité sont indiquées dans le cas où l’on connaît
une solution particulière, surtout si celle-ci admet un inverse unique à droite et
à gauche pour les fonctions considérées; des exemples simples illustrent ces résultats
et permettent de résoudre certaines égalités importantes.
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Une étude plus détaillée d’un cas particulier et des remarques sur les résultats
généraux forment le chapitre V; on considère surtout les opérateurs, qui transforment
en une puissance de la dérivation un opérateur différentiel d’Euler, où les exposants
qui affectent la dérivation sont supérieurs à ceux portant sur le produit par la variable.

Le chapitre VI traite des opérateurs permutables avec certains de ces opérateurs
d’Euler; mais son but principal est d’étudier quelques égalités, où intervient un
opérateur inconnu et qui se déduisent simplement les unes des autres en multipliant
les deux membres de la précédente par une puissance du produit par la variable
ou de la dérivation; on compare les solutions de ces égalités; certaines d’entre elles
peuvent être prévues, mais pour les obtenir toutes il faut le plus souvent refaire
à chaque fois une étude particulière.

Ces résultats sont complétés dans le chapitre VII; on y envisage les opérateurs
permutables avec un opérateur d’Euler, où les sommes des exposants des puissances
de la dérivation et du produit par la variable sont égales. Enfin on généralise la
notion d’opérateurs permutables avec une puissance de la dérivation, introduits
au chapitre III, en cherchant les opérateurs permutables avec un opérateur donné,
lui-même permutable avec la dérivation; ce dernier ne peut être quelconque, si

l’on veut obtenir des conclusions simples.



CHAPITRE 1

OPÉRATEURS PERMUTABLES AVEC LA DÉRIVATION ’

Dans ce qui suit, sauf au chapitre IV, les espaces vectoriels E de fonctions analy-
tiques considérés sont des espaces vectoriels sur le corps K des complexes de fonctions
holomorphes à l’origine; ils sont tels que, si la fonction

appartient à E, il en est de même des sommes partielles

du développement en série entière de f(z) autour de l’origine.
Un opérateur linéaire L sera dit applicable aux fonctions de E, si L applique

l’espace E sur un espace E’ de fonctions holomorphes en un point donné, qui sera
en général l’origine, et si dans un voisinage de ce point on a les égalités

où f (z) et g (z) appartiennent à E et a à K.
Si E est fermé par dérivation, considérons un opérateur linéaire L, permutable

avec la dérivation et appliquant E sur un espace de fonctions holomorphes à l’origine.
On a

où les quantités lq sont constantes (cf. par exemple [1]). Supposons en outre que,
pour toute fonctionnez) de E, L vérifie

en chaque point d’un voisinage d’ de l’origine, d’ pouvant dépendre de f (z); la
fonction

ainsi définie dans d’ doit donc être holomorphe à l’origine pour la suite infinie
considérée.

On se propose de faire l’étude de certains ensembles remarquables de tels

opérateurs.

REMARQUE. - Si j(z) est un polynôme, L ( f ) se met sous la forme ~ 
si zo est une constante et si on pose f (z) = g(z - zo), on a aussi



en particulier on remarque que

sont des polynômes en z et z- zu respectivement, définis par les mêmes coefficients.

l. PRODUIT D’OPÉRATEURS.

Soient a et i deux nombres positifs, finis, non nuls.

THÉORÈME. - Si E est l’espace des fonctions entières de croissance ~, a )( ne
dépassant pas le type i de l’ordre de ~), on a

réciproquement des quantités vérifiant (3) définissent un opérateur L applica.
ble aux fonctions de E, et pour l’une de celles-ci on a

où la série converge absolument en tout point à distance finie et uniformément dans
tout domaine borné.
En effet, si (3) n’est pas vérifiée, on peut extraire de la suite une suite infinie

~1,, ~ 1 de quantités non nulles, telles que

lorsque n -+ oo, ne converge pas à l’origine pour la fonction de E

Supposons donc (3) vérifiée; à une fonction fez) de E on fait correspondre
la fonction

qui appartient également à E. g~n~( (z( ) est le coefficient du terme en (x - )z) !
du développement en série entière de g(x) au voisinage de |z|; la série

converge donc pour toute valeur finie de z ; elle majore la série double (2); celle-ci
converge absolument en tout point à distance finie ; en permutant l’ordre des som-
mations, on obtient la forme (4). La majoration précédente montre de plus que la
série (4) converge uniformément dans tout domaine borné; on peut la dériver terme
à terme; l’opérateur considéré est donc permutable avec la dérivation.



Si on a (1) en chaque point de d’, si petit soit-il, cette égalité a lieu en tout point
à distance finie et la convergence est uniforme dans tout domaine borné.

D’autre part l’étude du cas où f(z) est un polynôme conduit à la remarque
suivante : soit tn(z) la somme partielle de rang n du développement en série entière

de f (z) en Z-Zo autour d’un point donné zo pour démontrer ce théorème, on peut
remplacer la condition (1) par la convergence de L (tn) vers L ( f ) en chaque point
d’un voisinage de zo, lorsque n -+ oo ; l’expression (4) est bien indépendante de

zo.
Si la condition (3) est satisfaite, pour les fonctions de E l’opérateur L est représenté

par la série formelle.

en désignant par D le symbole de la dérivation ; la signification des coefficients ln
montre que cette représentation est unique.

THÉORÈME. - Les opérateurs linéaires, permutables avec D et applicables au.~

fonctions entières de croissance (~, i) forment un domaine d’intégrité pour ~  l. .

Soient L et M deux de ces opérateurs définis par les séries formelles

Le produit de ces séries

est applicable aux fonctions entières de croissance (7, r). Soit en effet a’ la plus
grande des deux quantités

A a tel que

on peut associer un nombre b, tel que l’on ait pour tout n

D’où

Pour une fonction f (z) entière de croissance (7, r) la série double



converge absolument en tout point à distance finie; elle est majorée par la série
obtenue en remplaçant la fonction fez) par la fonction g (z) introduite dans la
démonstration précédente, mq, et z par leur modules: dans cette nouvelle série
on peut regrouper les termes contenant mq en facteur, car ils forment le produit
par Inq d’une somme convergente, qui majore la dérivée d’ordre q de L ( f ). On
a donc

pour toute fonction entière de croissance (r, r); ce produit est commutatif; il n’est
nul que si l’un des opérateurs est nul, c’est-à-dire si l’une des séries formelles est
nulle.

Tout opérateur M de l’anneau considéré est applicable à la fonction

celle-ci est donc entière de croissance (Q, I) car, s’il n’en est pas ainsi, on pourrait
trouver un opérateur M tel que

diverge.
Cette propriété ne peut être étendue au cas où 6 > 1 .
Le produit des séries formelles peut ne pas être applicable à toutes les fonctions

entières de croissance {o~, I) par exemple pour

on a

D’où

et il suffit de choisir a de sorte que cette dernière quantité soit supérieure à (~~)" l~a.
De même L ( f ) n’est plus nécessairement une fonction entière de croissance (~, i).

2. INVERSION DES OPÉRATEURS.

Soient E l’espace des fonctions entières de croissance (y, r) avec u  1 et 2
l’anneau des opérateurs linéaires, permutables avec D et applicables aux fonctions
de E. Un élément L de 2 admet-il dans ~ un inverse à gauche L ? Pour les fonctions
de E l’égalité L L = 1 conduit d’abord à chercher l’inverse de la série formelle



c’est-à-dire à résoudre le système

Si la ~ 0, il reste à montrer que la série formelle ainsi obtenue

appartient à ~.

LEMME. - Si p désigne un nombre positif et la suite des coefficients de la
formule du binôme, on a

En effet soit Q un entier supérieur à 4/p et à 2 ; pour n > 2Q on a

et

les termes de cette dernière somme, en nombre fini, tendent vers 0 lorsque n augmente
indéfiniment.

THÉORÈME. - Les opérateurs linéaires, permutables avec D, qui sont applicables
aux fonctions entières de croissance (d, z) avec Q  1 et dont le premier coef-
ficient n’est pas nul, forment un groupe multiplicatif abélien.

L’opérateur L est .unique ; montrons qu’il est applicable aux fonctions entières
de croissance (Q, i). L’inverse de L/lo est la[ ; on peut donc supposer la =1. Il existe
a  (Qi)-1~~ et b tels que l’on ait

pour tout n. De plus il existe b’ tel que l’on ait



pour q  n; cette inégalité est encore vérifiée pour q = n, si n est supérieur à un
nombre N que nous allons déterminer.

D’après le lemme, on peut trouver N tel que n > N entraîne

On obtient le résultat cherché en prenant

L’inégalité portant sur iq est vérifiée, quel que soit q, et donne

Cette propriété ne peut être étendue au cas où 03C3 = 1, comme on le verra plus
loin.

REMARQUE. - Si la = 0 et si tN est le premier coefficient non nul de L, on a
L = M DN, où M appartient à J~f et admet dans 2/ un inverse unique M, tel que

3. CONSÉQUENCES.
Les notations sont les mêmes qu’au paragraphe précédent et on suppose L

non nul.

l. . Si N = 0, l’opérateur L est à la fois inverse à droite et à gauche de L dans ~,
car ~ est un anneau commutatif.

2. Si fez) est une fonction entière du type i de l’ordre J, il en est de même de

L (f).
L ( f ), nous l’avons dit, est une fonction entière de croissance (~, I) .si L ( f )

n’était pas une fonction entière du type z de l’ordre Q,

serait une fonction entière de croissance (J, z) sans être du type z de l’ordre 6, ce

qui est contraire à l’hypothèse, car f(z) et ses dérivées ont même ordre et même type.
D’une façon générale, si ,f(z) est une fonction entière de croissance (~, i),

L ( f ) et f (z) ont même ordre et même type.

3. . On connaît les solutions entières de croissance (Q, z) de l’équation différentielle,
linéaire, d’ordre infini, à coefficients constants L ( f ) = g (z), où g (z) est une fonction
entière de croissance (J, z).



En effet

ce qui permet de connaître f (z) par N intégrations successives ; la solution est donc
unique si N = 0 (la ~ 0), et si 0 l’équation admet une infinité de solutions

qui ne diffèrent entre elles que par des polynômes de degré N - 1 au plus.
Si 0, remarquons que M est défini par une série formelle en D et que M (g)
est une série de la forme

uniformément convergente dans tout domaine borné; dans un tel domaine on peut
intégrer cette série terme à terme N fois.

4. La ou les solutions entières de croissance (Q, z) de L Cf) = g(z) sont des

fonctions entières de même ordre et de même type que g(z).
Si g(z) est un polynôme, il en est de même de fez); en particulier la solution

générale, entière de croissance (7, r) de l’équation L ( f ) = 0 est un polynôme
arbitraire de degré N - 1 au plus si N 7~ 0 et f (z) = 0 si N = 0.

L’opérateur L applique l’espace des fonctions entières de croissance (u, r)
sur lui-même; cette application est biunivoque si 0.

5. Si on pose

l’équation L ( f ) = g(z) est équivalente au système d’une infinité d’équations linéaires
à une infinité d’inconnues an

Inversement la méthode précédente permet de résoudre un tel système « trian-
gulaire » si

et si on se borne aux solutions telles que

REMA R QUE. - Si l’opérateur



est applicable aux fonctions entières de croissance ( 1 , z), la série

a un rayon de convergence supérieur à T. Soit s, si elle existe, l’une des racines non
nulles de plus petit module de

c’est-à-dire de l’équation caractéristique de l’équation différentielle L ( f ) = 0
Prenons un nombre t tel que

Les résultats précédents sont conservés si E désigne l’espace des fonctions
entières de croissance (1, 1) et J~f l’anneau des opérateurs linéaires, permutables
avec D et applicables aux fonctions de E; car l’existence de l’opérateur L ou M
résulte directement de l’inversion de la série

holomorphe et non nulle dans

Ceci est vrai en particulier dans le cas d’un opérateur L ne comportant qu’un nombre
fini de termes et dans celui d’une équation différentielle, linéaire, d’ordre fini, à
coefficients constants.

4. SYSTÈMES LINÉAIRES ENTRE OPÉRATEURS.

E et S ont, de nouveau, la même signification qu’au § 2.
1. . Résolution de l’égalité linéaire.

où les opérateurs connus A et B appartiennent et où l’opérateur inconnu L
applique E dans lui-même.

Puisque A et B appliquent E sur lui-même, il en est de même de L. On a deux cas
à considérer :

a) Le rang du premier coefficient non nul de B est supérieur ou égal au rang n du
premier coefficient non nul de A. En posant

l’égalité donnée devient



or l’espace des dérivées d’ordre n des fonctions de E est E lui-même; dans E on a donc

en multipliant par l’inverse uniqueÂ’ de A’ dans L’opérateur unique L appartient
à J~; il est aussi solution unique de A L = B si n est nul.

b) Le premier coefficient non nul de B est de rang n - p ( p entier positif ).
En posant B = B"D"-P, on obtient dans E

si on applique les deux membres de cette égalité à une fonction h (z) de E, dont
la dérivée d’ordre p est f (z), on a

soit dans E

L’égalité proposée admet donc une infinité de solutions, pour l’ensemble desquelles
on a les résultats suivants : si f (z) est une fonction de E, on ne connaît que la dérivée
d’ordre p de L (/); si L ( f ) est une fonction donnée de E, on ne connaît que la
dérivée d’ordre p de f (z). Aucun des opérateurs L n’est linéaire dans E.

Si A est nul, l’égalité n’est possible que si B est nul; l’opérateur L est alors
indéterminé.

2. Résolution du système linéaire de q équations à p inconnues.

où les opérateurs connus Ai,j et B~ appartiennent et où les opérateurs inconnus L;
sont linéaires et appliquent E dans lui-même.

Les opérateurs étant supposés linéaires, cette résolution s’effectue comme celle
d’un système linéaire ordinaire à l’aide des déterminants. Il convient cependant
de faire les remarques suivantes, en désignant par A le déterminant principal du
système et par r son rang.

a) Si r = p et si les déterminants caractéristiques sont nuls, on déduit du système
donné des relations de la forme

où les opérateurs A et A; appartiennent à 2. Si le rang n du premier coefficient
non nul de A est inférieur ou égal à celui du premier coefficient non nul de chaque A;,
les opérateurs Lisent uniques et appartiennent à 2. Si cette condition n’est pas
réalisée, le système proposé n’admet aucune solution.

b) Si r  p et si les déterminants caractéristiques sont nuls. il se peut que le

système donné admette une infinité de solutions Li appartenant à 2, par exemple
dans le cas où n est nul; mais dans cette dernière hypothèse ce ne sont pas les seules
solutions, car les inconnues non principales sont arbitraires et n’appartiennent
pas nécessairement à ~f.



5. FONCTIONS HOLOMORPHES DANS UN DOMAINE.

1. LEMME. - Si l’opérateur L applique l’espace E des fonctions holomorphes dans

Izi  R sur un espace de fonctions holomorphes à l’origine, on a

réciproquement des quantités ln vérifiant (3’) définissent un opérateur L applicable
aux fonctions de E, et pour l’une de celles-ci on a

où la série converge absolument dans le domaine d’  R - 1 et uniformément
dans tout domaine contenu avec sa frontière à l’intérieur de d’.
La démonstration est analogue à celle faite au § 1 ; si (3’) n’est pas vérifiée,

il existe au moins une fonction de E, pour laquelle L (sn) ne converge pas à l’origine
lorsque n - ce ; si on a (3’), les inégalités de Cauchy relatives aux dérivées d’une
fonction holomorphe prouvent la convergence en tout point de d’ de la série

qui majore la série double (2). On peut faire ici des remarques analogues à celles
faites au § 1, concernant la convergence de (1); ici la convergence est uniforme dans
tout domaine complètement intérieur à d’ et zo doit se trouver dans d’.

Remarquons que d’ ne peut être remplacé par un autre domaine circulaire |z|  r

avec r > R - 1 pour donner la forme (4’) à L ( f ), quelle que soit /(z) dans E.
En effet soient zo un nombre de module R et to un nombre tel que

f n ! diverge ; ( 03A3 ln vn diverge pour z = zo - to. Puisque toi ( est
n=0 Bn=0 
aussi voisin que l’on veut de l, on peut rendre |z| - (R - /) arbitrairement petit,
en choisissant zo de même argument que to.

2. Fonctions holomorphes dans un domaine.
Soient d un domaine donné, contenant l’origine et a la plus courte distance

de l’origine à un point de la frontière de d; pour un nombre donné l  a il existe

un domaine, intérieur à d, dont tous les points sont à une distance supérieure à l

de la frontière de d; on en considère la composante d’ connexe, contenant l’origine.

THÉORÈME. - Si on a

L est applicable aux fonctions holomorphes dans d; pour une de ces fonctions
on a en tout point à distance finie de d’, où elle est holomorphe,



En effet d’après le lemme la série (2) définit une fonction holomorphe dans un
cercle centré à l’origine et contenu dans d’; dans ce cercle cette fonction peut se
mettre sous la forme (4 "), qui donne son prolongement analytique dans d’; car
la série (4 ") converge absolument en tout point à distance finie de d’ et uniformément
dans tout domaine borné, contenu avec sa frontière à l’intérieur de d’.

Supposons en outre que d est borné et que la frontière C de d se compose d’un
nombre fini de courbes simples, rectifiables. Si u appartient à C,

appartient à l’espace E des fonctions holomorphes dans d;

est définie dans d’ par la série

qui converge absolument en chaque point de d’ et uniformément dans tout domaine d"

complètement intérieur à d’. Si f (z) appartient au sous-espace e de E, dont les éléments
sont continus dans d + C, on a dans d"

où le contour C est décrit de façon à laisser le domaine d à gauche; en permutant
l’ordre des sommations, on obtient dans d" pour toute fonction de e



CHAPITRE II

PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES DES OPÉRATEURS LINÉAIRES

Soit E un espace vectoriel de fonctions holomorphes à l’origine, tel que, si

appartient à E, il en est de même des fonctions sn(z) correspondantes I). Supposons
que l’opérateur linéaire L applique E sur un espace E’ de fonctions analytiques,
holomorphes en un point donné zo et qu’il est soumis à l’hypothèse de continuité

on précisera plus loin comment est prise cette limite. Les fonctions

correspondant à une valeur de m pour laquelle le coefficient arn n’est pas nul, appar-
m

tient à E’, car E contient 1 ; (1) prend la formem.

Il est important de remarquer que l’opérateur L soumis à la condition (1) est
déterminé par les fonctions il faut vérifier de plus que la fonction L ( f ) ainsi
formée est holomorphe en zo. On pose désormais zo = 0, sans diminuer la généralité
des résultats obtenus.

On supposera, dans ce qui suit, les fonctions hm (z) définies, quel que soit m;
il n’en serait pas ainsi par exemple pour un espace E de fonctions paires. Les déve-

loppements des fonctions hm(z) en série entière en z au voisinage de l’origine permet-
tent de construire une matrice infinie, qui définit l’opérateur L à l’aide de (l’) ; ainsi
le coefficient de zq /q ! dans le développement de hm (z) se trouve dans la colonne
de rang m et dans la ligne de rang q de cette matrice. On conviendra dans le cas
d’un espace de fonctions paires de remplacer par 0 les éléments des colonnes arbi-
traires de rang impair de la matrice; cette règle se généralise aisément.

1. FORMULE FONDAMENTALE.

Si l’on suppose que l’on a (1) en chaque. point d’un cercle centré à l’origine,
on a dans ce cercle


