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Contribution à l’analyse statistique
des tableaux de corrélation

par Henri CAUSSINUS

I~NTR~O’D U~CTI~O~N

L’étude des tables de contingence, ou tableaux de corrélation, est l’une
des premières qui ont préoccupé les statisticiens. Cependant, jusqu’à une
période récente, n’avaient été envisagés, à quelques rares exceptions près,
que des tableaux à deux dimensions et, liées à ceux-ci, deux questions : test
de l’hypothèse d’indépendance entre les deux classifications et mesures glo-
bales d’association. Plus récemment, l’on a assisté à une recrudescence de
l’intérêt porté aux tableaux de corrélation; de nouveaux problèmes étaient
examinés; ,c’étaient d’un côté, sous l’impulsion de M. FRÉCHET, les problèmes
d’existence et de construction ,de tableaux à marges fixées ayant certaines
propriétés, d’un autre côté, la comparaison de plusieurs tables de contin-
gences et l’étude voisine des tables à trois dimensions ou plus; les publi-
cations sur ce dernier sujet sont essentiellement d’origine anglo-saxonne et
orientées vers les problèmes d’estimation et de tests.

Toutefois, pour tout ce qui concerne l’étude de la structure d’une table
de contingence, peu de travaux avaient été entrepris. Il nous a semblé utile
de rechercher des méthodes statistiques qui permettraient l’analyse du mode
de corrélation des variables qualitatives. Dans ce but, un premier pas
pouvait consister, lorsque l’hypothèse d’indépendance était inadmissible, à
éprouver des hypothèses plus faibles que cette dernière mais de physionomie
voisine. Ceci nous conduisit à envisager des tables de contingence « volon-
tairement » tronquées; mais cette étude pouvait avoir un intérêt au-delà
de cette question, puisqu’elle était applicable aux tables de contingence
tronquées par la force des choses, soit par accident, soit à cause de la
nature même du problème envisagé. Vu sous ce nouvel aspect, le problème
paraissait d’actualité, il venait de susciter plusieurs publications. Celles-ci ne
traitaient cependant que des cas particuliers, importants mais assez simples,
concernant surtout l’estimation des paramètres d’une distribution multi-
nomiale par adjonction de plusieurs échantillons incomplets. Nous avons
essayé d’abord de poser les bases ,d’une étude très générale de ces questions
(Chapitre I), puis de trouver des méthodes d’estimation aussi simples que
possible pour tous les cas de troncature (Chapitre II) ; nous avons constaté
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que l’on pouvait se ramener pour cela à la construction d’un certain tableau
à marges fixées et notre étude utilise quelques théorèmes relatifs à cette

question, établissant ainsi une jonction entre les préoccupations de l’école

française et de l’école anglo-saxonne.

Après cela, nous exposons quelques tests pour les tables de contingence
tronquées. Ceux-ci peuvent être utiles à des fins variées, d’abord pour les
tables tronquées proprement dites, ensuite pour les tables de contingence
usuelles dont ils peuvent permettre d’analyser plus avant la structure.

Toutes ces questions ont été traitées au Chapitre III. Nous comparons aussi
nos techniques à de nouvelles méthodes que l’on peut adapter d’une

publication récente de GOODMAN sur la recherche d’intervalles de confiance

pour les interactions du premier ordre, publication qui a paru alors que
le présent travail était déjà entrepris.

Dans le Chapitre IV, nous étudions quelques généralisations. Nous mon-
trons d’abord comment l’on peut étudier quelques nouvelles hypothèses sur
la structure d’un tableau de corrélation à deux dimensions. Nous envisageons
ensuite les tableaux à trois dimensions.

Essayant enfin de poursuivre notre étude sur l’analyse d’une table de

contingence (à deux dimensions) nous avons étudié plus particulièrement
au Chapitre V, des modèles d’association pour des tableaux carrés. Outre
les propriétés mathématiques de ces modèles, nous examinons leur signifi-
cation et leur portée pratique. Comme on le verra, celle-ci semble assez

vaste, en particulier pour les tableaux qui décrivent certains processus de
transition (au sens le plus large) de grouper d’individus.

Pour terminer, nous exposons au Chapitre VI quelques applications des
méthodes que nous avons introduites, tant pour illustrer les techniques
mathématiques impliquées que les possibilités pratiques de ces méthodes.

M. le Professeur Léopold ESCANDE, Membre de l’Institut, a bien voulu

présenter à l’Académie des Sciences plusieurs notes contenant les principaux
résultats de ce mémoire; qu’il veuille bien trouver ici l’expression de ma
vive et respectueuse gratitude.

M. le Professeur Jean CoMBES, qui fut l’un de mes premiers maîtres à
la Faculté des Sciences de Toulouse, m’a fait l’honneur d’accepter la

présidence du Jury; qu’il soit assuré de ma très sincère reconnaissance.

NI. le Professeur Roger HURON, qui m’a accueilli dans son Laboratoire
de Statistique, est à l’origine de ce travail; les conseils et les encouragements
qu’il m’a prodigués ont été nécessaires à son aboutissement; je le prie de
croire à ma profonde gratitude et à mon fidèle attachement.

M. le Professeur Henri MASCART a bien voulu me proposer le sujet de

seconde thèse et m’a aidé à sa préparation avec une bienveillante sollicitude,

je l’en remercie très vivement.
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ÉTUDE DES RELATIONS DU TYPE HR

A. - THÉORÈMES GÉNÉRAUX PRÉLIMINAIRES

Nous avons rassemblé dans cette partie les énoncés et démonstrations

de quelques théorèmes purement algébriques, dont nous nous servirons

dans l’étude statistique qui suit.

L Notation.s et définitions.

On considère un ensemble de r indices que l’on notera 1,2, ..., r et un

ensemble de s indices notés 1,2, ..., s. Soit C l’ensemble produit. R étant
une partie de C, on pose :

Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement de ces définitions :

Dimensions de R : : Si RcC est telle que Card (R) = 1, Card (R*) = c on

dira que R est (1, c) . .

Connexité : On dira que R c C est connexe si

Relation : Soit G un groupe dont nous noterons la loi de composition
multiplicativement (l’opposé de x E G sera désigné par x-1 ) . Sauf mention du

contraire, les lettres indicées p., q ;, etc...) seront des éléments de G.

A tout (i, j ) appartenant à C on associe un élément de G, soit gij. HR sera

définie par :

HR vraie, signifie donc que les g,; sont tels que le système g~; = pour

tout (i, j ) E R admet une solution que l’on notera simplement (p, q) . . Cette



solution n’est pas unique, en effet, quel que soit k E G, si p;’ = p;k (i ER) et

q’; = k-iq, (j E R*) l’ensemble (pB q’) répond aussi à la question. Cependant,
l’on conviendra de dire que la solution (p, q) est unique, si pour toute autre
solution (p’, q’) il existe k E G tel que p;’ = p;k pour tout i ER, ce qui
implique q;’ = pour tout j E R*.

Il. Propriétés des parties connexes.
Nous démontrons ici quelques propriétés simples qui nous seront utiles

par la suite; dans cette étude R désigne toujours une partie de C et nous

supposerons (ce qui ne restreint pas la généralité) R = {1, 2, .., I~ et

R~ _ ~ 1, 2, .., c~ lorsque ceci pourra simpliner les notations.
Lemme 1. - Si R est connexe, quelle que soit R’cR telle que R’~ ~ R~

et R’.; = R.; pour tout j appartenant à R’*, il existe j appartenant à R* - R’*
tel que 

En effet, l’on a ici

Si le lemme ci-dessus était faux, l’on aurait en outre R.j n R’ _ ~ pour tout

~ ~ 

o--j .,-, -, , --~

contredirait l’hypothèse .de connexité de R.
Bien entendu, l’on démontrera de même la propriété duale : Si R est

con,nexe, -quelle que s.oit R’~R te.lle que R’ # R et R’;,= Ri. pour tout
- - -- --

Lemmes II. - Soit R connexe (l, c) ) et r = { (i, j ) } c C, alors :

Pour montrer la proposition lia) supposons R U r non connexe; dans ces

conditions, l’on devrait avoir, soit r n R = r* n R* = ~, ce qui est contraire à

l’hypothèse, soit pour une partie R’c R, (R’ U r) (1 (R - R’) _ (R’Ur)*n
(R - R’) ~ _ ~; ceci implique :

donc nécessairement
et de même

ce qui est contraire à l’hypothèse.
Les démonstrations de II b et II c sont identiques; montrons par

exemple II~b. Il est évident d’abord que R U r est (1 + 1, c). Montrons que
R U r est connexe : si l’on considère une partition de R U r en deux compo-



santes, elle est nécessairement du type (R’ U r, R - R’) ; dans le cas où R’

est vide, l’on a r* n par hypothèse et si :

Utilisant la connexité de R, l’une des deux intersections ci-dessus est

non vide. C. q. f. d.
En appliquant autant de fois qu’il sera nécessaire les trois résultats

ci-dessus on obtient :

Lemme III. - Si R est connexe ) et la partie S e C est telle que

S*cR* (resp. SCR) et S - R a l1 éléments (resp. S* - R* a ci éléments),
R U S est connexe (1 + l1, c) [resp. l, c + ci) ] .

Nous montrerons maintenant le :

Lemme IV. - a) Si R est connexe et telle que, pour un i donné, Ri.
a un seul élé~ment j, la partie S = R - ~ (i, j) ~ est connexe (1 - 1, c).

b) Si R est connexe et telle que, pour un j donné, R.; a un seul

élément 1, la partie S = R - { (i, j) ~ est connexe (1, c -1 ) .
Raisonnons sur le cas a) ; il est évident que S est (I -1, c) ; montrons

qu’elle est connexe. Notant r = {(i, j) ~, on a R = et par hypothèse

(1) ce qui implique puisque R est connexe.

Supposons S non connexe; ceci entraîne l’existence de S’cS (S’ ~ S
et S’ 5~ ~) telle que :

On peut toujours supposer que l’unique élément de r* qui est aussi

un élément de appartient à S’*; dans ces conditions il vient par (3) :

en utilisant (1) et (2), et :

en utilisant (3) et (4).
Dans ces conditions R ne serait pas connexe, ce qui est contraire à

l’hypothèse. Donc S est connexe.

Théorème 1. - Si R est connexe (1, c) alors Card (R) > 1 + c -1.

Posons t = Card (R). O’n admet t ~ t + c - 1 (1). Supposons > c. Dans

ces conditions, il existe i E R tel que R;, est réduit à un seul élément,

soit j (en effet, dans le cas contraire, l’on aurait t > 2 I > I + c > ~ + c -1 ) .



Soit alors r la partie réduite à l’élément (i, j ) ; R-r a t-1 éléments, et,

d’après le lemme IV-a, R - r est connexe (I -1, c); ; sur R - r on pourra
raisonner comme ci-dessus, l’inégalité (1 ) gardant toujours le même sens

puisque les deux nombres sont diminués d’une unité.

En appliquant l - c + 1 fois ce processus de f ormation, on arrivera
à une partie connexe (c - 1, c) à t - (1 - c + 1) ) éléments que l’on traitera
de façon analogue en permutant seulement les rôles des indices, etc.... On

pourra ainsi, en 1 + c -- 2 pas, construire une partie (1, 1 ) à t - (1 + c - 2)
éléments. Or cette partie a nécessairement un élément, donc t = 1 + c - 1,
et t ne peut être strictement inférieur à 1 + c - 1.

On remarquera que, quels que soient 1 et c, il est possible de construire
une partie R e C connexe de dimension (l, c), à 1 + c -1 éléments : par

exemple la partie formée des éléments (i, 1) pour i = 1, 2, .., 1 et (1, j)
pour j = 1, 2, .., c (partir de ( (1, 1 ) ~ qui est évidemment connexe et appli-
quer les lemmes II-b et II-c).

D’autres exemples sont donnés par le théorème suivant.

Théorème II. - De toute partie R connexe (l, c) à t éléments

(~>/+c20141) ) il est possible d’extraire une partie connexe (1, c)
à 1 + c - 1 éléments.

La démonstration ci-dessous donne, en outre, une méthode de

construction d’une telle partie.
On partira par exemple de l’ensemble Ri des couples (1, j) 

Si RI. a ci éléments, on peut supposer qu’il s’agit de 1, 2, .., ci. Ri est

connexe (ci, 1 ) , a ci éléments, est inclue dans R. Pour R le théorème

est démontré; sinon considérons tous les indices i différents de 1 tels que

R1. n Ri. ~ 03C6 (il en existe en vertu du Lemme I ) : numérotons 2, 3, .., Il
ces indices; la partie R~ sera constituée de la réunion de Ri et de LI - 1
couples (i, j ) E R où i vaut successivement 2, 3, .., Il et où, à c’haque i, est
associé un j et un seul (j peut être 1, 2, .., ou CI), ce qui est possible
puisque Ri n R~. ~ ~ pour tout i = 1, 2, .., i. R2 est une partie (i, CI)
à Il + cl -1 éléments, contenue dans R et connexe d’après le lemme III.

Si Il = 1 et CI == c la démonstration est terminée, sinon, appliquons,

le Lemme 1 avec R’ = et considérons les indices j tels que

R.~ n R’ ~ soient ci + 1, ci + 2, ..., c.2 ces indices; R3 sera formée de

la réunion de R2 et de c., - ci éléments (i, j) où j = ci + 1, ci + 2, ..., c~

successivement, et à chaque j est associé un indice i E R2. R3 est (1,, c~ )
à Il + c,, -1 éléments, contenue dans R et connexe (Lemme III).

Si 1 ~ t et c2 ~ c, on continue le processus jusqu’à obtention d’une

partie T à l’ + c’ - 1 éléments telle que l’ = 1 ou c’ = c. Si, par exemple,
l’ = 1, on adjoindra à T pour chaque j (j = c’ + 1, ..., c) un élément



La partie S c R ainsi obtenue est bien connexe (l,c), avec 

éléments. Evidemment, S n’est pas en général unique.

I I I. Propriétés de la relation H fi .
Le premier problème qui se pose est la recherche des parties R de C

pour lesquelles le système (p, q) lié à HR est unique dans le sens défini

au paragraphe 1.

Théorème III. - (Unicité).

Lorsque HR est vraie, le système (p, q) ) lié à HR est unique, si et seule-

ment si R est connexe.

1 ° Supposons R non connexe; il existe donc et R’ ~R )
telle que (avec R" = R - R’) :

Supposons :
Posons

avec k E G, h E G, /c =7~ h, ce qui est possible puisque R’n R" est vide, et

ce qui est possible puisque R’* n R"* est vide.
On a bien pour tout (i, j ) E R’ comme pour tout (ï, 7) E R", donc quel

que soit (i, j) ER: : gi; = piqj = et l’unicité est en défaut

puisque n.

2° Supposons R connexe (1, c) et p~; = p% q; = p’~ q’; pour tout (i, 
d’où pour tout j E R* et pour tout i E R.; : p’v = k;. Le théorème sera

démontré, si l’on montre que pour tout j E R~, k~ = k (.k indépendant :de j).
Partant, par exemple, de j = 1, l’on a = kl pour tout i 

D’après le lemme I, il existe des indices j ( j ~ 1 ) tels que R.1 fl R.; ~ ~ : :

considérons les tous, on peut supposer qu’il s’agit des indices 2, 3, .., j1.
Ainsi pour tout j inférieur ou égal à j1, il existera au moins un i E R.i n R.;
et donc tel que p’i = d’où : kl = k2 ~- .... = k;l.

Si jl = c le théorème est démontré.

n

Si c, considérons le nouvel ensemble U d’après le lemme I,
, 

k=1

il existe des indices j, différents de 1, 2, .. ji, tels que :

On peut supposer que ce sont les indices j1 + 1, j1 + 2, .. , j2,; il vient en



raisonnant comme plus haut : ki = k2 = ... = k;2. Après m opérations
analogues on aura montré :
ki = k2 = ... = kJm avec jm > donc, après un nombre fini de pas, l’on
obtiendra bien A’i = k2 = ... = k~ = k.

Théorème IV. - Si ScR, HIt=-> Hs. (On aura donc aussi :

non Hs ===~ non HR) .
La démonstration est immédiate : si il existe p~ et qi tels que, pour

tout (i, j) ER, g;; j = cette relation sera vraie en particulier
pour (i, j) E S.

Théorème V. - Si S = R U { (h, k)} avec hER et (ou bien h~R
et k ER*), Hn ~=> Hs.

On a d’une part, puisque R est contenue dans S : Hs _~ HR. D’autre
part, HR s’écrit :

tels que

Si l’on se place dans le cas où h E R et k g R*, on a S = R et S* = R* U {k} ;
en posant qk = ph 1 ghk l’on vérifie immédiatement que Hs est vraie quel que
soit ghk. Donc HB=) Hs, ce qui achève la démonstration. Ce théorème est encore

vrai pour h ~ R et k g R* (mais, dans ce cas, S n’est pas connexe) .

Théorème VI. - Si R est connexe (1, c) à 1 + c -1 élém~ents, HR est
vraie quels que soient les g~~ associés aux éléments de R.

Il suffit de reprendre la décomposition du théorème 1 (dans le cas

t = 1 + c20141). . On pourra obtenir R en partant d’une partie (1, 1 ) soit r,

à laquelle on ajoutera 1 + c - 2 fois un élément dans les conditions d’appli-
cation du théorème précédent. D’où HR => H,., or Hr est évidemment tou-
jours vraie.

Remarqu.e. - Si R n’est pas connexe, même ayant un nombre d’éléments
inférieur ou égal à 1 + c -1, il est possible que Hp ne soit pas vraie.

Théorème VII. - Si R et S sont telles que R n S = R* n 

(HR et Hs)  _> H 
D’une part, puisque ReR U S et S cRU S, l’on a

H(RUS) => (HR et Hs) (Théorème IV).

D’autre part, HR et Hs sont définies par :

tels que V

et

tels que ~

Puisque R n S et R* n S* sont vides et en utilisant R U S = R U S et

R* U S* = (RUS)*, la conjonction de ces deux assertions est équivalente à :



tels que

Donc H~ et Hs ==> 

Remarque. - On a utilisé le fait que R n S et Rrc sont vi,des, et ces
conditions sont bien suffisantes pour impliquer la conclusion du théorème
VII, mais elles ne sont pas nécessaires et il est possible de trouver d’autres
conditions sur R et S qui entraînent : (HR et H~) _~ (en dehors aussi
de la condition triviale R = S).

Le théorème VII est surtout important pour le corollaire qui suit. Notons
d’abord que, si R n’est pas connexe, il sera possible de la décomposer en
composantes connexes Ri telles que :

L’on a alors immédiatement le :

Corollaire. - Si R admet k composantes Ri, R2, ..., Rk,

Théorème VIII. - Si R est connexe (l, c) à t éléments (t > I+ c-1),
H~ fixe les valeurs de v = t - I - c + 1 des en foncton de I + c -1
d’entre eux.

D’après le théorème II, il est possible d’extraire de R une partie connexe
(l, c) à I + c -1 éléments, soit S.Hs est vérifiée quels que soient les g~,
associés aux éléments de S, mais puisque S est connexe le système (p, q)
obtenu est unique et tel que est bien déterminé pour tout (i, j) E R et en
particulier pour tout (i, j ) E R - S. Donc, les gu associés aux t - I - c + 1
éléments de R - S ne peuvent pas être quelconques, mais sont fixés en fonc-
tion de (p, q) , c’est-à-dire en fonction des g~; associés aux éléments de S.

Corollaire. - ,Si R est (I, c) à t éléments et admet k composantes con-
nexes, HR fixe les valeurs de v = f - I - c + k des gij en fonction de
1 + c - k d’entre eux.

Supposons que la composante connexe R~ soit c; ) avec éléments ;
HRi fixe alors Vi = L - Ci + 1 des gij en fonction de li + Ci -1 d’entre

fixent donc en fonction de

d’entre eux, et, puisque

la proposition est démontrée.



IV. Relations avec la théorie des graphes.
Considérons le graphe r non orienté dont les sommets sont les éléments

de R, et dont l’ensemble r des arêtes est défini par :

(s E ~ j, k [ signifiant : s strictement supérieur au plus petit et inférieur au
plus grand des deux indices j et lc, étant entendu que les deux ensembles
finis d’indices peuvent toujours être ordonnés).

Avec cette définition, on voit d’abord que la connexité de R, telle qu’elle
est définie plus haut, est équivalente à la connexité du graphe r.

On pourra montrer que, si R est (1, c) à t éléments le nombre d’arêtes
de r est 2 t - 1 - c.

Si R admet k composantes connexes, le nombre cyclomatique du graphe
sera v = t - 1 - c + k, c’est-à-dire le nombre des gi; fixés par la relation HR.
Or, on sait que v est le nombre de cycles linéairement indépendants du
graphe, et, en fait, tout cycle de r correspond bien à une relation entre les
g4~ imposée par HR. Si ces considérations permettent peut-être de rendre
plus parlantes certaines propriétés, nous ne pensons pas cependant qu’elles
auraient pu nous dispenser des démonstrations qui précèdent, ni même les
abréger.

V. Étude d’une extension.

Si l’on considère maintenant E Go = G U ~0}, où l’élément 0 est tel que,
y x E G, Ox = x0 = 0, on pourra toujours définir HR de la même manière

que précédemment, en remplaçant simplement G par Go. Si HR est vraie,
et si ghk = 0, l’on aura :

Supposons par exemple la deuxième condition remplie et notons R’ la

partie déduite de R en lui retranchant ses éléments de la forme (~ k) , k fixé,

On aura encore ici, puisque R’ c R : HR ==> Ha
Mais on a aussi :

en effet, Hp s’écrit :



et, avec qk = 0, on aura bien :

c’est-à-dire H~.

En recommençant un raisonnement analogue s’il existe (i, j) E R’ pour
lequel gR; = 0, l’on voit que l’on peut ramener l’étude de Hu à l’étude pré-
cédente pour une partie R’ telle que : y (i, j ) E R’, g~; 

Cependant, même si R est connexe, R’ ne l’est pas nécessairement. Dans
ces conditions, le théorème III précédent n’est pas nécessairement vérifié
dans le cas présent, c’est-à-dire en remplaçant G par Go; il en sera de

même des théorèmes V - VI et VIII. Par contre, les théorèmes IV et VII

restent valides.

VI. Propriétés d’une nouvelle relation.

1. . Définition.

On considère toujours une partie R de C ; on associe à chaque élément
de R un élément gi; de G.

La relation HR est définie par :
~ i ~ R U R*, 3 fi E G tels que y (i, j) E R gij = 

(on notera f l’ensemble des f 4 ainsi définis.)

Remarque. - Alors que HR est invariante sous une renumérotation

quelconque des indices appartenant à R et de ceux appartenant à R~, il

n’en est pas ainsi de cette opération peut être faite sur les éléments

de R - R* ou ceux de R* - R, mais si l’on change le nom des indices de

Rn R*, ce doit être de la même façon pour ceux de R et ceux de R~.

2. Propriétés.

a) On a évidemment: =~ HR (mais la réciproque est fausse si

R* n R n’est pas vide).

b) ) Unicité. - En uti~li~sant la propriété analogue de HR, on montre
facilement que si R est connexe l’ensemble f lié à H; est unique en ce
sens que pour toute autre solution f’, il existe k E G tel que f ~’ = ,pour

tout iERUR*.

c) Si R et S sont connexes (1, c) et S c R, alors :

En effet, évident, et a été noté plus haut. Récipro-

quement, pour tout (i, j ) E R on a Yij = pqj en vertu de HR, et pour tout



et en utilisant le théorème d’unicité il vient :

d) Si R est connnexe (1, c) à t éléments, le nombre des relations entre les
g;; imposées par HR est

Démonstration. - On peut extraire de R une partie S connexe (1, c) à
1 + c -1 éléments (Théorème II). Pour (f, 7) E S on peut écrire gij = f;q;
(de façon unique au sens utilisé jusqu’ici). D’après la propriété précédente
HRest équivalente à or, on peut toujours poser q, = pour

mais H s impose entre les où (i, j ) appartient à S, les d
relations q; = pour j ERn R*, d’autre part, Hp fixe en fonction de ces
g;; où (i, j ) E S, les t - I - c + 1 gd; où (i, j ) 

B. - INTRODUCTION A L’ÉTUDE STATISTIQUE
DES TA’BLES D.E CON~TIN~GEN~C~E TRONQUÉES

1. Notations et définitions.

On considère maintenant une population dont les éléments présentent
chacun un caractère A sous une forme a, et un caractère B sous une forme
03B2j. L’association des caractères 03B1i et {3j sera notée ai 03B2j [(i, j) E C] .

La probabilité qu’un individu tiré au hasard de cette population ait le
caractère ai ~3; est :

Sachant que (i, j ) appartient à un sous-ensemble donné R de C, cette

probabilité est (en supposant L p~~O) : :

II. L’hypothèse HR: ses différentes formes.
R étant toujours une partie de C, supposons d’abord que, pour tout

(i, j) E R, p~; est strictement positif. Prenant pour G le groupe multiplicatif
des nombres réels strictement positifs, on peut associer à tout (1, j) de R,
la probabilité p;; = /?,] ; ; la relation HR définie plus haut comme étant



une propriété de ces nombres, sera considérée maintenant comme une

hypothèse statistique.
En associant aux éléments de R les nombres P~, au lieu des p;;, on

pourra définir toujours de la même façon une relation HR’ entre ces

nombres.

Il est immédiat que HR et HR sont équivalentes puisque, pour tout (~, j)
de R, le rapport est constant.

Enfin HR et HR’ sont équivalentes à HR" et H~"’ définies respectivement
par :

Montrons par exemple :

donc, si est vraie, il existe des Pi et q~ j tels que :

d’où:

Réciproquement, si HR" est vraie, il existe des p~ tels que :

etPr

nous donne :

On peut alors poser, puisque ne dépendent que de j

pour tout

d’où



On montrera de même l’équivalence de HR et HR"’. Finalement :

Remarque. - H~ ou H~ sont des hypothèses d’indépendance classiques.
Discussion. - Si certains des (i, j) ER, sont nuls, on utilisera les

résultats du A - V. Dans la pratique, il suffira de voir si les p~; nuls sont

compatibles avec HR ou non, et, dans le premier cas, d’étudier au lieu de HR
l’hypothèse HR, où R’ c R est telle que p~; est nul pour (ï, 7) E R - R’, aiors
que, pour tout (i, j) E R’, p;; est strictement positif. On pourra donc dans
l’étude de HR se ramener toujours à des parties R telles que p;; est différent
de zéro pour tout (i, j) de R.

III. Hypothèse HR et interactions.

Supposons p~; > 0 pour tout (i, j) E C. A la suite de GOODMAN (1964 a),
nous désignerons sous le nom d’interactions du premier ordre ,dans une
table de contingence r X s, les quantités :

où u est un vecteur de à rs composantes (i, j) E C, telles que :

désigne l’ensemble des nombres réels).
Sous l’hypothèse HR, l’on aura :

pour tout u tel que :

En effet, si u vérifie (1) et (2 ) et si HR est vraie, l’on a :

Nous allons montrer que la réciproque est vraie. On désignera par u
à partir de maintenant un vecteur de ( t = Card (R) ) de composantes
lltj, (i, j ) E R. On notera I (R ) l’ensemble des vecteurs de ffi.t tels que (2)

est vérifié ; 1 (R) est un sous-espace vectoriel de Pour tout i E R,



notons le vecteur de ~t de composantes = Oih est le symbole
de KRONECKER). De même, est le vecteur de ~‘ de composantes

2014ô~.

O.n a pour tout i E R :

et de même pour tout

Donc la condition (2) est équivalente à l’orthogonalité de u et des
vecteurs e(i) et 

Soit maintenant E le sous-espace vectoriel de ~/ engendré par e~i’, i E R,
et F le sous-espace engendré par D’après ce que l’on vient
de voir, 1 (R) est l’espace orthogonal complémentaire de E + F.

Supposons :

ceci entraîne que le vecteur de composantes L,og p~; appartient à E + F.
O’r, tout vecteur g de E + F peut s’écrire :

donc :

Log phk s’écrira donc Log phk = Àh + ~,k et par suite phk pourra s’écrire sous
la forme phk = ph qk .pour tout (h, k) ER. Dans ces conditions HR est

vérifiée. On a donc le : :

Théorème IX. - HR est équivalente à l’ensemble des relations entre

les interactions du premier ordre :

S (H, p) = 0

Remarque. - En vertu du théorème d’unicité III, on peut montrer
que, si R est connexe, E + F est de rang l + c -1. En effet, en écrivant
que la combinaison linéaire :

est nulle, on obtient :



Cette condition est réalisée pour

mais cette solution est unique en vertu du théorème III puisque R est

connexe (associer à tout (h, k) E R l’élément zéro, G étant le groupe additif
des nombres réels).

Donc 1 (R) est de rang t -1- c + 1 et l’ensem,ble des relations

8 l’u, p) = 0, u E I(R), contient v = i - l - c + 1 relations indépendantes
(on retrouve un résultat précédent). En notant (k = l, 2, ..., v)
v vecteurs indépendants de I(R), i~l est possible d’extraire des relations

o(u, p) = 0, v relations indépendantes p) = 0 qui sont équivalentes
à Hp.

IV. Problèmes statistiques concernant l’hypothèse HR.

Notons d’abord qu’il sera possible de se restreindre à l’étude de parties
connexes, en utilisant le théorème VII et son corollaire.

Dans ces conditions, si l’on écrit, sous l’hypothèse HR, P~; = p. q;,
l’ensemble (p, q) est unique (théorème III) à une proportionnalité près,
et bien déterminé si l’on fixe J’ p~ (ou ¿ q;) ; ; si bien que, sous

ie R jeR*
sous l’hypothèse HR, ces nombre p~ et q~ peuvent être considérés comme
les paramètres de la distribution conditionnelle des caractères 

sachant que (i, j ). E R.
On pourra se proposer, à partir d’un échantillon tiré au hasard de

la population parente :
a) D’estimer les paramètres p; et q;.

b) 1 De réaliser un test de l’hypothèse HR.
Selon la méthode d’échantillonnage, les problèmes posés diffèrent, mais

nous verrons qu’ils sont très voisins dans la pratique. On étudiera les cas
où l’échantillon est extrait sans restriction de la population complète,
puis où l’échantillon obtenu est extrait uniquement du sous-ensemble des
éléments de la population parente ayant les caractères a~ ~3; où (i, j) E R,
la taille de l’échantillon étant seule fixée, ou bien aussi certaines « marges »,

par exemple le nombre d’individus ayant le caractère (étude
de plusieurs distributions multinomiales, supposées homogènes, dont

certaines peuvent être « tronquées » ) .
Un échantillon est caractérisé par la fréquence des diverses catégories;

l’ensemble des fréquences relatives aux caractères ~b ~3; où (i, j) E R
(R strictement contenue dans C) sera appelé tableau de corrélation (ou
table de contingence) tronqué (e) ou incomplet (e). R sera désignée
comme la partie ~de C associée à ce tableau.

Les problèmes posés par les tables de contingence tronquées ne sont

pas limités à ceux qui concernent une hypothèse du type HR; nous

commencerons par l’étude de ces derniers, mais nous en aborderons de

nouveaux par la suite.



V. Domaines d’application.
L’étude statistique des tables de contingence tronquées et de HR en

particulier peut être utile dans les cas suivants :

a) Certaines données sont manquantes par accident dans un échantillon.
Si elles concernent les caractères «~ R; où (i, j ) E C - R, on pourra étudier Hn
faute de pouvoir étudier Hc.

b) Il n’est possible de sélectionner de la population parente que des
individus ayant les caractères ai fi; où (i, j) E R.

c) En présence d’une table de contingence ordinaire (échantillon
extrait au hasard de la population parente complète ) , l’étude de HR peut
présenter un intérêt particulier dans le cas où Ho est fausse. On peut
ainsi envisager d’analyser la forme de la corrélation.

Notons enfin que les résultats concernant l’hypothèse Hp peuvent
avoir quelque intérêt dans l’étude de problèmes apparemment assez

différents : nous en verrons un exemple au Chapitre V.

VI. Travaux antérieurs.

Si aucune étude tout à fait systématique ne semble avoir été faite, divers
auteurs ont étudié des problèmes particuliers relatifs aux tables de

contingence tronquées. Un des premiers en date doit être WAITE (1915) ;
HARRIS (1927, 1929 ) envisage deux questions dont la première est identique
à celle de WAITE.

Le problème que se posent ces deux auteurs est différent de ceux

indiqués plus haut puisqu’ils désirent essentiellement calculer un « coef-

ficient de contingence ». Ils sont cependant amenés à chercher des

« fréquences théoriques » sous une hypothèse HR où R est une partie
« triangulaire » si i O j ~ ; la solution de HARRIS est

critiquée par PEARSON (1930) qui avait suggéré sur des bases intuitives la
solution de Waite; cette dernière s’accorde avec les résultats que l’on

obtiendra par la suite par la méthode du maximum de vraisemblance.

Le second problème de Harris concerne un cas où R n’est pas connexe :
un traitement par séparation des deux parties connexes est préconisé par
PEAR SON (1930).

Les études plus récentes rentrent toutes dans le cadre fixé plus haut :
WATSON (1956) envisage le problème (a) des données manquantes pour

un cas particulier et donne quelques indications sur le cas général.
KASTENBAUM (1958) traite un autre cas particulier.
BATSCHELET (1960 a), puis GEPPERT ~(1961 ) ont étudié les tables trian-

gulaires lorsque les totaux par colonne (ou par ligne) sont fixés. BATSCHELET

(1960 b) donne une application à un intéressant problème pratique du

type (b) concernant des distributions multimoniales tronquées.
ASANO (1965) généralise sur quelques points les études ,de ces derniers

auteurs sur la réunion de distributions multinomiales tronquées.



CHAPITRE II

PROBLÈMES D’ESTIMATION
POUR UNE TABLE DE CONTINGENCE TRONQUÉE

Une population parente étant donnée, pour laquelle HR est supposée
vérifiée, on étudie dans cette partie les problèmes d’estimation des

paramètres inconnus attachés à cette population.

L Distribution d’un échantillon - Statistiques exhaustives.

Pour les raisons données au chapitre précédent, R sera (sauf mention
du contraire) connexe.

Un échantillon est constitué d’éléments tirés au hasard, de façon non
exhaustive, de la population parente. On notera la fréquence observée
de l’élément ai ~;.

HR peut être étudiée pour différents types d’échantillons :
cas. - Echantillon de taille fixée extrait de la population réduite

aux éléments a; 03B2j où ER. Ici l’hypothèse HR s’écrit :

Pz; = Pr j) E RJ = p~ q~~
La vraisemblance de l’échantillon est donc, en appelant p (resp. q)

l’ensemble des p~ pour i E R (resp. l’ensemble des q; et en

désignant par n la taille de l’échantillon :

avec a; = :r.

/ - 1 l2 v

et la relation :

Puisque R est supposée connexe, les paramètres Pi et q; sont parfaitement
déterminés si l’on pose par exemple :



ou bien

On notera a (resp. b) l’ensemble des a~ pour i E R (resp. l’ensemble
des b; pour j ER*). D’après la forme de Li la statistique (a, b ) ) est exhaustive
pour les paramètres (p, q) ) (cf : critère de NEYMAN-FISHER ) .

L’existence d’une telle statistique exhaustive, nous incite à chercher
des estimateurs des paramètres par la méthode du maximum de vraisem-
blance, puisque cette méthode conduira certainement à des estimateurs
fonctions de ces seules statistiques exhaustives. Cette remarque est surtout
valable pour de petits échantillons; pour de grands échantillons, il sera

peut-être aussi intéressant de connaître n’importe quel autre estimateur
R.B.A.N. (1) ayant d’aussi bonnes propriétés asymptotiques.

2e cas. - On dispose d’un échantillon extrait de la population parente
complète.

Sa vraisemblance sous HR est :

avec

La statistique (a, b) est toujours exhaustive pour (p, q), donc, a

fortiori, l’ensemble des x;; pour (i, j) appartenant à R. Dans ces conditions,
il suffira, pour estimer (p, q), de considérer la distribution des x;; tels que
(i, j) E R et nous sommes ramenés au cas précédent.

Remarque. - On obtiendra un résultat analogue si l’on étudie HR à
partir d’un échantillon extrait de la population réduite aux éléments «; ~3;
où (i, j) E S si R’c S c ~C.

3" cas. - Les totaux marginaux b sont fixés.
Nous écrivons HR sous la forme équivalente HR", on a :

1. Regular Best Asymptotically Normal : estimateur asymptotiquement normal et
à variance minimum, régulier en ce sens qu’il est fonction des fréquences observées
continûment dérivable par rapport à chacune d’elles (cf. NEYMAN, 1949).



et la vraisemblance de l’échantillon est :

La statistique a est exhaustive pour p.

D’autre part, l’on notera que, dans ce cas, la condition ~ Pi = 1

s’introduit naturellement si l’on veut Pi = Pr ~a; ~ , ce qui est possible : il
suffit de remarquer que, si H~ est vraie, Pr (i, j) ER] s’exprime de
la même façon en fonction des p; et en fonction des Pr et d’invoquer
l’unicité de p (R est connexe ) , C’est pour cette raison que nous avons
introduit la condition (2) alors que d’autres sont équivalentes (par exemple,
fixer l’un des p~ ) . .

Il. Équations de vraisemblance.

Considérons le premier cas; ces équations s’obtiennent en rendani

L1 extremum compte tenu des relations (1) et (2) On démontre que les
A ,v

estimateurs p; etq; doivent vérifier le système :

Dans ce système, l’on pourra remplacer soit (3) soit (3’) respectivement
par :

ou :



On doit adjoindre à ces équations l’une des deux relations :

ou

Écriture matricielle.

On pourra supposer sans perdre de généralité :

/B

On notera p la matrice colonne

La matrice à l lignes et c colonnes T = Il tij Il que l’on pourra appeler, par
analogie avec la théorie des blocs incomplets, matrice d’incidence [cf. Dugué
1958, p. ?74], sera .définie par : = 1 ~ (i, j ) E R

Étant donné un vecteur ligne (ou colonne) x = ~xl xz .. xk~ on notera xn
la matrice carrée diagonale d’ordre k dont les termes diagonaux sont

Xi, x2, ... , Xk.

Dans ces conditions le système (1 ) s’écrit :

Si l’on possède un échantillon extrait de la population complète les
A A

p, s et q; j vérifient, sous l’hypothèse HR, les mêmes équations que ci-dessus.

, 
A .r. B~L’on a, en outre, _ ~~-’J pour (i, j) E C - R, N = 11 .r,, étant la

( i, ’ I) E C
taille de l’échantillon.

Si les b; sont fixés, L3 sera extremum pour fi vérifiant les équations (4)
et (5).



A
On pourra ici encore, introduire des quantités q; J définies par (3’) pour

retrouver exactement les mêmes équations que dans les cas précédents.
(Nous verrons plus loin que cette remarque peut s’avérer utile.)

Il y a donc finalement absolue identité entre les problèmes d’estimation
posés par les différents cas d’échantillonnage.
« Fréquences théoriques».

On appellera f ;; l’espérance mathématique sous l’hypothèse Hp de la
v. a. x;; (2) , soit = les « fréquences théoriques » sont les quan-

, 
A

tités f ;; obtenues en remplaçant dans l’expression des f ;; les paramètres
inconnus par leurs estimations. En reprenant les trois cas d’échantillonnage,
on a :

ce qui redonne la formule du premier cas en introduisant q ; j de la façon
indiquée plus haut.

Ainsi, l’on a toujours sous HR, pour tout (i, j ) appartenant à R :

A A
En notation matricielle, la matrice F = n po T qD renferme les fréquences

, 
A A

théoriques f.;;, ses éléments étant pour (i, j ) E R et zéro dans le cas

contraire.

III. Étude des équations de vraisemblance.

Avant d’étudier la question de la résolution proprement dite des équa-
tions de vraisemblance, nous envisagerons d’abord les diverses façons
d’aborder ce problème, comment on peut essayer de le simplifier, si même

une solution existe et, dans ce cas, si elle est unique.

2. Tant qu’aucune confusion ne sera à craindre, nous noterons de la même façon
une variable aléatoire (v. a.) et sa valeur observée.



Rappelons que les paramètres p~ et q; sont des nombres réels positifs;
A A

nous imposerons donc aux estimations ~~ et q; la même condition. Notant
le sous-ensemble de dont les points ont toutes les coordonnées

positives, on appellera dès lors solution des équations de vraisemblance,
uniquement une solution p, q telle que p E . Par la suite, et

A A A
tant qu’aucune confusion ne sera à craindre, nous remplacerons p, q, f
par p~ q~ f.

1. . Généralités.

- Dans la pratique, il faudra résoudre le plus simple des deux

systèmes (4) et (4’) ; si c’est par exemple (4), nous obtiendrons d’abord p,
et de là q très simplement par (3’) et F par (7). Cette remarque banale
montre toutefois combien il peut être important dans la pratique d’intro-
duire q même dans le cas où les marges b sont fixées, et quel avantage on
peut tirer d’une étude simultanée des trois cas d’échantillonnage.

~ 

- Si l’on connaît F, on peut en déduire une solution p, q. Ayant
2014 = p,q, pour tout ( i , j) E R et R connexe, l’application F - (p, q) est

univoque, du moins si fij ~ 0 pour tout (i, j ) E R. Le calcul pratique ne
présente aucune difficulté.

- On pourra réduire la dimension du système (4) chaque fois que,
pour deux indices i1 et i2, R, sera égal à (de même pour (5) si

R.~1= R .~~ ) . Les propositions montrées ci-dessous signifient dans la pra-
tique, que l’on peut grouper dans une table de contingence incomplète
toutes les lignes présentant des « troncatures identiques » ; les équations
obtenues pour la table avec groupement donnent des estimations p/ qu’il
suffit ensuite de partager en parties proportionnelles aux totaux marginaux
des lignes de la table initiale qui ont été groupées en la ligne de la table
« condensée ». (même chose pour les colonnes.)

On pourra dès lors, si l’on veut, restreindre notre étude à des cas où
les Ri. sont tous différents, ainsi que les R.;.

Précisons tout ceci :

si l’on suppose = Rz. et si l’on note R’ la partie deC obtenue en
retranchant à R les éléments de la forme (l, j) où j on aura :

Les équations (4) et (5) pourront s’écrire, respectivement pour la

table initiale et pour la table condensée :



et

avec a, = a ’ pour tout

Proposition l. - Si p E est solution de (E) et si l’on définit p’ par :

En effet, sous nos hypothèses :

De là :
pour tout

Ainsi les (1- 2 ) relations (E ) obtenues pour i E I~’ - ~ l -1 } impli-
quent les (1- 2) relations de (E’) correspondantes. Ajoutant membre à
membre les deux relations restantes de (E), en tenant compte de = Rl.,
on voit que p’ vérifie la dernière relation de (E’ ) . D’autre part, l’on a :

.

Proposition Il. - Si p’ ~ R + 1 est une solution de (E’) et si l’on

définit p par : : Pi = p’~ pour tout 

p est solution de (E).



La démonstration est analogue à la précédente pour (1 - 2) équations
de (E).

Pour i = 1 - 1, le premier membre de l’équation de (E) est :

qui est égal, puisque p’ est solution de (f:’), à

Remarques. -1 ) ) Les solutions p et p’ de (E) et (E’) envisagées ci-dessus
sont telles que, si p vérifie (e ) , p’ vérifie (e’) et réciproquement.

2) Si (E’, e’) admet deux solutions distinctes p’ et p’~‘ (appartenant à

~ + 1 ) les solutions p et p* correspondantes de (E, e) appartiennent à

et sont distinctes. En effet, si p’ et p’* diffèrent, il existe au moins

deux indices i appartenant à R’ tels que p’ ~ p’~.~; l’un d’eux (soit h) est
donc différent de 1 - 1 et ainsi : : ph ~ 

On en déduit :

Proposition III. - Si (E, e) ) admet une solution unique p E ~~ + ; (E’, e’)
admet aussi une solution unique p’ E S~~ . .

En effet, (E’, e’) admet une solution déduite de p (proposition I) et l’on

vient de voir que si (E’, e’) admettait deux solutions distinctes, il en serait

de même de (E, e) ce qui est contraire à l’hypothèse.

2. Existence et unicité des solutions.

A ce sujet, il est possible d’utiliser dans notre cas une étude de

THIONET (1964) (3), envisagée par cet auteur essentiellement en rapport
avec le problème du remplissage d’un tableau projectif à double entrée. En
définitive, il s’agit bien de cela ici : « remplir » le tableau à l lignes et c
colonnes F par des zéros pour (i, j) g R et des nombres f iï produits d’une
fonction de i seul par une fonction de j seul pour tout (i, j) ER, les

marges de F étant fixées pour satisfaire les équations (3) et (3’).
D’après cette étude, le système (4) (5) admet une solution et une seulle

p telle que p E ~+ , ’ à condition qu’il existe un tableau à double entrée

Il Yij Il a I lignes et c colonnes dont les marges soient a et b et tel que

3, On pourrait partir aussi de certain résultats de (1963).




















































































