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ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE.

SUR LA

THÉORIE DES NOMBRES,
PAR M. T.-J. STIELTJES,

Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse.

CHAPITRE I.
SUR LA DIVISIBILITE DES NOMBRES.

i. L’idee de nombre a son origine dans la consideration de plusieurs objets dis-
tincts.

C’est une notion qui s’attache a cette consideration, ou l’on fait abstraction de
la nature des objets, et qui est, d’après notre conviction intime, indépendante de
l’ordre dans lequel on envisage successivement les objets donnes.

Ce dernier point est essentiel et constitue, a proprement dire, le seul axiome
de toute la science des nombres. Peut-etre meme est-il possible de ramener cet
axiome a quelque chose de plus simple encore.

Si 1’on se rappelle, en effet, que 1’on peut passer d’une permutation a une autre
par une serie de transpositions operees sur deux elements voisins, il semble qu’au
fond il suffit d’adopter l’axiome dans le cas de deux objets.

Mais, sans insister sur cette question, nous nous bornerons a observer que les
relations exprimées par les equations

doivent etre considerees comme des theoremes qui decoulent de l’axiome fonda-
mental qui donne naissance a l’idée de nombre.



2. En comparant un nombre a avec les multiples o, b, 2 b, ... d’un second

nombre b, deux cas peuvent se presenter. Ou bien a est egal a un multiple de b,
alors a est divisible par b, b un diviseur de a, ou bien le nombre a tombe entre
deux multiples consecutifs de b. Dans ce dernier cas, il existe un nombre rn tel

que a == mb + c, c etant positif, mais inferieur a b.

3. Étant donnes plusieurs nombres a, b, c, ..., I, on peut toujours trouver des
nombres qui sont en meme temps divisibles par a, par b, ..., par i. Parmi ces

nombres qu’on appelle communs multiples de cc, b, c, ..., l, il y en a un néces-

sairement qui est le plus petit et qui s’appelle le plus petit commun multiple des
nombres a, b, c, ..., l. 

’

THÉORÈME I. - Le plus petit commun multiple m des nombres cc, b, c, ..., l

divise exactement tout autre commun multiple M de ces nombres.

En effet, si iV1 n’etait pas un multiple de m, la division de M par m donnerait
lieu a une relation

ou nz’ serait positif, mais inférieur a in. Or on reconnait immédiatement que m’
serait encore un commun multiple de cc, b, c, ..., l, ce qui est absurde, puisdu’on
suppose qu’il n’existe pas un tel commun multiple inférieur a ni.

11 est clair qu’on peut énoncer ce théorème encore de cette manière :

THÉORÈME Ia. - Si un nombre M admet pour diviseurs les nombres a, b,
c, ..., , l, le plus petit commun multiple de a, b, c, ..., L sera encore un divi.-

seur de M.

~. Le plus petit commun multiple des nombres

est evidemment au moins egal a a, et il ne peut etre egal à a que dans le cas ou
b, c, ..., l sont des diviseurs de a.

5. Un nombre qui divise a la fois a, b, c, ..., l s’appelle un commun diviseur
de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs, il y en a necessairement un, plus
grand que les autres, et qui s’appelle Ie plus grand commun diviseur de a,
b, c, ..., ~

THEOREME II. - Le plus grand commun diviseur d des nombres a, b, c, :.., ,
l est un multiple de tout autre commun diviseur 03B4’ de ces nombres.

Soient, en effet, ~, ~’, d", ... les communs diviseurs des nombres donnes.



Puisque a est divisible par 0, ~’, ~°, ..., il est encore divisible par le plus petit
commun multiple de ~, Of, ..., et il en est de meme pour b, c, ..., I. Par con-

sequent, le plus petit commun multiple de d, ~’, ... est encore un commun di-

viseur de a, b, c, ..., l. Ce plus petit commun multiple est done necessairement
egal a o, et d’, ~", ... sont les diviseurs de ~. L’ensemble des communs diviseurs

de a, b, c, ..., l est identique avec l’ensemble des diviseurs de 3.

6. Pour chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de a, b, c, ..., l, on peut diviser
ces nombres en divers groupes, chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m. ) des nombres
contenus dans ces groupes, ensuite le p. g. c. d. (p. p, c. des nombres ainsi

obtenus.

On pourra donc ramener le probleme toujours au cas on il a que deux

nombres a et b, et, dans ce cas, l’algorithme d’Euclide conduit de la façon la plus
simple a la connaissance da p. g. c. d. Par une suite de divisions, on obtient les
relations

et est le p. g. c. d. de a et b.

Soit d le p. g. c. d. de a, b, c, ..., l, alors les nombres ..., nil sonU

tous divisibles par Jeur p. g. c. d. est donc nécessairement divisible par .

mais on reconnait immediatement que ce p. g. c. d, est exactement 

Pour abreger, nous emploierons quelquefois les symboles

pour designer respectivement le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a, b, ..., l,..

Onadonc

et de même

De la on peut conclure le lemme suivant qui est souvent utile.

- Soient d le p. g. c. d. (p. p. c. des x nombre,s



e le p. go. c. d. (p. p. c. m.) des 03B2 nombres

alors le p. g. c. d. ( p. p. c. m.) des aQ produits

est de.

En les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes

sont respectivement ae, a’e, a"e, ..., et le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de ces der-
niers nombres est de.

7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujours à celle du p. g. c. d.,
et reciproquement.
Le p. p. c. m. de a, b, c est de la forme

donc d doit etre un commun diviseur de bc, ca, ab. Pour avoir le p. p. c. 
il faut évidemment prendre pour d le p. g. c. d. de bc, ca, ab.

THÉORÈME III. - Le p. p. c. m. (p. g. e. d.) de cc, b, c, ..., l est égal au pro-
duit abc.. .l divisé par le p. y. c. d. ( p. p. c. nz.) des produits

y 

8. Dans le cas de deux nombres a eL b, le produit du p. g. c. d, et du p, p. c. m.
est ab. Cette relation n’a plus lieu dans le cas ou l’on a n nombres. Cependant
on peut retablir l’analogie, et il faut, pour cela, considérer, non seulement le

p. g. c. d. et le p. p. c. m., mais une suite de n nombres qui dérivent d’une facon
particuliere des nombres donnes.
Nous allons entrer dans quelques details sur cette théorie, comprise dans des

recherches plus generates de M. Smyth dont nous aurons a parler plus loin.
Considerons n nombres



Prenons deux nombres, par exemple a et b, de ce système et remplacons-les
par leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m. On aura ainsi un second système (A1)

En repetant la meme operation sur (At) pour en deduire un sysLeme (A2~, puis
un système (A3)’ ..., on finira toujours par obtenir un système dans lequel deux
nombres quelconques sont eux-memes leur p. g. c. d. et p. p. c. m, ; c’est-a-dire
J’un de ces nombres divise l’autre. Si l’on ordonne les nombres de ce système de-
finitif par ordre de grandeur croissante

elf divise ek+,, et nous dirons que ces nombres forment le système réduit, ek est
le kième nombre reduit. En eflet, on verra que ce système reduit est unique et in-
dependant de la manière dont on a dirigé les operations.

9. Pour facillter un peu le langage, nous dirons que deux nombres ferment un
couple reduit lorsque l’un de ces nombres divise l’autre. II est clair que, si a et

b sont un’couple reduit, les groupes (A) et (A, ) sont identiques; on peut donc se
dispenser de combiner les couples réduits. Si tous les couples de (A) étaient re-
duits, ce groupe serait deja le systeme reduit.
Nous allons faire voir qu’en combinant deux nombres qui ne forment pas un

couple reduit, on augmente toujours le nombre total des couples redults.
Considérons, pour cela, les divers couples réduits de (A). On peut distinguer

les quatre categories suivantes :
I° Les couples redaits f, g qui ne renferment ni a, ni b. It est bien clair que

ces couples réduits se retrouvent dans (A1).
2° Les couples réduits a, f qui renferment Ie nombre a et qui sont tels que b, f

n’est pas un couple reduit. Dans ce cas, au moins un des couples a’, f et h’, f
sera reduit, et ils peuvent l’être tous les deux. En effet, si f divisc a, il est clair

qu’il divise aussi h’, et, si f est multiple de a, il sera aussi multiple de a’. [On
suppose a’= b), b’= ~ a, b ~.~

3° Les couples réduits b, f qui renferment le nombre b et qui sont tels que
a, f n’est pas un couple réduit. II est clair que ce que nous venons de dire pour
Ie second cas s’applique encore ici.

4° Les couples réduits a, f qui sont tels que b, f est en meme temps un couple
reduit. Dans ce cas, on reconnait facilement, que les couples a’, f et ~’, f sont
aussi réduits tous les deux. Il 

. 

suffit d’examiner successlvement les trois hypo-
theses possibles : f divise a et b; f’ est multiple de a et de b; f divise 1’un des
nombres a, b et est multiple de l’autre.



Nous avons ainsi enumere deja dans le systeme (A, ) au moins autant de couples
reduits que dans (A). Mais le systeme renferme encore le couple reduit
r~’, h’, par consequent le nombre des couples reduits du systeme (A, ~ surpasse
au moins d’une unite le nombre des couples reduits de (A).

Par un nombre fini d’opération, on arrivera donc necessalrement a un groupe
de n nombres dont tous les couples sont des couples réduits, et qui est ainsi le

système reduit. Il reste a faire voir que ce système reduit est unique.

10. On constate cl’abord qu’en remplaçant a et b par a’ et b’, on ne change ni
le p. g. c. d., ni Ie p. p. c. m. des nombres du systeme.

Envisageons maintenant les divers produits k à k des nombres (A), pour voir
quelles modificat.ions resultent, pour ces produits, par le remplacement de a et b
par a’ et ~’. ,

Les divers produils k à k se composent :

1° Des produits qui ne renferment ni a, ni b ;
~~~ Des produits qui renferment a et b;

Des produits qui renferment un seul des nombres a et b.

ll est clair que ce sont les derniers produits seulement qui sont affectés par
Ie remplacement de a et b par a’ et b’. Ces produits sont, d’ailleurs, en nombre
pair et peuvcnt etre ecrits ainsi

P, 1’", ... etant les divers produhs k - i a k - i des nombres c, ..., l.

En remplacant Inaintenant a et b par a’ et b’, cela revient évjden1111ent a rem-
placer chaque couple

par son p. g. c. d. et son p. p. c. m. Cette operation, nous l’avons deja remar-
que, n’influe ni sur le p. g. c. d., ni sur le p. p. c. des divers produits k a k.

Par consequent le p. g. c. d. Dk et le p. p. c. m. Mk des divers produits k
à k des nombres (A) ne changent pas en passant aux nombres (A, ). Dk et Mk sont
aussi le p. g. c. d. et le p. p. c. in, des produits k a k du système reduit

c’est-a-dire



De la on conclut les relations suivantes

qui mettent en evidence ce fait que le systeme reduit est unique et donnent
l’expression des nombres reduits en fonction de a., b, c, ..., l. Les relations

reproduisent le theorerne III. Puisqne ek divise on voit que Dk divise

Dh_,, Mk est multiple de Mh._,; on pourrait le démontrer directement
en s’appuyant sur le lemme du nO 6. On voit que Dk ne peut etre égal a a

moins qu’on n’ait D -~-= D 2 _-...= i.

li. et b’ étant le p. g. c. d. et Ie p. p. c. /?Z. et b, le

~. ~. C. ~. et le p. p. c. 

sont respectivement

menze, le p. y. c. d. et le p. p. c. nt. de

soul respectivement

Pour demontrer la premiere partie, on remarque d’abord que le p. g. c. d. de

(.nz, r~) et (lj2, b) est ivideuiment (/7Z, a, b) == (m, a’). Cela étant, pour demontrer
que (m, b’) est le p. p. c. m. de cc) et (m, b), il suffira de faire voir que

cela est evident ; car, d’après le lemme du nO 6, on a

Pour la seconde partie, on remarque d’abord que le p. p. c. m. de 4 nt, ~~ ( et

) est évidemment |m, a, b| = |m, b’|; et ensuite il est clair que



On conclut de ce lemme que ies nombres reduits de

De meme, les nombres reduits de

12. Nous avons considere, dans le n° ~10, les divers produits k a k des nombres
a, b, c, ..., l. Si, au lieu de cela, on avait considere simplement les divers groupes
k a k, non pour en former les produits, mais pour en prendre le p. g. c. d. ou le
p. p. c. m., on serai t arrive aux resultats suivants :

puis aussi

Cette recherche n’ offre aucune difficulte en s’appuyant sur le lemme du nO 11.

13. On dit que deux nombres sont premiers entre eux ( ou bien a est premier
avec ~~ lorsque leur p. g. c. d. est egal a 1’unite; leur p. p. c. m. est alors egal a
leur produit.

LEMME. - On a

En effet, il est clair que

THÉORÈME IV. - Lorsque a et b sont premiers entre eux, tout commun
seur de a et bc est aussi commun diviseur de a et c.

Il suffit évidemment de montrer que



mais cela est evident d’apres le lemme précédent, puisque (a, b) = i par hypo-
these. 

’

On deduit de ce theoreme les consequences suivantes : ~° Si c est aussi premier
avec a, bc est premier avec a. Il est facile de généraliser ce resultat ainsi. Les
nombres

etant tels que chaque nombre a, c~’, ... est premier avec tous les nombres b, b’, ...,
le produit c~a’a"... est premier avec bb’b"..., a"t est premier avec b‘1. 2° Lorsque
bc est divisible par a (a et b étant premiers entre eux), c est divisible par a.

14. On dit que plusieurs nombres a, b, c, ..., l sont premiers entre eux lorsque
deux quelconques d’entre eux le sont. On peut remplacer cette defini tion par la
suivante qui lui est equivalente. Plusieurs nombres a, b, c, ..., l sont premiers
entre eux lorsque a est premier avec b avec cd...l, ..., enfin h avec l.
Le p. p. c. m. des nombres a, b, c, ..., l, qui sont premiers entre eux, est ebal

a leur produit, et, cette propriété est caracteristique. En effet, ayant

il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun > i. Car, si
03B4 divise a et b,

est un commun multiple de a, b, c, ..., i.

Un nombre admettant les diviseurs a, b, c, ..., l premiers entre eux, est divi-

sible par leur produit abc.. . l.

On pent dire encore : les nombres a, b, c, ..., l sont premiers entre eux lorsque
le (n nombre réduit en-1 = i. En est le p. p. c. m. des nombres

On a alors aussi

Pour que plusieurs nombres a, b, c, ..., l soient premiers entre eux,’ il ne

suffit pas que leur p. g. c. d. soit égal a 1’unite, il faut que le p. g. c. d. des

produits

soit égal a 1’nnite. (Voir le théorème III et la fin du nO 10.)



Le p. g. c. d. des nombres m, a, b étant l’unité, on a

En d’après le lemme du n° 6,

d’apres Fhypothese.
Plus particulierement, on aura

lorsque a et b sont premiers entre eux. Ce résultat peut se généraliser immédia-
tement ainsi.

THÉORÈME V. - Les nombres a, b, c, ...; I étant premiers entre eux, ojt a

Remarque. - Ce résultat est compris aussi comme cas particulier dans les

propositions obtenues dans le n° 11. En effet, le ni~’n’e nombre reduit de

c’est-a-dire leur p. p. c. m. est egal a

En supposant a, b, c, ..., l premiers entre eux, on retrouve le théorème ci-dessus.
On peut en tirer la consequence que voici. Les nombres a, b, c, ..., l eLant pre-

miers entre eux, un diviseur 03B4 de leur produit peut etre toujours mis d’une seule

façon sous la forme

ou a’ divise a, b’ divise b, ..., l’ divise l. En si cette decomposition en fac-

teurs est possible, a’ doit diviser a et S, et par consequent ( cc, d ).
Mais, d’apres le theoreme V, on a

d’ou il est clair que la decomposition est possible, et d’une seule maniere.
D’autre part, on obtient toujours un diviseur de abc...l, en multipliant un

diviseur quelconque a’ de a par un diviseur b’ de b, etc.



On pent donc conclure :

THÉORÈME VI. - Les nonibres a, b, c, ..., I étant premiers entre eux, on
obtient tOllS les diviseurs de leur pnoduit abe... l, et chaque diviseur une seule
fois, en multipliant chaque diviseur de a par chaque diviseur de b, ..., 
chaque diviseur de l.

Corollaire. - En désignant par f(m) le nombre des diviseurs de n2 (ou la

somme de ces diviseurs, ou la somme de leurs puissances), on a

lorsque a, b, c, ..., l sont premiers entre eux.

15. Tout nombre a (excepte 1’unite) a au moins les deux diviseurs a et I . Tout

nombre qui n’admet pas d’autres diviseurs s’appelle nombre premien. Nous ne
compterons pas l’unité parmi les nombres premiers : les plus petits nombres pre-
miers sont

Tout nombre qui n’est pas premier est dit composé. Un nombre compose a est
toujours egal a un produit bc dont les facteurs sont > i tous les deux.

Soient p un nombre premier, a un nombre quelconque ; si p ne divise pas a,
a et p seront premiers entre eux.

Lorsqu’un nombre premier p divise le produit abc... l, /? doit diviser au moins
un des facteurs a, b, c, ..., l; car, dans le cas contraire, p serait premier avec a,
avec b, ..., avec l, par consequent premier avec abe...l et ne pourrait diviser
ce produit.

THÉORÈME VII. - Tout nombre composé admet un diviseur premier.

En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant 1’unite, d’un nombre
compose, est necessairement un nombre premier.
THÉORÈME VIII. - Tout nombre compose est égal cz un produit de facteurs

premiers ou, comme on dit, il est decomposable en facteurs premiers. Celte
decomposition ne peut se faire que d’une seule manière.

En effet, mettons le nombre composé a sous la forme d’un produit

de facteurs > 1, de toutes les manieres possibles. Le nombre de ces facteurs sera
toujours inférieur a n, en supposant 2n > a. Parmi ces produits égaux a a, il y
en aura done un, au moins, dans lequel le nombre des facteurs est le plus grand.



Soit

un tel produit, it est clair que tous les facteurs sont des nombres premiers; car,
si par exemple pi était composé, on pourrait obtenir un produit egal et

renfermant k + t facteurs.

Remarque. - Il est clair qu’on obtient toujours par un nombre fini d’essais
les divers produits egaux à a que nous considérons. Il suffit d’ecrire les nombres

de prendre leurs divers produits un a un, deux a deux, ..., n - I a rz -1 i (avec
repetitions’) et de ne conserver que ceux de ces prodnits qui sont egaux a Cl.
La premiere partie du theoreme se trouve ainsi demontree; quant a la seconde

partie, supposons deux decompositions en facteurs premiers

Il est clair que c~, doit diviser le et~ par consequent un des
nombres p1, p2, ... : donc q1 i est égal a un de ces nombres, par consequent

On en conclut

Le theoreme étant ainsi completement démontré, on voit qu’on pent meltre un
nombre quelconque, et cela d’une seule maniere, sous la forme

p, ~, r, ... etant des nombres premiers distincts, oc, ~, y, ... des nombres quel-
conques.
On peut deduire ce theoreme aussi du theoreme VII.

16. Pour que deux nombres soient divisibles l’un par l’autre, il faut et il suffit L

qu’en ayant decompose les deux nombres en facteurs premiers le diviseur n’ait

pas d’autres facteurs premiers que le dividende, et que ces facteurs ne figurent
pas dans le diviseur avec de plus grands exposants que dans le dividende. Cela
est evident d’après ce qui precede.
A l’aide de ce resultat, on peut reconnaitre immediatement la verite de tous les

Lheoremes que nous avons obtenus sur le p. p. c. m., le p. g. c. d., etc., en sup-
posant tous les nombres decomposes en facteurs premiers. Nous n’insisterons

pas sur ce sujet, cependant on doit remarquer que ce n’est la, a proprement



parler, qu’une espece de verification; cela devient sensible surtout lursdu’il s’agit
de propositions plus compliquees, comme celles du n° ~~ sur les nombres reduits.
Mais nous devons expliquer encore comment on obtient immediatement les nom-
bres réduits de a, b, c, .... L, lorsqu’on a decompose ces nombres en facteurs
premiers.

Supposons done

Pour plus de symetrie, nous avons introduit partout les memes nombres premiers
..., pk, ce qui peut se faire en admettant pour les exposants aussi la va-

leur o.

Considerons les exposants de pi

Supposons qu’en les écrivant par ordre de grandeur croissante on ait

Alors on aura

C’est ce qn’on verifie directement en remarquant, par exemple, que

est bien, avec ces valeurs de e,, ez, ..., e,t, le p. g. c. d. des produits k a k des num-
bres a, b, c, ..., l. On vérifie encore sans peine les expressions des ek quc nous
avons obtenues dans le n° 12.

Les diviseurs de sont

leur nombre est x -~- i leur somme



(1n nombre quelconque

admet done

diviseurs, et leur somme est

17. Decomposer un nombre donne en facteurs premiers, c’est un probleme
dont la solution exige un grand nombre de tatonnements. On a imagine de nom-
breux artifices pour abreger le travail; mais, quoi qu’on fasse, cette decomposi-
tion est, en impraticable pour un nombre un peu grand. Aussi serait-il,
par exemple, a peu pres impossible d’obtenir de cette facon le p. g. c. d. de deux
nombres de douze a quinze chiffres ; l’algorithme d’Euclide conduit sans trop de
peine au but.
On voit par la que ce n’est pas seulement en se placant an point de vue 

rique qu’on peut exiger de ne pas faire intervenir la decumposition en nombres
premiers dans des questions ou ces nombres premiers ne figurent pas expressé-
ment.

11 y a une infinite de nombres premiers. En effete p etant un nombre premier,
on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que p. Soit, pour le
montrcr,

le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Mettons le

nombre P d’une facon quelconque sous la forme d’un produit de deux facteurs

alors il est clair que le nombre N = A + B n’est divisible ni par 2, ni par 3, ...,
ni par p. En decomposant donc N en facteurs premiers, on trouvera nécessaire-
ment des nombres premiers qui surpassentp.
Remarquons avec M. Cayley que, si l’on prend A = P, B = i , les nombres

N + 2, ..., N + p - i sont tous composes; J d’ou l’on voit que la diffé-
rence de deux nombres premiers consecutifs peut surpasser un nombre donne.

18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. II est toujours pos-
sible de mettre le p. p. c. m. des nombres a, b, c, ..., l sous la forme d’un pro-
duit



dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement a, b, c, ...,
l. Adoptons les notations du n° 16, le p. p. c. m. est 

’

Ecrivons les nombres a, b, c, ..., l l’un au-dessous de l’autre. Écrivons ensuite
]e facteur p~~ a cote d’un des nombres a, b, c, ..., I qu’il divise (un au moins de
ces nombres est divisible par pi~~. Faisons de meme pour ~~~=, .. pk. Alors on
prendra pour a’ le produit des nombres qu’on aura ecrits a cote de a i

lorsque aucun nombre ne se trouverait a cote de a), de meme pour b’, c’, ..., I’.

Il est clair qu’on obtiendra toujours au moins une solution; elle est unique dans
le cas ou, parmi les nombres a, b, ..., I, il n’y en a qu’un seul divisible, soit par

soit par etc. Dans le cas contraire, le probleme admet toujours plusieurs
solutions.

19. On peut toujours obtenir une solution, sans decomposer les nombres a,
b, c, ..., l en facteurs premiers et uniquement a l’aide de l’algorithme d ’Euclide.

Mais, pour abréger, nous nous bornerons au cas de deux nombres a et b, d’où
il est facile, du reste, de remonter au cas general. Soit (a, b ) -. d, et calculons

a’ et h’ seront premiers entre eux, puisque a d et b d le sont ; d sera done divisible

par Jeur produit, soit

et puis

En continuant ainsi, on finira toujours par arriver a un couple

car

On aura alors



et, pour le p. p, c. m.,

Les nombres  sont premiers entre eux, et, a’, ... , etant des diviseurs

~le «, b’, h", ..., des diviseurs de ~’, il est clair que les deux facteurs

sont premiers entre eux. Ensuite est premier avec chacun de ces facteurs,
car’

En prenant done

on aura ni =r AB, A et B seront premiers entre eux, puis A divise a et B divise h.
l’lus généralement, si l’on a = pq, p et q etant premiers entre eux, on pourra
prendre .

Si l’on suppose a et b decomposes en facteurs premiers, on verra facilement que

est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent dans la decomposi-
tion de a avec des exposants plus grands que dans la decomposition de b, tandis
que est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent aveclemême
exposant dans les decomposi tions de a et de b. Lorsqu’on a d(k) > 1, on obtient
Loujours deux solutions au moins, en prenant soit p -_.1, q = soit p = "J

r/ _ ~ . Mais, dans ce cas, il peut arriver que le probleme admet encore d’autres
solutions, et cela a lieu lorsque cl(k) est divisible par plus d’un nombre premier.



Mais, pour obtenir ces solutions, il faut absolument recourir a la decomposition
de en facteurs premiers : l’algorithme d’Euclide seul ne peut pas les faire

connaitre.

20. En jetant maintenant un coup d’0153il sur le chemin que nous avons par-

couru, on reconnaitra que la theorie de la divisibilite des nombres repose sur ce

fait, qu’étant donnes deux nombres a et b, un peut toujours determiner un nom-
bre m, tel que

Si l’on considere les nombres complexes a + bi(i = y, on peut établir une
relation analogue, et de la decoule, pour ces nombres, une théorie de la divisi-
bilité parfaitement analogue a celle des nombres ordinaires. Nous aurons a revenir
plus tard sur cette question et d’autres de la meme nature.

Les propositions les plus essentielles sur la divisibilite des nombres se trouvent
dans les Elements d’ Euclide,. notamment on y trOl1ve : l’algorithme pour la

recherche du plus grand commun diviseur, la proposition qu’un produit ne peut
, etre divisible par un nombre premier, a moins qu’un des facteurs ne le soit, la

proposition qu’il y a un nombre infini de nombres premiers.



CHAPITRE Il.

~ 

DES CONGRUENCES.

1. Si la difference des deux nombres a et b est divisible par un nombre «

et b sont dits congrus par rapport a le diviseur M est appelé le module; a et
b sont résidus l’un de suivant le module Pour exprimer cette relation,
on ecrit, d’après la notation de Gauss,

cette formule est une congruence. ll y a avantage, dans cette théorie, a admettre,

pour a et b, non seulement les valeurs entières positives, mais aussi les valeurs
entieres negatives.

Si r est le reste de la division de a par M, on a

le reste r est ordinairement un des nombres

mais on pourrait le prendre aussi entre - ~~ et -~- ~~~; d’ou il suit que tout nombre
a un resida qui ne surpasse pas en valeur absolue la moitié du module. C’est la

le résidu minimum.

2. Nous allons indiquer ici les propriétés les plus elementaires des congruences,
il sera a peine necessaire d’insister sur les demonstrations. Si l’on n’indique pas
le module, il sera sous-entendu que ce module est toujours M.

Si l’on a

on aura ainsi

De meme, on aura

et plus généralement



Ainsi

etant un polynome a coefficients entiers, on aura

3. Supposons qu’on ait

ce qui signifie que - b) est divisible par M; soit

m d(a - b) sera divisible par .? , et, puisque m d e!. , sont premiers entre eux, a - b
sera divisible par , : done .

On peut donc diviser les deux membres d’une congruence par un nombre a

condition de diviser en meme temps le module par le p. g. c. d. de in et M. On
aura a appliquer cette proposition le plus souvent dans les cas particuliers sni-

est premier avec M, alors d = I; 20 nl divise alors d = In.

Supposons encore qu’on ait

En multipliant la seconde congruence par a’, il vient, en faisant aLtention a la
premiere,

done

ou d = (b, M) .- (a, M), car il est clair que des nombres congrus ont même

p. g. c. d. avec le module.

Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils scront congrus encore
en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres sont congrus suivant
plusieurs modules A, B, C, ..., L, ils seront, congrus encore en prenant pour mo-
dule le p. p. c. m. de ces nombres



Le cas particulier le plus interessant est celui ou les modules A, B, C, ..., L sont
premiers entre eux, alors M = ABC...L.

4. On peut distribuer l’ensemble des nombres entiers en M classes, en consi-
derant deux nombres comme appartenant a la meme classe ou non, selon qu’ils
sont congrus ou non suivant le module M. En prenant dans chaque classe un
nombre, on obtient un groupe de nombres, qu’on appelle un système complet
de résidus. Un tel système jouit évidemment de la propriété qu’un nombre quel-
conque est congru a un et a un seul de ses nombres. Un nombre quelconque a

pris dans une classe peut être considéré comme représentant la classe entiere qui
se compose des nombres a + = o, + 1, ± a, + 3, .... On designe ainsi
souvent la classe par un quelconque des nombres qu’il renferme, et l’on peut ainsi

remplacer un nombre par un nombre congru.
Tous les nombres d’une classe ont le meme p. g. c. d. avec le module M, et ce

p. g. c. d. pent être un diviseur quelconque d de M.
On peut, d’après cela, discribuer les classes en familles, en considérant diverses

classes comme appartenant a une meme famille, si elles ont le meme p. g. c. d.

avec le module lfl.

Combien de classes ; a-t-il qui sont premieres avec NI? Il est clair qu’il y en a
autant qu’on trouve parmi les nombres

des nombres qui sont premiers avec M. Nous designerons ce nombre par 9(M),
en sorte que ,

Le nombre des classes qui ont avec M le p. g. c. d. d est évidemment le nleme

que celui des nombres du groupe (A) qui ont d pour p. g. c. d. avec faudra

done chercher parmi les nombres

Or, pour que Ircl, = d, il faut et il suffit que k soit premier avec ~~ ~ . Le nom-
bre cherché indique done combien, parmi les nombres

il y en a qui sont premiers avec ce nombre est 03C6( d 
.



LI y a ainsi 03C6 ( 7 ) classes qui ont d pour p. g. c. d. avec M, Ie nombre total des
classes étant M, on a

d parcourant tous les diviseurs de M. Il est clair qu’on peut ecrire cette relation
plus simplement ainsi

11 est facile de deduire de la la valeur de ~(M).

5. Supposons plus généralement que deux fonctions numeriques f et F soient
liées par la relation

d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer réciproquement la
fonction f au moyen de F.

Soit

la decomposition de M en facteurs premiers. On obtient 1’ensemble des diviseurs d
de 31 en developpant le produit

et nous pouvons ecrire d’une maniere symbolique

On doit developper le produit du second membre et remplacer ensuite chaque
terme d par f (dO. En remplaçant M par M;p (donc x par 03B1 - y? on aura

En retranchant, il vient, si l’on fait usage dans le premier membre de la meme
notation symbolique



En remplaçant M par M et retranchant, il vient ensuite

En continuant ainsi, on obtient finalement

c’est repression cherchee; on peut 1’ecrire plus explicitement

On rencontre souvent des fonctions numeriques qui jouissent de la propriété

lorsque a et b sont premiers entre eux (voir Chap. I, n° 14). Il est clair qu’une
telle fonction est parfaitement determinee connait sa valeur pour les

puissances des nombres premiers, mais ces valeurs-la peuvent être prises arbi-
trairement.

On voit facilement que, si la foncLion f qui figure dans la relation (i) jouit de
cette propriété (3), on aura aussi, a et b étant premiers entre eux,

et l’on reconnait maintenant par les formules (2) ou (2’) que, réciproquement, si
deux fonctions f et F sont liées par la relation (y, et si la fonction F satisfait a
la relation (4), la fonction f satisfera a la relation analogue (3).

Le theoreme, souvent utile, de ce numero est du a M. Dedekind (Journal de

Crelle, t. 54, p. 21). On 1’etablit ordinairement par une simple verification. En

exprimant au second membre de ( ~’) partout la fonction F par la fonction f, on
constate qu’il ne reste que le terme f(M): tous les autres termes se détruisent.

6. En revenant au cas particulier de la fonction ~.~(!’~I), F(1~1) = lfT, on trouve

Ayant = lorsque cc et b sont premiers entre euY, on peut remar-



quer que, a étanl impair, on a, a cause de c~ ( 2 ) = r ,

A l’exception = ~.~ ~2) = I, est toujours pair.

7. Dans la theorie des nombres, on se propose, sur les congruences, des pro-
hiemes analogues a ceux qu’on traite en Algehre sur les equations.

Ainsi on pose la question de trouver les nombres x qui satisfont a une cun-

gruence, telle que

on le premier membre est un polynome a coefficients entiers en x.
Si l’on satisfait a cette congruence en faisant x = ro, xo est une racine de la

congruence. Il est clair que tout nombre congru a suivant le module l~r satis-

fera alors aussi a la congruence, mais on a l’habitude de ne pas considérer comme
dinerentes ces solutions. Aussi, si l’on dit qu’une congruence admet k racines,
cela veut dire k racines incongrues, ou encore, ce qui revient au même, l’en-
semble des nombres qui satisfont a la congruence se repartit en k classes. ll

est clair, d’après cela, qu’on obtient toutes les racines d’une congruence, en es-
sayant successivement tous les nombres d’un systeme complet de residus, par
exemple les nombres

mais ce moyen devient impraticable des que M est un peu grand.
Si tous les coefficients du polynome f (x) sont divisibles par la congruence

cst identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence est impossible
evidemment lorsque tous les coefficients de f (x) sont divisibles par M, a l’exception
du terme independant de x.

Il est clair, du reste, qu’il est permis de remplacer un coefficient quelconque de
f(x) par un nombre congru suivant le module M.

8. Considerons la congruence du premier degre

Supposons d’abord a premier avec M. Pour voir si la congruence admet des ra-
cines, mettons pour x successivement les valeurs

ou, si l’on veut, valeurs quelconques formant un systeme complet de residus.
Il est clair que les valeurs correspondantes de ax + b sont incongrues, car la re-



lation

exige qu’on ait ax i ay ou encore x - y, puisque a est premier avec M.
Les valeurs de ax + b forment donc egalement un. système complet de residus,

et, parmi ces valeurs, il y en a donc une qui est congrue avec o. La congruence
proposee admet donc une racine.

Supposons maintenant (a,1~I~ = d. Dans ce cas, il est clair que b doit etre di-
visible par d; dans le cas contraire, la congruence est impossible evidemment.
Admettant donc que b soit divisible par d, la condition imposee à x revient a
celle-ci

Puisque a et M sont premiers entre eux, nous savons qu’il existe une seule racined d

par ra pp ort au module M . d . Soil xo cette racine, l’ensemble des valeurs de x qui sa-

tisfont a la question est comprise dans 1’expression

Mais il est clair que, suivant le module M, ces nombres se repartissent en d classes,
car les d nombres .

sont incon g rus suivant le module M, ~ mais un nombre quelconque est

congru, suivant le module 11~, avec un de ces d nombres.

THÉORÈME I. - La congruence

est possible seulement lorsque best divisible par d = (a, M). Si cette condition
se trouve satisfaite, elle admet exactement d racines.

On voit que cet enonce renferme aussi le resultat particulier qui a lieu pour
d,=1. .

9. Il nous reste a donner une methode pour trouver effectivement, sans trop de

peine, la racine de la congruence



tl est clair que nous pourrons nous borner au cas où a et M sont premiers entre
eux, puisque Ie cas general se ramene immediatement a ce cas particulier. Ensuite
iI suffira de considerer la congruence

car, la racine de cette congruence étant obtenue, il suffira evidemment de la mul-

tiplier par - b pour obtenir la racine de la congruence proposee. Le probleme
revient donc a satisfaire a 1’equation indéterminée

On developpe en fraction continue Ie rapport M: a ou, ce qui revient au meme,
on applique a a et M l’algorithme d’Euclide. On peut alors exprimer de proche en
proche comme fonctions lineaires homogenes de a et M tous les restes obtenus et
finalement Ie p. g. c. d. lui-meme qui est i. Comme ce mode de calcul est encore

utile dans d’autres circonstances, nous allons l’expliquer avec details.
Supposons qu’on ait une suite de nombres N, N,, N2, ... lies par les relations

alors on peut exprimer successivement N par N, f et N2, par N2 et N3, ...,

Introduisons un symbole

determine par les relations

alors on aura generalement



Il est clair qu’on aura aussi

et, si l’on substitue ces valeurs dans la premiere relation (i), on obtient une

expression de N par N~ qui doit etre identique avec (3). D’ou l’on conclut

ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par recurrence la valeur du symbole.
A l’aide de ces relations (a) et ~ ~ ~, on demontrera facilement cette formule

En joignant a 1’equation (3) celle-ci

on a deux equations; d’ou l’on pourra tirer la valeur de Nk en function de N et
N,. Mats cette valeur s’obtient aussi directement, car on obtient de proche en

proche

Généralement,

En comparand cetLe valeur de Nk avec celle tiree de (3) et (6), on a

Ce sont la les formules dont nous aurons besoin; nous en donnons encore quelques
autres qui sont quelquefois utiles. On a

Substituant ces valeurs dans (3), on a l’expression de N par Nk+l et 

expression qu’on peut obtenir aussi en remplacant k par ~~ + l dans la meme for-
mule. On trouve, par comparaison,






















































































































