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B.4ISUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.

si l’équation caractéristique a une racine triple.
(a) Le groupe G, laisse invariante une équation du troisième ordre de

la forme

dont les courbes intégrales sont représentées par

~ ( x) étant une intégrale particulière de l’équation ( r ).
Si, dans l’équation ( 2 ), on remplace y par y + ~,~ (x), elle devient

qui représente les courbes intégrales de l’équation

L’équation différentielle considérée dérive donc, par une transformation
ponctuelle, de l’équation canonique ((2)).

( b) Le groupe G2 laisse invariante l’équation

qui dérive aussi de l’équation canonique

par une transformation ponctuelle; il suffit, en effet, de remplacer dans ( 1 )
y par y -~- ~ (x) étant une intégrale de l’équation ( 1 ), pour obtenir
l’équation canonique (( 3 )).

( c) Enfin le groupe G3 laisse invariante toute équation de la forme

et le groupe G3 les équations de la forme

chacune de ces équations dérive évidemment de l’équation canonique ((1 ))



par une transformation ponctuelle de la forme

Le groupe G ne fournit donc, dans aucun cas, de forme canonique nou-
velle.

( d) Il en est de même du groupe

en effet, ce groupe laisse invariantes les équations du troisièrne ordre com-
prises dans la formule

Si l’on effectue le changement de variables suivant

Inéquation précédente prend la form e ((1 ))?

(c) Reste à examiner le groupe

où P, (X) et P2 sont les intégrales de

Supposons d’abord que les racines de l’équation caractéristique soient
distinctes. Le groupe est alors semblable au suivant

qui ne laisse invariantes que les équations canoniques

Supposons maintenant que l’équation caractéristique ait ses racines



égales. Le groupe est alors semblable à celui-là

les équations invariantes qui lui correspondent sont données par la for-
mule

chacune de ces équations dérive par une transformation ponctuelle ~x~, = k x)
de l’équation canonique

Le groupe considéré G ne fournit donc pas de forme canonique nou-
velle.

3. Les groupes à quatre paramètres de la troisième catégorie sont au
nombre de trois.

(a) Considérons d’abord le premier

Si m = 2, le groupe ne laisse invariante que l’équation canonique déjà
obtenue

Si /?~~ 2, il y a une infinité d’équations invariantes, à savoir celles qui
sont données par la formule

où k désigne une constante.
Il est aisé de voir que, pour une valeur donnée de m, ces équations déri-

vent toutes (sauf l’équation y"‘ = o qui correspond à de l’une
d’entre elles,

par une transformation ponctuelle. En effet, il suffit, pour passer de l’équa-



tion (I) à l’équation ( 2 ) , de remplacer y par Ây, h étant déterminé par

Dans la suite nous prendrons

Remarquons, dès maintenant, que l’équation (2) dérive, dans le cas où

de 1’équation canonique

par une transformation ponctuelle (voir page 41).
( lo ) Le second groupe à examiner est le suivant

à ce groupe correspond une infinité d’équations du troisième ordre inva-
riantes, à savoir les équations de la forme

où k désigne une constante quelconque. Chacune de ces équations dérive,
par une transformation ponctuelle, de l’équation

il suffit, pour le voir, de remplacer dans l’équation (i)y par y + i x2Lk.
(c) Le dernier groupe à quatre paramètres de la troisième catégorie

est

Ce groupe laisse invariantes les équations d.u troisième ordre, qui ont la
forme

m désignant une constante.



4. Enfin le seul groupe à quatre paramètres de la dernière catégorie est
le suivant

Ce groupe laisse invariantes les équations différentielles du troisième

ordre qui ont la forme

où k désigne une constante quelconque.
En résumé, nous venons de trouver que les équations du troisième ordre

suivantes

et celles qui en dérivent par une transformation de contact admettent un
groupe ponctuel à quatre paramètres.
Nous verrons dans la suite que la quatrième équation et celles qui en

dérivent admettent un groupe de transformations de contact à cinq para-
mètres.

De même la deuxième équation admet un groupe à plus de quatre para-
mètres si

Nous pourrons alors dire que les formes canoniques des équations du
troisième ordre, qui admettent un groupe à quatre paramètres, sans ad-
mettre un groupe d’ordre plus élevé, sont



SECONDE PARTIE.

CHAPITRE L ,

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI ADMETTENT UN GROUPE
A DIX PARAMÈTRES.

La correspondance établie par NI. Sophus Lie entre les équations aux
dérivées partielles

qui admettent un groupe de transformations ponctuelles, et les équations
différentielles ordinaires

qui admettent un groupe de transformations de contact, nous a permis de
ramener le problème proposé à la recherche des équations aux dérivées
partielles qui correspondent aux équations canoniques (2), déterminées
dans la première Partie de ce travail. Comme je l’ai déjà énoncé, je sup-
poserai une équation aux dérivées partielles définie par son équation
associée. Grâce à l’introduction dans le calcul de cette équation aux diffé-
rentielles totales, il deviendra souvent facile d’apercevoir que deux équa-
tions aux dérivées partielles sont semblables et de trouver les changements
de variables qui permettent de transformer l’une dans l’autre. .

1. . Équations aux dérivées partielles qui correspondent à l’équation
canonique

Nous avons déjà vu que ces équations sont les équations aux dérivées
partielles qui dérivent, par une transformation ponctuelle, de l’équation



dont l’équation associée est

Le groupe de cette équation est précisément le groupe des transforma-
tions conformes (~).

2. Équations aux dérivées partielles qui correspondent à l’équation
canonique

Cette équation étant l’équation différentielle des hyperboles, dont les
asymptotes sont parallèles aux axes de coordonnées, dérive par une trans-
formation ponctuelle de l’équation

qui a pour intégrales tous les cercles du plan

Tout revient donc à chercher les équations aux dérivées partielles qui
correspondent à l’équation (2).
En exprimant que la droite (voir p. 16)

est tangente au cercle (3 ), on trouve

La famille des équations aux dérivées partielles qui correspondent à
l’équation (i’) est donc la même que celle qui correspond à l’équation

’ 

canonique

et nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. 2014 Toute équation aux dérivées partielles

( 1) Transformationsgruppen, IIe Volume, page 459.



qui admet un groupe de transformations à plus de cinq paramètres
dérive, par une transformation ponctuelle, de l’équation

et admet, par conséquent, un groupe de trans f ormations à dix para- .

mètres.

COROLLAIRE. - Toute équation différentielle

qui admet un groupe de trans f ormations de contact à plus de cinq
paramètres admet ég alement un groupe de transformations à dix pa-
ramètres et dérive de l’équation

par une transformation de contact.

3. Transformations de contact par lesquelles les coniques, ayant
deux points communs, se changent en coniques tangentes à une droite
donnée en un point donné. - Proposons-nous de déterminer une trans-
formation de contact permettant de passer de l’équation

à l’équation

ou, ce qui revient au même, de la famille des cercles

à la famille de paraboles

Appliquons d’abord, à l’équation (i), la transformation particulière

qui transforme l’équation correspondante à ( r ),



dans la suivante

qui correspond à l’équation (2). La famille des cercles est alors représentée
par

il ne reste plus qu’à résoudre le problème suivant, qui est complètement
déterminé : :

Déterminer la transformation de contact

qui ,fait correspondre, à la ,famille dcs éléments linéaires représentée
par

la fam ille suivant=

Pour résoudre ce problème, remarquons que le système (3) peut prendre
la forme suivante

obtenue en résolvant le système (3) par rapport à a et c.
De même, le système (4) peut prendre la forme

Les systèmes (3’) et (4/) doivent évidemment représenter la même mul-
tiplicité de points (x, ~y, a, a, b, c) ; donc on doit avoir



ces quatre équations se réduisent aux trois suivantes

qui, résolues par rapport à x, y, ~, donnent t

Il est aisé de voir que ces équations définissent une transformation de
contact. C’est la transformation cherchée. Désignons-la par T. La trans-
formation de contact la plus générale, par laquelle la famille de paraboles

devient la famille des cercles du plan, est représentée par le symbole ST,
où S désigne la transformation de contact la plus générale, qui laisse inva-
riante l’équation y"’= o (Transformationsgruppen, t. II, p. 439).

Cela posé, considérons l’ensemble H des coniques ayant deux points
communs A et B, et l’ensemble K des coniques tangentes à une droite D en
un point C. Pour faire correspondre la famille H à la famille K, par une
transformation de contact, il suffit d’appliquer à la famille K la transfor- -

mation de contact (USTV), où U et V sont définies ainsi : U désigne une
transformation homographique faisant correspondre à K la famille des

paraboles déjà considérée ; V désigne une transformation homographique
faisant correspondre la famille H à la farnille des cercles du plan.



CHAPITRE II.
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI ADMETTENT UN GROUPE

A CINQ PARAMÈTRES.

1. Cherchons d’abord les équations aux dérivées partielles qui corres-
. pondent à la forme canonique

Les courbes intégrales de cette équation peuvent être représentées par
l’équation

Comme précédemment, écrivons que l’équation en x

a une racine double; il suffit, pour cela, d’éliminer x entre l’équation pré-
cédente et la suivante (voir p. I ~ )

on trouve ainsi

Les équations aux dérivées partielles cherchées sont donc toutes sem-
blables à celle dont la forme associée est

Groupe de l’équation (II). - Par son origine même, la famille de
courbes

admet le groupe G défini par les transformations infinitésimales



Proposons-nous de déterminer le groupe conjugué (p. 21) du groupe
précédent. Nous devons, pour cela, déterminer les transformations infini-
tésimales de la forme .

qu’admet la multiplicité de points (x, y, a, b, c) définie par l’équation

Les équations qui déterminent Ci s’obtiennent en écrivant que
l’équation .

est vérifiée en chaque point de la multiplicité considérée. .

Calcul de Ai, B" C,. - En faisant i == I, on trouve

Cette relation étant indépendante de y doit avoir lieu quelles que
soient les valeurs de x, a, b, c ; par suite,

Ainsi

Calcul de A2, I~,~, t~~>.

donc on doit avoir identiquement 
.

c’est-à-dire

, et, par suite,



Calcul de A~, B3, C3.

Cette relation doit être une identité en x, a, ~, c ; donc

Calcul de A,,, B~, G,,.

Calcul de A~,13~, (~~.

Il résulte du calcul précédent que.l’équation

admet le groupe à cinq paramètres défini par les transformations infinité-
simales

Nous avons déjà vu (Ire Partie, p. 23) que l’équation (lI) n’admet pas
d’autres transformations infinitésimales que les précédentes; donc r est
bien le groupe de l’équation (II).
De là nous pouvons conclure (Ire Partie, p. 39 ) un résultat déjà annoncé



et relatif à l’équation différentielle des courbes

à savoir

Cette équation n’adrnet pas un groupe de transformations de contact à
plus de cinq paramètres.

Caractéristiques de l’équation caTionique (Il ). - Si l’on se reporte à
la formule qui donne les courbes intégrales de l’équation différentielle du
troisième ordre qui correspond à l’équation (II), on voit que les caracté-
ristiques de cette dernière sont représentées par les équations

ou bien, en changeant la signification des lettres a, ~3, y,

D’autre part, les transformations finies du groupe r sont données par les
formules

De là, on déduit immédiatement que les droites C s’obtiennent en appli-
quant toutes les transformations de r à la caractéristique particulière

Cas particulier où n = - I, 0, 1 2, I, 2.
Si n = o ou n = i) l’équation (II) devient linéaire et, par suite, admet

un groupe infini. Si n est égal à l’un des nombres -1, 2, 2, l’équation (II)
devient, par une transformation ponctuelle évidente, identique à

et, par suite, admet un groupe à dix paramètres.



2. Passons à la détermination des équations aux dérivées partielles qui
correspondent à l’équation canonique

Les courbes intégrales de cette équation peuvent être représentées par

Différentions, en considérant x ety comme constants, nous obtenons

La condition pour que cette équation en x ait une racine double est

Les équations aux dérivées partielles cherchées sont donc toutes sem-
blables à celle qui a pour associée l’équation

Groupe de l’équation (III ).
Considérons la famille des courbes intégrales

qui admet le groupe G, défini par

Cherchons le groupe conjugué de G. Comme dans le cas précédent,
nous devons chercher les transformations infinitésimales de la forme

qu’admet la multiplicité de points (x, y, a, b, c ), définie par



Calcul de A, B~, , C, .

Cette expression devant être nulle, quelles que soient x, a, b, c,

Calcul de A 2, B2, G2 ~

Cette expression devant être nulle en chaque point (x, y, a, b, c) de la

multiplicité 03C6 = o, on doit avoir identiquement

c’est-à-dire

Calcul de A3, B~, , C3.
L’identité

Calcul de A~, B~, C..
L’identité

Calcul de A~,1~~, C~.
L’identité



Il résulte du calcul précédent que l’équation

admet le groupe défini par les cinq transformations infinitésimales sui-
vantes :

Reste à examiner si l’équation (i) n’admet pas un groupe d’ordre plus
élevé. Pour cela, désignons par

une transformation infinitésimale laissant invariable l’équation ( III ) ou
l’équation équivalente

Les équations qui déterminent §, r~, ~ s’obtiennent en écrivant que l’équa-
tion

est une conséquence de (III). Posons

Les équations cherchées s’obtiendront en écrivant que la relation .



est une identité en y, ,~, ~, cc qui donne

En différentiant ces équations, on voit immédiatement que toutes les
dérivées du deuxième ordre sont nulles; d’ailleurs, le nombre des fonctions
r, Y], ~ et de leurs dérivées du premier ordre est douze, le nombre des rela-
tions entre les dérivées du premier ordre est sept; donc le nombre des para-
mètres qui entrent dans (, ~r~, ~ est égal à cinq. On trouve facilement

Ce résultat montre que les transformations qu’adinet l’équation (1 ) sont
toutes des transformations du groupe r. On peut donc dire que : :
r est le de l’équation ( III ).
De là nous pouvons conclure également que l’équation différentielle des

courbes

à savoir

n’admet pas un groupe de transformations de contact à plus de cinq para-
mètres.

Caractéristiques cle l’équation canonique (III). - Si l’on se reporte à
la formule qui donne les courbes intégrales de l’équation

on voit que les caractéristiques de l’équation (III) sont les droites repré-
scntées par les équations

ou bien, en changeant la signification des lettres a., ~~ ~ ,

D’autre part, les transformations finies du groupe r sont données par les



équations

De là on déduit immédiatement que les droites C peuvent être obtenues
en appliquant toutes les transformations de r à la caractéristique particu-
lière

Résumé.

Il existe deux classes d’équations aux dérivées partielles admettant un
groupe de transformations à cinq paramètres, sans admettre un groupe
d’ordre plus élevé.

Les équations de la première classe sont semblables à l’équation associée
à la suivante

Les transformations Infinitésimales du groupe de cette équation sont dé-
terminées par les cinq

les transformations finies sont données par

Les équations aux dérivées partielles de la deuxième classe sont semblables
à l’équation qui a pour associée la suivante :

Les transformations infinitésimales du groupe de l’équation (III) sont
les combinaisons linéaires des cinq suivantes :



les transformations finies sont

Toute équation aux dérivées partielles admettant un groupe ponctuel à
cinq paramètres (sans admettre un groupe d’ordre plus élevé) dérive, par
une transformation ponctuelle, de l’une des deux précédentes.

CHAPITRE III.

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI CORRESPONDENT
~a. y’ yrn ~ my"2.

1. Considérons d’abord le cas où m est différent des nombres i et 2.

Les courbes intégrales de l’équation sont alors représentées par

L’équation aux différentielles totales correspondante s’obtient en expri-
mant que la courbe représentée par l’éq.uation (i) est tangente à la courbe
infiniment voisine

il suffit pour cela d’éliminer .x et y entre les équations (1 ), ( 2) et la suivante
.

on obtient ainsi

L’équation proposée ne fournit donc pas d’équation canonique nouvelle,
car on a vu que Inéquation (4) admet au moins un groupe à cinq paramètres. .

- Si m est différent de o, 1, 3, 2, 3, l’équation (4) n’admet

qu’un groupe à cinq paramètres (voir p. 59); donc :
Le groupe des transformations de contact qui laissent invariante l’équa-



tion

est un groupe à cinq paramètres pour toute valeur de III différente de

Si nz est égal à o, ~, 3, l’équation (4) admet un groupe à dix paramètres :
il en est donc de même de l’équation (5).

Enfin, si m == i ou m = ~, on ne peut plus comparer les groupes des
équations ( 4 ) et ( 5 ), car ces équations ne se correspondent pas. Nous allons
trouver que, dans ce cas, l’équation (5) admet un groupe à cinq paramètres.

2. Considérons d’abord le cas où na == i.

L’équation différentielle considérée devient 
’

et a pour intégrale générale

a et b désignent deux paramètres arbitraires, x et ) sont deux paramètres
liés par la relation

pour le moment indéterminé.
Comme précédemment, nous devons exprimer que la courbe représentée

par l’équation (2) est tangente à la courbe infiniment voisine

il suffit, pour cela, d’éliminer x et y entre les équations ( 2), (3) et la sui-
vante

Choisissons maintenant la fonction indéterminée 03C6, de manière que



nous avons alors à éliminer x et y entre les équations suivantes

ce qui donne

Cette équation est aussi une de celles que nous avons déjà trouvées : elle
admet un groupe à cinq paramètres.

3. Soit m = 2.

L’équation différentielle devient

et a pour intégrale générale

Exprimons que la courbe représentée par l’équation (i) est tangente à
la courbe infiniment voisine

nous sommes alors conduits à éliminer x et y entre les équations (z), (3)
et la suivante

Prenons encore

Le système des équations (2), (3), (~.) est alors équivalent au suivant

et le résultat de l’élimination de x et y est évidemment

Nous retombons encore une fois sur une équation déjà obtenue.



Le calcul précédent montre que l’équation du troisième ordre

admet, dans tous les cas, plus de quatre transformations infinitésimales.
Nous allons maintenant déterminer les transformations de contact qui

permettent de ramener la forme (i) à l’une des formes canoniques.

Réduction de l’équation y) à sa canonique.

Pnernien cas. - Soit ~~a =1.

Les éléments linéaires des courbes intégrales sont, comme on a vu, dé-
terminés par les deux équations

ou bien

D’après une remarque fondamentale faite au début de ce travail, ces
équations représentent, quand on y considère x, comme constants et

a, b, c comme variables, les caractéristiques de l’équation associée à

Effectuons sur a, b, c une permutation circulaire; cette transformation
particulière ramène l’équation (3 ) à la forme canonique

et le système (2) devient

D’autre part, on a vu que les mêmes caractéristiques peuvent être 
sentées par les deux équations



qui définissent les éléments linéaires des courbes intégrales de

l’équation canonique

Pour déterminer une transformation particulière qui ramène la forme (i)
à la forme canonique ((3)), il suffit de trouver les fonctions

de manière que les systèmes ( 2’ ) et ( 5 ) définissent la même multiplicité de

points c). On trouve immédiatement, en remarquant que les

équations (2’) et ( 5 ) sont linéaires en a, b, c,

Il est aisé de vérifier d’ailleurs que les équations (6) définissent une
transformation de contact.

Deuxième cas. - ni == 2. .

On trouve de même que, pour ramener l’équation

à la forme canonique ((3)), il suffit d’effectuer la transformation de contact
définie par les équations

Troisième cas. - La même méthode montre encore que, si m est diffé-

rent des nombres 1 et 2, il suffit d’effectuer, dans l’équation

la transformation de contact



pour ramener cette équation à la forme canonique

CHAPITRE IV.
CLASSIFICATION DES GROUPES HOMOGRAPHIQUES A UN PARAMÈTRE DU
PLAN. COURBES PLANES ADMETTANT UN GROUPE HOMOGRAPHIQUE. SIGNI-
FICATION GÉOMÉTRIQUE DES ÉQUATIONS CANONIQUES

Les courbes planes qui admettent un groupe homographique jouent un
rôle important dans l’interprétation géométrique des résultats précédents.
Ces courbes ont été déterminées par MM. Sophus Lie et Klein et appelées
par eux courbes V (lYlath. Annalen, t. IV). La recherche de ces courbes
est fondée sur la classification suivante des groupes homographiques à un
paramètre du plan. .

t. . Classification des groupes homographiques ci un paramètre et à
une variable x. - Un quelconque de ces groupes est engendré par une
transformation infinitésimale de la forme

Ce groupe laisse invariants deux points distincts ou deux points confon-
dus suivant que

Par un changement de variables homographiques, on peut ramener X,f,
dans le premier cas, à la forme

et, dans le second cas, à la forme



Si l’on se borne à considérer les changements de variables homogra-
phiques, on peut dire que les formes (i) et (2) ne sont pas semblables, car
la substitution qui change X2f en X, f est définie par l’équation transcen-
dante

Un résumé, les groupes homographiques considérés se partagent en
deux classes : ceux de la première sont semblables au groupe G., défini par
X, f, ceux de la seconde au groupe G2 défini par .

Les transformations finies de G, .et G2 sont

2. . Classification des groupes homographiques à un paramètre et deux
variables x et y. - Un quelconque G de ces groupes est engendré par
une transformation infinitésimale de la forme

Ce groupe G laisse invariants des points et des droites du plan ; l’étude
de ces éléments invariants va nous fournir une méthode de classification

toute naturelle (’ ). ,

Les seuls cas qui peuvent se présenter sont les suivants :
I. Le groupe G laisse invariants A, B, C et trois droites formant les

côtés du triangle ABC (jig. I).
Fig. I.

Le groupe G est alors semblable homographiquement au group; G1

(1) ) Transformationsgruppen ( p . 580-585),









































































































































L’ensemble des transformées homographiques de la cubique gauche

se compose de toutes les cubiques gauches de l’espace.
Troisième cas. - La courbe ( I ) est une biquadratique à point de rc-

broussement. Nous avons vu qu’elle est alors une transformée homogra-
phique de

En répétant sur ces équations les calculs et raisonnements qui précèdent,
on voit d’abord que la courbe ( / ) n’admet qu’une transformation homo-
graphique infinitésimale, ensuite que l’ensemble des transformées homogra-
phiques de ( 4 ) se compose de toutes les biquadratiques à point de re-
broussement.

Quatrième cas. - La courbe (I) est tracée sur une surface de second
degré S et une seule.
La courbe est alors n° 4 ) une transformée homographique de

Remarquons d’ailleurs que, si une transformation homographique laisse
invariante la courbe considérée, elle laisse également invariante la surface S.
En effet, si elle transformait S en une autre surface S’, la courbe en question 

.

serait l’intersection de deux surfaces du second degré, ce qui est contraire à

l’hypothèse.
En ayant égard à cette remarque et aux inégalités (5) et (6), on trouve

facilement que la courbe ( 1 ) n’admet qu’une transformation homographique
infinitésimale.

Passons aux courbes V de la seconde classe, c’est-à-dire aux transformées

homographiques de la courbe


