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Quelques propriétés géométriques
des variétés pseudo-riemanniennes

singulières

FERNAND PELLETIER(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IV, n° 1, 1995

RÉSUMÉ. - Une pseudo-métrique 9 sur une variété M est la donnée
d’un champ de formes bilinéaires symétriques sur M. Cette situation se
présente naturellement pour les immersions de variétés dans une varié-
té pseudo-riemannienne. Le lieu singulier de la pseudo-métrique g
est l’ensemble des points où 9 est dégénérée. Dans un contexte géné-
rique, on donne d’abord une stratification "naturelle" du lieu singulier.
A une pseudo-métrjque est canoniquement associée sa connexion duale
de Lévi-Civita. Toujours dans un contexte générique, on étudie les no-
tions d’ensembles auto-parallélismes (en particulier pour E(g)), de trans-
port parallèle, et de géodésiques. La notion générale d’indice d’obstruction
d’une section d’un fibré, permet de définir un invariant pour les pseudo-
métriques 9 sur M, dans un contexte plus général que le contexte géné-
rique. Le théorème de Chern-Gauss-Bonnet se généralise, sous de bonnes
hypothèses, aux variétés compactes M munies d’une pseudo-métrique g.
Elle fournit une formule intégrale dont la valeur numérique est égale à
la différence entre la caractéristique d’Euler-Poincaré de M et l’invariant
de g. On termine le travail par une étude géométrique et topologique de
certaines variétés admettant une pseudo-métrique générique plate.

ABSTRACT. - A pseudo-metric g on a manifold M is a vectorfield of
bilinear symetric forms on M. Naturally, this situation is obtained for an
immersed manifold M in a pseudo-Riemanniann manifold. The singular
locus of the pseudo-metric g is the set of points where g is not
regular. In a generic context, we give a "natural" stratification of the
singular locus. A notion of Lévi-Civita "dual connection" is canonically
associated to a pseudo-metric. Then we give some results about auto-
parallel sets (in particular for the singular locus), parallel translation
and geodesics. Obstruction’s index for a section of a fiber bundle allows
us to define a numerical invariant associated to a pseudo-metric. For
a compact manifold M with a pseudo-metric g, Chern-Gauss-Bonnet’s
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- theorem can be generalised, under adéquat hypothesis. Thus we obtain
a intégral formula whose value is the difference between Euler-Poincaré’s
characteristic of M and the numerical invariant associated to g. We finally
give geometric and topological properties of some manifolds admetting a
flat generic pseudo-metric. .
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Introduction

Une métrique pseudo-riemannienne G sur une variété N n’induit pas, en
général, une métrique pseudo-riemannienne sur une sous-variété M de N,
mais possède des "singularités". Cette situation se présente, par exemple,
sur toute hypersurface compacte H de Rn muni de la métrique canonique
G de Lorentz : le fibré en droites orthogonales à H sera tangent à H sur un
sous-ensemble non vide ; cet ensemble est le lieu "singulier" de la métrique
induite sur H. Plus généralement, soit M une sous-variété d’une variété

pseudo-riemannienne ( N, G) et notons TM| le fibré orthogonal à T M dans
T N relativement à G. L’ensemble des points de M où TM| et T M ne
sont pas supplémentaires est le lieu singulier de la métrique induite. Si cet
ensemble est vide, la métrique induite est alors pseudo-riemannienne. Si cet
ensemble est égal à M et si le rang du fibré TMl. n T M est constant, M
est une variété pseudo-riemannienne dégénérée [15]. De telles sous-variétés
ont une importance capitale en relativité générale. L’étude des structures
géométriques de ces sous-variétés a donné lieu à de nombreuses publications
(voir par exemple [15], [16]). . -

L’étude de quelques propriétés géométriques des sous-variétés pseudo-
riemanniennes "singulières" d’une variété pseudo-riemannienne a déjà fait
l’objet de plusieurs articles de M. Kossowski ([12], [13], [14]). En fait,
cette situation se place dans le cadre plus général des variétés pseudo-
riemanniennes singulières. Plus précisément, une pseudo-métrique g, sur
une variété M, est un champ Coo de formes bilinéaires symétriques. Le
lieu singulier E(g) est l’ensemble des points a? de M, où le rang de g en a*

n’est pas maximal. Le noyau de g en un point x de E(g) est le sous-espace
Kg(z) de ensemble de vect eurs u de pour lesquels = 0,
pour tout v de Lorsque M est une sous-variété d’une variété pseudo-
riemannienne (N, G), le lieu singulier de la pseudo-métrique 9 induite par
G sur M, est l’ensemble de z de M, pour lesquels n ~ 0, et le
noyau de g est alors K9 ( x ) = n On dira que ( M, g ), où g est
une pseudo-métrique, est une variété pseudo-riemannienne singulière.



Le premier objectif de ce travail est de généraliser les résultats de [13]
et [14] dans le contexte des variétés pseudo-riemanniennes singulières. Le
deuxième objectif est de développer les résultats annoncés dans les notes
[28], [29], [30] et de les compléter. Enfin, le dernier objectif est l’étude des
variétés pseudo-riemanniennes génériques plates.

La première section de ce travail est consacrée à une description générique
du lieu singulier ~(g). On y rappelle d’abord la stratification générique du
type "Thom-Boardman" :E(g), construite dans [26] pour une variété pseudo-
riemannienne singulière (M, g). Dans le cas particulier où g est la pseudo-
métrique induite sur une sous-variété M d’une variété pseudo-riemannienne
(N, G), la construction précédente ne permet pas d’obtenir directement, en
général, une stratification générique du type "Thom-Boardman", de E(g).
Dans ce cas, on a seulement des résultats partiels.
A toute métrique pseudo-riemannienne g, est associée une unique con-

nexion compatible avec g et à torsion nulle : c’est la connexion de Lévi-Civita
de g. En revanche, lorsque g possède des singularités, ce n’est plus le cas : :
la connexion de Lévi-Civita V de g est seulement définie sur M - E(g). De
plus, si g est contient un ouvert dense sur lequel la
pseudo-métrique induite go est pseudo-riemannienne. On peut donc associer
à go sa connexion de Lévi-Civita Vo. A quelles conditions les connexions V
(sur M - E(g)) et Vo (sur se recollent-elles ? Comment se compor-
tent les géodésiques de V au voisinage de ~(g) ? On trouvera les réponses
à ces questions dans la section 2. Les connexions duales métriques compa-
tibles avec g (introduites dans [12]) jouent un rôle fondamental dans cette
section. On peut ainsi définir une seconde forme fondamentale II de E(g).
La nullité de fi est une condition nécessaire et sufhsante de recollement de

V et V 0; dans ce cas, on dit que E(g) est auto-parallèle. La forme II per-
met de caractériser les vecteurs tangents à E(g) qui admettent un transport

. parallèle le long des courbes transverses à ~(g). Elle permet également de
préciser le comportement des géodésiques au voisinage de E(g).

La notion d’indice d’un champ de vecteurs, sur le bord d’une variété
compacte, permet de définir un indice de singularité pour les hypersurfaces
compactes d’une variété pseudo-riemannienne et pour une pseudo-métrique,
dont le lieu singulier est compact et défini localement par une équation ana-
lytique (c’est, par exemple, le cas pour les pseudo-métriques génériques).
Ces invariants permettent, en outre, d’étendre la notion d’indice de rami-
fication pour une application entre deux variétés compactes, dont le lieu
singulier est défini localement par une équation analytique. C’est l’objet
de la section 3 qui développe et généralise les résultats annoncés dans [28]



et [29]. On montre, dans cette section, que tout compact E d’une variété
M, défini par une équation globale localement analytique, possède un voi-
sinage V, tel que V - E(g) est feuilleté par des hypersurfaces compactes
de codimension 1. L’indice d’un champ de vecteurs sur une variété com-
pacte permet alors de définir des invariants pour un isomorphisme de TM
en restriction à M - E, dans un fibré vectoriel E au-dessus de M - E,
E étant un compact ayant les propriétés précédentes. Les définitions et pro-
priétés des différents indices de singularités sont alors des cas particuliers de
cette situation générale. Remarquons que ces résultats sont à rapprocher des
travaux beaucoup plus complets de Mme H. Schwarz et J.-P. Brasselet sur
les classes caractéristiques de fibrés tangents aux strates d’une stratification
analytique complexe ([3], [34], [35]). Une telle construction devrait pouvoir
se généraliser à certains fibrés à fibres variables ([36], par exemple). Le théo-
rème de Gauss-Bonnet-Chern affirme que, si A est la forme pfaffienne d’une
connexion métrique V compatible avec une métrique pseudo-riemannienne
g sur une variété compacte M, on a

où x(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M. Lorsque g est une
pseudo-métrique, à toute connexion V sur M - E(g) compatible avec g
en restriction à M - 03A3(g), est encore associée une forme pfaffienne 0394 (sur
M - E(g)). On peut se demander à quelles conditions A est intégrable sur
M - ~(g) ? Si c’est le cas, quelle est la valeur de cette intégrale et son lien
avec x(M) ?

Dans la section 4, on montre que si g possède un lieu singulier défini
par une équation localement analytique, il existe une n-forme 0~ sur M
cohomologue à 0 sur M - E(g) et

où est l’indice de singularité de g. Ce résultat permet d’obtenir une
généralisation de la formule de Riemann-Hurwitz.

L’objet de la section 5 est l’étude de l’intégrabilité de A sur M - E(g).
Lorsque le lieu singulier de g est une hypersurface compacte et que g est non
dégénérée en restriction à E(g), on donne un développement asymptotique
de l’intégrale 

It



où Mt = M - Vt est le complémentaire d’un voisinage tubulaire Vt de 
dont le bord est à distance t de ~(g~. Enfin, lorsque le lieu singulier de g est
un hypersurface et s’il est auto-parallèle, alors A est intégrable sur M - ~(g)
et on a

Il est bien connu que les seules variétés riemanniennes plates compactes sont
les tores (théorème de Bieberbach; ; [7], [11]). Un théorème de classification
analogue existe aussi pour les variétés lorentziennes plates [7]. Dans chacun
de ces cas, la compaticité entraîne que la variété est géodésiquement com-
plète. Pour les autres variétés pseudo-riemanniennes plates, le problème de
la relation entre la compacité de la variété et la propriété d’être géodési-
quement complète reste, à ma connaissance, encore ouvert. D’autre part,
la classification des variétés pseudo-riemanniennes plates, compactes, com-
plètes reste également un problème ouvert. Dans la section 6, on montre que,
si une variété compacte pseudo-riemannienne plate complète contient une
hypersurface totalement géodésique, cette variété est fibrée sur Sl. En uti-
lisant la notion de b-complétude introduite par B. Schmidt [33], on définit
la propriété de complétude d’une variété pseudo-riemannienne générique.
On démontre que, si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne générique,
compacte, si le lieu singulier de g est une variété auto-parallèle, alors M est
un fibré sur S 1 dont la fibre est l’une des composantes connexes de E(g).
Si, de plus, la restriction de g ou -g à chaque composante de M - 
est riemannienne ou lorentzienne, alors nécessairement M est complète et
la fibre est un tore. Dans cette section, on donne également des exemples de
variétés pseudo-riemanniennes génériques plates, ainsi qu’un modèle local
au voisinage d’un point de E(g). .

1. Singularités génériques d’une pseudo-métrique

1.1 Comportement générique du rang d’une pseudo-métrique

Dans cette section sont rappelés tous les résultats de généricité de [26].
Le cadre générique dans lequel se place tout ce travail repose sur une partie
importante de ces résultats.

Soit g une pseudo-métrique sur une variété M de dimension n. Le noyau
de g en un point z de M est l’ensemble



Le lieu singulier de g est l’ensemble des points z de M où 0.

Lorsque ~(g) est non vide, M’ = M - ~(g~ est une réunion d’ouverts con-
nexes Mf, i E I, et sur chaque Mi l’indice de g est constant. Le lieu singulier
~ ( g ~ est la réunion des ensembles ~~ (g ~ = { x E M ~ = c ~ Si N
est une sous-variété de M, et gl la pseudo-métrique induite par g sur N,
le noyau K91 (z) de gl en z de N contient n mais l’inclusion
peut être stricte. Comme pour les formes différentielles [25], la description
des singularités "d’ordre supérieur" du rang d’une pseudo-métrique sera
caractérisée par l’étude des espaces :

lorsque N = est une sous-variété de M. Dans ce cas, on va définir les
ensembles :

Avant de décrire le comportement générique du rang d’une pseudo-
métrique, nous allons introduire quelques notations.

Soient Mo D Mi D ... D Ml D ... ~ Mk des sous-variétés de
codimensions respectives pp, pi ... ... . On note g,~ la pseudo-
métrique induite par g sur Ml. Pour R = (ro, ... rk) et S = (so, ... , 
appartenant à~ ~11 ~+1, on définit l’ensemble ~ ~ des points x de
Mk tels que : :

= ri ;

. l’indice de gi est Si pour tout 0 ~ i ~ k.
Le symbole de g en z sur (Mo ... Mk) est l’élément (Ro, ... , Rk, Sk) de

x défini par

Le symbole de g en x se présente sous la forme d’un tableau



Le symbole de g en x possède les propriétés suivantes :

suites décroissantes d’entiers compris entre 0 et n

L’espace Q(M) des pseudo-métriques sur M est muni de la topologie C°°
de Whitney. Rappelons qu’une propriété (P) est générique dans Q(M), si
l’ensemble des éléments g de Q(M) qui vérifient P, est un ensemble résiduel,
c’est-à-dire une intersection d’ouverts denses.

THÉORÈME 1.1.1 ([26],[27])
~~ Dans l’espace ~~ll~), les propriétés suivantes sont génériques : ,pour

tout entier k et tout (Ra, ... , Rk, S~) E lN x ... x INk+1 x si la

dimension n de la variété M est assez grande, les sous-ensembles

sont bien des sous-variétés plongées de M, ou bien ces sous-ensembles
sont vides .

Les ensembles singuliers ..., R~, Sj (9~ sont définis par récur-
rence de la manière suivante : :

2) Le symbole d’un élément générique g est (Ro, . . . Rk, Sk) en tout
point de .

3~ Lorsque est non vide, sa codimension 

ne dépend que de (Ro, ..., Rk) (pour g générique). La valeur de
,.,~ 

est donnée par la formule de récurrence suivante : : 
.



avec la convention 
~ ",, Rk-2 ) 

= 0 pour k = 1. .

Puisque la codimension de 
~ ...~ Rk (g~ ne dépend pas de Sk on note

".~ Rk (g~ la réunion des variétés ~ ...~ Rk~ Sk (g) pour Sk E .

Comme la théorie classique des singularités d’applications ou de formes
différentielles ([2], [20], ~22~, [25], ~38~ ~, la démonstration du théorème 1.1.1
se ramène à la construction de sous-variétés 03A3R0,..., Rk, Sk (M) dans l’espace
Qk(M) des k-jets d’éléments de Q(M). La démonstration du théorème 1.3.7
à la fin de la section 1 donne une idée précise de la méthode utilisée pour
établir ce type de résultat.

THÉORÈME 1.1.2. - Une pseudo-métrique générique g possède un ensem-
ble singulier ~ ...~ ~k~ sk (g~ non vide si, et seulement si, ... , Rk, Sk)
vérifie les propriétés ~1~, ~,~~ et (3) énoncées plus haut, avec

1.2 Exemples de situations génériques

Dans les situations suivantes, les ensembles singuliers ."~ ~k (g) cités
possèdent génériquement les propriétés décrites ou sont vides.

1.2.1 Comportement générique en dimension 2

. Le lieu singulier de g est une sous-variété plongée de M de dimension 1
et est égal à c’est-à-dire l’ensemble des points de M où le noyau de
g est de dimension 1.

. La variété est la réunion des deux ensembles suivants : :

03A3
100 (g) ensemble des points de 03A31 (g) où le noyau est transverse à E1 (g) .



03A311 (g) ensemble des points isolés de 03A31 (g) où le noyau de g
1 

est tangent à ~1 (g) .

L’ensemble 03A310 (g) est un ouvert de E1(g), alors que 03A311 (g) est un ensemble
o 1

de points isolés.

Nous allons illustrer cette description par un exemple.

Sur R2, on considère la pseudo-métrique

Le lieu singulier de g est la réunion des droites D d’équation z = a et D’

d’équation z = -a. L’ensemble 03A3 10 (g) est la réunion des demi-droites de D
o

et D’ obtenue en retirant les points A et A’ de coordonnées (a, 0) et (-a, 0)
respectivement. Enfin, ~ 11 (g) est formé des points A et A’ (fig. 1).

1

Fig. 1



1.2.2 S’ingularités 03A31k et 03A31k0 en dimension quelconque

L’ensemble est une sous-variété plongée de M de codimension 1.
Sur ~1 (g), le noyau de g définit un champ de directions K. Par définition
sur l’ouvert 03A3 lo (g), le champ K est transverse à 03A31 (g) et il lui est tangent

, 
o

aux points du complémentaire, c’est-à-dire :

Le lieu singulier de la pseudo-métrique gl, induite par g sur E1 (g~, est
précisément 

’

Cet ensemble est une sous-variété de E1 (g~ de codimension 1, et K est aussi
le noyau de gl. Désignons par lk le tableau triangulaire à k lignes et k
colonnes suivant

Si gk+1 est la pseudo-métrique induite par g sur ~lk (g~, alors 
est égal et cet ensemble est une sous-variété plongée de E1k(g)
de codimension 1. Le noyau de gk+1 est égal au noyau de g, gl, ..., gk, en
tout point de (g). Enfin la variété E1k (g) - ~ (gk+1 (g)~ est égale à la
variété

On note cette variété.

Illustrons cette description par un exemple.
Sur considérons la pseudo-métrique



Le lieu singulier de g a pour équation a:i = 0 et il est égal à El(9). Le noyau
de g est engendré par

Pour 1  ~  k -1, la variété a pour équation a~i = 0 ~ ~ ~ = x,~ = 0
et l’ensemble est l’ouvert des points de vérifiant ~‘
0, ..., 0. Pour 1 = k, on a l’égalité ~1~ (g) _ ces ensembles

ont pour équation x 1 = ~ ~ ~ = x,~ = 0.

1.~.3 Contact du champ de noyaux avec E1(g)
Un champ de vecteur K non nul a un contact d’ordre p avec E1 (g) en

un point a de cet ensemble, s’il existe un voisinage U de a et une fonction
f : U -~ R tels que

où K’~ ~, f ) = .K ~K~ ~, f )~ et = f En fait, cette propriété ne dépend
que de la valeur de K en a.

Nous allons montrer qu’en tout point de le contact du noyau de

g avec ~1 ~g) est d’ordre k - 1.
En effet, soit U un voisinage d’un point a de tel que U n ~~g) =

~1 ~g~ et K un champ de vecteurs sur U qui engendre le noyau de g sur
Par généricité, la fonction fi = g( K, K) est une submersion

d’un voisinage Ui C U sur R et ~1 (g) n Ul = Par récurrence, on
construit un voisinage Uk C U contenant a tel que, sur Uk n ~1 (g), Uk n
~1~ (g), ... .K engendre le noyau des restrictions gl, g2, ~ ~ ~ , 9k
aux variétés ~~ ~g~, ... , lk ~g~. Par construction, 1  .~  k - 1,

Il en résulte que Uk n ~g) est l’ensemble des points de U~ n où

K est tangent à 



Soit f4 : Uk -~ R une submersion telle que Uk - f ~ 1 ( o ) .
La codimension de E1~+1 (g) dans étant égale à 1, l’ensemble U~ n

est caractérisé par l’équation = 0 dans 

Par généricité, les fonctions fi = g(K, K), f ~ = K~ f i ), . . . fk =
sont des submersions sur un ouvert Uj~ C Uk et = 0 est une

équation de E1l+1 (g) dans sur !7~ pour 1  .~  k-l. En conséquence,
on a

. D’autre part par définition de E1kO(g), K est transverse à E1k(g); ; on a
donc aussi

Remarque. . - L’ensemble singulier E1k o (g~, pour

(cf. § 1.2.2) est égal (E1 (g)) , ensemble de points de E1 (g) où le contact
du noyau de g avec ~1 (g) est d’ordre k -1. En général, l’inclusion de .

dans (~1 (g)) est stricte.

1.3 Plongements génériques d’une variété dans une variété pseudo-
riemannienne

Dans tout ce paragraphe, N est une variété de dimension n + p, G est
une métrique pseudo-riemannienne (non dégénérée) d’indice v sur N, et M
est une variété de dimension n. -

Soit f : M --~ N un plongement de M dans N et g = f*G la pseudo-
métrique induite par le plongement sur M. Notons T f l’application tangente
à f, F le sous-fibré de T N image de Tf et enfin F 1 le fibré orthogonal à
F dans T N relativement à G. Le noyau de g en un point x de M est égal à

où (resp. désigne la fibre de F (resp. au-dessus

de 

LEMME 1.3.1.2014 La dimension du noyau de g est inférieure ou égale à

inf(v, n + p - v, , p) en tout point de M. .

L’espace C ( M, N ) des applications C°° de M dans N est muni de la
topologie Coo de Whitney. L’ensemble des plongements P(M, N) de M



dans N est un ouvert de C ~ M, N ) Désignons par le fibré des

k-jets d’éléments de C ( M, N ) On considère le morphisme de fibré sur M :

LEMME 1.3.2

1~ Il est une submersion en tout point jx f de l’ensemble P2 (M, N~ des
2-jets d’éléments de P(M, N). .

Z~ Si k > 2, pour chaque valeur de l’entier p, il eziste un entier n(p) tel
que, pour n > n(p), il n’eziste aucun point de (M, N) où Ik est
une submersion.

Démonstration. - Le probème étant local, on peut supposer que M =
N = = 0, = 0. . Il existe un système de coordonnées locales

( x 1, ... , (resp. (y1, , ... Yn) sur un voisinage U (resp. V) de 0 dans iR’~
(resp. tels que _

. l’expression locale de f est

Soit + p), l’espace des (k + 1)-jets en 0 d’applications de Rn
dans IRn+p qui fixent l’origine. L’application lk sera une submersion en

’ 

f si seulement si l’application encore notée :

est une submersion en f . Pour k = 1, l’application tangente à il en

jô f est



L’ensemble {dZi dxi dxj, l = 1, ..., , n , 1 ~ i  j  n} constitue
une base de Q1. . Pour (hl, .... hn+p) = (0, ... , 0, hz = 0, ... , 0), ,
on a TI1 (h1, ..., hn+p) = dxi Pour (hl, ... , hn+p) défini par

on a Th (hl, ..., hn+p) = dxZ dxj (fin de démonstration du 1)).

On a

La différence dim Qk - dim (n , n + p) est un polynôme en n de degré
k + 2 et le coefficient de est strictement positif pour k > 2. Par suite,
l’application TIk n’est pas surjective pour n assez grand, p et k > 2 donnés. 0

Considérons la stratification (M) ~ de ~1 (M) (voir le commen-
taire après le théorème 1.1.1 ) . Comme Il : : P2 ( M, N ) --~ est une

submersion, l’ensemble = est une sous-

variété de P2 (M, N) avec conservation de la codimension. En appliquant le
théorème de transversalité de Thom à la stratification {0396R0R1S1 (M)} de
P2 (M, N) ainsi construite, on obtient le théorème 1.3.3.

THÉORÈME 1.3.3. - Dans P(M, N) la propriété suivante est générique :

la pseudo-métrique g = f*G induite par le plongement f : M --~ N est
transverse à la stratification {0396R0R1S1 (M) } de P2 (M, N) .

DÉFINITION 1.3.4

1~ On dit que le plongement f : M -~ N est générique si le 2-jet de f est
transverse à la stratification (M) ~ de P2 (M, N) .

2) On dit que la sous-variété M de N est générique si l’inclusion

f : M - N est générique.



Comme corollaire des théorèmes 1.3.3 et 1.1.2 et du lemme 1.3.1 on a le

théorème 1.3.5.

THÉORÈME 1.3.5

1~ Le plongement f : M --~ N est générique si et seulement si g = f*G
est générique (en temps que pseudo-métrique sur M ).

2) Si le plongement f : M --~ N est générique, alors (g~ est

non vide pour (R4, R1, S‘1) vérifiant les propriétés ~1~-~3~ du théorème
1.1.2 et si on a

Par exemple, si k = 1 ou si v = 1 ou si v = n + p - 1, le lieu singulier
de g sera (génériquement) une sous-variété plongée de M de codimension
1 ou bien sera vide : c’est la variété ~1 ~g~, Les seuls ensembles singuliers

éventuellement non vides, sont

Supposons que N = et que Gv soit la métrique pseudo-riemannienne
canonique d’indice 03BD sur Rn+1, c’est-à-dire

avec 1  v  n. Le lieu singulier de la pseudo-métrique g induite par Gv
sur toute hypersurface compacte M est alors non vide. On en déduit le

corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3.6. - Soit M une hypersurface compacte générique de
la variété pseudo-riemannienne avec 1  v  n. Le lieu

singulier de la pseudo-métrique g induite sur M est une sous-variété
compacte non vide de M de codimension 1. Le lien singulier E(gl ) de la

pseudo-métrique gl induite sur ~(g), s’il n’est pas vide, est une sous-variété
compacte de M de codimension 2.

Pour k > 2, Ik : (M, N) -~ n’étant plus une submersion,
en général, pour une pseudo-métrique g induite par un plongement, les



ensembles 03A3R0R1S1 (g) n’ont plus, génériquement, les propriétés du théo-
rème 1.1.1. Cependant, certains de ces ensembles gardent de telles propriétés
génériques dans des cas particuliers génériques.

THÉORÈME 1.3.7. - Soit g une métrique pseudo-riemannienne sur N
localement conformément plate (c’est-â-dire tout point de N possède un
voisinage U et une fonction non nulle ~ sur U, tels que soit plate).
Dans l’ensemble P(M, N), la propriété suivante est générique :

s’il sont non vides, les ensembles et 03A31k o( f*G) sont des sous-
variétés plongées de M de codimension k. .

Ce théorème est démontré à la fin de cette section.

Compte tenu du lemme 1.3.1 lorsque p = 1 ou v = 1 ou v = n + p - 1, le
théorème précédent permet de donner une description générique complète.
Plus précisément, on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3.8. - Dans P(M, les propriétés sont génériques,
pour p = 1 et v quelconque, on bien p quelconque et v = 1 ou n -f- p -1 (pour
tout 0  k  n), s’il ne sont pas vides, les ensembles singuliers 03A31k (f* Gv)
et 03A31k o(,f *G") sont des sous-variétés plongées de M de codimension k et

ce sont les seuls ensembles 
...,Rk ,Sk (, f *G" ) éventuellement non vides.

1.4 Démonstration du théorème 1.3.7

Comme pour tous les résultats de ce type, on est ramené à la construction
de sous-variétés ûlk et ~lk-1 o dans l’espace , n -~- p) des 
d’immersions de (Rn, 0) dans 0), invariantes par l’action des groupes
de (k + 1 ) jets de difféomorphismes préservant l’origine à la source et au
but. (De telles variétés sont appelées des singularités.) Compte tenu de cette
invariance, on obtient des sous-variétés 03961k (M, N) et 03961k-1 o(M, N) dans

(M, N) fibrées sur M x N, de fibre type ~1~ et ~lk-1 o respectivement.
Le théorème 1.3.7 est obtenu en utilisant la transversité à ces sous-variétés.

Caractérisons d’abord les plongements f de M = Rn dans N = Rn+p pour
lesquels le k jet est transverse à (Rn) ou à en 0.

LEMME 1.4.1

1) La pseudo-métrique g = f*G est de rang n - 1 en 0 E IRn si et

seulement s’il eziste un système de coordonnées (xl, ... zn) (resp.
(Yl, ~ . . . sur un voisinage U (resp. V) de l’origine dans Rn
(resp. tel que :



a) T soit engendré par ~/~y1, ... , ~/~yn ;
b) G = 03BB(dy1 dyn+p+03A3n+p-1j=2 ~j dy2j) avec ~j _ ±1 et a une ,fonction
non nulle ;

c) le plongement , f a une écriture du type :

avec = 0 et = 0, 1  i  n, 1  j  p.

2) Avec les notations de 1), soit 03C0 : V --> U définie par xi = y2, 1  i  n.

On noie x le gradient (relativement à G) de 03A8 = 03BBn+p(yn+p) - 03A6po03C0) .

Le jet est transverse à Elle en 0 si et seulement si :

a~ X (~) ( p) = ... = = 0 ~

b~ X (~), ... sont indépendants en 0 ;

c~ grad ... , grad sont des vecteurs non isotropes en 0.

Le jet et transverse à o(Rn) en 0 si et seulement si 
est transverse à en 0 et si X ~ (~y (0~ ; 0 .

Démonstration du lemme. - La partie 1) est élémentaire.

2) Avec les notations du lemme, on a

L’orthogonal de T0IRn est engendré par o 03C0)(0), 0  j  p,
et par construction T0Rn n est engendré par = Par

suite, X est isotrope en 0 alors que o x)(0) n’est pas isotrope
en 0 pour 1  j  p - 1. On en déduit que, sur un voisinage de 0, 
est l’ensemble des points x où X(z) est isotrope. Les équations locales de
~1 (g) sont donc

Ainsi, g est transverse à en 0 si et seuleument si d (X (~)~ (0~ ~ 0.
Supposons que, lorsque jk-1g est transverse à en 0, on ait

i)k les équations locales de (g) sont



Ü)k ~(0)), , 1  j  p-l et 1 ~ .~  k - 1,
sont non isotropes en 0 ; ;
le symbole de g sur (IRn, ~1 (g), ... (g)) en 0 est 1~ (resp.
1~_ 10) si et seulement si X k (~) (o) = 0 (resp. X ~ (~) (o) ~ 0) et
grad (X ~ ( ~ ) ) est non isotrope en 0.

Dans cette hypothèse, sur un voisinage de zéro, est l’ensemble des
z de (g) qui vérifient X ~ (~) (x ) = 0 et non isotrope.
Par suite, jkg sera transverse à (Rn) en zéro si et seulement si les

fonctions X (~), ... , X ~ (~) sont indépendantes en zéro. D’autre part, le
symbole de g sur (lRn, ~1 (g), ~ ~ ~, (g)) en 0 est si et seulement si
la dimension de l’espace

est égale à 1. Or (g)) ~ 1 est engendrée par les vecteurs

grad(yn+; - ~)(0), , 1  j  p -1, , (0) , 1  .~  k et 
~ 

X .

Ce symbole est lk+i si et seulement si X est tangent à ~lk (g) en zéro et
est non isotrope en zéro. Le raisonnement est analogue pour

le symbole 

Nous allons maintenant construire les singularités 8lk et dans

Un système de coordonnées (tl, ..., tn) fixé sur Rn, un élément de
Qk peut être considéré comme une pseudo-métrique sur Rn à coefficients
polynomiaux de degré k. Les singularités (de pseudo-métriques) E1k (resp.

se définissent par récurrence de la manière suivante : E10 est dans
Qo, l’ensemble des formes bilinéaires symétriques de rang n - 1.

Pour k > 1, E1k est l’ensemble des g de Qk tels que : :
. le (k - 1)-jet de g est transverse à en zéro,
. le noyau de g est tangent à (g) en zéro,
. le noyau en zéro de la pseudo-métrique induite sur est égal
au noyau de g.

Pour k > 1, est l’ensemble des g de Qk tels que :
. le (k - 1) jet de g est transverse à (Rn) en zéro,
. le noyau de g est transvese à (g) en zéro,
. la pseudo-métrique induite sur (g) est non dégénérée en zéro.



Rappelons que Elk et (9~ sont des sous-variétés de Qk de codimen-
sion respectives k et k 2014 1. Considérons l’application Ik : ~n n + p) -~
t~~ ~cf. § 1.3). On pose 

-

Il reste à montrer que ~ik et sont aussi des sous-variétés de

+ p) de codimensions respectives k et k - 1.
Nous avons vu (démonstration du lemme 1.3.2) que pour k > 2, Ik

n’est pas une submersion pour n assez grand. En fait, Ik est transverse
à Elk et ce qui entraîne le résultat. Cependant, nous démontrerons
directement que 81k et sont des sous-variétés de , n+p~ sans
établir la transversalité de Ik.

Soit f E n+p) tel que le rang de soit n-l. En appliquant
le lemme 1.4.1, on en déduit que f E 81k si, et seulement si, on a 2a), 2b),
2c), et on en déduit que f E si et seulement E et

X ~ ( ~ ~ ( 0 ) ~ 0. Les conditions 2a) et 2b) sont équivalentes à dire que X ~ ~ )
présente la singularité en zéro ([2] par exemple). On a

Considérons l’application 03C3 de +p) dans l’espace Jk(n) des
k-jets d’applications de Rn dans R définie par

La différentielle de 03C3 est

Il est facile de vérifier que a est une submersion en f. Les conditions 2c)
et X~(~~(o) ~ 0 étant ouvertes, il en résulte que E:lk et E:lk-l0 sont des
sous-variétés de ~n n+p) de codimensions k et k -1 respectivement. 0



2. Connexions duales compatibles avec une pseudo-métrique

2.1 L’homomorphisme ~ associé à une pseudo-métrique 9
Soit M une variété de dimension n. Étant donnée une pseudo-métrique

g sur est k-générique si le k-jet de g est transverse à la stratification

de Qk(M) (cf. § 1.1).
Dans toute cette section, on dira que g est générique si g est 0-générique

et si l’ensemble singulier ElO(g) est un ouvert dense de E1 (g~. Dans ce cas
(M, g~ sera appelée une variété pseudo-riemannienne générique.

Toute pseudo-métrique 9 définit un homomorphisme g’ : T M - 1’* M
par g~ (u} (v ~ = v~ g’ est un isomorphisme si et seulement si le lieu
singulier de g est vide. Ainsi en général, pour toute 1-forme a sur M,
l’équation g’(X) = a ne possède pas de solutions dans l’espace des champs
de vecteurs sur M. Cependant lorsque g est générique, on a le résultat
suivant.

THÉORÈME 2.1.1. - Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne géné-
rique et a une 1-forme sur M. Il eziste un unique champ de vecteurs sur
M tel que

si et seulement si a s’annule sur le noyau de g, en tout point d’un ensemble
dense de la premièr~e strate E1 (g) de ~(g). .

Ce théorème résulte de [21] en utilisant un raisonnement analogue à la
démonstration du théorème V de [31].

Pour toute pseudo-métrique g, on note A9~M) l’ensemble des 1-formes
sur M vérifiant les conditions de noyaux énoncées dans le théorème 2.1.1.

L’espace A~(M) s’identifie donc à l’image de l’homomorphisme (noté encore
g’), de l’espace r(M) des champs de vecteurs dans l’espace des 1-
formes sur M induit par g’. Si a E A9(M), on note ag l’unique champ de
vecteurs défini par



Soit f une fonction sur M : si d f E ~9 (.M), le champ de vecteurs (d f) g
est appelé le champ de gradient de f (relativement à g) et sera noté gradg(f)
ou grad f s’il n’y a pas d’ambiguïté sur la pseudo-métrique générique.

Soient (N, G) une variété pseudo-riemannienne et f un plongement
générique de M dans N (au sens de la définition 1.3.4). Si on note g = f *G la
pseudo-métrique induite, (M, g) est alors une variété pseudo-riemannienne
générique.

PROPOSITION 2.1.2.2014 Soit a une 1-forme sur N, telle que le champ de
vecteurs aG = soit tangent à M auz points de 03A3(g). Alors, la 1-
forme al = f*a induite sur M appartient à et le champ de vecteurs

ag est égal à la projection orthogonale de aG sur parallèlement à
pour tout point ~ de M - et à aG(z) pour point x de ~(g~. .

Si dim N = n + 1, réciproquement, toute 1-forme a, dont la restriction
ai à M appartient à A9(M~, est telle que aG est tangent à M sur ~(g). .

Démonstration. . - D’après le théorème 2.1.1, il suffit d’établir le résultat
en tout point de Soit a un point de E10(g) et Xi, ..., Xp une base
de T M1 au-dessus d’un voisinage V de a telle que Xi engendre TMnTM.1.
sur (c’est-à-dire le noyau de g). Les 1-formes 81 = G6 (Xl ~, ... , 8p =

sont indépendantes et T M = Ker 03B8i sur M n V . Comme

aG = Gb 1 (a~ est tangent à M sur ~(g~, on a = 0 pour 1  i  p

sur E10(g) n V. Par suite, a(XZ) est nul pour tout i et en particulier

Si dim N = n -f-1, avec les notations précédentes, aG sera tangent à M en a
si et seulement si a(X 1) = 0, c’est-à-dire si et seulement si al s’annule sur
la noyau de g.

2.2 Connexions duales g-métriques

Soit g une métrique pseudo-riemannienne sur M. Rappelons la définition
suivante.

DÉFINITION 2.2.1. - Une connexion compatible avec g ou connexion g-
métrique, est une application ~ r(M) x r(M) - r(M), IR-bilinéaire telle
que pour toute fonction f sur M et tout champ de vecteurs X, Y, Z, on ait



La connexion de Lévi-Civita de g est l’unique connexion g-métrique à
torsion nulle, c’est-à-dire :

Elle est caractérisée par : :

lorsque g est une pseudo-métrique (singulière), il n’existe pas en général de
connexion g-métrique associée.

En effet, si g est une pseudo-métrique 1-générique sur M, pour laquelle
E(g) est non vide, l’ensemble est un ouvert dense de E(g). Étant
donné un point a, et EIO(g), et K un champ de vecteurs sur un voisinage U
de a qui engendre le noyau de g l’équation g ( K, K ) = 0 définit

sur U. De plus, K (g(K, K)) est non nul sur Elo(g) n U. Supposons
qu’il existe une connexion g-métrique V, on aura alors g(V KK, K) = 0 sur

Mais comme K (g(K, K)) = 2g(V KK, K), on ne peut donc pas
avoir K (g(K, K)) ~ 0 sur n U.

En revanche pour toute pseudo-métrique g, on peut définir l’application
D r(M) x r(M) - par :

pour tout champ de vecteurs X, Y, Z de r(M). L’application D est R-
bilinéaire et possède les propriétés suivantes pour toute fonction f et tout
champ de vecteurs X, Y, Z :

On est alors conduit à la définition de connexion duale introduite par
M. Kossowski dans ~14~.

DÉFINITION 2.2.2.- On appelle, connezion duale g-métrique, toute

application R-bilinéaire D : r(M) x r(M) ~ 1(M) ayant les propriétés -

1~~, 2~~, 3~~, énoncées plus haut.



On appelle torsion d’une connexion duale g-métrique, le tenseur de type
(0,3) défini par : :

Comme pour la connexion de Lévi-Civita de g, lorsque g est non singu-
lière, on vérifie que la connexion duale définie par (4) est l’unique connexion
duale à torsion nulle. Cette connexion sera appelée la connexion duale de
Lévi-Civita de g.

Les connexions duales g-métrique sont obtenues à partir de la connexion
duale de Lévi-Civita de g de la manière suivante.

PROPOSITION 2.2.3. - Soit D la connezion duale de Lévi-Civita de

g. Toute application IR-bilinéaire D’ : r(M) x r(M) ~ 1(M) est une

connexion duale g-métrique si et seulement s’il eziste un tenseur T, de type
(0, 3) sur M antisymétrique par rapport aux deux dernières variables, tel

que

pour tout champ de vecteurs X, Y, Z sur M..

Considérons une sous-variété P de M. Étant donnée une connexion duale
g-métrique sur M, l’application D : r(p) x r(p) --> définie par

DXY(Z) = DXY(Z) pour tout champ de vecteurs X, Y, Z de P, est une
connexion duale g-métrique sur P, où g est la pseudo-métrique induite par
g sur P. Cette connexion s’appelle la connexion duale g-métrique induite
par D sur P. En particulier, si D est la connexion duale de Lévi-Civita de
g, D est aussi la connexion duale de Lévi-Civita de g.

2.3 Lieu singulier auto=parallèle et fortement auto-parallèle
’ 

Soit (N, G) une variété pseudo-riemannienne et V une connexion G-

métrique sur N. Étant donnée une sous-variété M de N, on note g la
pseudo-métrique induite par g sur M. Supposons que g soit non dégénérée.
Désignons par l’ensemble des champs de vecteurs sur N qui sont
orthogonaux à TM. Rappelons que la seconde forme fondamentale de M
par rapport à V est Inapplication :

où IIp (X, Y) est la composante de V X Y sur TM 1.. La sous-variété M est
auto-parallèle si et seulement si 0, c~est-à-dire si et seulement si la

restriction de V à r(M) x r(M) est à valeurs dans r(M).



Nous nous proposons d’étudier ce problème lorsque G est une pseudo-
métrique générique. En particulier, on montrera que la notion de "lieu

singulier auto-parallèle" permet de définir un prolongement de la connexion .

métrique V sur M - E(g) canoniquement associée à une connexion duale
g-métrique sur M.

Désormais, g est une pseudo-métrique (singulière mais non nécessaire-
ment générique) sur la variété M. Pour toute sous-variété P de M, on
désigne par r(p).L l’ensemble des champs de vecteurs X sur M tels que

u) = 0 pour tout u de TxP et pour tout x de P. Soit A(P) l’anneau
des fonctions sur P. Étant donnée une connexion duale g-métrique D sur
M, on associe l’application :

où Y est un champ de vecteurs sur M qui prolonge Y.

LEMME 2.3.1

1) IID est bien définie,
2) IID est une application A(P)-trilinéaire,
3~ si D est la connexion de Lévi-Civita de g, IID est symétrique par

rapport aux deux première variables. II~ s’appelle la seconde forme
fondamentale de la sous-variété P.

LEMME 2.3.2. - Soit D la connexion de Lévi- Civita de g et P une sous-
variété de M. Alors, on a : 

’

pour tout X, Y de et Z de où Lz est la dérivée de Lie par
rapport à Z.

DÉFINITION 2.3.3. - Soit Dune connezion duale g-métrique sur M. .

1) On dit que P est auto-parallèle (relativement à D), si IID est identi-
quement nulle.

,~~ Si la pseudo-métrique g est générique, on dit que le lieu singulier ~~g~
est auto-parallèle (relativement à D~ si chaque strate est auto-

parallèle (relativement à D~.



Lorsque g est non dégénérée, et lorsque P est une variété , pseudo-
riemannienne de M, P est auto-parallèle au sens classique si, et seulement si,
P est auto-parallèle au sens de la définition 2.3.3. D’autre part, P sera auto-
parallèle si, et seulement si, P - E(gl ) est auto-parallèle (au sens classique).
gl étant la pseudo-métrique induite par g sur P.

PROPOSITION 2.3.4. - Soit D la connexion de Lévi-Civita de g.

1) Considérons une hypersurface P de M telle que le fibré soit

trivial de dimension 1. Alors, P est auto-parallèle si, et seulement si,
(LKg)(X, Y) = 0 pour tout X et Y de r(P), K étant une section non
singulière de 

2) Si (M, g) est pseudo-riemannienne, une sous-variété générique P
est auto-parallèle si, et seulement si, la pseudo-métrique gl est non

singulière. . 
’

Démonstration. - La partie 1 ) est une conséquence directe du lemme
2.3.2. La partie 2) s’établit en appliquant le lemme 2.3.2. localement sur

et en reprenant l’argument déjà utilisé pour la non existence de
connexion métrique dans le cas singulier. 0
À chaque connexion duale g-métrique D est associé une unique connexion

g-métrique V : I‘(M’) x ~(M~) --~ I‘(M~~ sur M’ = M - ~(g). Comme on
l’a vu au début du paragraphe, lorsque g est générique, V ne peut pas,
en général, se prolonger en une connexion V : r(M) x r(M) - r(M).
Cependant nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3.5. - Soient g une pseudo-métrique et l’ensemble

des champs de vecteurs sur M qui sont tangents à E(g). Pour toute
connexion duale g-métrique D, considérons les propriétés suivantes :

a) la connexion g-métrique ~7 : r(M~~ x I‘(M~~ - I‘(M~~ associée à D
se prolonge en une application ~ : x --~ vérifiant les
propriétés 1~, ,~~, 3~ de la définition 2.2.1, pour tout X, Y, Z de 

b~ est auto-parallèle relativement à D ;

c~ E1 (g~ est auto-parallèle relativement à D ;
d) la connezion g-métrique ~ : r(M~~ x T(M~) -~ I‘(M’) associée à D sur
M se prolonge en une application ~ : x I‘(g} -~ vérifiant
les propriétés 1~, 2~, 3~ de la définition 2.2.1., pour tout X de r(M)
et Y, Z de r(g);

e) soit la connezion duale de Lévi-Civita de g et T le tenseur de type
(3.0) défini par D - D~ (proposition ~. ~. 3~ : alors T(X, Y, Z) = 0
































































































