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F.I

SUR LE SYSTÈME D’ÉQUATIONS
AUX

DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANEES
AUXQUELLES SATISFAIT LA SÉRIE HYPERGÉOMÉTRIQUE

A DEUX VARIABLES F1(03B1,03B2,03B2’,03B3; x,y),

PAR M. R. LE VAVASSEUR,
Professeur au Lycée de Moulins.

Le présent travail est une modeste contribution à l’étude du système
d’équations aux dérivées partielles simultanées (S) auxquelles satisfait la
série hypergéométrique à deux variables F~ (x, ~ ~ y ; ~ y).

Il est divisé en cinq Chapitres.
Dans le Chapitre I, je m’occupe des relations qui existent entre la fonc-

F1(03B1, 03B2, 03B2’, y; r, y) et ses continues. Je démontre que toute fonction con-
et 1 étant des

nombres entiers, est une fonction linéaire et homogène de de 2014 et de

~F1 ~y, les coefficients étant des fonctions rationnelles de r et de v. J’en dé-
duis, par une voie naturelle, les équations aux dérivées partielles du second
ordre auxquelles satisfait la fonction En suivant une marche identique,
j’étudie de la même façon les dix intégrales particulières bien connues
qu’on obtient en donnant à ~ et A, dans l’expression

les valeurs o, 1, I , 1 . .

Dans le Chapitre 1[, j’établis un Tableau de 64 intégrales du système



(S) analogue au Tableau des 24 intégrales de Kummer relatif à l’équation
différentielle du second ordre à laquelle satisfait la série hypergéométrique
de Gauss, F(u, ~, y; x). C’est le développement d’une Note que Gour-

sat a fait publier dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences.
Le Chapitre III est occupé par la recherche des relations qui existent

entre trois ou quatre des dix intégrales précédemment citées, lorsqu’elles
ne sont pas distinctes. J’ai insisté sur ce fait que les relations en question
dépendent des positions de x et y. J’ai dressé quatorze Tableaux distincts
de relations, je n’ai écrit que celles qu’on ne peut déduire simplement des
relations déjà trouvées. J’ai adopté un système de numérotage qui permet
de trouver immédiatement dans l’un des Tableaux la relation qui existe

entre tel groupe que l’on voudra, de trois ou quatre intégrales non dis-
tinctes.

Soit

Picard a démontré que si x et y, considérées comme fonctions de ( et
de ~~, étaient des fonctions uniformes de ( et de r~, les dix nombres

a+d-J, 
~-h-c-c~, 2-c-d-a, devaient

être les inverses de nombres entiers. Je me suis proposé, dans le Cha-

pitre IV, de trouver tous les groupes de quatre nombres a, à, c, d, jouis-
sant de cette propriété.
Dans le Chapitre V, j’établis le groupe du système (S) en suivant la

rnéthode de M. Picard; puis, considérant la forme quadratique ternaire, à
indéterminées conjuguées que ce groupe laisse inaltérée, j’établis que son
déterminant invariant ne peut s’annuler qu’en même temps que tous ses

premiers mineurs, répondant ainsi à une question que Picard a posée
dans une Note insérée au Bulletin de la Sociélé mathématique cle 
t. XV, année I ~~6- I ~~~, p. 

Je cherche ensuite dans quels cas le système ( S) aura son intégrale gé-
nérale algébrique. 

’



CHAPITRE I.

I . Considérons l’expression

dans laquelle on suppose que u prend des valeurs réelles appartenant à
l’intervalle (o, 1). Je choisis pour l’argument de u et pour l’argument de
(J 2014 u) la valeur zéro. r et y sont des valeurs complexes ou réelles, mais,
si elles sont réelles, inférieures à r. Comme arguments de (I - et de

(i - uy), je choisis ceux qui s’annulent en même temps que u. Les

nombres 03B1, 03B2, 03B2’, 03B3 sont réels ou imaginaires. La partie réelle de a et celle
de (y - x) sont assujetties à être positives.
Dans ces conditions, l’intégrale définie

a un sens. C’est une fonction bien déterminée et de y, Si l’on regarde
la portion indéfinie de l’axe réel X qui est à droite du point (-+-1) comme
une coupure, que ne pourront franchir ni le point x, ni le point y, &#x26; sera

une fonction uniforme de x et de y.
On a, en particulier,

en posant

Nous définirons, avec M. Appell ( l ), l’expression (~, lr) par l’égalité

(t) Voir le Cours d’Analyse de l’École Polytechnique de M. C. Jordan, t. II, p. I77,
I90, I9I.

(2) Voir Journal de Mathématiques pures et appliquées de Liouville, t. VIII, année
p. 173 et suivant.es.



Par convention, le symbole ~~, o), qui n’a pas de sens par 
représentera i.

On voit alors immédiatement que l’on a

En conséquence, si nous posons

en sorte que

on déduit aisément de l’égalité précédente pour cette nouvelle fonction ~, 1
la formule suivante :

On conclut de là, en observant que (l, 

et, par conséquent la fonction ~, t sera représentée, pour x et y voisins de
l’origine, par la série

M. Appell a démontré que cette série est convergente sous les condi-

tions ~ ( 1 ? !y ~ï ? quelles que soient les valeurs de x~, ~ et y ( ~ ). Elle
servira donc à définir la fonction ~(o~ ~ y; ~~)? quelles que soient
les valeurs de o~ ~ ~ et y, tant qu’on aura ~ ~ 1 .

2. Soit p un nombre entier quelconque. Dans ce qui va suivre, pour
abréger, je désignerai -~), ~(~+p), W ( 1’ + p ), les

expressions $(o~~ ~ ~, y; ~, y), $(~ ~+~~ P~ T; ~ y),
~(oc, ~ ~-t-~? Y; ~y)? ~(~? ~ ~? Y-+-/~ ~~)? respectivement.

(t) le Mémoire de Appell, loc. ct7.



. De même, y désignant un autre nombre entier, 03A6 (a + p, 03B2 + q ) repré-
+ p, 03B2 + q, 03B2’, 03B3; x, y) et ainsi de suite.

.remploierai les mêmes abréviations pour la série h, ( a, ~, ~’, ; ; ,~, y).

Cela posé, si la partie réelle de u est supérieure à i, 1 intégrale ’’ 
aura nn sens ainsi ~a - I) et l’on verra sans difficulté qu’on a 

De même, si la partie réelle de (y2014 x) est supérieure a !, l’intégrale

f ~~- aura un sens, ainsi que $ (y 2014 i) et l’on aura précisément

()n a aussi

Ensuite on trouvera aisément les relations suivantes :

Les trois dernières relations donnent immédiatement, si l’on suppose

1 r ( ~ l, et 1 y ~ r, en tenant compte de la formule

qui a lieu dans les conditions données,



:~. De l’équation

je déduis

Intégrant les deux membres de cette équation, multipliés par du , depuis o
jusqu’à i, on trouve (en supposant toujours les parties réelles de a et
de ~ - x supérieures à I ~

et, par suite,

De même, on a

Multiplions les deux membres de cette équation par du et intégrons de o
jusqu’à I, il vient

et, par suite,

Enfin, en partant de l’équation

multipliant les deux nombres par du, puis intégrant de o à i , on trouve

et, par suite,



Nous avons ainsi obtenu six équations linéaires et homogènes entre F"
~’ ~ ( a - I>> F~ (~ -1)~ F~ (~’_- 1 ), F, ( ï - ~)~ F + I)~ F, (~ + ~)’
1~, (~’-+- r), l~, (~~ + J), les coefficients étant des polynômes entiers en ~~~ et

en y. La suite des calculs montrera que ces six relations 
sont distinctes.

Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant :

- Entre la fonction F, et trois quelconques des huit ,folzc-
tions contiguës F1 (« - I), F1 (03B2 - I), F1 (03B2’ - 1), F1 (y - I), F1(03B1 + 1 ),
F1 (03B2 + ), F, (03B2’ + ), F, + 1 ), , existe unc relation linéaire et 

gène dont les coefficients sont des polynômes entiers en x et ena y..

4. ~’osons 

On a alors

D’ailleurs, on voit immédiatement que

Un déduit de là que les huit fonctions contiguës pourront s’exprimer



en fonction linéaire el homogène de F, de #/J cl de ~F1 ~y, les coefficientsétant des polynômes entiers en r el en y. 
y

Oii a le Tableau suivant:

De la formation effective de ce Tableau résulte que les équations (iB
(~)? " -? (6) sont bien distinctes, ainsi que nous l’avions annoncé. 

’

5. La méthode que nous venons d’appliquer, pour trouver les huit
premières fonctions contiguës en fonction linéaire et homogène de de

~F1 ~x et de ~F1 ~y, s’applique aussi aux suivantes
Soit à calculer

p, q, q’ et r étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. On part de la
formule

si p est négatif, il faudra supposer que la partie réelle de a est supérieure à



- p; de même, si (r - p~ est négatif, il faudra supposer que la partie
réelle de y - a est supérieure à p - r.

Sous ces conditions seulement, l’intégrale du second membre a un sens.
Cette intégrale peut s’écrire

On décomposera alors la fonction rationnelle de u,

en ses éléments simples. Supposons que l’on ait

(h, ’~, u, v, v’ étant des entiers positifs) ; on aura alors à calculer des inté-
grales de la forme

Or on a identiquement

Multipliant par du les deux membres de l’une quelconque de ces équa-
tions, et intégrant, de o à r , le premier membre est nul, et les équations
obtenues, toute réduction faite, permettront de calculer les intégrales ( ~ ),



pourvu que l’on ait déjà calculé les intégrales analogues, où les exposants
A, %, ~J, v’ soient moindres.

On passe ensuite des formules concernant la fonction $ aux formules

concernant la fonction Fi, sans aucune difficulté.
Ces dernières formules se trouvent ainsi démontrées pour certaines va-

leurs de a, ~, ~’, j . Néanmoins, elles ont lieu pour toute valeur de a, ~,
~ y. Il suffit, pour s’en convaincre, d’observer qu’on peut les vérifier
directement, en partant de la formule

et que, dans le calcul de vérification, on n’a aucune restriction à faire sur
les valeurs de a, ~3, ~’ et y.
On petit donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. 2014 Toute fonction contiguë F (a + p, 03B2 + q, 03B2’ + q’ + r)
est une fonction linéaire et homogène de F" de et de ~F1 ~y, > les coc

ficients étant des f onctions rationnelles de x et de y.

Je donne ici le Tableau des fonctions contiguës obtenues en remplaçant
dans F, deux des quantités a, ~, ~’, ~~ par oc + I , ~ ± ~ ~ ~~ + x ? ~~ + 1 .







6. Revenons à la formule démontrée au n° 1, savoir :

De cette formule et du théorème énoncé au numéro précédent résulte le
théorème suivant :

Les dérivées partielles d’ordre supérieur à 1 de la fonction F, peu-
vent s’exprimer en onction linéaire et homogène de F de ~F1 ~x et de ~F1 ~y, 

les coefficients étant des fonctions rationnelles de x et de y. ,

En particulier, si nous calculons les dérivées partielles du second ordre,
en suivant toujours la même méthode de calcul, nous obtenons le système
d’équations aux dérivées partielles qui suit :

C’est ce système d’équations aux dérivées partielles que nous allons prin-
cipalement étudier dans le présent travail. Nous en possédons déjà une
intégrale particulière. Proposons-nous d’en trouver d’autres.

7. Envisageons pour cela l’intégrale définie

( 1 ) Voir le Mémoire de Appell, loc. cit. - Pour l’étude de la dernière équation aux
dérivées partielles, prise isolément, voir le Chapitre III de la IIe Partie des Leçons sur la
théorie générale des surfaces de M. Darboux.



et h sont deux constantes quelconques, réelles ou imaginaires. Nous
prendrons pour le chemin que suit u pour aller du point g au point It, une
courbe arbitraire, donnée une fois pour toutes. Si elle part du point o, ou
si elle y aboutit, on supposera la partie réelle de 03B1 plus grande que zéro ; si
elle part du point (+- i), ou si elle y aboutit, on devra supposer la partie
réelle de (y -~ a) supérieure à zéro. Si elle part du point à l’infini, ou si elle
y aboutie il faudra que la partie réelle de (i + ~ + ~’ - y) soit supérieure
à zéro. Si les points g, ~L ne coïncident ni l’un ni l’autre, ni avec le point o,,
ni avec le point (-~- i), ni avec le point à l’infini, a, ~, ~’ et y sont arbi-

mais le chemin que suit u ne doit passer ni par le point o, ni par le

point + I , ni par le point à l’infini. De plus, - et 1 ne devront pas se
trouver sur ce chemin.. _ 

~"

Cela posé, on a, comme pour la fonction ~, d’abord

Ensuite, en posant

Il résulte de là que, entre la fonction W et trois quelconques des huit pre-



mières fonctions contiguës, il existe bien encore une relation linéaire, niais
elle n’est plus toujours homogène.

D’ailleurs, si de la formule

on retranche membre à membre la formule

il vient

On a donc

et, par suite,

On voit donc que toute fonction

et, en particulier, toute dérivée partielle de 03A8 d’ordre supérieur à un,
pourra s’exprimer linéairement en fonction de 03A8, de ~03A8 ~x et de Seule-

ment on n’aura pas toujours une fonction linéaire et homogène. Les coeffi-
cients de 03A8, de ~03A8 ~x et de ~03A8 ~y seront encore des fonctions rationnelles de .c’

et dey ; le terme indépendant de 03A8, de ~03A8 ~x et de ~03A8 ~y sera, en général, unefonction transcendante de x et de y. 
~ d x c~y ~ b



Si nous cherchons en particulier l’expression des dérivées partielles du
second ordre de W, on arrive au résultat suivant :

De là résulte cc fait important : lorsque les intégrales U du et
+~+1 U du ont un scns, ellcs satisfont au système d’équations aux dérivées
partielles (8); en effet, on a alors partie réelle de a > o, partie réelle de
( ~ - d ) > o, partie réelle de (i -~- ~3 + ~’ - y) > o. Les seconds membres
des deux premières équations aux dérivées partielles qui précèdent s’annu-
lent donc pour g = o, i, h = + ce.

8. D’autres solutions particulières vont nous être fournies par l’intégrale

Ici encore, g et h sont des constantes quelconques. Donnons à x une
valeur arbitraire, complexe ou réelle, et choisissons un chemin quelconque
allant du p oint g au point ~ en observant les conditions suivantes.

Si g = o, ou g = T, on devra supposer la partie réelle de ex, ou la partie
réelle de (Y - a) supérieure à zéro. Sinon, ex et y seront arbitraires. Si

fi = ~ , on devra supposer que la partie réelle de ) est inférieure à i. Enfin,
si g = ce, la partie réelle de (i -{- ~ + ~’ - ~ ) devra être supérieure à zéro.
En tous cas le chemin ne devra passer ni par le point o, ni par le point + r,

ni par les points;;, I ~ ni par le point à l’infini ; si l’on fait ensuite varier ;~~



d’une façon continue, le chemin suivi par u devra varier en satisfaisant

toujours aux conditions précédentes.
Cela posé, on a pour la fonction I, en faisant pour ce, ~, ~3’ et y les res-

trictions nécessaires, les formules suivantes :

Il résulte de là qu’entre la fonction 1 et ses contiguës prises trois par trois
il existe encore une relation linéaire, mais non toujours homogène.

. 

D’autre part, les formules

nous permettent d’affirmer que ces mêmes fonctions contiguës, et en

particulier les dérivées partielles de I d’ordre supérieur à un, sont des

fonctions linéaires mais non toujours homogènes) e , de dI et de .

Les coefficients de I de ~I ~x et de ~I ~y seront des fonctions rationnelles de x

et de y, et le terme indépendant de 1, sera en général une fonction

transcendante de x et de y.
Si nous cherchons en particulier l’expression des dérivées partielles du



second ordre de I, on tombe sur les équations suivantes :

Les seconds membres de ces trois équations aux dérivées partielles
s’annulent si l’on y fait A = i, g = o, I, ~ en tenant compte des conditions
auxquelles doivent alors satisfaire o~ ~ ~ et ~.

1 1

Donc, lorsque les intégrales x0 U du, x1 U du, ~1 U du ont un sens,

.y

elles satisfont au système d’équations aux dérivées partielles (8).
~

D’ailleurs l’étude de l’intégrale y U du se réduira à permuter dans les’ 
~

résultats précédemment obtenus pour l’intégrale U ~ à la fois .r et y
i

d’une part, 03B2 et 03B2’ d’autre part. Et, par suite, si les intégrales y0 U du,

1 y1 U du, +~1 y U du ont un sens, elles satisfont aux équations aux déri-

(8).
~

9. Il nous reste enfin à étudier l’intégrale =J(03B1, 03B2, 03B2’, 03B3; x, y),

où g et A sont des constantes quelconques, de module uni et différent de



zéro. Si y == i ou h = r, on devra avoir (partie réelle de ) )  i ou (partie
réelle de 1’)  1 respectivement; x et y étant donnés, on choisira pour le
chemin que doit décrire le point u une courbe quelconque partant du

point g x pour aboutir au point h y, en l’assujettissant à ne passer ni par le
point o, ni par le point T, ni par les points I x, I y, ni par le point à l’infini.
Si ensuite x et y tiennent à varier d’une façon continue, on fera varier
d’une façon continue les extrémités du chemin arbitrairement choisi, en
tenant toujours compte des conditions précédentes.

Cela posé, on a tout d’abord .

On peut donc énoncer, pour la fonction J, le même théorème que pour
les fonctions W et I. D’autre part, on a

Les huit premières fonctions contiguës s’expriment donc linéairement

en fonction de J, de ~J ~x et de ~J ~y. La même méthode de calcul s’applique
d’ailleurs aux fonctions contiguës suivantes, et en particulier aux dérivées



partielles de J d’ordre supérieur à un. Ainsi, si l’on fait le calcul pour les
dérivées secondes, on trouve

A la seule inspection de ces équations, on voit que si l’on suppose que
1

l’intégrale y1 x U du a un sens, elle satisfait aux équations aux dérivées par-
tielles (8).
En résumé, nous avons trouvé dix intégrales particulières du système

des équations aux dérivées partielles (8).
Ces dix intégrales ont déjà été signalées depuis longtemps par M. Pi-

card (’ ). La méthode ici exposée permet d’établir d’une façon nette les re-
lations qui lient la fonction de x et de y définie par l’une de ces dix

intégrales, ses dérivées partielles du premier ordre, et les fonctions conti-
guës qui s’y rattachent.

(1) ) Sur une extension aux fonctions de deux variables du problème de Riemann re-

latif aux fonctions hypergéométriques, par M. Émile Picard (Annales de l’École Nor-
male supérieure, t. X, année I88I, 2e série, p. 305 et suiv.).



CHAPITRE II.

10. J’ai l’intention d’établir dans le présent Chapitre un Tableau de
60 intégrales du système (8) analogue au Tableau des 24 intégrales de
Kummer relatif à l’équation différentielle du second ordre à laquelle satis-
fait la série hypergéométrique de Gauss, F(a, ~, y; x). Ce Tableau a été

signalé par M. Goursat dans une Note parue aux Comptes rendus de
l’Académie des Sciences.

Pour abréger, je désignerai par argx celui des arguments de x qui est

compris entre - 03C0 et + ir.

Reprenons l’intégrale 10 U du, telle que nous l’avons définie au n° 1 du
Chapitre I. Posons u = I - 03BD, d’où v = I - u; () et (1 - v) seront réels,
positifs, on pourra poser argv = o, arg(I - v) = o.
On a

or, d’après nos conventions, l’argument de i - ux varie de o à arg(i - x) ;
d’autre part, les points 1 - x, I - 03BDx x-I sont dans des régions différentes
du plan, l’un au-dessus de l’axe réel X, l’autre au-dessous. On peut donc

choisir pour arguments de (i 2014 x) et de (I - 03BDx x-I) ceux qui sont com-
pris entre (- 03C0) et (+ 03C0), car leur produit aura encore un argument com-
pris entre (- ~) et (+ comme celui de (i 2014 ux).
La formule I - dÉ) donne lieu aux mêmes con-

clusions. On a alors

Sous la condition qu’on ait simultanément ’~ )  I, y -  J,- ~ ~ 2014 i"’



cette dernière intégrale pourra être remplacée par un développement en
série défini par l’équation

J’emploierai les mêmes notations que M. Goursat (’ ). Co et C, seront
les cercles de rayon égal à l’unité décrits des points o et + i comme cen-
tres ; Eo et E, seront les portions de plan limitées par la corde commune
à ces deux circonférences, prolongée indéfiniment, Eo contenant le point o,
E, le point (+ 1). Cela posé, si x et y sont simultanément dans la région
Eo et à l’intérieur du cercle Co, on a identiquement

avec les conditions

11. Posons maintenant

Tandis que M parcourt le segment rectiligne o20142014(+ i), le point ~ par-
court un arc OM(-pi)=L d’une circonférence qui passe par les trois

points 0, t ~ 20142014 ’
De la formule M= 03BD I-x+03BDx, je tire 03BD = u(I-x) I-ux et, en posant x = 03BE + i~,

je conclus de là que v et x sont dans des régions différentes du plan. D’ail-
leurs

( 1 ) Sur l’équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la série hyper-
géométrique (Annales scientifiques de l’École Norniale supérieure, Supplément au t. X,
année 188i, 2e série, p. II). 

’

( ~) Cette formule a été donnée par M. Appell ( loc. cit.).



donc x et (ï 2014 ~2014~2014) sont dans la même région, et, par suite, ( I - ,r) etB x-I

(I - 03BDx x-I) dans des régions différentes. On peut donc choisir pour cha-
cune de ces quantités des arguments compris entre (- ~) et ,(+ ~), le

produit ( i - .r)( i 2014 aura encore un argument compris entre

(-03C0) et (+03C0), et la formule u=03BD (I-x)(I-03BDx x-I) nous permet de

B x-I
poser

Inégalité i 2014 M = 201420142014201420142014 nous permet de définir Parfument de (i 2014 ~)

par la formule

On a d’autre part

On posera

cela revient à choisir pour argument de (i - v x -y celui qui s’annuleB r /

pour v = o. L’argument d’un facteur une fois choisi, on le laisse varier
d’une façon continue, même si, dans sa variation, il franchit l’une des
limites (- ~c), (+ ~).

Cela posé, on aura

L’intégrale du second membre est prise le long de l’arc de circonfé-
rence L. On ne peut pas toujours remplacer l’arc L = OM t que décrit le
point v par le segment rectiligne o (-I- l~, Il est vrai que l’on n’a pas à
se préoccuper du point critique (.’ = qui correspond à u = et qui



par suite, est sur l’arc mais le point critique v = x - I , qui corres-

pond à u = f ,~ pourrait être situé à l’intérieur de l’aire O I M O ( fig. i).
On aurait alors, en posant, pour abréger, .

Maintenant, imaginons que l’on ait |x x-I|  1, |x -y x-I |  z , en sortex-i I i

que les deux points x-I x-y, x-I x soient extérieurs au cercle Alors l’arc
x-y x

OM devra être p lus g rand q ue l’arc OMI, tandis que l’aire U I MO sera
tout entière à l’intérieur de Co. Donc le point 

x i 
ne pourra pas êtrex - y

situé dans cette aire. Alors on aura

et d’ailleurs

Si donc x est à la fois dans Eo et dans Co, et plus rapproché de y que
de i, et siy est lui-même dans Co, on aura

(1 ) Cette formule a été donnée par M. Appell ( loc. ciL. ).



La formule de transformation u = 03BD I-y+03BDy donne des résultats ana-

logues. Il suffit de permuter, dans ce qui précède, x et y, 03B2 et 03B2’.
Si donc x et y sont à la fois à l’intérieur de Co, si, en outre, y est dans la

région Eo et plus rapproché du point x que du point l, on aura

12. Soit maintenant

Tandis que u parcourt le segment rectiligne o ( -+ r ), le point v dé-
crira l’arc A == oMI r d’une circonférence passant par les points o, 1, I . Je
choisis comme arguments de (i 2014 x) et (i - y) ceux qui sont compris entre
(- ~) et (+ o, si ces quantités sont réelles.

v et x sont dans la même région du plan, v et i - ~x dans des régions dif-
férentes. Je choisis pour argument de v celui qui est compris entre (- 
et (+ ~c). Alors la formule

nous permet de poser

On a, d’autre part,

L’argument de I - ’~ se trouve ainsi déterminé par la conditiony_ I p

qu’il s’annule pour v = o. On a alors

On ne pourra remplacer l’arc de circonférence par le segment recti-



ligne o (-+-1 ) que si le point critique v = ~~ ~ ~, n’est pas sur l’aire o ~ Mo;
c’est ce qui a lieu si l’on a 

"

D’ailleurs

Par suite, si x et y sont simultanément dans Co et si, en même temps,
y est plus voisin de x que du point + i , y on aura

Si l’on pose u = I-03BD I-03BDy il suffira de permuter, dans les résultats que
nous venons d’obtenir, x et y d’une part, ) de l’autre, en sorte que, si
x et y sont simultanément à l’intérieur de Co, x~ étant plus voisin de y que
du point (-~~- 1), on a

13. En résumé, posons

Si x et y sont tous les deux à l’intérieur de Co, on a

Lorsque x et y sont simultanément dans la région Eo





















































































































































Remarque. - A chaque formule de ce Tableau en correspond une autre
du même Tableau, que l’on peut déduire de la première par les règles sui-
vantes :

I° Dans les coefficients de 03C81, 03C82, 03C83, 03C84, 03C85, 03C86, 03C87, 03C88, 03C89 on change 
en - i en laissant a, ~, ~’, y invariables, puis on permute ) et ~’, ~ ~ 
’f6 et ~7~ ’~s et ~s i

2° On multiplie le coefficient de par - (aoc + ~ + ~’), puis on
change 1 en - i, en laissant (x, ~, ~’, y invariables; puis enfin on permute

..
( - a - ~ ) devient par ( -- a - ~’ ) devient

- (-~-[~



(- x 2014 ~ 2014 ~’) devient - (- a), lequel devient + (- a - ~ - ~’),
etc., etc.

Certaines formules se correspondent à elles-mêmes.

TABLEAU VI ( voir p. 72).

Remarque l. - Les formules de ce Tableau, qui ne contiennent ni 03C86,
ni c~" ni iO’ sont les mêmes que dans le Tableau V.

Remarque II. - Dans les formules qui contiennent ou 03C87, ou 03C86
et ~r, sans contenir tO’ il suffira d’ajouter z ~3’ à la quantité entre paren-
thèses dans le coefficient de ~.~s, et de retrancher 2~ à la quantité entre pa-
renthèses dans le coefficient de 03C87. Cela tient à ce que le point § passe de
la partie inférieure du plan dans la partie supérieure.

Exem~ple. - La relation

du Tableau V devient dans le Tableau VI

Cela posé, voici les relations du Tableau VI : :

( i) Voir la remarque II, p, 101.



(r) Voir la remarque II, p, lor.


