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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

ET LES

GROUPES ALGEBRIQUES DE TRANSFORMATIONS,

PAR M. EMILE PICARD.

1. Lesanalogies entre les équations différentielles linéaires et les équations
algébriques ont ¢té depuis longtemps signalées et poursuivies dans des direc-
tions différentes. On n’a pas cependant, je crois, cherché comment la théorie
célebre de Galois concernant les équations algébriques pourrait étre étendue
aux équations différenticlles linéaires. En employant une méthode présen-
tant une grande analogie avec celle dont a fait usage l'illustre géomeétre,
on arrive & une proposition qui correspond, en quelque sorte, au théoréme
fondamental de Galois, et 'on est ainsi conduit & la notion de ce que jap-
pellerai le groupe de transformations linéaires correspondant a I'équation
différentielle. J’emploie cette expression de groupe de transformations déja
employée d’une maniére générale par M. Sophus Lie dans une série de Mé-
moires, extrémement remarquables, que jaurai plusieurs fois 'occasion de
citer, afin de distinguer ce groupe de celui que I'on appelle généralement le
groupe de Uéquation linéaire (*).

(') Les points principaux de ce travail ont été énoncés dans une Note insérée aux
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences en avril 1883.

I. — Fac. de T. ' A
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Considérons donc une équation différentielle linéaire

dmy dm—1 y
(1) m‘*—pizixm + ..o Pm)y =0,
ou nous supposerons que les coefficients sont des fonctions rationnelles de
la variable «, et soit y,, ¥s, ..., ¥, un systéme fondamental d’intégrales.
Jenvisage I'expression suivante

V - A1,1)’1+ 1\1,2}'2—\— cee Ai,m,}/m

Ym
dx

dm_l,?"m
mym om0

d
+A2,,Zl%_’+...—|—A2,,,, +...+A

qui est, comme on voit, une expression linéaire et homogéne par rapport a
VisVay ooy ¥ et & leurs dérivées jusqu’a ordre m — 1.

Les m?* coefficients A représentent des fractions rationnelles quelconques
de . Cette fonction V satisfait & une équation linéaire d’ordre m?, qu'il
serait facile de former; désignons cette équation par

dmﬁV dm*-1 V
(2) » dxmz -+ 1dxma-1

+...+P,sV=o,

ou les P sont évidemment des fonctions rationnelles.
On a d’ailleurs, en différentiant V un nombre de fois égal & m?—1,
m? équations du premier degré par rapport a 'V et ses dérivées, qui donnent

av dn-1y
‘}’1:0C1V+0f2—d*‘5 —+.. .+0Cm'~'_167ﬁ,—_—1')

dm*—1y

m?—1 dzm—1 ’

av
yg'————@]V"‘—@z(Tx' +...+F3

dv am-iv
.ym:llv +7\2 dz +.- -+7\m’—l dxm-1’

ou les «, B, ..., A sont rationnelles en x.

A toute intégrale de I'équation (2) correspond un systéme d’intégrales y,,
Yay -+ ¥m de Péquation (1); ce systéme pourrait n’étre pas fondamental.
Ceci arriverait si le déterminant de y,, ¥, ..., ¥, et de leurs dérivées jus-
qu'a Tordre m —1 était nul; en écrivant ceci, on obtiendra une certaine

équation en V
k
(3) (P(V,ﬂ7~ d V)::O,

dz’ ' dzF

k étant au plus égal & m* — 1.
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On aura donc un systéme fondamental y,, ¥,, ..., ¥, si lon prend pour
V une intégrale de 'équation (2) ne satisfaisant pas a 'équation (3).

Ceci posé, il arrivera, en général, c’est-d-dire si 'équation (1) est prisc
arbitrairement, que I'équation (2) n’aura aucune solution commune avec
une équation différentielle (linéaire ou non linéaire)  coefficients rationnels,
d’ordre inférieur & m?, si I'on fait abstraction des solutions qui satisfont &
I'équation (3).

Mais il pourra, dans certains cas, en étre autrement; supposons donc que
I'équation différentielle d’ordre p

, A% aryv
(4) f<xyvyc—{";""’w>:o

(f représentant une fonction rationnelle) remplisse cette condition. Je sup-
pose, de plus, 'équation précédente irréductible, dans le sens employé par
M. Keenigsberger (Théorie des équations différentielles, 1882), c’est-a-dire
n’ayant aucune solution commune avec une équation de méme forme et
d’ordre moindre; dans ces conditions, Zoutes les fonctions V satisfaisant a
Péquation (4) satisferont & I'équation (2), et, de plus, I'équation (4) n’aura,
avec I'équation (3), aucune solution commune ; par suite, 4 chaque solution
de I'équation

f=o

correspond un systéme fondamental d’intégrales pour 1'équation linéaire
proposée.

Soient donc yy, ¥s, ..., ¥, le systtme fondamental correspondant a une
certaine solution V de I'équation f=o0 et Y,,Y,, ..., Y, le systeme cor-
respondant & une solution quelconque V de la méme équation; on aura

leal,l ,}’1"‘“1,2 y2+"'+ai,m ym’

Y.= A Y1+ Qa0 Yot oo Aom Vs
Ym: AmaY1+ Qm)Ya+ o+ A mYm3
les coefficients a dépendent seulement de p paramétres arbitraires, et nous

allons voir facilement qu’on peut les considérer comme des fonctions algé-
brigues de p paramétres arbitraires.
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En effet, considérons l'intégrale générale de I'équation

dav arVv
f<x,V,Z,;J MRS ] %;‘)zo.

Cette intégrale générale sera nécessairement de la forme
V= ¢;+ ota ¥+ ..~ 02V,

les ¢ étant des solutions de 'équation (2), etles a des fonctions algébriques
convenables de p paramétres arbitraires. Donc, dans

Yh Yz; teey Ym

ficureront algébriquement p constantes arbitraires, et, par suite, si y,
g 8 q P » €L, P Yis
Yy« -y ¥m désignent un systéme fondamental correspondant & une solution
particuliére ¢ de I'équation f, les coefficients a de la substitution

Yi=ai, Y1+ a3 Yot Qm Yy
Y2:a2,1 Y1+ Q2 Yot = Qom Yy

(8)

Ym: Amay1t+ AuoYet -t Qum)ym

dépendront, d'une maniére algébrique, de pA paramétres arbitraires; nous
désignerons ces paramétres par A,, Ay, ..., Ap.

Il est évident que, si 'on considére deux substitutions, telles que (S),
correspondant & deux systémes distincts de valeurs des paramétres A, le
produit de ces substitutions sera une substitution de méme forme, les para-
métres A étant remplacés par un troisiéme systéme de valeurs. Les substi-
tutions (S) forment donc un groupe continu de transformations, d’apres
I'expression adoptée par M. Sophus Lie dans ses profondes et importantes
recherches [voir Theorie der Transformationsgruppen (Math. Annalen,
t. XVI) et une série de Mémoires en 1876-1878-1879 dans les Archives nor-
wégiennes for Mathematik og naturvidenskab].

Je désignerai par G ce groupe continu et algébrique de transformations
linéaires, et nous ’appellerons le groupe de transformations relatif al’équa-
tion linéaire (1). Ce groupe de transformations ne doit évidemment pas étre
confondu avec ce que l'on appelle généralement le groupe de I’équation
linéaire.
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2. On peut établir, & 'égard de ce groupe, la proposition suivante, qui
rappelle le théoréme fondamental de Galois dans la théorie des équations
algébriques :

Toute fonction rationnelle de x, de y,,y,, ..., ¥, ainsi que de leurs
dérivées, s'exprimant rationnellement en fonction de x, reste invariable
quand on effectue sur y,, y,, ..., ¥, les substitutions du groupe G.

Considérons, en effet, une telle fonction; en y remplacant y,, Yayeovy Vm
par leur valeur en fonction de V, et égalant & une fraction rationnelle, on

aura -
dav arv
F((L‘, V’(E, ’J;F) :R(x),

Fet R étant rationnelles. Or cette équation se trouvera vérifiée pour une
certaine solution V de I'équation f= o; elle le sera, par suite, pour toutes
les solutions d’aprés I'irréductibilité de cette derniére équation. Cecirevient
a dire que la fonction rationnelle considérée ne change pas quand on effectuc
SUT )y, ¥ay -+ -, ¥Vm la substitution S.

A ce théoréme on peut joindre la proposition suivante :

Toute fonction rationnelle de x,y,, y,, ..., yn et leurs dérivées, qui
reste invariable par les substitutions du groupe G, est une fonction uni-
Jorme de x.

Soit
f(x;yuym-“’ym"--)

une telle fonction; le groupe de I’équation (d’aprés la dénomination usuelle),
c’est-a-dire le groupe des substitutions a effectuer sur y,, y,, ..., y,, quand
on fait décrire a la variable tous les chemins possibles, rentre évidemment
dans le groupe de transformations, c’est-a-dire que toutes les substitutions
du groupe de Iéquation sont comprises dans la substitution (S) pour des
valeurs convenables des paramétres A. Donc la fonction f restera invariable
quand on effectuera sur les j toutes les substitutions du groupe de 'équa-
tion; cette fonction fest, par suite, une fonction uniforme de z. On pourra
ajouter que c’est une fonction rationnelle de @, si 'équation différentielle
n'a que des points singuliers, pour lesquels les intégrales soient régu-
licres.
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3. Tels sont les résultats auxquels on est tout naturellement conduit, en
cherchant & développer, pour les équations différentielles linéaires, unc
théorie analogue & celle de Galois pour les équations algébriques; nous nous
trouvons ainsi amenés a la considération des groupes de transformations
linéaires et algébrigues.

Présentons d’abord a ce sujet une remarque générale.

Concevons un tel groupe de transformations

Yy=a  yi+ e yst+. oo+ Qun Yo
Y= yi+ Yot an Vs

Yn: AnaY1+ Ano)yas—t..+ QpnYn,
les @ ¢tant des fonctions algébriques de 7 parameétres arbitraires (- < n?).

Différentions ces équations une fois, deux fois, ... jusqu'a (n — 1) fois. On
aura d’abord

dy, dy, dy,
dz — Mt gx e Gun dz’
dy, dy, dy.,
da: —alz,l d.Z‘ '*‘---_}_an,n, d.l" 3

et d’autres équations semblables. Entre 7 + 1 de ces équations, qui sont en
nombre n?, éliminons les parameétres; nous aurons une relation entre les Y
et leurs dérivées, et entre les y et leurs dérivées, et ce sera une relation algé-
brique entiére.

Soit

: dy d
(I) f’<Y1,—ClTx'l7‘..,y1, -—gi—y‘é, ---)ZO.

Concevons maintenant qu'on effectue sur y,, y,, ..., ¥, une substitution
quelconque du groupe de transformations; on aura, en désignant par y,

’

Yy oovy 3, les valeurs transformées de yy, ..., yu,

Yo =ALp ALy ALY,
Yo=Au1 Y+ A+ o+ A v

Y,= An,i.)/i -+ An,?,}”z + An,n,)’,n;
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on aura, par suite, en faisant la méme élimination que plus haut,
dY Cdy
(2) f<Yu %i;...,yi,ﬁy..):o;

les relations (1) et (2) doivent avoir lieu, quels que soient les Y et leurs

14 . 1 . . 14 d
dérivées. Les coefficients des différents termes en Y et Y .. seront donc

C%”-

les mémes, a un facteur prés; on obtiendra ainsi des polynomes

d
@ (]’1, lxl; .. )

€N )y, ¥ay ---, Yo €t leurs dérivées [au plus jusqu'a I'ordre (r —1)]; ces
polyndmes seront des invariants du groupe, c'est-a-dire que, effectuant sur
les y et simultanément sur leurs dérivées une substitution du groupe, on

aura
. dy) d
o (v B )=o)

i étant une constante. -
L’étude des groupes de transformations est donc intimement liée a Ia
recherche des polynémes ou des systémes de polyndémes en

)’1; .}'2) R ] yn’

dz’ dz’ T dx
dn——lly1 drz—i.},2 drz—ly"
dxn—1 ’ dxn—1 tr) W’

qui se reproduisent, & un facteur prés, quand on effectue simultanément sur
les termes d’uné méme ligne un ensemble de substitutions linéaires.

4. Cherchons a quoi reviendra la recherche directe des groupes algé-
briques de transformations linéaires. 1l est nécessaire de rappeler les théo-
rémes généraux de M. Lie sur les groupes de transformations (Mathem.
Annalen, t. XVI). Considérons, avec 'éminent géométre, les n équations

Ty = fi(Z1y T3y« oy Ty Ay, Ay, . - ay) (i=1,2,...,n),

qui définissent une famille de transformations entre les z et les z’, ou
figurent r paramétres arbitraires a,, ..., @,. Ces transformations formeront
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un groupe si la succession de deux transformations de cette famille est
encore une transformation de la méme famille.

Une transformation est dite infinitésimale par M. Lie si elle a la forme

Zy =+ Xj( 21, X5, ..., 2,)08
ou
0z = X; (@, Zgy - - -, Zn) 0k,

¢t désignant une quantité infiniment petite.

M. Lie a montré que chaque groupe de transformations & 7 parametres
contient 7 transformations infinitésimales indépendantes. Ces transforma-
tions infinitésimales déterminent complétement le groupe de transforma-
tions.

Soient

8,2 =Xg,,0¢, 0q2s= Xg4,,0¢, R 0g2, = Xgq,,0t (g=1,2,...,71)

les 7 transformations infinitésimales du groupe. On aura pour chaque va-

leur de 7, en posant A (F) = Xq,, UL + X, ;i d (r2 relations de
la forme
(E) A5(Xg0) = Ag(X50) = X Crgs X

Les C,,, sont des constantes indépendantes du nombre i. On a ainsi entre
r(ir—nn. ., . . .. , .
les X (—2——)— identités, qui expriment les conditions nécessaires et suffi-

santes pour que les 7 transformations infinitésimales considérées puissent
étre les transformations infinitésimales d'un groupe a r paramétres. Ces
conditions peuvent encore se mettre sous la forme

. ( Aj Aq ) )
c’est-a-dire

AL (F)]— Ag[A;(F)] =X Crps As(F).

Ces conditions étant remplies, on aura le groupe lui-méme en procédant
comme il suit. Considérons les équations différentielles

d‘TI —2 )\kXA,1’

S L 1S V¥
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e

ol les A sont & considérer comme des constantes. Soient
Wiy @y oooy Ty Mly holy ooy M) = o (i=1,2,...,n)

n intégrales premiéres de ce systéme, ol les A ont ¢été mis en évidence, et
posons

W&, s ooy Ty Mty oo oy M) =W (24, Ty oo oo Ty Mgy e oy b))
de ces n équations, on tirera
xy = fil 2, Zay ooy @y M(E—8), a(E— b)), ooy Mo (E— )]
ce sera le groupe cherché, en remplacant
ME—1t), W(E—1t), ..., M(E—1¢)

par les 7 paramétres a,, a,, ..., @,.

Ces théorémes généraux rappelés, revenons maintenant aux groupes
linéaires de transformations. Les substitutions infinitésimales seront mani-
festement ici des substitutions linéaires; on doit donc partir de 7 substi-
tutions lincaires, entre lesquelles on supposera vérifiées les identités (E),
dont il a été parlé plus haut. Le systéme

‘{% =3 705 VPR T o
est ici un systéme d’équations linéaires a coefficients constants. Nous au-
rons, d’aprés ce qui précede, & chercher les intégrales de ce systéme, qui,
pour ¢ = {,, deviennent respectivement égales a z,, ., ..., x,. Or ces inté-
grales devront étre nécessairement de la forme

iy =Apx Azt A2y,
(S) x;:A21x1+A22x2+...+A2nxn,

7
T, = Apy 21+ Ao+ . Ay 2y,

les A étant des expressions linéaires et homogénes en e*(—%, eh=4)

ety Wy oo e, 4, étant les racines de I'équation fondamentale relative

au systéme des équations linéaires. Cette équation sera évidemment de la
I.— Fac. de T. Ao
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forme
2 9r (A oo A o 9 (Mg Aey -y A) =0,

Qyy Qay -+ vy @, élant des polyndmes homogénes en A, sy -o-y A, de degrés
respectivement égaux a leur indice; les p. seront donc des fonctions algé-
briques et homogénes de degré un en X, A,, ..., A,.. Quant aux coefficients
de et=%0, ..., et dans les A, ce seront des fonctions homogénes de
degré zéro en Ay Ay, ...y A,

Si donc on pose

M(t—t) = ay, A (t—t)) = as, cely M(t—t&)=a,

ct, en outre,
‘U“(t - tO) =P

on aura pour p I'équation
P 0y (@yy ooy @ )P o Qa(a -y a,) =o,

dont nous désignerons les racines par g,, gy -+ -5 Pa-

Les A seront alors des fonctions linéaires et homogénes en ey, e, ...,
ef, dont les coefficients seront des fonctions rationnelles en a,, a,, ..., @,
Piy P2y «ovs Pa- -

Les équations (S) donneront alors le groupe de transformations qui a
pour substitutions infinitésimales les 7 substitutions initiales. Ce groupe ne
sera pas, en général, algébrique, et la question serait de chercher comment
doivent étre choisies les 7 substitutions initiales pour que le groupe fit
algébrique: Je me réserve de revenir plus tard sur cette question générale;
nous allons examiner seulement, en ce moment, certains cas particuliers,
d’ailleurs fort étendus. ‘

5. Dans un de ses Mémoires (Archives norwégiennes, 1878, p. 110),
M. Sophus Lie considére incidemment un groupe particulier de transfor-
mations linéaires. Désignons, comme plus haut, les 7 substitutions infinité-
simales par A,(F), A,(F), ..., A, (F) et supposons-les telles que le cro-
chet (A;, A;.) soit une fonction linéaire de A,, Ay, ...y Apsey.

M. Lie a montré que, dans ces conditions, on pourra, par un choix con-
venable des variables indépendantes, donner aux expressions A (F) la forme
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commune

JF JoF JoF
Sl ey (51»’”1‘*—52%)5;2 + ()’1@‘*‘}’2%‘*‘73%)0—% +...

- oF
—|—(p1x1+p2x2+. . -+ann)’d;"

Ce sont les groupes dont les r substitutions infinitésimales sont de cette
forme, que nous allons considérer.

On peut remarquer que Zouf groupe & deux paramétres rentre nécessai-
rement dans I’hypothése précédente, et c'est de ce cas que nous allons
d’abord nous occuper. Soient donc

~

< oF JF 713
Ai(!‘):“xld—xi +(5111+52x2)rxi +... 4 (P12 +sz2+-~-+9n$n)d—(;’

X ,  OF , . OF , . . oF
Ag(l‘):aled—x—l + (B zy + BQ‘TQ)d—x’2 . (P P+ .+p,,,x,,)51—,';
les deux expressions correspondant aux deux substitutions fondamentales.
Il nous faut écrire que (A,A,) est une combinaison linéaire de A, (F) et

A, (F); on voit de suite qu'il faut poser
(A1A;) = k(od'Ay— «Ay),

car le terme en (;%F manque dans (A A,).
1

OF OF | OF
0z, ozs” 7 oz,

tivement pas de termes en x,, &, ..., &,; il en résulte que

Les coefficients de dans (A, A,) ne contiennent respec-

B s _
§

B: v

)

7

>

-|

(2
o

w
o

n

ct nous allons voir que ces relations vont nous donner la solution du pro-
bléme. Les racines {t,, (ts, ..., &, de’équation caractéristique correspondant
au systéme d’équations linéaires formées dans le précédent paragraphe sont

1C1
p=ah 4+ a'dy, po== B2+ B2y, cey Pn==pahi =+ pphs

donc
Bo_Be _Ps_ M,
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les exponentielles %), ett=%) .. e*¢~%) sont donc fonctions de 'une
p I ? ’

d’entre elles, et fonctions algébriques si a, B, Ys, - .., p, sont dans des rap-

ports commensurables. Quant aux coefficients de ¢*¢~*) dansles A, ce seront

. A .
des fonctions de =2; nous pourrons donc prendre pour parameétres
A

~
19

— —-ay, et(t—t) — q,.

~
-

La condition nécessaire et suffisante, pour que A, (F)et A,(F), supposés
susceptibles d’engendrer un groupe de transformations, engendrent un
groupe algébrique, est donc que «, B,, ..., p, soient dans des rapports
commensurables, ct ce théoréme nous permet, par suite, de lrouver tous
les groupes algébriques de transformations linc¢aires a deux paraméires.

L’énoncé précédent résout la question proposée, mais il est facile de ter-
miner complétement le calcul. On simplifiera, en supposant, comme il est
permis, que '

oF JoF
Ay(F)= a’xl*m -+ agxzﬁ S B a,,x,l-()—x——;

I'identité donne des relations dont le type général sera
v (@ —a;)=kayvy,
v, (@ —a;)=ka,,
Vi (@i — a;) = kayvi_y,

. JoF .
ct aa; = a,v;, en supposant que le coefficient de oz dans A, (F) soit

T TR RV A R R

Différentes hypothéses peuvent étre faites; prenons le cas général ou a,,
@y, ..., a,sont distincts. Si donc on considére toutes les différences

a,—a; (i=2,3,...,n),

clles ne pourront étre égales; soit, dans A, (F), 3,7 o.

Alors on aura
a,— ay—=ka,;

toutes les autres différences

a—a; ({=3,...,n)
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ne pourront étre égales a ka, ; par suite,
Y1=0;=...=p;=o0.
Soit de méme ¥, 3£ o, on aura

ay— az= ka,
et 1l faudra écrire

. . .. . , R N
En continuant ainsi, on voit que, dans I’hypothése ou 8,v,8;...0,_, 0,0n a

AGQ— A=Ay, — A3 =...= A, — A= ka,
et
71:61: =P =0
y2:82: =p, =0,
..................... ,
Prn—2=—0

On a vu plus haut que a,, a,, ..., a, devaient éire dans des rapports
commensurables, ce qui revient ici a dire que & est commensurable.

6. On peut chercher, de la méme maniére, les groupes algébriques de
transformations linéaires & un nombre quelconque de paramétres, pourvu
que les substitutions infinitésimales remplissent les conditions indiquées au
commencement du paragraphe précédent. 1l suffira d’examiner le cas de
trois parameétres; soit donc

JF oF JoF F
A(F)=a xld_x—l +(61x1+62x2)0—x;+(71x1+72$2+73$3)0—x; +...+(p,x1+...+pn¢vn)(;)7‘”:

n

, OF , , JoF . , , ) , , JF
Ay(F) =« oz + (B 2+ Bh ) oz, +(Vizi+ e+ “/sxs)d—w3 +.+ (Pixi‘*"---‘*‘PuJ’n)dT’_
7 dF " U dF " " " d}-(‘ " " )F
Ay(F)=a x‘d_xl + (Bl x1+ Byas) 0z, + (Vi 2+ 1+ 73‘”3)0—% +.oo (Pl . -+Pnd“vn)0(7ﬂ-

On doit avoir identiquement

(AsAg) =2 A+ Ay +v Ay,
(Adh) =1 A+ p/ Ay v/ Ay,
(AfAy)) =2"A + A+ ‘)”As,v

les A, 1, v étant des constantes.



A.14 E. PICARD.

Dans (Ag, A,), il n’y a pas de terme en ¥ et les coefficients de g,

0.‘1‘1 2
oF oF . . d .
oz 7 or, ne contiennent respectivement pas de termes en Xy, Ly - - -, Lps
n

il en résulte que
lopol+va'=o0, WP+ pBy+ufi=0, Dy +vi=o0, ..., Mpa pp, PR =05
pareillement la deuxiéme et la troisi¢éme identité nous donnent

Vodp o +v a'=o0, NByrp B+ Bi=0, Nys+pyy+vyi=o, ..., Np,+p e+ p=o0,
)-"OC—*- {-Ll/ 0(’—'—11" 0(”: O, )\.Il B2+P‘” ﬁ/z_*_vlr ﬁ”z:O’ )\Ilya_‘_“//},;_*_vlly';zo’ cey )\// PIL+ P‘”P,n_"_v”Pr;l:O'

On conclut de 14, en laissant de coté des cas exceptionnels, dont la dis-
cussion, d’ailleurs bien facile, présenterait peu d’intérét, que

4 U

. ﬁ?___@‘l_ 2
« o o’

' "

Vs _ Vs _ Vs

o o o’

............. ,

7 U

Pr _ Pn _ Pr,

;— T o

Ces relations vont nous donner de suite la solution du probléme. Les ra-
cines [4y, W, - - -, By, de I'équation caractéristique (voir n°4) sont ici

H1:)\1a+)\2a"'*‘7\30‘”7 Hz———)qﬁr" 2 B5+2:85, ceey I‘Ln:)\lpn—'_)‘?P’n'J‘— 7\3?’;;;

donc
o2 P P
a B s en’
les exponentielles e, et~ .. et sont donc fonctions de l'une
d’entre elles, et fonctions algébriques si «, B, vs) ---, pn sont dans des
rapports commensurables. Quant aux coefficients de e*¢~* dans les A

. . hy A
(voir n°4), ce seront des fonctions de 5* et =%; nous pourrons donc prendre
1 1
pour parameétres
?—E =a =2 = .(lg et i—t) — q,
}1 b )\1 ’ ’

et, sous la condition indiquée, le groupe sera algébrique.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. Ad

7. Prenons comme exemple, en terminant, le cas de deux variables et de
deux parametres.

Soient
oF oF
A(F)=a x oz, + (B + @212)()—1‘:2’
oF oF
A (F)=a,2, o7, -+ az“’a;jfx‘;;
on aura
a;— ay—= kay, oy = a3,
posons donc
a,—sa, Ba=sa.

On a les équations linéaires

d.

de—t? = (Ma,+ ha)z,,

dz,

' = 0B+ (M ay+ 2y By) a5

le groupe correspondant sera

=02y,

T, = gy + 65 Ty,
s, et o, étant les' deux paramétres arbitraires; s devra étre commensurable,
en le désignant par 5; on peut alors écrire le groupe

!
x\ = ol xy,

7
Xy = Gy, + o} xy,

p et g étant deux entiers.

oy, do
dt *de
tinets de ce groupe si simple.

x, et le déterminant z, sont les deux seuls invariants dis-




