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LES LIGNES SINGULIERES

DES FONCTIONS ANALYTIQUES,

PAR M. PAUL PAINLEVE,

Ancien Eléve de ’Ecole Normale supérieure.

INTRODUCTION.

La premitre Partic de ce travail est consacrée a I'étude d'une fonction
dans le voisinage d'une ligne singuli¢re ou coupure. La notion de coupure
se présente dans la discussion de I'intégrale de Cauchy; elle peut méme
s'introduire, ainsi que I'a montré M. Hermite, 4 I'aide d'intégrales définies
ot la varviable d’intégration est réelle. La série de Taylor, convergente
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, «t
MM. Weierstrass, Tannery, Appell ont formé de nombreuses séries qui
représentent deux fonctions distinetes dans deux aires différentes du plan.
Nous ¢numérons, dans un premier Chapitre, les singularités diverses (ue
peuvent présenter les symboles (et particulicrement les séries) qui définis-
sent, dans un certain espace, une fonction analytique de z. Ceci nous con-
duit & quelques théorémes sur les séries, dont le plus important est le sui-
vant : Quand une séric = XV, (u,)) converge uniformément sur le
contour s d'une aire fermée S, a I'intérieur de laquelle les fonctions 'V, (el 3
sont régulicres et satisfont & I'équation AV, = o 1° la série ¥ converge
uniformément dans Sy 2° les séries, formdées par les dériviées de ses
termes, conscergent uniformément dans toute aire N intéricure a S et
sans point commun agvec s, et elles représentent les dérivées correspon-
dantes de F.

Soit une fonction F¢z) détinie d'un ¢o6té d'une ligne L et présentant
cette ligne comme coupure : il peut exister une seconde fonction F,(3) qui
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coincide avec la premiére dans le voisinage de L et la prolonge au dela sans
discontinuité. La coupure est alors artificielle, clle est essentielle au cas

contraire : le cercle de convergence de la série de Maclaurin F (z), qui
1

développe la fonction -—— est une coupure artificielle de F(z); la série

F(z) quireprésente dauns le cercle fondamental C une fonction fuchsienne,
holomorphe et définic seulement dans ce cercle, admet au contraire C
comme coupure essentielle. Nous donnons d’abord une forme de la condi-
ion nécessaire ct suffisante pour qu'une coupure soit artificielle, qui s’ap-
plique a une coupure quelconque. De cette condition, on déduit plusicurs
théoremes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou
par une équation différenticlle du premier ordre : ces derniers sont utiles
dans I'¢tude des intégrales uniformes d'une équation différentielle, ainsi que
je le montre dans plusieurs applications, et notamment en recherchant
toutes les équations de la forme gg = f(z,u) ot f(z, u) est uniforme],
dont Uintégrale générale peut étre uniforme.

Dans le cas ot la coupure est une ligne analytique, la condition pré-
cédente prend une forme plus simple, indiquée dés l'année 1870 par
M. Schwarz ('), et qui permet de discuter plusieurs classes de coupures.
Des exemples des principales singularités d’une fonction dans le voisinage
d'une coupure essentielle terminent cette premiére Partie.

Dans la seconde, nous étendons aux fonctions uniformes les plus géné-
rales les formes de décomposition en sommes et en produits, données dans
la théorie des fonctions a points singuliers. En 1881, avant le théoréme de
M. Mittag-Leffler, M. Picard indiquait, dans le cas d’une coupure circu-
laire, une forme de développement en produit, applicable a une coupure
quelconque, et, peu de temps apres, décomposait une fonction F(z), ayant
pour coupures des segments de droites, en une somme de n fonctions
n‘ayant qu'une coupure, puis développait ces fonctions en séries (?). Aprés
la découverte du théoréme de M. Mittag-Leffler, M. Goursat (*) a étendu ce
théoréme aux fonctions uniformes présentant des singularités quelconques.
Enfin, M. Mittag-Leffler (*) a consacré lui-méme un Mémoire & I'étude de

(1) Monatsberichte der Academie su Berlin, octobre 1870.

(%) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 21 mars 1881, 22 mai 1882.
- (3) Id., 26 février 1883.

(¥) Acta mathematica, t. IV; 1884.
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ces propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu différente
de ces théorémes, plusieurs modes de développements en séries des fone-
tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra-
mené. Un premier développement, analogue i la série de Taylor, repose
sur la représentation conforme ; les autres généralisent les développements,
indiqués par M. Appell dans le cas d'une fonction holomorphe a I'intérieur
d'un contour d’arcs de cercles. Ils découlent de ce théoréme que toute fone-
tion holomorphe dans une aire convexe peut se décelopper dans cette aire
en série de polynémes.

Les notions de résidu, dordre, de reste (définis soit comme intégrales,
soit comme coefficients) se généralisent deés lors facilement avee les propo-
sitions qui s’y rattachent. En particulier, le théoréme des résidus et les
théorémes de Liouville subsistent pour les fonctions doublement pério-
diques a singularités quelconques.

Enfin, plusieurs des résultats énoncés ont ¢té étendus aux fonctions 'V
de deux ou trois variables qui satisfont & I'équation AV = o.
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PREMIERE PARTIE.

ETUDE D'UNE FONCTION DANS LE VOISINAGE D'UNE COUPURE.

CHAPITRE I.

{. Avant d’aborder I'é¢tude d'une fonction dans le voisinage d’une cou-
pure, il convient d’énumérer bri¢vement les singularités que peuvent offrir
les symboles qui représentent, dans une partie du plan, une fonction uni-
forme de la variable z = x +iy. :

Soit une expression de la forme P(x, y) + i Q(x, y), les fonctions P et Q
étant uniformes dans tout I'espace du plan Oy ot elles sont définies. Nous
supposons de plus qu’en chaque point d'une certaine aire S, P + 7/Q admette
unc dérivée par rapport a 3 et, par suite, qu’elle représente dans S une
fonction holomorphe de =.

Considérons dans le plan unc aire fermée quelconque o: I + {Q sera
dans & fonction holomorphe de z, sauf peut-étre en certains points. Ces
points pourront étre en nombre infini (comprendre par exemple tous les
points de o) ct affecter des distributions diverses.

En premier lieu, sitous les points singuliers peuvent étre enfermés a I'in-
térieur de cercles n'ayant pas de points communs et de rayon aussi petit
qu'on veut, nous dirons que I'ensemble de ces points E est ponctuel. Les
points forment alors des suites ayant pour limites d’autres points, formant
cux-mémes des suiles analogues. La classification de ces ensembles a été
faite par M. Cantor.

“n second licu, si tous les points ne satisfont pas a la condition précé-
dente, mais peuvent étre enfermés a intérieur de contours tels que l'aire
totale enclose soit aussi petite qu'on veut, nous dirons que I'ensemble E est
linéaire. Les points forment alors des suites ou des ensembles ponctuels,
ayant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles que,
si I'on décrit un cercle d'un quelconque de leurs points comme centre, ce
cercle renferme un nombre infini de points E, si petit que soit son rayon.
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Par exemple, 'ensemble E sera composé de points infiniment voisins (ou
méme de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lignes peuvent étre elles-
mémes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des lignes
ou des points. A ces ensembles de lignes, s’étend immédiatement la classi-
fication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace
partout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire a un point.

En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des
aires finies o¢’, ¢”, ..., c'est-a-dire qu'une portion de ces aires, si pelite
qu’elle soit, en renferme un nombre infini ('ensemble IX comprendra par
exemple tous les points d’un certain espace). L'ensemble sera dit alors su-
perficiel. Les aires o', 5", ... peuvent étre en nombre infini et former des
suites ayant pour limites des points ou des lignes.

Telles sont les dispositions possibles dans ¢ des points singuliers de I'ex-
pression P(x, y) + ¢ Q(x, y). En chacun de ces points, une au moins des
fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n'admet pas a la

fois de dérivée particlle par rapport a x ct y, ou bien enfin ces dérivées
partielles ne vérifient pas les deux ¢galités

P 0Q oP 00

D7l A Ml Yo

Supposons tout d’abord que les points E ne forment pas dans ¢ un en-
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P + Q) est conlinue dans o,
il sera démontré plus tard en toute rigueur qu’clle est nécessairement holo-
morphe dans le méme espace. Les points E sont donc des points de discon-
tinuité de P + Q. Un premier genre de singularité qu'il convient de distin-
guer est le suivant : soit 5, un point isolé¢ de I'ensemble I tel que, = tendant
vers 3, d'une facon quelconque, P + 7QQ tende vers une certaine valeur a;
pour s = 3,, P+ 1Q est discontinue ou indéterminée. Appelons f(=) la
fonction de z, qui coincide avec P + /Q en dchors de =, et prend pour z,
la valeur a. Cette fonction est holomorphe au point z,. Une telle discon-

tinuilé est purement apparente. Un exemple trés simple en est fourni par
I’expression

P+:iQ= 4 [f(;) sin (.2t y?) + S(sin3 (a2 +n f(:\sin;')_(.r?—e—y?) ) 1

T T e e .
3 5

ou f(z) est holomorphe et différent de zéro a lorigine: P + 1Q = f(=),

quel que soit z, sauf pour le point 5 = o ot I> + 7Q) est nulle. Nous suppo-
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scrons désormais qu’en pareil cas on remplace P + {Q par f(z), et ainsi
pour tous les points analogues : ces points peuvent former des suites ayant
pour limites d'autres points z’, z”, .... Si ces points 3’ sont pour f(z) des
discontinuités du méme genre, on les supprime comme les z,. Cela fait,
I'ensemble E peut comprendre certaines lignes isolées L, telles que z, ten-
dant d'une maniére quelconque vers un point { de L, la valeur de f(z)
tende vers une limite a({). La fonction ¢(z), qui coincide avec f(z) en de-
hors de I, et prend sur L, les valeurs a({), est, comme nous le verrons,
holomorphe dans le voisinage de L,. On peut citer comme exemple I'ex-
pression

/ -\ <in 3 22 z)sin5 x?
I’+[’():£[f(3)sill.r2+f(d)zmg‘r +f( )Zm5.t +:|’

/(=) étant holomorphe sur Ox. Nous remplacerons la encore f(z) par
2(z), et ainsi pour toutes les singularités analogues. En définitive, s'il
exisle une fonction ¢(z) coincidant avec P + ¢Q en dehors de I'ensemble
E, continue ct par suite holomorphe en certains points E” de cet ensemble,
on substitue p(z)a P + Q.

Ces singularités parasites éliminées, quelles sont les discontinuités que
présente P+ 7Q?

Si I'ensemble E est ponctuel, les points singuliers de P + /Q dans ¢ sont
des poles ou des points essentiels.

Sil'ensemble E est linéaire, la fonction P + ¢Q est en outre affectée de
coupures. Ces coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points
essentiels ou de coupures. Dans le second cas, P + Q) est nécessairement
discontinuc ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier
cas, soit L la ligne considérée : quand s tend vers un point quelconque 7 de
L. en restant du coté C de L, P + 7Q peut tendre vers une certaine valeur
S(C); du coté opposé C de L, P + iQ peut prendre également sur L la suite
de valeurs f, ({), qui doit différer de f({). Il est possible, au contraire, que
d’un coté de L (ou des deux cotés), pour des points { infiniment voisins sur
L, ou méme pour tous les points de L, P + 7Q) ne tende pas vers une limite
quand s tend vers { sur un chemin /, ou que cette limite dépende du chemin
[. Dans tous les cas, I'expression P 4 {(Q) peut n’avoir aucun sens sur L, ou
ses valeurs pour les points de cette ligne sont entiérement indépendantes des
valeurs qu’elle prend aux points voisins.

SiI'ensemble I est superficiel, P + /Q présente dans ¢ des espaces lacu-
naires 5’, 57, .... Iin tout point E de cesespaces, P + /(QQ peut n’avoir pas de
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sens, ou étre discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport a s (*').

Le contour s’ de I'aire o’ est une coupure de P + 7QQ, cette ligne peut étre

la limite de singularités extérieures 4 o’'; au cas contraire, P + 7Q peut
b b N

tendre vers une suite de valeurs f({), quand = tend vers un point { de s,
extérieurement a o’. Il arrive notamment que P + () est continue sur s’ ct
dans 7', et n’admet pas dans ¢’ de dérivée par rapport & z.

n dernier lieu, si P + {Q est holomorphe dans & et tend vers la valeur
S(%), fonction continue de ¢, quand le point z de & tend d’'une maniére
quelconque versle point { du contour s, nous dirons que la fonction P + Q)
est holomorphe dans g et continue sur son contour.

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans I'¢tude des fonctions V
de deux ou trois variables qui satisfonta I'équation AV = o. Soit P (x, ), =)
une fonction de x, y, 5, uniforme dans tout I'espace ou elle est définie, et
représentant dans un certain volume une fonction régulicre V(x, y, 3), qui
satisfait & 'équation AV = o. Les points singuliers de P(x, ), 5) seront les
discontinuités de P et de ses dérivées premicres, et les points ol ses déri-
vées secondes ne vérifient pas I'équation AP = o. On voit, comme plus haut,
qu’a l'intérieur o d’une surface fermée s ces points peuvent former des en-
sembles ponctuels, linéaires, superficiels, ou étre distribucés dans des vo-
lumes finis, et former ainsi un ensemble a trois dimensions.

Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti-
nuités de P ou de ses dérivées premicres, d’apres ce théoréme que, si une
fonction V est réguliere dans un espace, sauf peut-¢tre sur une surface ou
elle est continue, ainsi que ses dérivées premiéres, elle est réguliere dans tout
cet espace. De plus, sil existe une fonction Q(wx,y, z), coincidant avec
P(x, y, z) en dehors des points E, et continue en des points ou sur des li-
gues et des surfaces I qui sont des discontinuités de P, on supprime ces sin-
gularités apparentes en substituant Q a . Mais les points E’ peuvent étre
encore des discontinuités des dérivées premieres de (). Cette discussion s'a-
chéve comme la premicre. En particulier, si P(.x, ), 5) est une fonction
régulicre dans g, et si elle tend vers une valeur f(%, 7. ), fonction continue
de %, 1, {, quand (x, y, 5) tend vers le point (,7,%) de s en restant inté-
rieur a g, on dira qu’elle est régulicre dans & et continue sur s; on dira de

(1) P+ iQ peut admettre une dérivée en certains points 3, de 7', mais cette dérivée
n’existe pas pour des points infiniment voisins.
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méme que ses dérivées premiéres sont continues dans ¢ et sur s, si les fonc-
JpP oP 0P

tions 0—I’ —(-)__}_', 5:—',

vérifient la méme condition.

3. Les diverses singularités que nous avons énumérces sont offertes par
les symboles élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons,

3 .
par exemple, l'intégralef J(t,5)dt =F(z), ot ¢, et § sont réels. Si a
o

chaque valeur de ¢ correspondent des points singuliers de f(¢, z) ne formant
pas de suites linéaires, la fonction It ainsi définie présentera en général des
lignes singuliéres; si a chaque valeur de ¢ correspondent des lignes singu-
lieres de f(¢,3), la fonction F présentera des espaces singuliers. Il en
serait de méme si If était définie par l'intégrale double

8 3
f f (s, 8, 5) de db,
S,

J(z) ayant des points singuliers pour chaque valeur réelle de ¢ et de 0.
n particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue
dans une aire S, dont la dérivée par rapport a z existe dans une partie

1 .

. . , e Ty —

de cetle aire et n'existe pas dans I'autre. Ainsi l’mtegralef L2—" - : - dl
[} c T T

\ s — 1t , . .
<0u | E— ;7 représente une fonction uniforme de z ayant pour coupure

le segment de droite y = ¢ compris entre z = o et x = 1> définit une fonc-

tion de = holomorphe dans le plan, sauf pour les points « + iz dont 'z et
I'y- sont positifs et plus petits que I'unité; car, en ces points, I¥ est égale a
une fonction de z + 2w (1 — y’). De plus, I¥ est continue dans le plan, sauf
pour les points des droites = o, « = 1 dont 'ordonnée est comprise entre
oectr.

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire
S une fonction uniforme de z, et qui présentent dans le plan des singu-
larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en
effet Ue, ) ) + 2V (., y) une fonction holomorphe de z, telle que, pour
=0, U = o. Développons en série de fonctions de Laplace, entre x = — =,
r=mcl)y =o0,)y=m, lesfonctions V(.r,y) et U,(r,y) : U,(x,y) étant
¢galea Upour x >oeta — U pour » < o. LasérieF = U, + i V sera con-
tinue pour les valeurs de . et de )- comprises, les premiéres entre — = et
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-+ =, les secondes entre o et =; elle n’admettra pas de dérivée par rapport
a s pour les valeurs négatives de .

Si les termes d’'une série sont des fonctions de =, la série n'aura pas de
sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, el l'on peut faire
en sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une
aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fonc-
tion holomorphe dans une partie de S et diverger dans I'autre. Mais d’autres
singularités sont-elles possibles? Pour étudier cette question, nous aurons
recours a quelques propri¢tés bien connues des séries, (ue nous rappelle-
rons tout d’abord.

4. Une série Zo,(¢) converge uniformément dans un intervalle ¢,¢,, si
a tout nombre positif e correspond un entier v tel que, » étant égal ou supé-
rieur a v, on ait
| R, (o) | <,

pour toutesles valeurs de ¢ égales a ¢,, ¢,, ou comprises entre /, et 7, (la va-
riable ¢ est réelle). Ceci revient a dire qqu’on peut trouver v assez grand pour
que, p étant quelconque, on ait dans le méme intervalle

I Sv+])(t)—'sv(t) I < &,

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux théorémes:

Lemme I. — Si tous les termes d'une série sont susceptibles d’'intégra-
tion et si la série converge uniformément dans un intervalle, la fonction
que représente la série est intégrable dans cet intervalle, ct son intégrale
est la somme des intégrales de tous les termes.

Lemme 1I. — Si tous les termes d’une séric /() admettent une dérivée
susceptible d’intégration et si de plus la séric de ces dérivées converge uni-
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de f(¢) dans cet
intervalle.

Le lemme I peut s’étendre & une certaine classe de séries non uniformé-
ment convergentes. Soit une série f(7) = X5,(¢) qui converge uniform¢é-
ment dans toutintervalle, compris entre ¢, et 7, et ne rehfermant pas certains

points #, 2, .... Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série
converge uniformément entre i, et t,, sauf pour lesvaleurs t'; (", . ... Les
points t,t, ... peuvent former sur 'axe des ¢ des suites ponctuelles. En

1. — Fac. de T. B.»
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ces points, la série peut étre divergente. Si le module maximum de S,(¢)

entre 7, ct ¢, ne croit pas au dela de toute limite avec n, le lemme I s’ap-
plique encore a l'intervalle 7,¢,.

Pour le voir, il suffit de décomposer l'intervalle 7,7, en deux parties s et
s' (formées d'ailleurs d’'intervalles séparés), s’ renfermant toutes les valeurs
'y ¢, ....S01tMla limite supérieure de | (S, ¢)|. On peut toujours prendre s’
de telle sorte que

f M d: ll soit inférieur a un nombre positif ¢ aussi petit

(uon veut : cela fait, il existe un nombre 7 assez grand pour que, p étant
un entier quelconque, on ait dans tout I'intervalle s

I S'H'P(t)"‘sn(t) | <&,

Si donc on désigne par S, la somme des » premiers termes de la série

ly
[ @
ty
le module de la différence (3, ,— S/, ) sera, pour la méme valeur de n, in-

férieur a o{7 = (I + 2)], si [ est la longueur du segment 7,¢,. La nouvelle
séric converge donc, ct il apparait aussitot qu'elle représente I'intégrale de

(). 1l suffit, pour que le raisonnement s’applique, que f S, (2) dt tende

vers o uniformément avee ' (quel que soit 7).

[l convient d’ajouter qu'une série Z2,(¢) peut converger dans un inter-
valle 7,7,, sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit
qu’il soit. Soit par exemple une fonction f(?), a variation limitée entre —

et + =, ct discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs

UACILY j/(l —°). La série

. + 7T f >
Ef_, s@as| s+ Y eosn(3—0)
- ‘

converge dans lintervalle — =, + =, et représente dans cet intervalle
(t=-0)+ f(t—0) . .
! S f( . Comme scs termes sont fonctions continues de 7, clle ne

converge uniformément dans aucun intervalle (sinon, sa somme serait fonc-
tion continue de ¢ dans cet intervalle).
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Ces remarques faites, considérons une série de la forme

2 fn(s)
ou de la forme

2@/1 (‘T,}‘)-

Une pareille série converge wuniformément dans Uaire S quand, a tout
nombre positif ¢, correspond un entier v tel que, n étant supérieur ou égal a
v, on ait pour tout point = (ou x, y) de S ct de son contour

| Ry(z) | ou R,(x,1) ] <e.

Si une série converge uniformément dans tout espace ¢ intérieur a S et
ne renfermant pas certains points 3 ou certaines lignes 7/ de S, nous conve-
nons de dire que la série converge uniformément, sauf aux points ' ou sur
les lignes 7'.

La série converge uwuniformément sur une ligne AB |x = g(1),
g = h(1)], silasérie

an[z(t)] ou E?,,[-T(l), }"(t)]

converge uniformément entre 7, et ¢,({, et {, étant les valeurs de ¢ qui cor-
respondent aux points A et B).

Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :

Tutorime I. — Soit une série 2 f,(z) = F(s) et une aire S a contour
quelconque : st les fonctions f,(s) sont holomorphes dans S et continues
sur s, el si la série ¥ (z) converge sur s uniformément : 1° la série F(s)
concerge uniformément dans toute aire S’ intérieure a S et sans poinl
commun avec s; 2° les séries formées par les dérivées successices des
termes de ¥ (z) convergent uniformément dans S' et représentent les dé-
rivées successives de ¥ (z) dont U’existence est ainsi démontrée.

Formons en effet la série
E Sn(3)
(s —ax)r’

et appelons M le module maximum de (z_—)pﬁ quand z varie sur le con-

tour s, et z dans 'aire S’. On peut, quel que soit ¢, trouver un entier v assez
grand pour que, n étant supérieur a v, | MR,(z)] soit inférieur a ¢ quand s
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parcourt s. D'apres le lemme I, la série

Efuffv))w “

est convergente, ct de plus, pour les valeurs de n qu’on vient de définir, le
reste de cette sériec R, (z) a un module inférieur & /¢ (/ étant la longueur
de s), quelle que soit la position de x dans S et sur son contour. D’autre
part,

2 (3)dr
[ = e,

La séric 2 /7 () converge donc uniformément dans S'. On déduit sans
peine du lemme II qu’elle représente la dérivée pieme de la fonction F(x),
définie par la série convergente X7, ().

Le théoréme est encore vrai, si chacun des termes f,(z) est discontinu
sur s, en des points @, @, ..., nec formant pas de suite linéaire, pourvu que
| £.(3)] ne croisse pas dans S et sur s, au dela de toute limite. Il suffit de

répéterle raisonnement précédent, en remarquant que l'intégrale f (—_”(w—z)zm

' 21T
a un sens et l‘epresente encore T

» P . .
o/ (x), ainsi qu'on le voit faci-
lement.

Le théoréme subsiste méme si la série converge uniformément sur .,
sauf en des points @, a,, ... (ne formant pas de suite linéaire), pourvu que
le module maximum de S,(z) sur s ne croisse pas au dela de toute limite

avee n. Il suffit de raisonner comme précédemment, en appliquant le
lemme I géndéralise.

TutoriMe II. — Soit un espace S, admettant la représentation con-
forme sur un cerele, ct une série Z¢,(x,y) : les fonctions ¢,(x, y), qui sa-
tisfont dans S & I'¢quation A¢, = o, sont uniformes et réguliéres dans cet
espace, et continues sur son contour s. Sila série

V(I’UV) - E(’”(JL‘,‘)’),

converge uniformément sur s : 1° elle converge uniformément dans toute
aire S intérieure a S, et sans point commun avec s; 2° les séries formées
par les déricées particlles des termes de V(x, y) convergent uniformé-
ment dans S', et représentent les dérivées partielles de V(x,y) dont
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Pexistence est ainst démontrée. Ces dérivées salisfont a lUéquation

AV = o.

Supposons d'abord que S soit un cercle C de rayon 1, ayant 'origine
pour centre. On sait que

Py,

I—a . .
dx*dyd — zrfdxudyli >“n(;, n) ds;

(%, 1) est un point de la circonférence ¢ de C, (x,y) un point de C;
a?— -1‘2+y2; 7?2 — (x _ ?:‘)2_|_ (},___ 7])2_

Si M est le module maximum de 5 3;}/‘3 (’ ) quand (&, n) parcourt ¢,

et quand (x, y) varie dans S, on peut trouver un entier v assez grand pour
que, n étant supérieur av, M| R,(%, v)| soit inférieur a ¢, quel que soit (%,7)
sur ¢. Par suite, la série

1 J 1— a?

converge uniformément dans S'; car, pour les mémes valeurs de 7, le reste
R, (xy) est dans cet espace inférieur a .

PV
9 d ad S)
définie par la série Evn(x,y) satisfait donc dans C a I'équation AV = o
et est réguliére dans ce cercle.

En partant de 'expression

P ]
La série 2 Fy fn Py représente, d’apres le lemme 11 la fonction V -

¢(x,y) +iu(z,y)= [0(2_, ) z:if

on voit que la série
() F(S):E"n(fﬂ,)’)"‘i“n(%)’)

converge uniformément dans §', ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore

.. P ' dV,l .a(’n .
de I'intégration de la série 2 9z iy Toutes les fonctions f,(z) dont
la partie réelle est ¢,(,)) sont de la forme ¢,(z,y) + iw,(z,y) + iCn.
Si la série

(3) Zen(x,y) + iu,(z,y) + iCn
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converge pour un point(rq,)) deS, comme la série () converge pour x,y,,
laséric ZCn est nécessairement convergente, et par suite ($) converge uni-

formément dans S’. Autrement dit, u,(x,y) désignant une quelconque des
fonctions conjuguées de ¢,(z, )*), la séric

Z"/x(‘r’ﬂ,) -+ l[ u/z(d‘, }/) _— lln(d?o’)’o)]

converge uniformément dans S'.

Soit donc une série Xf,(3) = ez, y)+iu,(x,y), si la série
X, (x,y) converge uniformément sur ¢, et si la série Zu,(x,y) con-
cerge en un point (xy,y,) inlérieur ac, la série et les séries formées par
les déricées de ses termes convergent uniformément dans tout espace S'
interieur a c.

Remarquons de plus que, si une série 2¢,(x, ) converge uniformément
dans une aire g, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent
uniformément dans toute aire ¢’ intérieure a o ;il suffit, pour le voir, de dé-
composer g’ en parties g,, 5,, ... qui puissent étre enfermées dans des cer-
cles ¢, ¢,, ... intérieurs & o, et 'on raisonne sur ces cercles comme sur c.

Revenons maintenant au cas ou l'aire S est quelconque; d’apres la re-
marque précédente, tout revient & démontrer que la série Z¢,(x,y) con-
verge uniformément dans toute aire S intérieure a s. Soit

s =f(5) =@(Zy,y1) +Td(x, )

une fonction qui représente d’une maniére conforme l'aire S sur le cercle C.
Inversement, z, = f,(z) = 9,(x, y) + i,(x,y). Les fonctions fet f, sont
holomorphes, la premicre dans C, la seconde dans S. Posons z = o (xy,y,),
y = d(x,, ) : les fonctions ¢, (x,, y,) sont réguliéres dans C et satisfont
a léquation A¢), = o. De plus, la série Z¢/ (x,, y,) converge uniformément
sur c; elle converge donc uniformément dans toute aire S| intérieure a c; si

'on remplace x, par ¢,(x, y), y. par 4,(x, y), le théoréme est démontré.
On géncéralise de la méme maniére la remarque relative a la série

2o, (x, .}’) +fu,(x, »)-

Le théoréme II est encore exact si la série Z¢,(x, ) converge uniformé-
ment sur s, sauf en des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu
que le module maximum de S,(z,y) sur s ne croisse pas au dela de toute
limite.

Les théorémes I et II ont été établis en supposant que S n’avait pas de
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points a I'infini : mais on rameéne tous les cas a celui-la a I'aide de la transfor-

mation 3 =
H—a

> le point @ étant extérieur a S.

7. On peut donner du théoréme II une démonstration qui s'applique aw
cas ou l'aire S est a4 contour quelconque et au cas ol les termes ¢, de la
série dépendent de trois variables.

Soit donc dans I'espace un volume quelconque S, n’ayant pas de point
al'infini, et limité par une surface s & connexité queclconque. St la série
V(z,y,s)=2¢,(x,y, 3) (dont tous les termes sont des fonctions régu-
lieres dans S, continues sur s, et satisfont a ’équation A¢, = o) converge
sur s uniformément: 1° elle converge uniformément dans S; 2° les s¢-
ries (o) formdes par les déricées de ses termes convergent uniformément
dans lout espace S’ intérieur a S et sans point commun avec s.

En premier licu, si 'espace S est une sphére, on établit comme dans le
plan, en partant de la formule

d 2 2
Amen (e, v, 3 :j i l}“—,—da (2, 1y 8 ds,
que les séries (o) convergent uniformément dans I'espace 5. Il en résulte
que, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque),
les séries (o) convergent dans S’ uniformément.

Tout revient donc a démontrer la premitre proposition. Considérons

pour cela la somme
V4p

o(x,y,3)= E va(x,¥,5).
v
Cette fonction 4 est régulicre dans S, continue sur s, ct salisfait a 'équation
A5 = o. Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite,
pour tout point (x,y,s) de S, la valeur de 4 est comprise entre la plus
grande ct la plus petite valeur de 7 sur s, ou égale a 'une de ces deux va-
leurs. Si w désigne le module maximum de ¢ sur s, le module de 7 dans S
est au plus égal a w. Dautre part, on peut, par hypotheése, trouver un entier
v assez grand pour que, quel que soit p, | (., )", 5)| soit sur s inféricur a
un nombre positif donné ¢, autrement dit pour que w soitinférieur a e. Pour

V4+p

tout point de S et de s, 'expression Z ¢, (x,), 3) a donc, quel que soit p,
~

un module inférieur & ¢ : la série V converge dans S uniformément.
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Remarque. — Si S comprend le point =, s ayant tous ses points a dis-
tance finie, chaque fonction ¢,, holomorphe dans S, est holomorphe pour
le point »: ¢,() = @,. Quand la série Za,, est convergente, le théoréme I1
s'applique encore a I'espace S. Il suffit de prouver que la série

Z[Vn(x>y’z)—“n]:‘zun(xuyaz)

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose

l"‘h
S
‘

2]

| 3

~
)
~N

u, (%', y', 5")

(l'origine est supposée extérieure a S): la sérieE > a tous scs

termes réguliers dans §’, continus sur ', et converge uniformément sur s,
par suite dans S’ : on en conclut qu’il en est de méme dans S de la séric
2u,(z,y, 5).

Si la surface s a des points a l'infini et si les fonctions ¢,, réguliéres dans
S, sont réguliéres aussi au point %[ ¢,() = @,], on voit, cn employant la
méme transformation, que la série ¢, converge dans S uniformément,
quand la série Zru,(x,y,z) converge uniformément sur s, la série Za,

étant de plus convergente (7 = ? + y? + 3*).

8. La série 2¢,(x,y, z) convergeant dans S uniformément, la fonction
V(x, y, z) est continue dans S et sur s : quand (z, y, z) tend vers le point
(5,1,%0) de s, V(=,y, 3) tend vers la valeur V(&, v, ()= 2¢,(§, 7, ).
Comme la remarque s’applique au cas de deux variables, on en déduit que, si
la série 2/, (z) converge sur s uniformément, elle converge uniformément
dans S, ct, par suite, quand s tend vers un point { de s, 2, (=) tend vers
la valeur X£, (%), ce qui ne résultait pas de la premiére démonstration.

Quand la série 2 ¢,(z, y, 5) ne converge pas uniformément sur s, le théo-
réme n’est plus démontré. Toutefois, en s’appuyant sur la formule

1
d— ,
’ © ) — e eyl rav. ..
—Inv(x,),*’)—f[ ‘(h"‘r”’)(/n o dll("’ w §) | ds,

’ a . \ v . dV .
on peut I'élendre & certains cas ou les séries 2o, 2 7, convergent unifor-

mément sur s, sauf sur des lignes de s.
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10. Les théorémes qui précédent nous seront utiles dans la suite. Ils s'¢-
tendent facilement aux séries dont les termes sont des fonctions holomor-
phes dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, z.u, ¢, ...
Leur application a la série de Taylor, dans le cas d'une ou de plusieurs va-
riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence trés simple est
relative aux produits de la forme [1/,(z). Si les fonctions L/, () sont ho-
lomorphes dans une aire S et continues sur son contour s, ct si le produit
converge uniformément sur s, il converge uniformément dans S, et repreé-
sente une fonction holomorphe de s dans cet espace. Si le produit des mo-
dules R, des f,(5) converge uniformément sur s, le théoréme est encore
vrai & condition de remplacer dans I'énoncé S par un espace quelconque &
intéricur a S.

Revenons a la question qui nous a conduit a cette étude. Quand une série
de la forme X £, (5) converge uniformément dans une aire S ot les /()
sont holomorphes, clle représente dans S une fonction holomorphe de z. 1
est impossible qu'une telle série converge uniformément dans une aire S,
sauf en des points isolés, si ces points ne sont pas des points singuliers des
/»(3). Supposons qu’elle converge uniformément dans une aire 3, sauf aux
points singuliers des /,(5), et sur une certaine ligne L : si cette ligne n'est
pas singuli¢re pour une ou plusieurs fonctions f,(3), clle rencontre le con-
tour s de S, & moins que les fonctions £, n’aient des points singuliers situcs
sur L. ou tendant vers L, quand # croit indéfiniment. Autrement, en retran-
chant plusicurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les
termes sceraient holomorphes & I'intéricur d'un contour fermé s entourant
I., et cette série, convergeant uniformément sur s, convel‘g()l‘uil uniformd-
ment & U'imtérieur. Ceci suppose les /,(3) uniformes dans S, sinon L peut
étre encore une ligne fermée entourant les points critiques d'une infinité de
fonctions f,.

Enfin, admettons qu'une série de fonctions analytiques X /,(3) conver-
gente dans une aire S o0 les f,(5) sont holomorphes ne représente en au-
cune portion de cette aire une fonction analytique :” cette série ne saurail
converger uniformément dans aucune partie de S, ni sur aucun contour
_fermé de s’ si petit qu'il soit. De plus, il existe une portion de s”pour laquelle
la série ne converge uniformément dans aucun intervalle, ou bien le module
maximum de S,(3) sur s’ croit avec n au dela de toute limite. En dernier
licu, si f,(5) = ¢,(.c.)") + {u, (e, y), les deux séries Z¢, et Zu, doivent
preésenter respectivement les mémes singularités. Ces conditions ¢tant sup-

Il. — Fuc. de T. B.3
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posées remplies, on ne saurait d’ailleurs en conclure que la série Z /,(z) ne
représente pas dans S une fonction analytique.

{1. Pour terminer, nous déduirons des théorémes I et II une consé-
quence relative au point a I'infini des fonctions holomorphes.

Soit une fonction /( 5) holomorphe pour tout point du plan situé a dis-
tance finic dans l'intervalle AOB compris entre deux droites OA, OB. Si
[ /()] ne croit pas au dela de toute limite quand = s’¢loigne & l'infini
entre deux droites quelconques OA,, OB, comprises dans 'angle AOB,
/" (3) et, par suite, toutes les dérivées successives tendent vers séro.

Soit S, I'espace A, OB,. Considérons la série 2 A a” (lec quantitésea,

' .. , . ;. a,=s
sont réelles et positives et la seneZ— convcrge>. La séric E—fu—)

n

converge dans S, uniformément; car, si M désigne le module maximum de
2 " M .
J(3) dans 5, ct sur OA,, OB,, la série Z — est convergente. Il en résulte

quelasérieX f'(a, 5)converge uniformément dam toutcaire S'intéricurc as,,
par exemple dans l'aire S’ comprise entre deux droites OA’, OB, et deux cer-
cles de centre O et de rayon g ct ¢’ (¢’ est plus grand que p ). On peut trouver
un entier v assez grand pour que, 7 ¢tant égal ou supérieur a v, | f'(a@,z)|
soit inférieur & ¢, quel que soit = dans S’. Si 'on prend ¢ et ¢ de telle ma-
ni¢re (ue, pour les mémes valeurs de 7n, a,., ¢ soit au plus egal A a,p’, on
voit aussitot que l'affixe de tout point { compris entre OA’, OB’ ct extéricur
au cercle de centre O et de rayon a, ¢’ est ¢égala @, z, 5 étant un point de S’ et
n ¢lant au moins é¢gal & v @ par suite, | f/(€)] est inféricur a e, quel que soit £.
I suffit de faire, par exemple, @, = n* et g’ = 4¢. Lafonction /" (z) tend donc
uniformément vers o, quand s s’¢loigne a l'infini entre OA’ et OB’ (OA’ et
OB’ étant deux droites quelconques comprises dans 'angle AOD).

/()

St le module de la fonction “———ne croit pas au deld de toute limite

quand z s’¢loigne a I'infini OA, et OB, on voit de méme, en considérant
N a,s) . L .
la série B LL92) e £7+1(5) et les dérivées suivantes tendent vers o.
Pt .[ e
n .
Le théoréme cst encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) o(x, ) de
xr, ) PN 0o \
J(3) esttelle que l—(—l — | ne croissc pas indéfiniment quand = s'¢loigne a
I'infini entre OA, et OB,.
Il peut arriver évidemment que | /()| ne croisse pas indéfiniment dans
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une direction OA, sans que f’(z) tende vers O dans cette direction. Mais.
dans ce cas, ' f(3)! croit au dela de toute limite pour des directions infini-
ment voisines. La fonction sin(z) est un exemple de ce fait.

CHAPITRE 1.

I. Soit I'(z) une fonction de s définie dans une aire S de contour s, ol
clle est uniforme : AB ¢tant un fragment de s, la fonction I'(z) est dite con-
tinuable au dela de AB §'il existe une fonction /() définie de part el
d'autre de AB, coincidant avee (¢ ) dans une portion finie de S attenante
{AB, et holomorphe pour tous les points T de AB, sauf pour des points
ne formant pas sur AB de suaite linéaire : autrement dit, pour chaque point
Zde AB (al'exception peat-¢tre des points o d'un ensemble ponetueh), il existe
une fonction f( ) représentée par une série de Tavlor f(z) = a5 — ).
et qui coincide avee IF(z) dans une portion de S. 1l est clair que, pour
chaque point , il ne saurait exister qu'une seule série f(z): ¢’est ce quon
exprime en disant qqu'une fonction continuable n'est continuable que d'une
scule manicre. La coupure ADB est dite alors coupure artificielle de lafone-
Lion I'(3) : c’est une coupure essenticlle, si la fonction 19(3) n’est pas conti-
nuable au dela de AB.

Une condition néeessaive (mais ¢videmment insuffisante) pour que la
coupure AD soit artificielle est qque 19(3) tende vers une valear 14, () quand
le point = de S tend versun point Tde AB (4 Pexeeption peut-étre des points
2 d'un ensemble ponetuel ). Pour trouver la condition suffisante, nous nous
nous appuicrons sur (uelques lemmes trés simples

, qui ressortent de la

théorie de la continuité et ue nous é¢noncerons tout d'abord.

2. Lemme I. — Soit une fonetion quelconque fdes deux variables réelles
2, )7, uniforme et continue dans 'aire S. Si i toul point M de ADB corres-
pond un chemin MN variant avee M d'une manicére continue, et tel que, le
point (.ry ) de S tendant vers M osur MN, f(o, ) ) tende uniformément le
long de AB vers la valeur f,(s) (s désignant Fave AM): 10 f,(s) est une
Sonction continue de s; 2° fCr, y) tend vers [,(s)quand e,y ) tend vers
M d’une facon quelconque.
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Si petit que soit le nombre positif ¢, il existe une longueur A telle qu'en
prenant sur chaque chemin MN la longueur MP = A, pour tout point (x,y)
deMP, | f(x,y) — f,(s)|soit inférieur a e. Quand M parcourt AB, P décrit
une ligne continue . Désignons par £, 7 les coordonnées de P, par M’ un
point de AB voisinde M et correspondant a I'arc s + A :

Siis =Ry — i) =[/i(s + ) — [ &a)]+ [/ (&) — S (& w)] + [f(En) — [(s)]

ILa fonction f(%, v) étant continue, et le point (&, v) variant avec M d’une
maniére continue, on peut trouver sur AB deux points M,, M, de part et
d'autre de M, tels que, M’ variant entre M, et M,, | f(Z, ') — (&, n)] soit
inféricur a . Il existe donc un nombre k, tel que, | 4| étant compris entre
+ ket — Kk, onait

I fi(s+h)—[fi(s) | < 3,

ce qui montre que f, (s) est continue. D’autre part, soit (x, y) un point in-
téricur au quadrilatére curviligne M,P,M,P,, formé par AB, ¢, M, P,
M, P,; ce point est situé sur la ligne M'P’, et

S, ) = fi(8) =[S (2, 0) = [i(s = )]+ [fi1(s + 2) — f($)];

par suite, on a
L2, y) — [i(s)1<4e.

On peut donc décrire du point M comme centre un cercle C de rayon assez
petit pour que, (&, y) étant un point de Sintérieur a C, cette condition soit
réalisée. I1 en résulte que f(xz, y) tend vers £, (s) quand (x, y) tend vers M
d’unc facon quelconque.

Lemme 1I. — Inversement, si f(x,y) tend vers f,(s), le point (x,y)
de S tendant vers M sur un chemin quelconque, f,(s) est fonction con-
tinue de s, et [(.x, y) tend uniformément vers f,(s) le long de AB.

Iin effet, a chaque point M (y compris les points A et B) correspond un
cercle C de centre Met derayon 7, tel quon ait, pour tout point (&, y)de S
intéricur a C,

VS ) - fils) [ Te

[ Autrement, il existerait, comme on le voit sans peine, des chemins MN
tels que 1 fCr, ) -~ fi(s) | fut supéricur a ¢ pour des points (x, y) de MN
auxsi voisins de M que I'on voudrait, ce qui est contraire a I'hypothése. |
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Soient done M, et M, les extrémités des deux arcs MM, MM,, dont la lon-
gueur est 7; M’ étant compris entre M, et M,, faisons tendre vers M’ le point
(x,y) de C; f(x,y) tend vers f,(s+ h) et, d’autre part, si I'on pose
S(x,y)—f,(s)=mn, on a constamment |n|Se; par suite, lim|v| ou
I fi(s + h)—f,(s)|est au plus égal a . La fonction f, (s) est donc continuec.

De plus, M, et M, désignant les milieux des ares M, M, M, M, a tout
point M’ de I'arc M/, M, correspond un cercle C’ de centre M’ et de rayon au

. v « I v . . . 2
moins égal & -, tel que, (, y) étant un point de S intérieur a G,
V(s )) —Si(s+ A |

soit au plus égal a 2e. En raisonnant sur M/ et M, comme sur M, ct ainsi de
suite, on atteindra les extrémités A, B de I'arc AB, & moins que le rayon r
des cercles C ne tende vers o, quand leur centre M tend vers un cer-
lain point L; mais cecci est impossible, car a ce point L correspond un
cercle C,, de rayon r,, tel que, (x,y) variant a Dintéricur de (i,

g ./ ; 3 LA . 1 c 1 ‘01
Sf(x,y) — f,(s)| ne soit pas supéricur a ~» ct, par suite, aux points M voi-
. . , T i

sins de I correspondent des cercles C de rayon au moins égal a —2—’ En défi-

nitive, on peut trouver une certaine longueur g, telle que, (&, ) étant un
point de S intéricur a un cercle C de centre M et de rayon 7, on ait, quel
que soit M sur ADB,

[ S(x, ) — [i(s) [ T2,

ce qui prouve que f(xr, y) tend uniformément vers £, (s) le long de AB.

On dit, dans ce cas, que la fonction f(.c, y) prend sur AB les valeurs
Ji(s) : la fonction est continue dans S et sur s.

On peut compléter ces remarques par les suivantes: soit une fonction
J(x,y) définie de part et d’autre de AB dans des aires S et S’ ou elle est
uniforme et continue; si & chaque point M de AB correspond un chemin
NMN, variant avec M d'une maniére continue, et tel que, les points (.c, »)
et (ry,y,) de S et de S tendant vers M sur NMN,, f(e,y) — f, (e, p0)
tende uniformément le long de AB vers la valeur ¢(s): 1°¢(s) est une
Jonction continue de s; 2° la fonction [(.x, ) ) définie dans S prend sur AB
une suite continue de valeurs f,(s), et la fonction f,(x,y,) définic dans
S prend sur ABles valeurs f,(s) -+ %(s).

On part encore de ce fait qu'il existe une longueur / telle, qu'en prenant
sur MNM, les ares MP et MP, de longueur 7, on ait, si (., y) est un point de
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MP, )7, un point de MP,, | f(r,y) — f(z,, ) — 2(s) | <e, quel que
soit le point M sur AB. Le raisonnement s'achéve comme précédemment.

De méme, si la différence f(x, y) — f(x,,y,) tend vers 9(s) quand le
point (., y) de S et le point (z,,y,) de S tendent vers M d’une manieére
quelconque, la fonction 2(s) est continue, ct les fonctions f(z,y) et
J(xyy)7,) prennent sur AB une suite continue de valeurs.

De ce qui précede, il résulte quil est impossible que f(«, y) prenne sur
ADB une suite discontinue de valeurs. II arrive qua chaque point M de AB
correspond un chemin MY, tel que f(x,y) tende sur ce chemin vers f, (s),
/1 (s) ¢tant discontinuc; mais sur des chemins infiniment voisins de MN, la
valeur de f(.r,)") ne tend vers aucune limite ou tend vers une limite diffé-
rente de £, (s). Onle voit directement, en remarquant qu'il existe des points
M’ aussi voisins de M que I'on veut sur AB, pour lesquels | /(s +2)—f,(s)]
est supéricur & un certain nombre «. Si-l'on pread sur MN, M'N’ deux
points (., y7), (7, y") trés voisins de M et de M/, f(x, y) et f(2',y") diffe-
venl trés peude f,(s) et f, (s + &), et sur un chemin quelconque joignant ces

-deux points, f prend toutes les valeurs intermédiaires entre f(x,y) et
S’y )"y o pour des points (x, y) aussi voisins de M que l'on veut,
I /Cx, )y — /,(s)] est done supéricur & unc certaine valeur.

La méme singularité peut se présenter, f,(s) ¢tant continue. Supposons

par exemple que la courbe s soit formée d'un segment de Ox et d’'un demi-
1

cerele avant origine pour centre. Lafonctione *', continue dansS, tendsur

la normale en M & s vers une valeur f,(s) + ¢/, (s), fonction continuc de
1

["ave s. En particulier, quand = tend vers Uorigine sur I'axe des y, e ** tend

1

4

vers o3 mais, pour d’autres directions OM, |e croit au dela de toute li-
mite (Y).

Il importe aussi de faire la remarque suivante : soit F(z) une fonction de

(1) Soit encore un cercle C de centre O et de rayon R. La fonction

1
Sisr=e *s-2i=u(ry)+idix, y)

(2 désignant un peoint de la circonférence C) est holomorphe dans C, et quand 5 tend vers
un point Zde G sur un rayon OM, f(3) tend vers la valeur fi1(%)=9,(s)—+ £d4(s), fonc-
tion continuc de are s de C. Mais f(3)] croit au dela de toute limite quand 5 tend vers «
sur certaines direetions. 11 existe une fonction Vi, » ) et une seule, satisfaisant a I'équa-
tion AV = o, rézulicre dans C, et prenant sur s les valeurs Vi(s) (V; étant fonction con-
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s holomorphe dans S, et continue sur s, si I'on trace dans S un chemin ANB
quelconque,

/ F(s)ds = /‘ F(z)ds.
< ANB “"AB
Tout d’abord, si AN’B est un second chemin tracé dans S, on voit aus-
sitot que
/ F(z)ds = f F(s)ds.
< ANB “AN'B
Par chaque point M de AB menons une paralléle & Ox et prenons sur cetle
parallele une longueur MP = [, telle que, =z, désignant l'affixe de M, = 1af-
fixe de P, onait, quel que soit M sur AB,

F(s) —F(s) | <e

Par suite, comme dz, = dx,

/'F(zl)d:-l = / F(z)ds + 0,

< AR DTN

|| ¢tantinféricur & es,, si s, estla longucur de 'are AB. D autre part.

[" F(=)ds=

et 1
BTN

l F(s)ds
i v ap,

tinue de s). Cette fonction est donnée par 'intégrale connue

, 1 (1—a2)Vy(s)ds

Viz,y)= -~ /—; .
A =)

| En s’appuyant sur ce que Vi(s) est uniformément continue sur C, on démontre, c¢n ellet.
que V(xr,y) tend uniformément vers Vi(s) le long de C.] Cette fonction V peut se déduire
¢galement du développement de V() en série de Fourier, comme on le voit cans peine en
remarquant quec cette série converge uniformément. Prenons en particulier Vits) == 9,c5):
la fonction V(x, 3) — o (x, ) est réguliére dans G et tend vers o quand (.2, ») tend vers G
sur un rayon OM; mais clle n’est pas identiquement nulle. Le point « considéré plus haut
¢tant quelconque, on voit qu'il existe une infinité de fonctions V réguli¢res dans C et ten-
dant vers zéro quand le point (x,3) tend vers G sur la normale. Il existe en conséquence
une infinité de fonctions V(x,) ) satisfaisant & I'équation AV = o, régulicres dans une aire
S de contour s, ct tendant vers la suite continue de valeurs Yi(s) quand r, 3 tend verss
sur la normale a cette courbe. Si V(s) est discontinue en certains points @, b, c. ... de C.
il existe cncore une infinit¢ de fonctions tendant vers Vits) sur chaque normale a C
(sauf pour les points @, b,...): pour ces points, la fonction Viz.1 ) qu'on déduit de la
série de Fourier tend sur la normale a C vers Vils = 0—)11‘ 1S =0 nais ce nest pas la

seule.
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sont inférieurs respectivement a M,7 et M,/, M, et M, étant les modules
maxima de F(z) sur AP, et sur BP,. Il en résulte qu’'on peut prendre la
longueur [ assez petite pour que l'on ait

1 j,; p.BF(;)dz o [F(z)dz 1 =9

v AB

s étant un nombre positif aussi petit qu’'on veut; mais

f F(s)ds= [ F(s)ds.
AP, P,B ANB

4

Cette dernicére intégrale est donc égale a f F(z)dz.
AB

On en conclut immédiatement que, sis’ désigne le contour formé par AB
et une ligne ANB de S, x étant un point intérieur a ce contour,

1 ‘F(a)ds
—2“1'—7?,(‘ 3—x =F(2).

Cette ¢galité est encore vraie quand F(z) est continue sur AB, sauf en
certains points a, b, c, ... ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu
que, sil’on trace dans S unc ligne ¢ (formée de plusieurs parties) et sépa-
F(z)dz

—~= "1 tende vers o avec la

rant les points «, b, ¢, ... du reste de S, -
c ~

longueur totale de 5. Cette condition est toujours remplie quand |I'(z)| ne
croit pas dans le voisinage de AB au dela de toute limite. Au cas contraire,

N F(s)ds . , <
I'intégrale f ?) d peut avoir un sens ct ne pas représenter F(x). Par
L i—w

E
exemple, supposons que s’ soit formé d'un segment de Ox et d'un demi-

1
! 1

\ . e 3 — 34
cercle ayant son centre & l'orlgme,fT n'a pas pour valeur e *'.
s °

—

Lemme Il1. — Siune fonction f(x,y ) uniforme dans S admet des déri-

. . af adf :
vées partielles =, % continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs

. .o . d . . .
J2(8), [5(8), la fonction ;; (ldésignant une direction quelconque) prend

ausst sur AB une suite continue de valeurs f,(s), et la valeur du rapport

fr ) — fi(s) . - .
: V. tend vers [i(s) quand le point (x, y)de S tend vers M sur

une paralléle NN a .
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1
Ut

Soit = I'angle que fait avec O« la direction / :

qa g£c051+ ﬂsina;

dl = ox dy

d . . Sy
donc "ﬂf prend sur AB la suite continue de valeurs f,(s) cosa + f,(s)sina.

D’autre part, (z,y), (z,,),) ¢tant deux points de S,

: rof o
Sz, y) =/ (x0,)%) +[ 5z 4 ;,.d.h
L’intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long d'un chemin
quelconque de S joignant les points (o, y,) et (xr,y ). Sil'on fait tendre
(x,y) vers le point M (&, 1) de AB, on voit aussitdt que l'intégrale tend
vers une valeur indépendante du chemin d’intégration; la fonction f(x, )
est donc continue sur la ligne AB, £, (s) est sa valeur au peint M. Considé-
rons un second point M’ de AB
N of , o .
S =fs) = [ e Sy,

AR M

En

I'intégrale étant prise le long d'une ligne quelconque de S joignant (¥, )
et (§,7). On démontre, comme pour l'intégrale fF(3) dz, que

£
f %dr—!— %étlj‘: [‘ Sa(s)dr + [y(s) dy.

Jegg O & <arm

Ceci posé, soit un point P ou (x, ) de S, situé sur une paralléle MP a
[, et désignons par Al la longueur MP précédée du signe + ou —, suivant
que les deux directions / et MP sont de méme sens ou de sens contraire.

e [T e g,
Sz, ¥)— f1(s) ——I ?)de : du—y‘d‘}

]

(I'intégrale étant prise le long de MP); par suite
S(x,¥) — f1(8) = [Sals) =] (x — 5+ Ly (s) -+ e =),
z et ¢ tendant vers o avec Al. On a done

J(x, ) — [1(s)

lim V] = fr(s)cosa —+ fy(s)sino = f;(s).

1. — Fac. de T. B'|
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De plus, (%, 1) étant un second point de AB,

L) = 1) = [ fels)dz - Lr(s) dy.

<MW
On en conclut que /,(s) admet une dérivée /,(s), égale a
JSu(s) cosB —+ [y (s)sinfB3

(B désignant I'angle avec Ox de la tangente en M & arc AB menée dans le
sens des arcs croissants ).

Le raisonnement s’étend aucas otiles axes Ox et Oy ne sont pas rectan-
gulaires.

En particulier, si « = f(z) est une fonction holomorphe dans S et si sa
dérivée f'(z) tend vers f'({) quand s tend vers un point { de AB,
lim 7 _—__:f_(Q = /"(0); de plus, f(cét):{ig tend vers /({) quand ¢, tend
vers { sur AB. On voit que la courbe A’B’, que décrit le point z quand z
décerit AB, a une tangente en chaque point, et qu’a toute courbe MN, dé-
crite par 5 dans S et coupant AB sous un certain angle, correspond dans le
plan des « une courbe M'N” coupant A’B’ sous le méme angle.

Une fonction f/(x, y) peut prendre sur ABlesvaleurs f,(s), f,(s)admet-
tant une dérivée /7 (s), sans que les dérivées gé> %: continues dans S, ten-
dent vers une limite le long de AB. 1l est facile de former des exemples de
cette singularité qui se présente nécessairement si [, (s) est discontinue,

d. dy , . . .
d—: et ’d{ étant continues le long de AB. Mais nous démontrerons dans la

suite que, si une fonction /() holomorphe dans S prend sur AB les valeurs
Si(s), fi(s) admettant une dérivée continue /', (s), ladérivée f'(z) prend

~

s . , , d. .
nécessairement sur AB les valeurs f'(0) = f,(s) cTi (cem suppose toute-
°

asz d*z
ds’ ds?
Une derniére conséquence est relative aux fonctions V(x, y) réguliéres

fois que, lelong de AB, les dérivées

. . . \
existent ct solent contmucs).

dx
sur le contour s une suite continue de valeurs, il en estde méme de V(x,y);
de plus, on peut prendre sur chaque normale MN a s une longueur MP = /
assez petite pour que,les points (.r, y) et (x,,y,) étant compris entre M et P,

dans S et satisfaisant a I'équation AV = o. Si les dérivées Q-Y: %—j prennent
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av(x,y) dV(z,
dn dn
en résulte aussitot que

¥y) l' soit inférieur & ¢ (n désigne la direction MN). Il

! r sy dLlr _avi Nds = V(r, )
— [\l(s)-dn an ($)Lrlds=V(x,y)

2T
s

[r =\(% — x0)* + (¥ — %)% (2,)) est un point de S, (z4,y,) un point
av

de s]. Cette égalité subsiste si v,
Ay

sont disconlinues en certains points de
dx
ATAY
Jdr’ dv

ne croissent pas dans S au dela de toute limite. Pour qu’elle soit exacte, il

s, ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu que les modules de

suffit encore que V soit continue sur s, et qu’a tout nombre ¢ corresponde unc
longueur [, telle qu’en prenant sur chaque normale MN & s la longucur
MP = /, on ait, pour deux points quelconques (i, y), (xz,,),)de MP,

7 (. sy
} dViz,y) _ dVizuy) | _

dn dn |

Les lemmes (1), (II) et (1IT) s’étendent évidemment, ainsi que les remar-
ques qui s’y rattachent, aux fonctions f(x, y, z) de trois variables réelles, ct
en particulier aux fonctions V (&, y, ) qui satisfont & I'équation AV == o.

3. Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant:

Tutorene. — Soit une fonction f(z) holomorphe dans Uaire S de con-
tour s, et prenant sur l’arc AB de s les valeurs f,(s). S’il existe une fonc-
tion ¢(z), holomorphe dans un espace S' extérieur a S et altenant a

- AB, qui prenne sur AB les valeurs f,(s), la fonction ¥ (z) égale & f(=)
dans S, ¢ ¢(z) dans S', est holomorphe dans Uaire totale X formdée par
les deux aires S et S'.

En effet, tracons dans S et S les chemins ANB, AN'B. Siz désigne un
point intérieur au contour ABNA, 2" un point intérieur au contour ABN'A,
on a (le sens AB étant le sens direct du premier contour)

) 1 Ji=)d= 0 1 / o(3)ds
f(”[)_;i;:, =z T air L se—ax
< ABNA < BAN'L
o1 o(s)ds o Jiads
o(x') = — 7 0= —= — 3
' 20T g = F 2Ny T
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Par suite,
20nF(xr) = [ i/ji)ﬁ_'_ /4 ?_(i> ds

Japsa T gy S0
A [ 9(a)ds [ J(3) — 9(5)d3
deny ST Jawp ST AR 3 —w
_ (F(3)ds
) s—=x

(5 représentant le contour AN'BNA). La fonction F(x) est donc holo-
morphe dans X.

On peut remarquer que le théoréme subsiste, si a tout le nombre & cor-
respondent des longueurs Jet I/ et pour chaque point M de AB un chemin
N'MN variant avec M d’une maniére continue et tel qu'en prenant sur
N'MN, de part et d'autre de M, les longueurs MP =/, M’ =/, on ait,
quel que soit M, | /(5) — 9(3")|Ze, z et 2’ étant les affixes des points P et
P’. Cette condition est remplie par exemple si, z et 2’ étant deux points si-
tués sur la normale en M a AB alaméme distance & de M, on peut prendre la
longucurd assezpetite pour que | f(5) —¢(z")]soitinférieur a ele long de AB.

D’apreés le théoréme qui précede, on voit qu'une fonction I¥(3) uniforme
et continue dans une aire S est holomorphe dans S ou y présente des
espaces lacunaires; car, st elle est holomorphe en chaque point de S, sauf
peut-¢tre sur certaines lignes, elle est aussi holomorphe en chaque point de
ces lignes.

Ce théoréme permet également d’énoncer la proposition suivante :

Pour qu’une fonction f(z) définie du cété C de AB et holomorphe
dans le voisinage de AB soit continuable au dela de cette ligne, il faut
et 1l suffit qu’il existe une fonction de z, 9(2) définie du cdté opposé !
de AB, uniforme dans le voisinage de AB et prenant la méme valeur
que [(z) en chaque point de cette ligne (a Pexception peut-étre des points
d'un ensemble ponctuel).

Iin particulier, si une fonction f(z) holomorphe dans I'aire S de contour
s prend sur une portion quelconque AB de s une valeur constante, elle est
une constante dans S. Par suite, si deux fonctions f(z) et f,(z), holomor-
phes dans S, prennent sur la coupure AB les mémes valeurs, elles coincident
dans S car la différence f(5) —- f, (=), nulle sur AB, est nulle dans S.

Les raisonnements qui précédent supposent que la courbe AB admet en
chaque point M (sauf aux points d'un ensemble ponctuel) une tangente
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variant avec M d’une maniére continue. On peut donner de la derniére
proposition une démonstration qui s’applique & une courbe continue quel-
conque.

Il suffit de prouver que, si la fonction f( =) holomorphe dans S s’annule
le long de AB, elle est nulle dans S. Soit z, et 5, deux points de ADB; po-
sons 3= (35— 3,) (cosa + ¢sine ) ; ala ligne AB et a I'aire S correspon-
dent une ligne A’B’ et une aire &’ qu’on obtient en faisant tourner AB et S
de I'angle o autour du point z,. Posons de méme z” = (z — z,)(cos 3 + rsin f);
a AB eta S correspondent A”B” et S”. IEn prenant les points z,, =, asscz
voisins, on peut choisir les angles a ct § de telle sorte que les aires S, 5, 87
alent une partic commune X limitée par des fragments de AB, A'B’, A"B".
Considérons le produit f(z)/(5") f(5”). Cest une fonction de = holo-
morphe dans =, car f(5) est holomorphe dans S, f(3")dans &', f(z")dansS".
De plus, ce produit P + /Q s'annule sur le contour ¢ de Z. Les deux fone-
tions P, Q, régulicres dans X, satisfont dans cette aire aux équalions
AP = 0, AQ = o ct s’annulent sur o; elles sont donc identiquement nulles.
Il en résulte qu'un au moins des trois facteurs ct, par suile, les trois facteurs
du produit, sont nuls dans Z. La fonction /(=) est nulle dans l'aire S.

Ajoutons encore (ue, si la fonction f(z) est continue le long de AB et
s’annule en des points formant un ensemble linéaire ayant AB pour limite,
/[(z) s’annule le long de ABj autrement, eclle prendrait pour des points in-
finiment voisins des valeurs discontinues; elle 2st donc identiquement nulle
dans S.

Nous allons appliquer immédiatement les remarques précédentes a 1'é-
tude de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implicite
ou une équation différentielle.

4. Théorémes sur les fonctions implicites. — Soit f(z, «) une fonction
uniforme de deux variables s et «, holomorphe quel que soit « (sauf pour
u») quand z varie dans une aire simple S. Si I’équation en u, f(5,, ) = o,
(z, ¢tant un point de S), a une infinité¢ de racines, les points s pour les-
quels Uéquation n’a qu’un nombre donné, n, de racines forment au
plus dans 2 une suite ponctuelle, X étant un espace quelconque intérieur
4 S, sans points communs avec son contour s.

Supposons que la fonction f(z, «) s'annule pour = = z,, # = w,. Quand

d—{;(zo, u,) n’est pas nul, I'équation f(z, #) = o définit une fonction de «

égale & u, pour 5 = 3,, et homolorphe dans le voisinage de s = z,. Quand
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af ,_ N lérive arf ) 1 - N

5u (F0r 1) = o, unc dérivée gur De s'annule pas pour u,, 3, [autrement,
7, 1) est nulle identiquement, et f(z, «) contient en facteur une puis-

o 0 . ) B ’

sance de (5--3,) qu'on peut supprimer]. La relation /= o définit alors

une fonction égale a w«, au point 7, et admettant ce point comme point cri-

tique algébrique : u est dans tous les cas développable suivant les puissances
1
de (z— z,)”*", a l'intérieur d'un certain cercle C. Ces propriétés rappelées,
tracons dans S un chemin quelconque L de longueur finie joignant les
points z,, 5. Prenons sur L un point =z’ intéricur & C. La fonction u« est
¢gale a ' en 5 (si 3, est un point critique de %, on choisit arbitrairement
unc des p + 1 valeurs de ). En raisonnant sur z’ comme sur z,, et ainsi de
suite, on arrive a un cercle comprenant z a son intérieur, & moins que le
chemin z, 5 ne rencontre un point singulier de «. Soit { ce point, je dis que,
quand = tend vers ¢, u lend vers Uinfini. En effct, « ne peut tendre vers
unc valeur finie V; car le couple ({, ¢) serait analogue au couple (z,, #, ).
Supposons que # soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que
[ ()| soit inféricur & R pour des points z de L compris entre 2" et {, si
voisin que 5" soit de {, et un nombre ¢ tel que pour des points z et z,, com-
pris entre 3" et ¢, on ait |u(s) — u(3,)|>¢. A lintérieur du cercle C,
déerit dans le plan des « de I'origine comme centre avec R comme rayon,
I'équation f({, ©) = o a un nombre fini de racines «,, u,, ..., u,, qui va-
rient avee { d’une manicre continue. (Quand un de ces points est sur C,, on
donne a R une valeur un peu plus grande.) Tracons dans le plan des z un
cercle ¥ de centre { et de rayon assez petit pour que @, u,, ..., &, quand s
varie dans v, restent compris dans des cercles ¢,, ¢,, ..., ¢, de rayon infé-

. « D . . y . .
ricur & =, sans points communs et intérieurs au cercle C,. Soit enfin A le

module minimum de /( 3, ) quand 5 varie dans v, ct « dans I'espace T in-
térieur & G, et extérieur aux cercles ¢. On peut toujours, ainsi qu'il sera dé-
montré dans un instant, prendre v assez petit pour que A ne soit pas nul,
c’est-a-dire pour que f( 3, ) = o n’ait pas dans C d’autres racines que les
vvaleurs «,, ..., «,. Quand = tend vers {, « qui varie avec 5 d’une maniére
continue n'est ni constamment extéricur 4 G,, ni constamment intérieur
d un cercle ¢, sinon 'w(s)— u(z,)]serait constamment inféricur & g. On
voit donc que, pour des valeurs 5” de z intérieures a vy, « prend des va-
leurs o intéricures & T. Mais | f( 57, &) | est au moins égal & A, et, par hy-
pothese, /(3 u') = o. La fonction () ne peut étre indéterminée, et par
suite tend vers l'infini quand = tend vers £
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Ce point établi, nous ferons encore les deux remarques suivantes, néces-
saires & la démonstration : 1° quand z, varie dans une aire X intéricure
a S, Uéquation f(3,,u)=o0 wadmet qu’un nombre fini q de racines
dont le module soit inférieur a un nombre donné M. En effet, pour chaque
point z, de 2, I'équation n'admet qu'un nombre ¢, de racines répondant &
la condition (en tenant compte des degrés de multiplicité). Il suffit de
prendre pour valeur de ¢ le plus grand des nombres ¢,, quand =, varie
dans 2. Ce maximum existe, autrement ¢, croitrait indéfiniment quand z,
tendrait vers un certain point {. En ce point {, I'équation n’admet qu'un
nombre fini p de racines (égales ou distinctes), de module égal ou inféricur
a M; ces racines (¢,, ¢, ..., ¢,) sont développables dans un certain cercle,

. 1
de centre { et de rayon 7, suivant les puissances de (z — {) ou de (5 — ‘C,)Z
(k ¢tant un certain entier), et ces développements représentent toutes les
racines de I'équation /= o qui tendent vers une des valeurs ¢,, ¢5, ..., ¢,
quand z, tend vers {. Mais pour des points z, infiniment voisins de {, I'¢-
quation devrait étre satisfaite par des racines «, de module inférieur a M ct
distinctes des précédentes, par suite ne tendant vers aucune des valeurs
Oy ..y ¥py quand z, tend vers {. Autrement dit, pour des points 3, aussi
rapprochés de { qu’on voudrait, I'équation admettrait des racines u, telles
que les modules des différences u, — ¢,, ©,— ¢y, ..., u,— 0, fussent sup¢-
ricurs & un certain nombre £. Or, soit A le module minimum de f({, )
quand z décrit Pespace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon et I'o-
rigine pour centre, et extérieur aux cercles ¢, de rayon £ et dec centres
1y Pay - -+ ¥p. On peut décrire de { comme centre un cercle ¥ de rayon assez
petit pour que, 5 variant dans y et z dans T, on ait constamment

. A
L/(t’ ”) -f(:":u)l < ;
Or, pour un point z’ de vy et «’ de T, on devrait avoir
© S, W)y=o0 et par suite ]f(l_',u’)}<%,
ce qui est impossible, puisque | f(E, #') | est au moins égal & A.
2° Soit f(z) = P + { Q une fonction analytique de 5. Onssait que, si f(5)

est holomorphe au point z, = x, + 1),, les deux fonctions P ct Q ne peu-
vent présenter au point 5, ni maximum ni minimum. Il en est de méme si
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3, est un point critique algébrigue de f( z). En effet, on peut développer
f(z) de la maniére suivante :
1
S =P = iQ=(Py+iQy) -+ a(s—5)P-4....
Si = décerit p fois un petit cercle de centre z,, P + 7Q décrit un contour en-
fermant P, + /Q,; par suite, P prend des valeurs inférieures et supérieures
a P, dans le voisinage de r, )7, et la méme chose a lieu pour Q et Q,.

Nous pouvons démontrer maintenant le théoréme énoncé. Pour z = z,,
I'équation a par hypothése une infinité de racines. Considérons dans 'aire
intéricure a S et comprenant z, tous les points z" pour lesquels I'équation
J (5, u) = o n'a pas plusde n racines, et supposons que ces points forment
un ensemble superficiel. Ils comprennent alors Zous les points d’une certaine
aire S'; car, si pour un point 3, 'équation f(z,, #) = 0 a n + 1 racines, ccs
(n =+ 1) racines peuvent se développer en série dans un certain cercle de
centre 3., et pour les points z, de ce cercle, I'équation a (n + 1) racines.
Cel espace 8 est séparé du reste de X par une ligne continue L, et pour
tout point 3, de L, I'équation f(z,, ) = o n’a pas plus de n racines; sinon
il en serait de méme pour les points de S’ voisins de z,.

De méme, si les points 3’ forment un ensemble linéaire ayant pour limite
une ligne L, pour tout point 3; de L 'équation f(z,, #) = o n’a pas plus de
n racines. Soit donc v le nombre maximum des racines de f(z,, u) = o
quand 3z, déerit un segment de L (v est inférieur ou égal a n). Pour z, =,
'équation /== 0 a v racines. Si { est un point critique algébrique de I'une
d’elles, on le remplace par un point z, voisin; au point z, ainsi choisi, les
v racines sont holomorphes et développables en série de Taylor dans un
certain cerele C de centre z,.

Pour des points = de C voisins de L et extérieurs a S’ (si ' existe), I'é-
quation f( 3z, #) = o admet des racines «’ distinctes des précédentes et ne se
permutant pas avee elles a I'intérieur de C. Joignons z & un point z, de L
par un chemin de longuecur finie contenu dans C : s1 la fonction #' est dé-
finic le long de %, elle tend vers I'infini quand = tend vers z, sur A; sinon,
le chemin 2 renferme un point pour lequel «’ devient infinie.

Tout d"abord, si I'on peut séparer un nombre fini de valeurs de ' qui ne
se permutent qu'entre clles dans le voisinage de L, le produit «| ... u) est
uniforme aux environs de L et doit tendre vers I'infini le long de -cette
ligne : le théoréme établi dans le paragraphe précédent montre que c’est
nnpossible.
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Il faut donc supposer que les valeurs de «' présentent dans le voisinage de
L un nombre infini de points de ramification formant une suite lincaire.
Appelons C, la partie de C extérieure a S'. D’aprés la remarque (1), il
n'existe qu’un nombre fini ¢ de valeurs de «’ dont le module soit inférieur
un nombre donné M pour un point de C’. De plus, on pcut toujours prendre
le rayon de C assez petit pour qu’aucune de ces valeurs ne s’annule dans C, :
[il suffit que C, ne renferme aucun des zéros de la fonction f(z, o), lesquels
sont nécessairement isolés dans S, puisque f(z,0) est holomorphe dans
cette aire]. Soit donc N le module minimum dans C, de ces ¢ valeurs. Si

1 . 7 . ' . .
nous posons V= —> la fonction V() nest indéterminée pour aucun point

de C,; tout point z pour lequel une de ses valeurs ne s’annule pas est un

point ordinaire ou un point critique algébrique de cette valeur. De plus, son
I

module dans C, ne peut dépasser N = N,, etelle n’admet qu'un nombre (ini

¢ de déterminations dont le module pour un point de C, soit supéricur ou
¢gal & un nombre donné M, . Enfin, si 'on joint un point de €, & un poinl
3, de L par un chemin 2, toutes les déterminations de V(z) tendent vers
zéro quand s tend vers 3, sur A, ou quand z rencontre des points intermeé-
diaires. Ceci posé¢, employons le raisonnement qui nous a déja servi a la
fin du paragraphe précédent. Soient z, et z, deux points de Lj on pose
3= (5 — z,)(cosa + isina), 3= (35— 5,)(cosB + isinfB), z,, 5,z ct 8
étant choisis de telle sorte que les aires €/ et C' qui correspondenta C, aient
avee G, une partie commune X, dont le contour s, soit formé de fragments
deL,, L', I”. Considérons alors le produit 4 () = V() V(z) V(z”). Chacune
des fonctions V(z') et V(3") jouitdans C| et C, et par suite dans 'aire X,
des propriétés énoncées pour V(z). En conséquence, le produit 4(z) ne
peut étre indéterminé en un point de X, si une valeur de 2(z) ne s'annule
pas en un point z, ce point est un point ordinaire ou algébrique de cette va-
leur. De plus, [¢(z) | ne peut dépasser N} dans X5 et, si = déeritunchemin
% joignant un point de X, & un point z, de 5,, toutes les déterminations de
(=) s'annulent quand = tend vers z, sur A, ou rencontre des points inter-
mddiaires. Enfin, ¢(z) n’étant pas identiquement nulle dans X, pour un
point z de cette aire, une valeur de () a un certain module A.

D aulre part, chacune des trois fonctions V, V', V” n’admet quun nombre
fini ¢ de déterminations dont le module prenne dans X, une valeur supi-

A

ricure ou égale & ¢+ Si Pon considére une détermination de 'V qui ne satis-

1. — Fae, de T. B.5
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fasse pas a cette condition, le produit VV’V” a un module inférieur, dans
X, a \i IN"'>< V" ou, a fortiort, 4 A. 1l en est de méme pour les détermi-
-1

nations analogues de V’ et V”. Pour tout point = de X,, il ne saurait donc
exister que ¢° valeurs de ¢ () au plus, dont le module soit supérieur ou égal
a A. Formons pour chaque point de X, les ¢* valeursde 9 (z) de plus grand
module. Ces modules, étantinférieurs & N7, admettent une valeur maxima P,
qui correspond & un point s’ de X,. Ce point 3’ ne peut étre sur le contour
7, autrement dit, le module d’une valeur de ¢(z) ne peut tendre vers P
quand s tend vers un point de L, puisque ce module doit tendre vers zéro.
De plus, P n’étant pas nul, ce point =" est un point ordinaire ou algébrique
pour la valeur ¢ (") dont le module est P, ainsi que pour la fonction
logw(s) = LP(x, y) + (0. Mais la valeur pour z= 3 de la fonction
LD (xz,y) doit ¢tre supéricure ou égale aux valeurs qu’elle prend pour les
points voisins, ce qui est impossible d’aprés la seconde remarque. Le théo-
réme est done démontré.

Nous avons suppos¢ que pour toute valeur de z intéricure a S la fonction
J (5, w) était holomorphe dans le plan des «. Mais le raisonnement s’ap-
plique aussi bien si, pour les mémes valeurs de z, f(z, u) admet, dans le
plan des «, m points essentiels a,, a,, ..., a, et des poles en nombre quel-
conque (@,, ..., a, ¢lant des constantes ).

On démontre alors, comme plus haut, que, si un point z, est un point
singulier (non critique algébrique) d’une racine z(z), cette racine tend né-
cessairement vers une des valeurs a,, a,, ..., a,,, quand = tend vers z,; en
outre, si 3, varic dans unc aire X intérieure a S, I'équation f(z,,u) = o
admet au plus un nombre ¢ de racines telles que le module du produit
(v—a)(u—a,), ..., (u— a,)soit supéricur a un nombre donné M. On
pose V(3) = (u-—a,),...,(u— a,); il suffit de répéter identiquement le
raisonnement fait sur V(z) dans le premier cas.

Le théoréme subsiste encore si les affixes des points a,, a,, ..., a, ne
sont pas des constantes, mais dépendent analytiquement de z. A chaque
point s de S correspondent m valeurs a,, a,, ..., a, fonctions analytiques
de 5. Les quantités Xa;, Sa;a;, ... sont dans S des fonctions uniformes de
3, qui n’admettent que des poles isolés; en conséquence, a,, a,, ..., a,, sont
racines d'une relation algébrique

U, (z1-=Un o, ((3)+...+5,(5)=o0,



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. B.35

OU Qpy Pu—ss - - -y o SOt holomorphes dans S. 11 suffit de considérer le pro-
duit

V=g X (t—a) ... (€ —a,) =u"0,(5) +um 19, (5) +... .+ 9,(5),

ct de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que V devrait
¢tre identiquement nul, ce qui est impossible, puisque /(z, ) = o par hy-
pothése, et que f( z, a;) est indéterminée.

Nous pouvons, en définitive, énoncer le théoréme suivant:
b )

Tueoreme II. — Soit f(z, ) une fonction uniforme des deux variables =
et u telle que, pour toute valeur z, de z intérieure a une aire S, la fonction
J (34, u) ne présente dans le plan des « que m points essentiels, dont les
affixes sont des fonctions analytiques de z. Si Uéquation f(z,u)=o0
wadmet gu’un nombre n de racines pour des points z' formant dans une
aire X, intérieure a S, une suite linéaire, il en est de méme pour tous les

points z de S.

En effet, siL. désigne une ligne limite de la suite des points z’, la démons-
tration précédente prouve que l'équation ne peut avoir plus de n racines
pour les points z, voisins de L. Considérons donc tous les points de S pour
lesquels /= o n’a pas plus de 7 racines. Ces points forment une certaine
aire ' s1 S’ est intéricure a S, elle est séparée du reste de S par une ligne
L/, et pour des points z voisins de L/, intérieurs a S et extérieurs a S/, I'¢-
quation f = o doit avoir plus de n racines, ce qui est impossible. La fonc-
tion u(z), définie par /= o, n’admet dans S que n valeurs au plus, et n'y
est jamais indéterminée. On en conclut qu’elle vérifie une relation de la
forme

bput+ b, qurt+. .+ dy=o,

oy boyy « o+, b, étant holomorphes dans S.

En particulier, supposons que la fonction fsatisfasse aux conditions pré-
cédentes pour tous les points 5, du plan =, sauf pour les points z, d'une
suite ponctuelle [ces points z, sont des points essentiels de la fonclion
f(z,u,), quel quesoit z,].Si, pour un point 5,, I'équation en «, f(z,, u) =o,
a une infinité de racines, les points z pour lesquels ellen’en a qu'un nombre
donné n ne forment dans le plan qu’une suite ponctuelle. Les points z,
sont les seuls oli une racine « puisse étre indéterminée. Soit, par exemple,
I'équation e* = f(z), ou f(3) est uniforme dans le plan des z ct admet des
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points essenticls 5, et des zéros =" ayant ces points pour limites : pour tous
les points =/, I'équation n’a pas de racines, et pour les points z,, © est indé-
termince.

Considérons, pour lerminer, une fonction f( z, u) telle que, pour tout point
5, deTaire S, la fonction f( z,, «) présente dans le plan des z des points essen-
tiels formant une suite ponctuelle, les affixes de ces points a,, a,, ..., a,, ...
dépendant analytiquementde 5. Lesvaleurs @, . . ., a,, . . . doivent donc étre
considérées comme les diverses déterminations d’une fonction analytique
A(z). Nous supposons qu'une quelconque de ces déterminations ne pré-
sente pas dans S une suite linéaire de points critiques. D’une maniére plus
precise, quand on part d'un point 3, de S avec une détermination particu-
licre @;(5,) ct qu'on fait varier z, de maniére & le faire passer une fois et
une scule par chaque pointde S, en contournant tous les points critiques de
la valeur @,(5) considérée, on définit unc branche @,(z) pouvant présenter
des coupures dans S et ne prenant qu'une valeur en tout point de S exté-
rieur a ces coupures. Nous admettons que les points critiques de chacune
de ces branches ne forment pas dans S une suite linéaire. Ces restrictions
faites, on peut énoncer le théoreme suivant :

Turorkme 11, — Si, pour tout point z, d'une aire S, la fonction f(z,, ©)
n‘admet dans le plan des « qu’une suite ponctuelle de points essentiels
)y Qgy ooy Ay, . .. (les affixes de ces points dépendant analytiquement de
5,), loute racine u(z) del’équation f(z, u) = ouniforme (ou ne prenant
que n valeurs) dans une aire X de contour o, intérieure & S, est conli-
nuable au dela de s, et ne présente dans Z que des péles isolés (ou des
points critiques algébrigues).

On établit encore que, si { est un point singulier d'une racine u(z), z ten-
dant vers L sur un chemin A de longueur finie, #(z) tend nécessairement
vers une des valeurs @, () et ne peut étre indéterminée. La démonstration
est la méme que celle qui sera donnée d’une proposition analogue concer-
nant les équations différenticlles, et d’ou résulte d’ailleurs la précédente.
Les points singuliers de la fonction #(z) dans X ne peuvent donc étre que
des poles (ou des points critiques algébriques). Admettons qu’elle soit uni-
forme dans X et qu'elle présente une ligne singuliére L : quand z tend vers
un point Z de I. sur un chemin 2, enrestant du méme cété de L, u(z) tend
vers une des valeurs @, (), qui est indépendante de A et varie avec { d’une
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maniére continue ; autrement, d’apres les lemmes ¢établis au début de ce
Chapitre, u(z) serait indéterminée quand z tendrait vers L. sur certains
chemins. Les valeurs de #(z) le long de L coincident donc avec une déter-
mination a,,(z) de A(s), qui, par hypothése, ne présentant pas dans X de
suite linéaire de points critiques, est uniforme le long d'un certain segment
L’ de L. Les deux fonctions u(z) et a,,(z) uniformes d'un coté de L’ dans
le voisinage de cette ligne, et coincidant le long de cette ligne, coincident
identiquement, d’apres le théoréme fondamental, ce qui est impossible
puisque f[a,(3), z] est constamment indéterminée.

~ Leraisonnement subsiste si #(z) prend dans 2les nvaleurs v, u,, ..., «,,
a condition de considérer le produit

[ulﬁ_ a,,,ﬂ(:)][l@— a’”i(:)] s [U/L"" am,,<3)]’

qui s’annule sur L.

Quand f(z, u) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des points z,
de S qui ne forment pas de suite linéaire [ ces points sont des points essen-
tiels de /(z, u,), quel que soit #,], la fonction z(z) peut admettre ces
points z, comme points d’indétermination (points essentiels), et, par suite,
comme points limites de podles ou de points critiques algébriques.

Remargque. — Sila fonction f(z, ©) est une fonction multiforme, mais
peut étre considérée comme définie par une relation G(f,z, u) =o, (=
¢tant uniforme, on remplace I'équation /= o par G(o, z, u) = o. Mais
quand f( z, «) est une fonction multiforme quelconque, les théoremes pré-
cédents cessent d’étre exacts. Considérons, par exemple, une ¢quation
z— g(u) = o, g étant une fonction multiforme qui n’admet dans le plan
des u qu'une suite ponctuelle de points singuliers a,, ... @, .... Quand =
tend vers un point singulier {, d’'une racine u(z), « tend vers unc des va-
leurs a,,, ou est indéterminde. Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver
p déterminations de g (u), telles que, pour des valeurs voisines de €, u satis-
fasse alarelation F(z,u) = (s —g,)(5--g,)...(z— g,) = 0. Sinon, en
raisonnant sur I'équation I = o, on verrait que « tend vers une limite quand
= tend vers . Il faut donce qu’on puisse former avec des valeursde g («) une
suite ¢ — g, (), 0 — g, (u), ..., L—g,(u), ..., telleque | {— g,(u) | tende
vers o avec (1], quand z décrit un chemin fini dans le plan, et, par suite,

quel que soit u. Une racine u(z) ne saurait donc présenter une coupure L,
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(dans le voisinage de laquelle elle ne prend que n valeurs), a moins que la
condition précédente ne soit remplie pour tous les points { de L, ce qui
exige que les valeurs z de g(u), pour tout point u, forment une suite li-
néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce fait est offert par la fonction
modulaire 5 = w(u). La fonction inverse # = 2*(w) est uniforme et pré-
sente 'axe des valeurs réelles pour coupure : les valeurs de w qui corres-
pondent & un point « forment une suite linéaire, ayant cet axe pour limite.

IL.a méme méthode va nous permettre de démontrer un théoréme utile
dans la théoric des équations différenticlles du premier ordre.

5. Théoréme sur les fonctions définies par une égquation différen-

. . d , . e . .
tielle. — Soit d_i: = f(z, u) une équation différentielle du premier ordre,

ot f( 3, u) est une fonction uniforme de z et # quand z varie dans une aire
S et w dans le plan des . Nous rappellerons d’abord quelques propriétés
connues de I'intégrale d'une telle équation.

Si une intégrale () tend vers u, quand z tend vers z,, f(3z,, &,) étant
holomorphe, cette intégrale est elle-méme holomorphe dans le voisinage de
z,, et développable par suite en série de Taylor dont on sait calculer les
cocfficients. Il n’existe pas d’autre intégrale prenant au point z, la valeur
u,, c'est-a-dire tendant vers u, quand z tend vers z, sur un chemin de lon-
gueur finie.

< . . . . . Py I
Si la valeur de f(z,, ©,) est infinie, il existe toujours une dérivée de 7

1
o (2)
J
du?
nule pas pour (=, ,), et le point z, est un point critique algébrique de
«( 5) autour duquel se permutent p + 1 valeurs.

par rapport & « d’un certain ordre par exemple |, qui ne s’an-

. . I
Quand, s tendant vers z,, « lend vers I'infini, on pose u = et la fone-
- 1
tion «, vérifie I'équation

du,

LY L I P
Z-“_ll]f<"‘, lll>'~_fl(“7 lll)'
Si/f,(3,,0)est holomorphe, z, est un pdle de u(z); si f,(5,, 0) est infinie,
3, estd la fois un pole et un point critique algébrique de I'intégrale.

Ce qui précede s’étend au cas oti le point =z, est le point » du plan des =3
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1 e L\ a1 .
on pose alors 3 = —; I'intégrale u (_—) vérifie I'équation
<1 ~1

gét e %f(—_}—,u):fg(zl,u),
<1 SN+

et 'on étudie cette équation dans le voisinage de 5, = o.
Ajoutons que la valeur de f(z,,u,) peut étre indéterminée, soil parce
que u, est un point essentiel de la fonction f(z,, u), soit parce que f (3, 1)

est de la forme?2 et que P(z,,u,)=Q(z,,u,)=o0. Enfin, f(z,,u) esl

parfois infinie ou indéterminée, quel que soit z; dans ce cas, 'intégrale
u(z) peut elle-méme étre indéterminée quand s tend vers z,.

Nous supposerons que, pour tout point z, de I'aire simple S, la fonction
f(3,, u) n’admette dans le plan des « qu'une suite ponctuelle de points cs-
sentiels (ou d’indéterminations) dont les affixes a,, ..., a,, ... dépendent
analytiquement de z,, ainsi qu’il a été expliqué dans I'énoncé du théo-
réme III (les points a,, comprennent le point « , si f,(3,, 0) n’est ni holo-
morphe, ni infinie). Les poles de f(z,, u), b,, b,, b,,, ..., ne forment cux-
mémes, en conséquence, qu'une suite ponctuelle [il n’existe pas dans S de
points z, pour lesquels f(z,, ) est infinie ou indéterminée quel que soit «|.

Dans ces conditions, soit «,la valeur d’une intégrale au point 3,, f(z,, ©,)
¢tant holomorphe. Si z, partant de z,, décritun chemin A de longueur finie,
on peut prolonger «(z) le long de A a l'aide de la série de Taylor, & moins
qu’on ne rencontre un point { qui soit un point singulier de #(z). Sice point
n’est ni un pole, ni un point critique algébrique de u(3), je dis que u(=)
tend nécessairement vers un des points a, (), ..., @, (), ... quand = tend
vers C.

Tout d’abord, l'intégrale «( ) ne peut tendre vers une valeur #’ distincte
des valeurs «,,(0); car, (¢, «') étant déterminée ou infinie, {serail un point
ordinaire ou algébrique de «(z); de méme, « ne peut tendre vers I'infini
[sile point s n’est pas un des points @, ()], car f,(Z, 0) étant déterminée
ou infinie, { est un podle ou un point critique algébrique de «(z). D autre
part, l'intégrale peut-clle ¢étre indéterminée ? 11 existe alors un nombre R tel
que |u(z)!soitinférieur & R pour des points 5 de A compris entre ' et Z, sivoi-
sin que 3" soitde {, etun nombre 2¢ tel que pour des points = et z,, compris
entre z’ et,onait| u(s,) — u(z)!>2z. Tracons dansle plan des w2 un cercle

h 3

Cayantl'origine pour centre et de rayon R, etun cercle C'concentriquea C, et



r

B.%o P. PAINLEVE.

derayon R’ supérieur a R; R"=R + /4. A I'intéricur de Cles points singuliers
@y b,,de f(C, u)neforment qu'une suite ponctuelle. Nous admettons qu’aucun
de ces points ne se trouve sur C ou C’(sinon on augmenterait un peu Rou R").
On peut donc enfermer les points a,, b, dans p cercles ¢, dont les centres

sont certains de ces points (@), ..., @,), de rayon 7 inférieur a £, et tels que,

4
les p cercles ¢’ concentriques et de rayon double 27+, n’aient entre eux ou
avee C et €7 aucun point commun. La distance minima de deux points si-
tués respectivement sur les circonférences de deux cercles ¢', C ou C’ est

. L S
donc un nombre fini £. Désignons par &’ la plus grande des quantités g

0 . . . . . .
elg Pour des points = voisins de {, les points a,,, b,, sont compris dans p

cercles de centres @ (z), ..., a,(z) et de rayon r’, 7’ différant peu de r.
Tracons dans le plan des s un cercle y de centre { et de rayon ¢ assez petit
pour que | @;(3) — a;({)| et |r'—r| soient inférieurs a k" quand s varie
dans y. On voit qu’alors les points a,,, b, restent compris dans p cercles c,

p

de rayon ¢’ inféricur a ~et tels que les p cercles concentriques ¢, de rayon

double, n’aient pas de points communs entre cux, ni avec G et C'. Ceci
posé, appelons S, I'espace de C! extérieur aux cercles ¢,, S, 'espace de C
extéricur aux cercles ¢, M le module maximum de f(z, ) quand z varie
dans y et « dans S,. Pour tout point z, compris dans un cercle " concen-

. \ 0 . .
trique & y ct de rayon &' = 5> ¢t pour toul point u, de S,, la fonction
/(z, u) est holomorphe et de module au plus égal & M quand z varie dans
un cercle de centre 5, et de rayon &', et « dans un cercle de centre #, et de
rayon /, [ désignant la plus petite des quantités 2 et ¢’. On en conclut que
toule intégrale, égale & u, au point z,, cst holomorphe dans un cercle de

N 1
o 3
centre 3, et de rayon d = S <1 —e "‘°>.

Mais, si voisin que 35" soit de {, 5 décrivant % entre 5° et {, w(3) qui varie
avee 3 d'une manicre continue n'est ni constamment extéricur & C, ni con-
stamment intérieur aux cercles ¢ 5 done, pour des valeurs de =, telles que
'z, — <} soit inféricur & d, w coincide avee des points u, de S,; mais il
n'existe qu'une intégrale égale a u, au point z,, et cette intégrale est holo-
morphe dans un cercle de centre =, et de rayon d, par suite au point ¢, ce
(qui est contraire a I'bypothese.
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Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :
TueoriMe. — Soit une équation différentielle du premier ordre,

% = f(z,u), dont le coefficient f(z, u) est uniforme quand = varie dans
S et u dans le plan des u. St, pour tout point =, de S, les points d’indé-
termination de f(z,, w) ne forment dansle plan des v qu’une suite ponc-
tuelle (dont les affixes dépendent analytiquement de s, acec les restric-
tions indiquées), toule intégrale u(z) uniforme (ou ne prenant que n
valeurs) dans une aire Z de contour o, intérieure a S, est continuable

au dela de s et ne présente dans = que des pdles (ou des points critiques
algébrigues).

La démonstration est identiquement la méme que celle du théoréme 1.
On voit que, si 'intégrale u (z) présentait une ligne singulic¢re, elle devrait
coincider avec une des fonctions a,,(z), ce qui est impossible. Remarquons
que, par la méme raison, les points z, tels que «(z) coincide avee une dex
valeurs @,,(z), ne peuvent former dans X, pour chaque intégrale w(z),
(qu’une suite ponctuelle.

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les points de N,
sauf pour certains points z, [ces points sont des poles ou des poinls essen-
tiels de f(z, u,), quel que soit «, ], le théoréme subsiste, a cela prés, que
les points z, peuvent étre des points d’'indétermination (points essenticls ) de
u(z).

Le théoréme subsiste également si la fonction f( 5, w) admet p valeurs

S [ey -y fp quand z varie dans l'aire S et « dans le plan. Autrement dit,
du . s . . o
~7 est racine d’une équation algébrique

F(u, u,3) =9p(s, )P+ 9, (5, u)u'P=" = + oy(50)~ o,

les fonctions o,, ... vérifiant les mémes conditions que la fonction
o2 » Yo
S (=, u) précédemment.
Pour chaque point z, de S, la fonction f'(z,, «) admet des pointx d'in-
détermination a,, ..., @,, ..., formant une suite ponctuclle, des poles b,
by, ..., by, ..., ctdespointscritiques ¢, ¢,, ..., €, ... formant ¢galement

une suite ponctuelle dont @, ..., a,, ... sontdes points limites. Les valeurs

¢, (3), ..y ¢, (3), ... vérifient la relation obtenue en ¢liminant o entre
S oF
I —oct 5;7 == 0.

Il. — Fac. de T. B.O
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Rappelons quil n'existe en général qu'un nombre fini d'intégrales pre-
nant au point z, la valeur ¢,,(3,) et que 3, est un point critique algébrique
) JoF

. . . . .., OF
I A o . v ‘ox _— - u
de ces intégrales; il n'y a d’exception que si la quantité 9+ gL est nulle

pour 3 = 3,, u = ¢,,(3,), '= f(5,, ;). Ceci n'a lieu d’ordinaire que pour
des points particuliers 5 de S. Quand les trois relations
IF OF  OF |

F-—=o0 — —o — 4+ —u'=—o
’ au’ ’ Js  Jdu

sont compatibles pour toute valeur de z, z, n’est encore en général qu'un
point algébrique des intégrales égales a ¢, (3,) pour z = z,; il n’y a d’ex-
ception que pour des points particuliers z’ vérifiant une certaine relation

distincte de I¥ = o, (% = o.

Ces remarques faites, on voit, comme plus haut, que (les points z" ex-
ceplés), st un point 3, est un point singulier non algébrique de l'intégrale
u(3), utend nécessairement vers une des valeurs a,,(z,) quand z tend
vers 35,. Pour les points 5°, « peut tendre aussi vers une valeur ¢,(z"). On
tire de Ia les mémes conclusions que plus haut : si #(z) est uniforme, on ne
prend que n valeurs dans =, « est continuable au dela de o et ne présente
dans X que des points singuliers algébriques.

Les sculs points ot une intégrale «(z) puisse étre indéterminée sont,
comme précédemment, les points 5, poles ou points d’'indétermination de
S (=, u,), quel que soit u,. Il peut exister des points z, qui soient pour toute
valeur de @, des points critiques (mais non de discontinuité) de f(z, ©,);
dans ce cas, /(3, u,) admet z, comme point critique algébrique d’ordre p
au plus; et f( =, ¢,) se met sous la forme

m m’

Sz, 1) = Aue) (5~ )P+ B(ug) (5 —5)7 ...

1
St lon pose (5 — 3,)"=1¢, on voit que I'équation

du
7 = ptP f (54 tP, u)
ne présente plus pour ¢ = ola méme singularité; z(¢) ne pouvant étre indé-
terminée pour = o, il en est de méme de u(z) pour 5 = z,.
Iin particulier, supposons que le coefficient différentiel f( =, «) soit uni-
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forme ou ne prenne que n valeurs quand z et « varient respectivement dans
tout le plan. De plus, pour toute valeur z, de s, sauf pour les points s,
d’une suite ponctuelle, les points d'indétermination de f(z,, «) ne forment
dans le plan des « qu’une suite ponctuelle dont les affixes dépendent ana-
lytiguement de z,. Pour les points z,, f(z, u,) est infinie ou indéterminée

. . . . , 1 1 °
quel que soit u,. [Le point o« est un point z,, si, pour 3’ = o, ;—,2’/(?,110

est discontinue, quel que soit uo.] Nous convenons de dire, pour abréger,

que le coefficient f(z,u) ne présente que des singularités ordinaires,
quand les conditions précédentes sont vérifides. Dans les applications qui
vont suivre, nous admettrons toujours (4 moins d’indication contraire) que
les fonctions f(z, u) considérées rentrent dans cctte catégorie.

Cette hypothese faite, si une intégrale u(z) est uniforme dans tout I'es-
pace du plan ot 'on peut la prolonger, elle ne saurait présenter de coupure
et par suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admetire d’au-
ires points essentiels que les poinis z,.

De méme, si une intégrale #(z) ne prend que n valeurs dans I'espace du
plan ot elle existe, elle existe dans tout le plan et vérifie une équation al-
gébrique

U0, (5) +...+ 94(s),
ot les fonctions ¢,(z), ..., ¢,(z) sont uniformes et ne présentent pas dans
le plan des z d’autres points essentiels que les points 3, [ces points z, ne
sont pas d’ailleurs nécessairement des points essentiels de «(3)].

Si les points z, n’existent pas [c’est—é—dire si la fonction f(z, u) n'est dis-
continue quel que soit z pour aucun point 5, du plan et s'il en est de méme
. 1 I . , . r . 7

de la fonction — / <g, u>], toute intégrale uniforme de I’équation est né-

cessairement une fraction rationnelle de z; toute intégrale qui w’admet
que nvaleurs est nécessairement une fonction algébrique de s.
Nous allons donner quelques applications des résultats précédents.

6. Applications du théoréme précédent. — En premicer lieu, j'envisage
I'équation
du Pz, u)
ds — Q(zu)’

ou P et Q sont deux polyndmes en z dont les coefficients sont des fonctions
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uniformes de # (ou admettent p valeurs). Pour que la remarque précédente
s'applique & cette équation, il faut et il suffit que le dénominateur Q ne
renferme aucun facteur de la forme = — a, a étant indépendant de u,
et de plus que le degré en s du dénominateur surpasse d’au moins deux
unités le degré correspondant du numdérateur. Ces conditions remplies,
toute intégrale de I'équation, qui ne prend que n valeurs dans I'espace du
plan ou elle existe, est nécessairement algébrigue.

Quand P et (Q sont deux polyndmes en s et z, on peut trouver (ainsi que
nous le montrerons dans un autre travail) toutes les fractions rationnelles
qui vérifient I'équation différentielle. Si les conditions précédentes sont
remplies, on est certain d’obtenir ainsi toutes les intégrales uniformes.

Au licu de I'équation (a)

du  P(z,u)
ds Qs u)
on peut considérer une équation de la forme

F(u,u,z)—=o,

ol I est un polynome en u’ et en 3. Si le coefficient b ,(z,u) de la plus
haute puissance u'? de u' ne renferme aucun facteur de la forme
(z —a) (a étant indépendant de u), et si de plus le degré en z de
L, (3, w) surpasse d’au moins 2(p — q) unités le degré correspondant du
coefficient de u'?, y,(z, u), toute intégrale qui ne prend que n valeurs dans
espace ol elle existe est nécessairement une fonction algébrique de s.
Mais je n'insisle pas davantage ici sur cette premiére application, qui nous
entrainerait hors du sujet.

7. Comme seconde application, nous allons rechercher la forme de 1'¢-
(quation

) du .
(1) A d——::j(_z,u)

[0t /(=, u) est uniforme], quand D'intégrale générale de cette équation est
elle-méme uniforme.

Nous démontrerons d’abord que l'intégrale générale peut s’écrire dans
ce cas
_ A+

U= ——
Afi+ oy

S [y %4y 2, ¢tant des fonctions uniformes de =, et A une constante.
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Soit %, la valeur au point 5, d'une intégrale u(z) : désignons par C et C’
des cercles de rayon ¢ et 7, décrits respectivement de =, et de #, comme
centres, & l'intérieur et sur le contour desquels /( 3, «) est holomorphe et de
module inférieur 4 M.

On sait que l'intégrale « peut se développer ainsi :

(72— 3"
n

(2) U= g+ (5—30)t (B9, Up) + ...+ s

Uyt oy

la série (2) convergeant pour toute valeur de z intérieure a un cercle de

—r

centre z, et de rayon p (1 — e‘-’""). Donnons & #, une valeur quelconque ¢,
. . r .

interieure & un cercle G de centre u, et de rayon .- La fonction f(z, u)
est holomorphe quand z varie dans C, et « dans un cercle de centre ¢ et de

rayon g, et son module est au plus égal & M. Par suite, la série (2)

p - n
= 3 —zy)u — L (60) ...
= ¢+ ) (v) + +<1.2...n> w, () -+

converge pour toute valeur de z telle que |z — 5,] soit inféricur a
-

p(l — e"“9> et pour toute valeur de ¢ telle que ¢ — u,| soit inféricur i

r . , “ C ,

-5 elle converge en outre uniformément, comme il résulte aussitot de la dé-

monstration de Briot et Bouquet.

Les termes de la série étant des fonctions holomorphes de ¢ dans C, pour
toute valeur de z intérieure & C, u est fonction holomorphe de ¢ dans C/,
d’aprés les théorémes sur les séries établis dans le premier Chapitre.

Ceci posé, admettons que I'intégrale générale de 1'équation (1) soit uni-
forme; une quelconque des intégrales particulieres, u(z), ne peut présenter
dans le plan que des points singuliers {, formant une suite ponctuelle. Ces
points sont des pdles ou des points essentiels; dans ce dernier cas, ils appar-
tiennent & I'ensemble ponctuel des points z° pour lesquels f(=, u) est dis-
continue, quel que soit z. De plus, les points z, du plan tels que la valeur
u(z,) rende f(u, z,) discontinue ne forment également qu’unc suite ponc-
tuelle. Désignons par E l'ensemble de tous ces points singuliers [a chaque
intégrale #(s) correspond un ensemble E]. Soit enfin ¢ la valeur de l'inté-
grale u(z) au point z,; pour toute valeur u, de ¢, distincte des points
@, (50)s -y @n(3,), ... [tels que f(s,,a,) soit discontinue], l'intégrale
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u(3)=F(z,¢) aune valeur unique et déterminée en chaque point du plan
5, sauf aux points de 'ensemble E. Je dis que «(z) est une fonction analy-
lique de ¢; la chose vient d’étre démontrée pour les points Z voisins de z,.
Prenons dans le plan des = un point Z quelconque, qui ne coincide avec
aucun des points singuliers E de I'intégrale «(z, u, ), et joignons z,Z parun
chemin L qui ne renferme également aucun des points E. Quand z décrit
L, u(z) =F(5, u,) décrit un chemin L’. Soit Z’' un point de L. On peut
trouver deux nombres p et 7, indépendants de la position de Z sur L et tels
(uen décrivant deux cercles, le premier C de centre Z’ et de rayon g, le se-
cond €7 de centre u(Z’, u,) et de rayon r, f(z,u) soit holomorphe et ait
un module inférieur & M, quand z varie dans C et « dans C' (en effet, pour
chaque point Z’, r et ¢ existent; il suffit de prendre leurs valeurs minima
quand Z’ décrit L; ces minima existent, sinon 7 ou g tendrait vers zéro
(quand s tend vers un point Z’, maisen ce point Z/, r et g ont une valeur dif-
férente de zéro, et 'on en conclut qu'il en est de méme pour les points voi-
sins). 1l suffit de prouver que F(Z, ¢) est fonction holomorphe de ¢ pour
des valeurs de ¢-voisines de u,; décrivons du point z, comme centre un

-r

cercle G, de rayon R =¢ {1 — e“‘9> et du point «, un cercle C; de rayon

r . r . . . N .
~; si Z st un point de L intérieur a C,, la série
pI:F(ZI, ‘;)—_— [ (Z’ o n’o)lt,(") “+...

est fonction holomorphe de ¢ dans le cercle C;; pour des valeurs ¢ voisines
de u,, ¢ prend des valeurs voisines de U= F(Z’, u,); décrivons alors un
cercle C, du point Z’' comme centre avec R comme rayon, du point U’ un

~ r . . . . . . .
cercle €| de rayon 55 et soit 7/ un point de L intérieur a C, et compris

enlre Z' et Z. La série
= F (T ) = o (2 — I () 4

est fonction holomorphe de ¢ dans C,, par suite fonction holomorphe de ¢
dans le voisinage de w,. En raisonnant sur Z” comme sur 7’ et ainsi de
suite, on arrive a un cercle C renfermant Z, et ’on voit que V=DF(Z, ¢) est
fonction holomorphe de ¢ dans le voisinage de u,; la proposition est
¢tablie. _
La fonction u = F( s, ¢) est donc une fonction analytique des deux va-
riables z et ¢. Si l'on excepte les valeurs z’ pour lesquelles /( 3, ) est dis-
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continue, quel que soit u, (=, ¢) est pour tout systéme z et ¢ détermince
ou infinie. Si, pour une valeur z,, F(z,, ¢) est infinie en des points ¢ for-
mant une coupure, I est infinie dans tout le plan ¢; ceci ne peut avoir licu
que pour les points Z, d’une suite ponctuelle, sinon F'( 5, ¢,) serait infinie en
tous les points Z, d’une suite linéaire, par suite dans tout le plan Z, quel que
fut ¢,. En conséquence, la fonction u(z,¢) pour toute valeur de s (saut
pour les points d’une suite ponctuelle) est définie dans le plan des o et 0’y
présente que des pdles.

Le raisonnement précédent démontre en toute rigueur que la fonction
F(z,¢), ouTon donne a ¢ une valeur quelconque différant des valecurs
@, (34)y «o vy @n(34), - -, vérific 'équation différentielle (1). A deux valeurs
de ¢ correspondent deux intégrales distinctes, puisqu’elles sont uniformes
et prennent au point z, deux valeurs ¢ différentes. On sait d’ailleurs qu’en
un point Z du plan z il n’existe qu’une intégrale #(z) prenant la valeur U,
si f(Z, U) est holomorphe. Posons donc

U=F(Z, ),
U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs
F[Z,a (5], ..., F[Z,a,(30)],

ct telle que IF(Z, U) soit holomorphe. Cette équation en ¢ ne peut avoir
plus d'une racine, car si elle en avait deux, ¢, et ¢, les deux intégrales
F(z,0,), F(z,, ¢,) seraient distinctes ct prendraient au point Z la méme

valeur U, ce qui est impossible. Il en résulte que la fonction F(Z, 0) est de

Av +B

la forme oD’ A, B,C,D dépendant de Z, ct, comme cecia lieu quel que

soit Z, I'équation (r) est vérifiée par une fonction u(s) = t—)%%,
ou 'on donne a ¢ une valeur constante (A, B, C, D étant des fonctions uni-
formes de z qui ne présentent dans le plan que des points essentiels). Toute
intégrale u,(z) de I'équation est donnée par u(z); car on peut choisir des
points Z qui soient des points ordinaires de A, B, C, D, et pour lesquels «,
prenne une valeur U, f(Z, U) étant holomorphe; si I'on donne & ¢ la va-

B(z) —UD (%) . N . o .
leur ¢, = TCCZ) —A®Z) la fonction u(z,¢,), égale & u, au point Z, coin-

cide avec u,(3); ¢, peut étre infini, mais ¢, ne peut étre indéterminé quel

. . - A B . . A e,
que soit Z; sinon on aurait T=1 identiquement, et = T« serait indé-
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pendant de ¢, ce qui est impossible, puisque u(z,) = ¢. L'intégrale géné-
rale de Uéquation (v) peut donc s’écrire '

vA(z) +B(3)

- TR 16

ou encore

, V_~11D(z)—l—B(z)_
1) T uC(s)— A(=)

On en conclut immédiatement que I'équation (1), qui s’obtient en décrivant
['équation (4) par rapport a z, est de la forme

- du ,
(5) — —au+bu—+c,

ds
a, b, ¢ ¢tant des fonctions uniformes de z. Ainsi, loute équation dont le
coefficient différentiel est uniforme dans le plan des z et des u, et dont
Pintégrale générale est également uniforme, est une équation de
Riccati. :

L’intégrale générale peut alors se mettre sous la forme (3); cette relation
(3) exprime que le rapport anharmonique de quatre intégrales est constant.
On sait que cette propriété appartient a toute équation de Riccati (alors
méme que son intégrale n’est pas uniforme).

. . . du Pz, u)

) ’ b 1 -
ar ions de la forme - = =——ou P et QQ sont des poly-

Parmi les équatio a ¢ = 0w Q poly
nomes en «, il était clair que I'équation de Riccati pouvait seule admettre une
intégrale générale uniforme; car z ne peut figurer au dénominateur [sinon
en un point =, une intégrale prend la valeur #, qui annule Q(z,, ©) et
admet z, comme point critique], et, de plus, la méme condition doit étre

. “r . ' I . . .
remplic pour I'équation transformée en —, ce quiexige que P soit du second
degré en u.

St Uintégrale générale de Uéquation (1) est une fonction entiére, elle

est de la forme
u—=vA(3)+B(2),

A et B étant holomorphes. En effet, quand le dénominateur de « dans l'ex-
pression (3) dépend de ¢, pour une valeur z, de z, on peut donner a ¢ la va-
Dz
C(=1)

leur ¢, = » et la fonction «(z, ¢,) est infinie au point z,, & moins que
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D (=) — B(s1)
G(=1) A=)
Il en résulte que I'équation (1) est, dans ce cas, nécessairement linéaire :

I'on n’ait, pour toute valeurde =, — » ce qqui est impossible.

du
gz = au —+ .

11 est facile alors de reconnaitre si l'intégrale est uniforme : il faut notam-
ment que a(z) soit la dérivée logarithmique d’une fonction uniforme.

Si l'intégrale de I'équation (1) est une fraction rationnelle, cette ¢quation
est une équation de Riccati dont les coefficients a, b, ¢ sont eux-mémes des
fractions rationnelles. Supposons que ni @, ni ¢ ne soient identiquement nuls
(aucas contraire, on raméne I'équation a étre linéaire). Nous allons chercher i
quelles conditions l'intégrale est effectivement une fraction rationnelle. Re-
marquons que, si’on sait d’avance que ces conditions sont remplies, on ob-
tient Uintégrale géndrale par des opérations purement algébrigues. Di-
signons en cffet par A,, B,, C,, D, des polynomes en = de degré n, &
cocfficients indéterminés; pour une certaine valeur de 7, on peut déterminer

. . ’ A,c+B , . .y
ces coefficients, en sorte que toute fonction #(z) = 5% 2 vérifie 'équa-
n

C,o+D
tion différentielle; si I'on ajoute de plus la condition que, pour = = z,, on

Ay (50) 9+ Biu(s0)
Cn<:0) ¢+ 'I)/z (:0)

sible que d'une seule maniére. On fait done 2 ¢gal successivement 1, 2

=

ait, quel que soit ¢, ¢ =

> cette détermination n'est pos-

3, ..., ct'on finit par obtenir un systéme d’équations algébriques compati-
bles, et n’admettant qu’'un syst¢me de solutions, qui dépendent par suite
d’opérations purement algébriques. On peut encore exprimer que la fonction

A, - . . \ . .
U= ]Tn vérifie I'équation; le systéme de relations auxquelles on est conduit

n
est indéterminé pour une certaine valeur de 75 on peut v ajouter la condi-

. A, (= . , .
tion ¢ = ﬁ_";, et les coefficients de A,, B, dépendent linéairement de ¢.
n\{~o0

Tout revient donc a trouver les conditions pour (ue l'intégrale de I'équa-

tion soitalgébrique et rationnelle. Ramenonsd’abord (cn posantu, = u + 5% )

I’équation a la forme

du Y
(7) E:au-—;—c,

1. — Fac. de T. B.~
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ou encore
du  ou*+vy
s — g’
%, B, v étant des polynomes qui n’admettent pas un facteur commun.

Les seules valeurs de = pour lesquelles une intégrale puisse étre indéter-
minée sont les racines { du polynoéme 3, et la valeur z = o, si le degré de 8
ne dépasse pas d’au moins deux unités les degrés de o ct y. Ces points sont
aussi les seuls points critiques possibles des intégrales, car, pour tout autre
point z,, une intégrale z prend une valeur finie «, ou devient infinie : dans
le premier cas, « est holomorphe dans le domaine de z,, dans le sccond cas

1 IR . . . .
—est holomorphe. Pour que I'intégrale soit une fraction rationnelle, il faut

donc ct il suffit que les points { nec soient, pour aucune des intégrales, des
poinls de ramification ou d’'indétermination. On peut ramener I’équation de
Riccati a une équation linéaire et appliquer les conditions données par
M. Fuchs pour que les points singulicrs possibles des intégrales soient algé-
briques ; on peut aussi faire la discussion de la maniére suivante, en s’ap-
puyant sur les résultats de MM. Briot et Bouquet.

Soit z, un des points ¢, 5, est le pole au moins d'une des deux fonctions «
et ey en premier licu, si z, est un pole d’ordre m de a (z), Cest un zéro au

. . I '
moins dordre (m —1) de u(s); car, si 'on pose u = u, + - (u étant unce

. ,‘0‘\ l‘ l l f [,. R .f 1,5 t- d(y . .
intégrale queleconque), la fonction ¢ vérifie I'équation — — = 2au, ¢ + a.

et 'intégrale de celte ¢quation étant par hypothése une fraction rationnelle,
le produit 2au, doit étre la dérivée logarithmicque dune fraction ration-
nelle, et ne peut admettre par suite que des poles du premier degré. Mais
3, est un pole d'ordre m de a(s) : donc w, doit contenir en facteur

(5 — 3,)" " Faisons pour abréger I'éeriture 5, = o, el posons
a(s)s"=\(s), w(s)=:z""1¢(z)

| -A(=) et ¢(3) sont holomorphes pour 5 = o, et A ne s’annule pas avee z.
ILa fonction ¢ vérifie I'équation

de A(35)z2m-U— (m—1)2m=Ne 4 c(3)3™

—(E - s2m—1

Pour I — . o nothe - N 1 m LS :
< C v \Y
1 ) ( ’ )
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exige que c(z) contienne le facteur z au moins & la puissance (m — 2).

Ainsi tout péle d’ordre m de a(=) est zéro au moins d’ordre (m — 2) de

¢(35). Sil'on pose C(z) = %, I'équation précédente devient

de _ AP —(m—1)e +C(5)

Py

De méme, tout péle d’ordre 72" de ¢(z) est pole d’ordre (" — 1) au moins
de toute intégrale et zéro d’ordre (m' — 2) de a(z). ‘

Cette remarque faite, considérons d’abord un pole simple z, de A(z): 3,
ne saurait étre un pole de ¢(z) d’ordre plus grand que 1, sinon, d’apres ce
qui précéde, a(z,) serait fini. Posons encore, en faisant = = o,

A(s)=az, C(z)=cs,

A ct C sont holomorphes pour = = o, et A ne s’annule pas avee 5. L’équa-
tion peut s’écrire

du _ w?[A(0) +5A'(0) +...] +C(0) +=C"(0) +...
dz s

Si, quand = tend vers zéro, u tend vers une valeur w,, le svstéme = = o,

u = u,, annule nécessairement le numérateur du second membre (u,, ne
R . . . . ) , 1 .
peut étre infinie, car, dans I'équation transformée en — = le cocfficient

différentiel est infini pour = = o, ¢ = o, puisque A, n'est pas Illll). Toutes

ST s

. . —C

les intégrales doivent donc tendre vers une des valeurs == \/ 1 o
-0

tend vers o ct étre holomorphes dans le voisinage de ce point. Désignons

quand =

par + u,= +\/—1;CO celle des deux valeurs du radical dont le produit par
0
A, a sa partie réelle positive. Si « tend vers — u,, on pose

/G
A,

u—= -+ 3

la fonction ¢ s’annule pour z = o et vérifie 'équation

—2A0uy8 —i—:<C'0 %‘)Co> “+ ..
—_— OA_ -

pet
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La partic réelle du coefficient de ¢ étant négative, 'équation n’admet
qu'une seule intégrale ¢, () s'annulant avec =, et cette intégrale est holo-

morphe pour s = o. Toutes les intégrales «(3), sauf Uintégrale
uy=—— uy+ v, (3),
cendre la valeur e —0o. P _ —GC .
doivent donce prendre la valeur u, pour = = o. Posons « = + ot
20

Toutes les intégrales (sauf une) de I'équation

2wy + 3 { G} v >-i— g

<,, A6,

Y p—

doivent s'annuler et étre holomorphes pour z = o. Pour (u’il en soit ainsi,
il faut d'abord, d’aprés un théoréme de MM. Briot et Bouquet, que le coef-

A, Cy, s0it un entier positif ny de plus, si n =1, le
_ . ALC
cocflicient de 7, = C —— =02

* 0T A,

cient de ¢ de (22— 1) unités, en posant

ficient de ¢, + 2y

> dott étre nul; sinon on diminue le coeffi-

(03 A3t 0, ST sy

€1y ¥ay -+ oy ¥,y représentant les valeurs pour z =o des (n — 1) premicres
dérivées de ¢(z), valeurs qui se calculent en différentiant I'écuation

/ 5 —
,3('—/.('+p.$—!—...:0, V|:7 l, MR

l,’("qualiou se ramene amst a la forme

B A
[§ Qs

_[,

1l faut que N soit nul. Quand ces conditions sont remplies, si 'on pose
w = (z, I'équation devient

(8) %:mt(:)wx‘(:HPF%

M, N, P étant holomorphes pour 5 = o. On voit sans peine que, dans le cas
actucl, lacondition 1’ = o exprime que D[ A (3) u?(s) -+ C(5)] s’annule pour
5 =o0. 1,(z) désignant le polynodme (u, 4 ¢,3 4 0,3+ ... 4+ ¢,_, 3" ).
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Quand les deux conditions précédentes sont remplies, I'équation (7) se
rameéne a la forme (8) par la transformation v = u,+ ¢5*. Pour z = o,
aucunc intégrale 7(z) de I'équation (8) ne peut étre indétermince; si
une intégrale 7(5) tend vers ¢,, elle est holomorphe pour s = o, ainsi que
la fonction  correspondante; si 2(z) tend vers l'infini quand = s"annule, on

I P} . 1 . : '
pose 1= > el I'on voit que I'équation en § admet une intégrale et une seule

s’annulant avec = : cette intégrale correspond a la fonction u, qui prend la
valeur — u, pour 5 = o. Les conditions énoncées sont donc nécessaires et
suffisantes pour que 5 = o soit un point ordinaire de u ().

Le raisonnement suppose G, différent de o; mais, si C, = o, I'équation ()
_ psAe u? 4.

3

du . )
est de la forme = - Le coefficient de # ¢tant nul dans le

second membre, 'équation ne peut admettre quune intégrale holomorphe
ou algébrique au point 5 = o. Ceci revient & dire que tout pole simple de
a(z) est pole simple de ¢( =), et réciproquement.

Il importe de remarquer que les deux conditions trouvées peuvent se vié-
rifier par des opérations purement algébrigques, alors méme qu’on ne con-
nait pas les racines de B (z) =o. Soient B, = ol'équation qui donne les racines
simples de B(5), =, une de ces racines; on doit avoir d’abord 4C, Ao = —n?

(n ¢tant un nombre entier); A(z) désigne (5 — 3,) X a(3) ou ¢ —J Ik

et G(z) désigne (—gm par suite,

_ o (50) N~ 7(50) .
A= .3'(30)’ Co= 37(s0)
Posons
. 1(;)/(: .
(9) i 4/;(:)

La transformée en { de I'équation B, = o doit n'avoir comme racines que
des nombres entiers carrés parfaits, ce qu'on reconnait par des opérations li-
néaires qui donnent ces racines. Soit 72 'une d’elles. Pour { = n?, les poly-
nomes 3,(z) et #2B8'2(3) + 42(z)y(s) ont un plus grand commun divi-
scur dont les racines doivent vérifier la condition

Dz} (50)A(30) + C(30)] = o.

Les valeurs pour = = z, des dérivées successives de A et de C s‘expriment
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linéairement en fonction des coefficients de «, 3, v, comme le montrent aus-
sitot les identités

A(zo)+A'(zo)(;—:o)+...:“°+°‘§,((";__Zj)+”-
By R

2

b

ct

C(=0) +Cl(;0)(5—30) - = }}0+y:),,(z_;0)+"' .
@3*‘—1(;;;24—.‘.

I.2

De plus, les coefficients de u, s’expriment linéairement en fonction de A,

AL AL, Gy, C, ... quand la premiére condition est satisfaite
o — n
_ 3 )
A,
CALG

G
o A, 1 ;%Yo
R —(n——l)ﬁ’o<}l°~ o )

et ainsi de suite. La scconde condition s’écrit done H(z,) = o, H étant un
polynéme dont les coefficients se calculent linéairement a I'aide des coeffi-
cients de «, B et v. Il faut que H(z) soit divisible par $3,(z), ce qui se vérifie
encore par des opérations purement algébriques.

Passons au cas ou le point z, est un péle d’ordre 7 de a(z). Nous avons
dit que sz, est alors zéro au moins d’ordre (m — 1) de u(z), et que par la
transformation « = ¢5™ "' (nous faisons z, = o), I'’équation (7) devient

Ae?—(m—r1)e +C(3)

Z

Y —

=

A et (G étant holomorphes pour s = o, et A ne s’annulant pas avec z.
Iin raisonnant comme plus haut, on voit que ¢ doit prendre pour z = o

m—12d +\(m—1)2— Ao,

2 ‘AO

unc des valeurs ¢,, ¢; de P'expression U = 5 sl

I'on pose ¢ = U + w, I'équation devient

w =

w[£y(m — 1) — §A,C, + p= +. . Jd o rw+ps )

S

La discussion précédente montre que y(m — 1) — 4A0C0' doit étre un en-
tier positif n, et que de plus la dérivée nieme de [A o2 4+ C(5)] doit étre nulle
pour = =o, ¢, désignant le polynéme ¢ 4 ¢,z + ... 4 ¢, z"", on
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m—1)-+n \ o
¢, = (__%, et oll ¢, ¢,y ..., ¥o_, sont les valeurs de o', w”, ... cal-
24, =

culées, pour = = o, &w = o, en différentiantl’équation
s =Aw +ps ...

Quand ces conditions sont satisfaites, toutes les intégrales sont holomorphes

pour z = o et prennent en ce point la valeur ¢,, sauf une seule qui prend la
valeur ¢ .

On obtient des conditions analogues pour les poles d’ordre m’ de C(z) en
. . 1 .. . ,
raisonnant sur la transformée en - Ces conditions se vérifient par des op¢é-

rations linéaires, alors méme ¢u’on ne sait pas résoudre 'équation qui donne
9

les racines d'ordre m de $(z). Enfin, si le point z = s est un point sin-

gulier, on rentre dans les cas précédents a Paide de la transformation

W=

~1

Nous voyons qu’en somme on peut reconnaitre, par des opérations pure-
ment algébrigues, sil’intégrale de l’équation de Riccati est une fraction
rationnelle, et dans ce cas Uintégrale s’obtient elle-méme par des opéra-
tions linéaires.

Si les deux conditions précédentes sont satisfaites pour tous les points €,
sauf pour un seul point =, (le point o, par exemple), I'intégrale de I'équa-
tion est uniforme, et le point z, est nécessairement un point essentiel de
I'intégrale. Plus généralement, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'intégrale soit une fonction uniforme n’ayant dans le plan qu’un point
essentiel sont les suivantes : les coefficients @, b, ¢ ont au plus un point es-
sentiel (qui leur est commun), le point s par excmple, ct les deux condi-
tions énoncées sont satisfaites pour tous les poles { du coefficient différen-
tiel. Si les fonctions @, b, ¢ sont algébriques, ces conditions doivent étre
satisfaites pour tous les points {, sauf pour un seul.

En particulier, si le coefficient différentiel est une fonction périodique de
z, il suffit de vérifier les conditions pour les points s situés dans la bande du
plan comprise entre deux droites, perpendiculaires au segment qui repré-
sente la période et passant par ses extrémités. De méme, si le coefficient est
doublement périodique, il suffit de vérifier les conditions dans le parallélo-
gramme des périodes. On peut chercher aussi a quelles conditions linté-
grale est elle-méme périodique : on voit qu’alors le coefficient’doit étre une
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fonction de ¢*#; il suffit de poser ¢**=1¢, et de chercher si l'intégrale est
fonction uniforme de 7.

Ce qui précéde permet de résoudre trés facilement la question suivante :
Troucer les équations de la forme

(1) u="F(z,u")

(ot I est uniforme en = et en '), dont Uintégrale générale est uni-
Jorme.
Différentions cette équation par rapport a z; il vient

u' = 2[1 w4 ﬁ
o hE
ou bien
u' — E
(2) W= s
du

Si «( =) est uniforme, il en est de méme de 2/, etinversement, sil'intégrale
«’ de (z) est uniforme, intégrale 2 () de I'équation proposée est uniforme,
puisque e = F(z,2/) ("). Il suffit donc d’étudier 'équation (2) dont 'intégrale

- A Av+B . .
générale doit étre de la forme &' = ~———- Je dis que ¢ ne saurait figurer
) Co+D 2

, . o 4 . A/¢e+B oy
au dénominateur; autrement, on pourrait écrire u'= c V—!——Dl_ » B, diffé-
1

rant de D, et D, n’étant pas une constante. Soit 5, un point quelconque,
pour lequel aucune des fonctions C, B— D,, D) ne s’annule. Si

o =—Dy(5),

(1) Cette remarque est générale : soit f(u',u, 3) = o une équation ol f est un polyndéme
en 2 et une fonction uniforme de «' et de 5. Différentions-la par rapport a z, et élimi-
nons w entre f = o et %/: = 0. On obtient une équation f;(u’, &/, 5) =0, de méme degré en

s

«” que fen w. Silintégrale de cette équation est uniforme, il en est de méme de l'intégrale
de /= o0; car w = [/ ds—+ ¢, et ne peut présenter que des points critiques logarithmiques,
ce qui est impossible, puisque u dépend algébriquement de fonctions uniformes de w' et
de 5. Si #/ admet p valeurs, u admet également p valeurs. Il n’y a d’exception que si f
ne contient pas «. De la découlent plusieurs conséquences : ainsi le logarithme d’une fonc-
tion uniforme ou algébrique ne peut vérifier 'équation f = o, sauf dans le cas ot  ne con-
tient pas u.
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la fonction ' (z, ¢,) peut se développer ainsi

B.5

~1

h

7 oe—

~ <0

' (3, vy) =

+a+b(s—3)+...,
h n’étant pas nul, et l'intégrale fu'(z, ¢,)ds présente un point logarith-
mique, ce qui est impossible. L’équation (2) doit par suite étre linéaire, et
son intégrale u’ est ¢gale a ¢H'(z) + G'(z). Quant a l'intégrale u(z), elle
est de la forme

u(s) = ¢H(z) + G(5) +P(¢).
En définitive, pour que I'équation uz = F(z, ') ait une intégrale générale

uniforme, il faut et il suffit que le quotient TF()E soit un polynéme du pre-

du’

mier degré en «, at’ + B, et que I'équation &’ = au’ + B ait son intégrale
uniforme.

8. En employant le méme raisonnement que plus haut, on montre que si
I'intégrale d’une équation F(«’, u, z) = o (ol I est un polynéme de degré
p en ' et une fonction uniforme de « et de z) n’admet pas plus de n valeurs,
cette intégrale peut se mettre sous la forme f(z, u, u,) = o, fdésignant une
fonction uniforme de z et un polynéme de degré np en u et u,. En tenant
compte de la remarque que nous avons faite a la fin du paragraphe préceé-
dent, on en conclut que si I'intégrale d'une équation F(«', u, 3) (o I' est
un polyndéme, soit en u, soit en #’, & coefficients uniformes) n’admet pas
plus de n valeurs, I est nécessairement un polynéme en z et en «’, ou que,
du moins, I'équation peut se ramener & une équation de cette forme. Pour
de telles équations, M. Fuchs (') a indiqué a quelles conditions I'intégrale
générale n’a que des points critiques fixes. Allant plus loin, M. Poincaré (*)
a montré que, lorsque les conditions de M. Fuchs sont satisfaites, I'équation
serameéne a une équation de Riccati, si la relation entre #’ et u (ot on laissce
z constant) est du genre o; elle se raméne a des quadratures, si cette rela-
tion est du genre 1, et elle s’intégre algébriquement si le genre est supéricur
al'unité. L’¢tude des cas ou I'intégrale de I'équation I = o est uniforme est

(V) Sitzungsberichte de ' Académie de Berlin, 26 juin 1881.
(2) Acta mathematica, t. VII, 1885.

Il. — Fac.de T.
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ainsi complete. On peut, sans faire intervenir le genre, donner les conditions
qu'il faut ajoutera celles de M. Fuchs pour que l'intégrale soit uniforme, en
suivant une méthode analogue a celle de MM. Briot et Bouquet pour le cas
particulier ot 5 n’entre pas dans I explicitement. Pour le moment, nous
nous bornons & étudier un cas particulier du probléme traité par M. Poin-
caré, ce qui va nous conduire a une généralisation du théoréme de M. Her-
mite sur les équations IF(«', u) = o, ol I est un polynéme en «’ et u.
J'envisage une équation de la forme

(1) A(dyu,z) +UB(d,u,5)=o,

ot A et B désignent deux polynomes en «’ et deux fonctions uniformes de u
et de 5, et U une fonction algébrique définie par la relation irréductible
F(u,U)= 0. On peut toujours supposer que la rclation (1) est irré-
ductible, c’est-a-dire que A et B n’admettent pas de facteur commun
V(w, u, z). On obtient 'équation différenticlle sous sa forme ordinaire
S (&, u,s) = o, enremplacant, dans I = o, U par — % Les théorémes
¢énoncés au n° 5 s’appliquent a cette équation.

Siune intégrale u = ¢(z) est uniforme dans I'espace ou elle existe, elle
existe dans tout le plan, et n’y admet que des points essentiels. Il en est de
méme de &' = 9(3). De plus, si'on remplace, dans A et B, « et «’ par ¢ et
=’y aucune des deux fonctions ne peut étre indéterminée, quel que soit z; au-
trement pour z = ¢(3), la fonction »’ définie par f(«', u, z) = o est indé-
terminée, et'on ne peut dire que ¢ est une intégrale de /= o. Il est impos-
sible ¢galement que A ou B soit nul, quel que soit z pour u = ¢(z),
autrement la relation IF(#, U) = o serait vérifiée, quel que soit u, par
U = o, ou U = . Mais il peut arriver que A et B soient nuls a la fois pour
toute valeur de 5 : la fonction # = ¢ (=) vérifie alors la relation ¥ (z, u)=o
oblenue en ¢liminant ¢ entre A = o et B = o. En conséquence, si I'équa-

tion admet une intégrale uniforme ne vérifiant pas la relation y = o, la fonc-
—A(d, 9, 3)
B(¢,9,3)

senter de coupure, puisqu’elle dépend algébriquement de u(z) et que u(z)
n'en présente pas. D’apres un théoréme bien connu de M. Picard, les coor-
données w et U de la courbe algébrique I = o s’exprimant en fonctions uni-

tion U = est une fonction uniforme de z, qui ne saurait preé-

formes ct sans coupures d'un parameétre z, la courbe est du genre o ou 1.
L’intégrale générale de (1) ne peut étre uniforme que si le genre de
I' = o ne dépasse pas Uunité.
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B.39
Envisageons maintenant une équation G («/, u, 5, U) = o ot G est un po-
lynéme en #’ et en U dont les coefficients sont uniformes en « et 5 : on peut
toujours supposer que U n’entre dans G qu'au degré (n — 1), n étant le
degré de I en U. L’équation s’obtient sous la forme ordinaire en éliminant
U entre les relations G = o, I' = o. Pour tout systéme u,, u,, =, vérifiant la
condition f = o, les équations G = o, I' = o ont une racine commune, ct
en général une seule, qu’on obtient en fonction uniforme de u,, u,, z,,

A (uy, tg, 50) U+ B (s, uy, 5,) = o.

Le raisonnement fait plus haut s’applique encore ici, & moins que, pour
u=29(z), ”’=79(s), A et B ne soient nuls identiquement. On peut donc
énoncer ce théoréme : St I’équation proposée admet une intégrale parti-
culiére uniforme u=9(z), la relation ¥ = o est du genre o ou 1, a
moins que, pour « = ¢(z), '=¢/(z), les deux équations en U, I = o,
(5 = o, n’aient plusieurs racines communes, quel que soit z. Si I'on exprime
que FF = o et G = o ont deux racines U communes, on obtient d’ordinaire
deux relations distinctes en ¢, u, z et, en éliminant ' entre ces deux rela-
tions, une certaine relation 4 (z, ) = o entre z ¢t ». On peut toujours vé-
rifier si cette relation définit une fonction uniforme satisfaisant a I'équation
différentielle. Quand ¢ (z, #) = o se réduit & une identité, quels que soient
z et u, pour une valeur de «' vérifiant la condition = o, les deux équations

(G =0, ' =0 ont plusiecurs racines communes. Nous écartons ici ce cas
particulier qui demande une discussion spéciale. Dans tout autre cas, I'in-

tégrale générale de 'équation ne peut étre uniforme si I = o est de genre
supérieur a 1.

Considérons de méme I'équation
(2) G(uyu,5,U0,0,...,U0,,),

ot G est un polynéme en ¢/, U, U, ..., U,_,, et U, U,, ..., U,_, des fonc-
tions algébriques de u définies par les relations

(3) F(u, U)=o, F,(«,U,)=o0, . F,_(«, U,_y)=o.

L’équation différentielle s’obtient sous la forme f(«', u, =) = o en ¢liminant
U, ..., U,_, entre les relations (2) et (3). Pour tout systeme «,, u,, 3, vé-
rifiant la condition f = o, les ¢quations simultanées (2) et (3) n'ont en gé-
néral qu'un systéme de solutions U, U, ..., U,_,, qui s’expriment lin¢aire-

ment en fonction de u,, u,, 5,. On cn conclut que si I'intégrale v = 2(3)
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est uniforme, U, U,, ..., U,_, sont des fonctions uniformes de z sans cou-
pures. Les relations qui lient U; a u et celles qui lient U; a U; sont, en
conséquence, de genre o et 1. Ceci suppose toutefois que pour = o(z),
u'=¢'(s), les équations (2) et (3) n’admettent pas plusieurs solutions
communes quel que soit 3.

Le théoréme s’applique aussi bien si, dans I'équation

G(u,u,5U,...,U, ),

U, U,, ..., U,_, sont fonctions algébriques, non plus de z, mais de u'; car
si (=) est uniforme ct sans coupure, il en est de méme de #'(z). Quand G
est un polynéme en «, U, U, ..., U,_,, et une fonction uniforme de ' et de
|0, U,, U,_, vérifiant les relations F;(«', U;) = o], on élimine = entre

~ dG . . . dU;
G=oct 2,7' =0, en remplagant dans cette derniére équation —= par
I ()Fl ” . . . 3 .
—Jr o W On obtient ainsi une équation
au;

Gy (v, u,5,U, U, ..., Upy) =03

sl une intégrale u(z) est uniforme, #'(z) est uniforme, et le théoréme
¢énoncé s’applique & I'équation G, = o: les relations F;= o sont donc du
genre o ou 1.

Enfin, st U, U,, ..., U,_, sont fonctions algébriques de z, I'équation
n'admet d'intégrale uniforme v = ¢(z) qu’au casou U, U,, ..., U,_, sont
ationnels en z, & moins que, pour v = ¢(z), ' =¢'(z), les équations
Fi(z, U;) = 0, G = o n’aient plusieurs solutions communes.

Sous sa forme la plus générale, le théoréme peut s’énoncer ainsi. Soit

(3) G(ll', lt,S,U, '~')Un—17 V, ] Vp——h W’ "'7‘Vt]—1):0

une ¢quation différentielle ott G est un polyndéme en ' (ou en ), et en V,,
Vi Wt Uy, VW, sont respectivement des fonctions algébriques de «,
de «' et de z, définies par les relations

‘apl(u,U,...,U,,_i)zo, Y (s, Vo, V) =0, 15 W, , Wi )=o,

(A) o e e s
( 9, (u, G, oo, Uy =0, Yp(,V,..,V, )=o, %q(35 W, ., W, )=o.

Quand une intégrale u = ¢(s) de cette équation est uniforme, les W,
sont des fonctions uniformes de s, et les relations qui lient U; & U; ou a
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u, V;a Vj, oua v, sont du genre o ou 1 [ moins que, pour u = ¢(3),
u' = ¢'(%), le systéme d’équations (3) et 'équation G = o n’aient, quel que
soit z, plusieurs systémes de solutions communes]. Si l'intégrale générale
de G = o est uniforme, les conditions précédentes sont remplies, a moins
que, pour tout systéme z,, &, et pour une valeur u, vérifiant la condition
S (U, uyy 2,) = o, ledit systéme n’admette plusicurs systémes de solutions
communes, ce qu'on reconnait sans peine par des opérations purement al-
gébriques.

Revenons a I’équation G(u', u, z, U) = o, ou U vérifie la relation alge-
brique F(u, U) = o, et supposons que &’ n’entre qu'au premier degré dans
G. Sil'on écarte le cas exceptionnel indiqué, on sait que l'intégrale géné-
rale de I'équation ne peut étre uniforme que si la courbe I = o est du genre
o ou 1. Admettons que cette premiére condition soit satisfaite, et cher-
chons le cas ou cette intégrale est effectivement uniforme.

La courbe F = o étant du genre o ou 1, ses coordonnées z et U peuvent
s’exprimer en fonction rationnelle et algébrique d’un paramétre ¢ et d'un

radical du quatrieéme degré en ¢, yR(?),
u=A() +VR(HOB() =(0),
U=C(¢) +VR(OD(£) = (o),

et cela de telle sorte qu’a tout point (u,, U,) de la courbe F = o ne corres-
ponde qu'une seule valeur de ¢,

t =y (w, U),
7. étant rationnel. Supposons z et U exprimées en fonction uniforme de = :

u=09,(z), U=1{i(5);
on a

t=y(95,4)=5(3):

¢ est donc fonction uniforme de . Si I'on pose u = ¢(¢), I'équation a la-
quelle satisfait la fonction (=) a son intégrale rationnelle, en méme temps

que I'équation proposée. Cette équation est de la forme (en remplacant «
et U en fonction de 7),

t'=M(¢t, 5) + N(¢ 5)VR(¢),

M et N étant uniformes en ¢ et 3. N est toujours identiquement nul, si
F = o0 est du genre o; et le fait peut aussi se présenter quand la courbe est
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du genre 1. Dans cette hypothése, I'équation se réduit a
t'=M(¢, ),

et M doit étre un polynéme du second degré en t. On se trouve ramené a
I'équation de Riccati dont la discussion a été faite précédemment. Silinté-
grale de cette équation est uniforme, on peut I'écrire

co+h th,— h

= ou bien —¢y=
81+ hy

b
o

ig1—8
g5 &1y I, by étant uniformes. Quand la courbe I' =0 est du genrc o,
u = 2[1(5)] est toujours uniforme avec 7(z); il en est de méme chaque fois
que ¢(¢) ne dépend pas de yR(Z). Au cas contraire, z n’est jamais uni-
forme; il faudrait pour cela que y/R|¢(z)] fit rationnel en z, et, par suite,

, . o+ h
que chacune des équations ) = —"———
v&+ fy

des racines de multiplicité paire [0 désigne une des quatre racines ¢, Z,, {,,

n’eit pour toute valeur de ¢ que

t; de R(?)]. Ceci exige que les racines de I'équation — ¢ = ol —h

0 solent
é’l_c(’r
multiples pour toute valeur de ¢, et, comme on n’a pas identiquement
g h - A Yy . L e 6hy—h
o = ;- =10, la condition ne peut étre vérifiée que si la dérivée de 6—|—§
o1 1 &1 —

est nulle identiquement, c’est-a-dire si cette fonction est une constante
— oy Sus ok

0,. Pour v =9, 1(5)= o
toute autre valeur de ¢, 7(z) ne prend pas la valeur 0. Mais ceci ne peut

avoir lieu pour les quatre valeurs de 0, autrement des fonctions uniformes
cg4h .

e (sans coupures) ne prendaient dans le plan aucune des quatre va-
o1 1

est constamment égale a 0, et pour

leurs ¢,, t,, t,, t5, ce qui cst en contradiction avec le théoréme de M. Picard
sur les zéros des fonctions uniformes. On voit donc que si N est identique-
ment nul, il faut et il suffit, pour que «(z) soit uniforme, que la fonction
{(3) soit elle-méme uniforme et que u=o(t) ne renferme pas JVR(1).
Traitons maintenant le cas ot N n’est pas identiquement nul; I' =o est
alors du genre 1. La fonction ¢ vérifie I'équation

4) E{%:BI([,:)—!—N([,:)\/W)-.

D'apres la remarque faite au début du paragraphe, quand I'intégrale 7 est
uniforme, M et N sont des fonctions algébricques de ¢. Si I'on observe que ¢
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ne peut figurer au dénominateur de M et de N, et que la méme condition
oA . ' . 3 1 .
doit étre remplie pour I'équation transformée en > on voit que M est un po-

lynéme du second degré en ¢, et N une fonction de s seculement (ceci résulte
d’ailleurs des conditions de M. Fuchs). D’autre part, si désigne une racine
de R(?) = o, 0 doit annuler M(0, =), quel que soit 5. Soit, en effet, 5, une
valeur de s pour laquelle M(0, z) et N(5) sont holomorphes, et considé-
rons unc intégrale #(z), égale a 0 pour 5= z,. Si cette intégrale est uni-
forme, elle est holomorphe, ainsi que ses dérivées, au point z,; or, quand on
N (50) ¢ (50)
VER(2)
peut donc étre finie pour z = 3, que si £(3,) est nulle, ce qui exige que
la quantité M(0, z,) soit nulle; mais M(¢7, z,) est du second degré en ¢, et
ne peut s’annuler pour les quatre valeurs de 0, A moins d’'étreidentiquement
nul; comme ceci a licu quel que soit z,, M(¢, z) est identiquement nul. 1.7¢-
quation (4) doit donc se réduire & la suivante :

calcule 77, on voit que ' = a + > o ¢tant une quantité finie; ¢’ ne

S —
T =NGEWR(
ou bhien
dt
= N(3)dz
VIR )
ou enfin

t=sn (¢ + C),

C désignant l’intégralcf N(z)dz et C une constante. Clest le résultat

obtenu par M. Poincaré dans le cas général ol la relation F (', u, s) =0
(entre u’ et u) est du genre 1.

Dans le cas actuel, la fonction N(z) étant rationnelle, les diverses valeurs
de {en un point z sont de la forme G(3)+2miva +2m'inh + ... (act
b étant des constantes). Soit 2iww, 27w les périodes de sn(z); pour que
t =sn({ + C) soit uniforme, il faut et il suffit que tous les résidus de N
soient égaux & mw + pw’ (n ct p désignant des entiers quelconques): la
fonction cn({ + C) dn({ + C) est alors uniforme, et par suite I'intégrale
u(z) =7%[sn({+ C), en({ + C)dn (T + C)].

La discussionprécédentes’applique aussitotal’équation G (u',u,z,U) =o.
ou G est un polyndéme en U cten z (du premier degré en ) et une fonction
uniforme de «’ et z, U dépendant algébriquement de «': F(u«', U)=o0. 1l
suffit de différentier ’équation G = o par rapport a =, ct de remplacer
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aF

([U 3 ” 57{7 I . N ’” , T

7= bar — «” —5=> pour ramener I'équation a la forme v” = G,(«,z,U). On
at’

retombe sur la question précédente.
Les théorémes sur lesquels nous nous sommes appuyés ont encore de
nombreuses applications. Mais j’abandonne ce sujet pour le moment, et j’ar-

rive & I'étude des conditions qui expriment qu’une fonction est continuable
au dela d’une ligne analytique.

9. Conditions pour qu’une fonction soit continuable au deld d’une
ligne analytique. — Nous avons démontré que la condition nécessaire et
suffisante pour qu’unc fonction uniforme F(z) soit continuable au dela
d’une coupure L est qu’il existe une fonction f(z) définie de 'autre coté de
L ct prenant sur L les mémes valeurs que F(z). Quand la ligne L est ana-
Iytigue, la condition prend une forme plus simple.

On sait qu'une ligne analytique est une ligne telle que ses deux coor-
données x et y soient fonctions analytiques d’un paramétre ¢; autrement dit,
pour tout point (x,,y,) de la courbe (sauf pour certains points formant unc
suite ponctuclle), « et y se mettent sous la forme

X — o=y (E—by) + a(E— ) +...,
Y —Yo=0b1(t—t) +by(t — ) +..

les deux séries convergent pour des valeurs de (¢ — 7,) suffisamment petites.

Remplacons ¢ par = = ¢+ ¢’ (les deux séries convergent encore), ct po-
sons
s=ax iy =o(l+ ')+ iyt + i) =G(7);

= estune fonction analytique de 7, et réciproquement la valeur de 7 égale a ¢,
pour z = 3, est fonction analytique de 55 7 = G,(z). A un segment ADB de
L correspond un segment de 'axe O¢, & des points z voisins de z, et situcs
de part et d’autre de L correspondent des points = voisins de ¢,, de part ct
d’autre de O¢, ct inversement.

Soit f( ) une fonction uniforme définie du cété C de L et qui admet cette
ligne pour coupure. Si f(5) est continuable au dela de L, il existe unc fonc-
tion I'(5) coincidant avee f(5) du coté Cde L, et holomorphe dans le voisi-
nage d'un segment AB de L. SiT'on pose

f[(l(-)] :fl(:')’ [‘[G(')]:FI(T)’
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la fonction F, (=) prolonge, au dela de O¢, f,(%). Quand f(z) est conti-
nuable au dela de AB, f, (=) est donc continuable au dela de Oz, et inverse-
ment. Pour = = ¢ (¢ étant réel et voisin de ¢,), f, (<) doit prendre une suite
de valeurs f,(¢) quisoient les valeurs pour # = o d'une fonction I, (¢ + 1),
holomorphe dans le voisinage de ¢,. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit
que f,(2) soit développable en série de Taylor pour des valeurs de |7 — ¢!
suffisamment petites. Nous arrivons ainsi & la conclusion suivante : pour
que f(z) soit continuable au dela de AB, il Sfaut et il suffit que f(z)
prenne sur AB une suite de valeurs f,(t), fonction analytique de t.
Ajoutons que toute fonction analytique f,(¢) peut étre regardée comme re-

présentant les valeurs sur AB d'une fonction analytique f(z) = £, [ G,(3)],
définic de part et d’autre de AB.

On peut donner a la condition une forme encore plus. simple, indiquée
pour la premiére fois par M. Schwarz (').

Pour que la fonction f(z) définie du cété C de AB soit continuable au
dela de AB, 1l faut et il suffit que sa partie réelle P (ou sa partie imagi-

naire Q) prenne sur AB une suite de valeurs P, (1), fonction analytique
de t.

Supposons d’abord que P(x, y) s’annule le long de AB. Posons, comme
plus haut, z = G(¢), et

Slz(0) ] =/i(7),

ou f, désigne aussi une fonction analytique de ©. Pour que f(z) soit conti-
nuable au dela de AB, il faut et il suffit que la fonction f, (z + #'7) soit con-
tinuable au dela du segment A, B, de I'axe réel O¢. Soit

Si()y=fi(t =+ =Py(, ')+ Q, (¢ ).
Par hypothése, P, s’annule sur O¢le long de A, B, ; mais la fonction
— P, — ) +iQ, (¢, —t)
est une fonction analytique de <,
S2(7) =Pa(6, ") +10Qu(e, ).

Pour des points = symétriques par rapport a O¢, ¢t + 7, t — ¢, les fone-
tions Q, (¢, 2'), Q,(t, — ') coincident; et, d’autre part, on peut prendre ¢’

(1) Monatsberichte de I’ {cadémie de Berlin, octobre 1870.

1. — Fac. de T. B.g
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assez petit pour que | P, (¢, ¢)|, | P.(¢, — ¢') | soient inféricurs & lout nombre
donné ¢, quand le point ¢ décrit A, B,. Il en résulte que les deux fonctions
f1(=), f2(=) sc raccordent le long du segment A, B, ct que f,(=) prolonge
£(5). '
Passons au cas ou P(x, y) prend sur AB les valeurs P, (¢), P,(¢) étant
une fonction analytique de ¢.
Soit encore 5 = G (7). Inversement, = = G, (5). La fonction

Pi(7) =9(z)

est une fonction analytique de z, définie de part et d’autre de AB, et dont la
valeur le long de AB est égale a P,(¢); la fonction f(z)— ®(5), dont la
partic réelle s’annule sur AB, est continuable au dela de ABj il en est de
méme en conséquence de f(z), somme de deux fonctions continuables. La
proposition est donc démontrée.

Ces deux théorémes permettent de discuter plusieurs classes de cou-
pures.

10. En premier licu, considérons les fonctions
5= 9(5),

qui représentent d’une maniére conforme un espace S surle demi-plan des
3, situ¢ au-dessus de I'axe des x,. La condition nécessaire et suffisante pour
que %(z) soit continuable au dela du contour s de S, est que ce contour soi?
Sormé de lignes analytiques.

La condition est nécessaire; car, si ¢(3) est continuable au dela d’un seg-
ment AB de s, inversement 5 = ¢,(3,) est continuable au dela de Oz, ; les
points 5 de AB vérifient donc I'équation 5 = 9, (x,), ol  cst réel, et ol g,
est une fonction analytique de x,; AB est par suite une ligne analytique.

La condition est suffisante; car, AB étant une courbe analytique, comme
la partie réelle de z(s) s’annule sur AB, %(z) est continuable au dela
de ADB.

Quand unc partic sculement s’ de s est une ligne analytique, 4 (z) est
continuable au dela de s* et admet le reste de s comme coupure essen-
tielle.

Si tout le contour s est analytique, il convient de distinguer plusicurs
cas :

1° Pour tout point (.o, y,) de s, z et ) sont développables en série de
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Taylor (nous prenons comme paramétre 'arc I de s). On dira dans ce cas
que s est formé d’une ligne analytique réguliére. La fonction 5(3) est
continuable au dela de s ct ne présente dans le voisinage de s aucun point
singulier.

»° Le développement de x et ) est impossible pour certains points
(&g, yo); mais pour des points ' (', y'), 37(x", "), voisins et situés de part
ct d’autre de (x,, y,), les développements de = en fonction de [ relatifs,
d’une part & =/, d’autre part & 57, coincident pour des valeurs imaginaires de
I voisines de /,; la fonction analytique de /, x + iy = z(!) admet /, comme
point singulier; nous dirons alors que le contour s est formé d’une seule
ligne analytique. La fonction ¢ (3) est continuable au dela de s; elle preé-
sente ces points 5, = x, + Ly, comme points singuliers, mais n'offre pas de
coupure dans le voisinage de s.

3° Les conditions précédentes ne sont pas remplies pour tous les points
singuliers (,, ¥,). La fonction 5(/) présente des coupures qui passent par
chacun des points exceptionnels (', y). On dira dans ce cas que s est
Jormé de plusicurs lignes analytiques : ¢(5) présente des coupures exié-
ricures a s ct s’arrétant a chaque point 3= 2"+ 1y,

Plus généralement, quand 5, = ¢(5) représente d’'une maniére conforme
un espace S du plan des 5 sur un espace S, du plan des 3,, la fonction ¢ (3)
est continuable au dela du segment analytique AB de s, si le segment cor-

respondant A, B, de s, est analytique; au cas contraire, AB est coupure es-
sentielle de o (5).

11. Etudions maintenant le genre des coupures indiquées par M. Her-
mile ct que présentent les intégrales de la forme

t ~
'F(s,0)
———=dt,
\/’; G(s,t)
ou I' et (& sont des fonctions holomorphes de 3, G(3, ¢) n’ayant ue des
poles simples.

Nous ferons dans ce but la remarque suivante : quand deux fonctions
/(=) et f,(35) définies du coté opposé d’une ligne L prennent le long de L
les valeurs (1), f,(l), dont la différence est $(/), la condition nécessaire
ct suffisante pour que f(z) et f,(35) soient continuables au deld de L est
que (1) représente les valeurs sur Lo d’une fonction analytique 4(3),
définie de part et d’autre de L.
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La condition est nécessaire : si f et f, sont continuables, f — f, est une
fonction analytique de z qui existe de part et d’autre de L et dont la valeur
sur L est ¢ (7).

La condition est suffisante; car, si la fonction 9(z) existe, la somme’
Si1(3) + 9(z) prolonge f(z) au dela de L.

Pour que I'énoncé soit vérifié, il faut et il suffit (d’aprés une remarque du
lemme II du Chapitre II) que, f(5") — f,(3") tende uniformément vers
% (1), quand =z’ et z” tendent vers un point { de L, de part ct d’autre de L,
sur un certain chemin variant avec { d’une manicre continue. Par exemple,
on peut trouver un nombre ¢ tel, qu’en portant sur la normale a L en chacque
point ¢ les longueurs {z' = {3” = ¢, de part et d'autre de ¢, on ait

[ /(&) —fi(z") — (D] <mn

(% étant un nombre positif aussi petit qu’on veut).

Quand la ligne L est analytique, il faut ctil suffit, pour que fet f, soicnt
continuables, que ¢ (/) soit une fonction analytique de /.

Appliquons cette remarque aux intégrales dont nous venons de parler, ct
tout d’abord al'intégrale
L) dx

, 3—¢
-0

J(3)= ;

cette intégrale ¢tant prise le long d'un certain chemin AB [{ = g(/), s {
désigne I'arc de AB compris entre ¢, et {]; la fonction f({) est définie en
chaque point de AB, f({) = f,({). De part et d’autre de AB, J(z) prend
des valeurs différentes J,(z), J,(3) : quand les points 5" et 5" situés sur lanor-
male en £ a AB de part et d’autre de  tendent vers ce point, J,(3') — J,(z")
tend vers 207 f(L). Si f(() est discontinue, J, et J, ne pcuvent étre toutes
deux continuables au dela de ABj si f({) est continue, on voit sans peine
que la différence J, (5") —-J,(5”) tend vers 2i%f({) uniformément le long
de AB, sur la normale & AB. La condition nécessaire et suffisante pour que
J, et J, soient continuables est done que f(7) représente les valeurs sur AB
d’unc fonction analytique. Quand ADB est une ligne analyltique, il faut et il
suffit que f, (/) soit fonction analytique de [. Si, par cxemple, f, (/)
n'admet pas de dérivée d'ordre rn, les deux fonctions J, et J, ne sont pas
continuables au dela de AB. On raméne a la précédente lintégrale

t ~ ;
tF(e)de v _ v e F(O
[; s—gre’ " posant L = g(¢): f({)= FaON
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Arrivons au cas plus général

o ["F(ez)ar
“"—fo HCEN

Toutes les lignes AB, décrites par les points = qui vérifient I'équation
G (9, 5) = o, quand on donne a O des valeurs réelles comprises entre ¢, ct
t,, sont des coupures de J(z). Soit { un de ces points, { = g(0), et soit

P(t, )= g} G(t, 2); quand les points 3’ et 57, situés sur la normale en T a

ABde partet d’autre de g, tendent vers ce point, la différenceJ, (z') — J, (")
F(5,%)

tend vers P05 — 2(0), et cela uniformément le long de AB, si ¢(0) est

continue. Lorsque J, et J, sont continuables, () représente les valeurs sur
AB d'une fonction analytique. Si AB est analytique, { = g(0) peut étre
fonction analytique de 03 dans ce cas, ©(0) doit étre aussi fonction ana-
lytique de 03 sinon, { est fonction analytique de I, 0 = A (l), et z[h (/)]
doit étre fonction analytique de /.

On voit que, si I et G sont fonctions analytiques de ¢, les conditions
sont satisfaites; les deux fonctions J, et J, sont continuables au dela de AB.

Quand G (¢, z) est fonction analytique de 7, sans que I' le soit, une au
moins des deux fonctions n’est pas continuable.

La méme discussion s’applique aux coupures des intégrales doubles indi-
quées par M. Laguerre.

12. Nous donnerons, pour terminer cette étude, quelques exemples des
principales singularités qu’une fonction peut présenter dans le domaine
d’une coupure.

Il convient d’abord de distinguer les coupures fermées des coupures
ousertes. Quand unc coupure est fermée et enclot Uespace 5,1l n’y a aucun
rapport entre les deux fonctions f( ) et f,(3) représentées par les svmboles
a Uextérieur ou a l'intéricur de S. 11 est facile de former, & aide d'inté-
grales ou de séries, une fonction I°(3) égale a f(z) a lextéricur de S, et
présentant S comme espace lacunaire, ou ¢gal dans S 4 une fonction quel-
concque 2(5). Les deux fonctions f et 3 peuvent admettre toutes deux le
contour s de S comme coupure essentielle, ou comme coupure artificielle;
ou bien, 'une est continuable au dela d'un segment s sans ue lautre le
soit. Dans le cas ot s est coupure essenticlle de 2(z), par exemple, il
n'existe, @ aucun titre, une fonction qui puisse étre regardée comme le pro-
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longement naturel de ¢(5); car les symboles analytiques peuvent associer
deux fonctions quelconques, et, d’autre part, on ne saurait trouver une fonc-
tion ¢ (=), telle que $(z,) —4(=,) tende vers o quand z, et z, tendent vers
un point de s de part et d’autre de cette ligne; autrement, ¢(z) serait con-
tinuable.

Quand () est continuable au dela de S, la coupure s peut étre pure-
ment artificielle; il arrive, par exemple, que la fonction prolongée est ho-
lomorphe dans le plan.

Au contraire, soit AB une coupure ouverte de f(z); de part et d'autre
de AB, /() prend des valeurs différentes f,(3"), f,(5"); il est clair que les
deux fonctions ne peuvent étre associces arbitrairement. De plus, si f,(z)
définie du coté G de AB est continuable au dela de AB par une fonction
2(5), les points A et B sont nécessairement des points singuliers (criti-
(ues ou extrémités de coupures) de ¢(z); autrement, s tournant autour du
point A, aprés avoir franchi la coupure AB de C en (7, la fonction 4(z)
prendrait, pour des points z voisins de ADB et situés du coté C de cette ligne,
les valeurs f, (5"), de méme que la fonction f,(z); ¢(=z) coinciderait donc
avec f,(z) pour les points z” voisins de ADB et situés du coté C' de AB, ce
qui est impossible, /;(z) ne prolongeant pas f, (z).

Dans le cas d’une coupure ouverte AB, peut-il arriver que la fonction
J1(5") soit continuable au dela de AB sans que f,(z") le soit aussi ? 11 est
facile de former des exemples de ce fait; considérons un cercle C de centre
O et de rayon R formons une fonction ¢(z) ayant comme coupure essen-
tielle la demi-circonférence située au-dessus de Oz et holomorphe dans le
reste du plan. Posons 5 = 5, + /57— C2, le signe du radical étant choisi de
maniere cue | 5 | soit inférieur & R. La fonction 4(5) = ¢(z,) est une fonc-
tion uniforme de z,, admettant le segment AB de Oz, comme coupure;
quand s, tend vers AB du coté des y, positifs, s tend vers un point de la
demi-circonférence inférieure de C; 4 (3,) est par suite continuable au dela
de AB quand 5, passe du demi-plan supéricur au demi-plan inféricur; on
voit de méme que $(z,) n’est pas continuable quand 5, tend vers AB du
coté des y négatifs.

On peat prendre encore une fonction f(z) définie dans un espace S et qui
n’est pas continuable au dela de cet espace. Si AB est une portion de s, sur

laqquelle f(5) soit continue, on considére ¢ (x) :‘/;Zf(—% dz; 9(x) nlest
A

pas continuable au dela de AB quand .« passe de S en S’ (S’ désignant I'es-
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pace extérieur a S); au contraire, () est continuable quand z passe de
en S, comme le montrent aussitot les deux égalités

say= [ LEDE Lo,

s—AB

pour x intéricur a S, ct

s— AB
pour x extérieur a S.

Un exemple trés simple de fonctions continuables des deux cotés d'une
coupure ADB est offert par les fonctions multiformes qu’on rend uniformes
en joignant leurs points critiques deux & deux. Inversement, si f(s) preé-
sente une coupure AB jouissant de cette propriété, la fonction f(z) peut-
elle étre considérée comme une branche d’une fonction multiforme n*ayant
aux environs de AB que des points critiques distribués sur AB? On sce
rend compte du contraire de la maniére suivante : soit ¢(s) une fonction
ayant comme plus haut la demi-circonférence supéricure d'un cercle C
comme coupure, cette coupure étant essenticlle quand z entre dans le cercle
et artificielle quand = en sort. Si I'on pose = = =, + vz} — C?, la fonction
¥(z,) = 9(3) estcontinuable des deux cotés du segment AB de O, 5 mais,
s1 3, passe du demi-plan supéricur au demi-plan inféricur ct tourne cnsuite
autour de B, la fonction ¢, (z,) qui prolonge 4 (z,) présente AB comme
coupure essenticlle quand =z, revient sur cette droite.

Nous avons, dans ce qui précede, donné les conditions nécessaires el suf-
fisantes pour qu’une fonction soit continuable au dela d'une coupure. Mais
les conditions néeessaires peuvent prendre un grand nombre de formes : il
suffit de reconnaitre que la fonction ne présente pas dans le voisinage de la
coupure un des caractéres d'unc fonction holomorphe, pour étre certain que
la coupure est essentielle. Ainsi, quand la fonction admet dans le voisinage
d’unec ligne une infinité de zéros, de poles ou de points essentiels formant
une suile linéaire, cette ligne est sirement une coupure essenticlle de la
fonction. Clest le cas du cercle fondamental pour les fonctions fuchsicnnes
définies seulement dans ce cercle.

Si f(z) est holomorphe dans le voisinage de AB, du coté C de cette ligne,
sa valeur peut ne pas tendre vers une limite quand = tend vers des points £
de AB formant une suite liné¢aire [ £( =) est indéterminée sur le chemin Iz,
ou f(z) tend vers des limites différentes sur deux chemins Iz différents].
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Voiciun exemple curieux de ce fait : considérons la fonction

o o o
S(z) = —2 L L L
(=) z—a_‘—(s—a)2 (z—a)*

On peut toujours prendre 7 assez grand pour qu’a 'extérieur d'un cercle
ayant a pour centre et g pour rayon le module du reste R, de la série soit
inférieur & ¢. Formons unc suite de fonctions 2,(z), ..., hu(z), ..., les
points @, qui correspondent a ces fonctions étant tous distincts et distribués
surlaligne AB ou ils forment une suite linéaire (ces points sont, par exemple,
déterminés par la loi suivante : @, est le milicu de AB, a, et @, les milieux
de Aa, et de @, B, ct ainsi de suite). Désignons par g, la distance minima
de deux points quelconques pris parmi les v premiers a,, @,, ..., a,. Pour
chaque valeur dev, on peut prendre n assez grand pour que

RY (z)— ay,
» (x.-) = —(‘z—_-av)—n—_'_-l —+ ...
ait un module plus petit que ¢, pour tous les points M ou z extérieurs a un

cercle C, ayant a, pour centre et de rayon 0g, (0 est un nombre déterminé

plus petit que 1). Posons

Y=

¢(s) = ¥ R (a).
v=1
Cetle série est uniformément convergente dans ’espace extérieur a tous les

cercles C,, si la série 2e, converge.

Faisons tendre M vers un des points @, (soit @, ) de maniére qu’il reste
extérieur aux cercles Cyyyy Cyors, .. (ce qui est toujours possible : si =,
il suffit que M soit compris dans 'angle droit de sommet @, et dont la bis-
sectrice est normale & AB). Dans ces conditions, ¢(z) — R®(z) tend vers

une valeur déterminée, car on peut toujours prendre ¢ assez grand pour que

2R (3)
g-+1
soit inférieur a = et, d’autre part,
v=gq

ER(")(:)—R(F)(Z)

v=1
est holomorphe au point a,. La fonction 9(3) est donc indéterminée
comme R¥W(z) dans le voisinage de a,.
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On peut également former des fonctions qui tendent vers des valeurs
S (1) discontinues quand s tend vers AB sur certaines directions, par
exemple sur la normale a AB. Soit /(0) une fonction de la variable réelle 6,
discontinue dans tout intervalle; mais & variation limitée, ct telle que la

S(5+0)+/(5—0)

suite de valeurs B 22 soit discontinue. Silon cherche a déve-

lopper cette fonction en série de Fourier, on obtient unc série trigonomé-
trique 2(A,cosnf + B,sinnh), qui, pour toute valeur de 0 entre o et 2%,

. \ 54+0)y+f(I)—o .- . . |
est égale a J:ﬁ;,__)_;fv(,v ). La série =(A,— B,7)s" st une fonction I

de =, dont la partie réelle, quand s tend vers un point du cercle C de

rayon 1 et de centre O, sur la normale & ce cercle, tend vers la valeur

4 H— . . . .
SO+ Q-)W;tf(i—o), fonction discontinue de 0. Quand s tend vers un point

de la circonférence C sur certains chemins, I'(5) est indéterminée.

Quand une fonction F(z) prend sur une coupure AB unc suite continue
de valeurs I, ({), la coupure est cssentielle au cas ou, AB étant une ligne
analytique, I, (/) n’admet pas de dérivée d'ordre n. Par exemple, les

séries
~ 1
2

(dans lesquelles @, désigne n*, ou 1.2...n,...) représentent des fonctions
holomorphes de =z dans le cercle C de rayon 1, qui prennent sur la circonfeé-
rence de C une suite continue de valeurs IF, (0), mais (ui ne sont pas conti-
nuables au dela de Cj; car les séries

2 cosa, 2 sinea,’
220z i
all (lll

sont des fonctions continues de 0, n’admettant pas de dérivée, comme I'a

démontré M. Darboux (*).

Les fonctions qui représentent un espace i contour analytique sur un ex-
'n

dry . . .
pace dont le contour est tel que ——= n'existe pas, fournissent un autre

exemple de cetle singularité. De méme & toute fonction V(.o y-), satisfai-
sant & I'équation AV = o, qui prend sur un contour fermé s une suite e

(1) Mémoires sur les fonctions discontinues (Annales de U'Ecole Normale supcéricur ..
année 1875).

11. — Fac. de T. B.1o
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valeurs non analytique (le contour s étant analytique), correspond une
fonction de 5, V + (U, qui présente s comme coupure essentielle.

1 o - (2) d% .
On peut encore considérer l'intégrale F(s) = [ 'y( ) —, prise le long
JAB T 7

d'un chemin analytique AB, la fonction f(¥) = f,(/) n'admettant pas de
dérivée nieme (ou étant discontinue, mais susceptible d’intégration). La fonc-
tion I(z) n'est sirement pas continuable des deux cotés de la coupure.
SoitJ, (5) et J,(z) les valeurs de I°(=s) de part et d'autre de AB, soit de
plus f,(1) = P (1) + ¢Q(!). Quand une seule des fonctions P (/), Q({) est
analytique, AB est coupure essenticlle de J, ct de J,; car, si J,(3) est con-
tinuable, la fonction J, — J,, définic d'un certain coté de AB, prend sur AB
des valeurs dont la partic réelle (ou imaginaire) est fonction analytique de
[, et n’est pas continuable au dela de AB, ce que nous avons démontré étre
“G(¢,2)
F(¢, 3)
Au contraire, lorsque la ligne AB n’est pas analytique, la fonction f(3)
qui prend sur AB la suite des valeurs f, (/) =P (/) + i Q(/), fonction ana-

Iytique de /, n’est pas continuable. Plus généralement, quand les dérivées
%, %, .-+ n’existent que jusqu'a l'ordre 7 pour la courbe AB, les déri-
vées de fi (1), st f( =) est continuable, doivent exister jusqu'a I'ordre 7 ct
sculement jusqu’a I'ordre n. 11 suffit, pour le voir, de remarquer que les
points z de la courbe AB vérifient I'équation f( 5) = £, (1), ol f(3) est ana-
lytique dans le voisinage de AB. Il faut méme que la partie réclle P (/) [ou
imaginaire Q(/)| de f, (/) satisfasse & cette condition. Chaque fois qu’elle
n'est pas remplie, la coupure AB est essenticlle. On voil ainsi que l'inté-
. f(’;)(f_:’ ou la fonction de {, f({)=/f,(l), est analytique,

“AB £—s

impossible. Ces remarques s’étendent sans peine a l'intégrale dt.

grale J(z) =

le chemin AB ne I'étant pas, présente AB comme coupure essenticlle. De
méme, les fonctions Iv(z) = V 4+ ¢ U dont la partic réelle prend sur AB la
suite analytique de valeurs V, (7), nc sont pas continuables au dela de AB.

Iinfin, lorsque la fonction 5, = % (5) représente d’une maniére conforme un
+ o ] (l"’ . "
espace S sur un espace S,, et que la dérivée dx{ n'existe pas pour l'arc L

dll 3V . N . N
de s, — 7 existant pour I'arc L, de s,, L est coupure essentielle de 3 (z).
d.r
Ajoutens, pour terminer, que, si une fonction f( ) prend sur AB des

- e, d . .
valeurs f, (/) dont la dérivée %Q est continue, /() prend sur ADB les
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' - 1 . . " v . .
valeurs f/(l) -, ainsi que cela sera démontré dans la suite (cem sup-
o~ N
dl

2

pose toutefois (5-1 continue sur AB)

13. Dans I'¢tude qui précede, nous avons admis que la coupure AB n'é¢-
tait pas limite d'autres lignes singuli¢res. Au cas contraire, quand un point
s tend vers un point { de AB, il rencontre une infinité de coupures A, B, de
IF(z). Si ces coupures sont essenticlles, AB est nécessairement coupure es-
sentielle de F( ). Sinon, 1l convient de distinguer les deux cas suivants :
lorsqu’il existe un espace S attenant a AB ou la fonction I'(z) est conti-
nuable au dela de chaque coupure A, B, par une fonction I, ( z) qui existe
au dela de AB, on peut dire que IF estcontinuable au dela de ABj si cetie
condition n’est pas remplie, I'(3) n'est pas continuable. Par exemple, soit
/() une fonction uniforme définie de part et d’autre de Ox, admettant les

. . . ) [
points O et A de l'axe des z comme points essentiels et les points el

1 ' .
@ + - comme zéros simples. La fonction uniforme I'(z) =y J(5), qui preé-

. .. [ { .
sente comme coupures les droites A, B, joignant —da+ — est continuable

au dela de ces coupures et de OA. Considérons, au contraire, une suite de
fonctions f,, f,, ..., f,(3), ..., fu(5) désignant une fonction dont Owx est

. . ~ i . . . I
coupure essentielle. La fonction F'(5) ¢gale i f,(3) entre les droites y = ~

)= » est conlinuable au dela de ces droites, mais présente O comme

n —+1
coupure essenticlle. Dans ce cas, il arrive parfois que F(z) tend vers des
valeurs F, (&), fonction analytique de .z, quand s tend vers O.x; ainsi, ap-
pelons ¢(z) une fonction continue sur Ox, mais dont O.r est coupure es-
. . Q .
sentielle; on peut faire f,(3) = 2(3), ..., f,(3) = ( ), <set F(3) tend

verso, quand s tend vers Ox.

14. Les théorémes précédents ont leurs analogues dans 1'étude des fonc-
tions V de deux variables qui satisfont & I'équation AV = o.
Quand deux fonctions uniformes V(x,) ), V,(r, ), définies du méme

T o s . . 'A%
coté d'une coupure AB, coincident le long de cetle ligne ainsi que 7 et
dn
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V . .. . .
%, elles coincident dans le voisinage de la coupure. On le voit en raison-
nant sur l'intégrale [ V(s) dbr d—v(s)Lr ds, comme sur l'intégrale

- ° g dn dn ’ o

Cf(s)ds ]

I — X
Il suffit, pour que le théoréme soit exact, quil existe une longueur A telle

qu’en portant sur la normale a AB, en chaque point M, lalongueur MN = A,

. i dvV(z, v) dv,(z, v) . e ppe
[V(x,)y)—V,(x,y)] et' T — solent 1nférieurs a tout

nombre donné «. ,

Quand les deux fonctions V et V, sont définies de part et d’autre de AB,
clles se raccordent et forment une fonction analytique réguliére de z, y,
qui satisfait & I'équation AV = o. Il faut pour cela et il suffit que, si I'on
porte sur la normale en M & AB les longueurs MN = MN, = 4, de part et

dautre de M, [ V(,)) — Vi (2, ) et |9 (2,) — D (a2, y,)]| soient

inférieurs & e (i, y étant un point de MN, x,, y, de MN,). Ceci résulte du
lemme IIT du Chapitre II.

Par suite, la condition nécessaire et suffisante pour que V(x, y) soit con-
tinuable au dela de AB est que la fonction V, existe. Il suffit encore que
les différences [V(x,y)— V,(z,,y,)] ct [‘%(x,y) — ‘fi—‘,/;‘(x,,y, )] ten-
dent uniformément le long de AB vers des valeurs ¢(7), ¢'() (I désignant
I'arc AM) qui puissent étre considérées comme les valeurs sur AB d’une
fonction W (z, y) régulicre et satisfaisant 4 AW = o.

La condition est également satisfaite quand V et V, se raccordent sur AB,

oV o . .0V, 0V
()—x; ou, plus généralement, que V' = « prina 8 °r

/ . . ’ '- g
—+ (ﬁ%ly‘ <7. et § désignant deux fonctions de /, mais V' et V', dif-

en méme temps que v ct
' ps que &=

dx
oV oV,
Jl’ ol
fonctions V (x, y, =) detrois variables, qui satisfont al’équation AV = o.
Dans le cas oit AB est une ligne analytique, il faut et il suffit, ainsi que

et V; ==

ferant de > Ce que nous venons de dire s’applique évidemment aux

nous 'avons démontré, que V(x,y) prenne sur AB une suite de valeurs
¢,(1), fonction analytique de /, pour que V(x, y) soit continuable au dela

7 a
de AB. Quand cette condition est réalisée, les dérivées -g‘;> % sont elles-

mémes des fonctions analytiques réguliéres dans le voisinage de AB, et pren-
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nent en conséquence sur ABdes valeurs ¢'(1),¢" (1), ¢’ et ¢” étant des fonctions
analytiques de /. Mais existe-t-il toujours une fonction V (., y) telle que NV

prenne sur AB des valeurs ¢, (1), % desvaleurs ¢' (1), ¢, (1) et ¢'(1) étant

JSonctions analytiques de I? On voit sans peine qu'il en existe une et une
seule : soit (x,y) un point de AB, x = % (1), y = 4 (1); si ¢ existe, la fonc-

. . " . . ' .
tion —— — ¢ = cst une fonction analytique de = définie de part et d’autre de
dx Jdy

AB, et 'onasur AB

N _ iy ov _ar — "D
d_x'_‘()’ BV—V——W—"(Z)-
Or il existe une fonction f(z) définie de part et d’autre de AB, et prenant

sur AB les valeurs ¢'(l) + i¢"(l), fonction analytique de . Si I'on pose
fﬂf(z)d:, = F (=), la partieréelle de I'(z), P(x, y), pour une valeur con-

venable de la constante d’intégration, satisfait aux conditions ¢noncées.
D’aprés les premiers théorémes, il est clair qu’il n’en saurait exister
d’autres.

Plus généralement, on démontre de méme qu’il existe unc fonction
V(x,y) prenant sur AB les valeurs ¢,(/), et telle que a(l)g—g -+ {3(1)3—?,
prenne sur AB les valeurs ¢'(Z) : «(l), B(1), ¢, (), ¢ (I) ¢tant des fone-
tions analytiques de /.

De ces théorémes, on déduit au sujet des coupures des fonctions V(x, )
des remarques identiques & celles qu’on a faites sur les coupures des fone-
tions de s.

Les conditions nécessaires pour qu'une fonction ¢(a, y) soil continuable
au deld d’une coupure analytique peuvent s’¢tendre aux fonctions V(.r, y, z)
de trois variables. Mais il n’en est pas de méme des conditions suffisantes.

Soit S une surface analytique, coupure d'une fonction V(x, ), ). Nous
appelons fonction analytique de deux ou trois variables une fonction (qui
pour tout point (ir,, )y, 5,) (sauf pour des points exceptionnels) est déve-
loppable en sériec de Taylor, cette série convergeant tant que {xr — . .
| — ¥o !y | 5 — 5,| restent inférieurs & certaines valeurs, pour des valeurs
réelles ou imaginaires de x, -, s.

Les fonctions V(,), =) sont des fonctions analytiques. Une surface
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analytique est une surface telle, que ses coordonnées x, y, s s’expriment
en fonction analytique de deux paramétres o et 3

‘T:?(“’ 16)’ ‘7':"!)(1’ IB), 52%(1,3),

2, ', 7. ¢tant définies pour des valeurs réelles et imaginaires de «, 3 voisines
de a,, B, (le couple a«,, B, définit un point de la surface). Si V(z, y, 5) est
continuable au deld de S, V prend sur S (ainsi que ses dérivées d’ordre
quelconque) des valeurs V,(«,8), ot V,(«, ) est une fonction analy-
tique de o, 3; car remplacons x, y, 5 en «, 8 dans V(x,y, z); les coor-
données &, y, s sont définies en fonction de «, § pour des valeurs imagi-
naires de o, f voisines de a,, 8,, et V(x,y, 5) est définic pour des valeurs
imaginaires de x, y, z voisines de x,, ¥, il en résulte que V,(«, 3) est une
fonction de o, 8 définic pour les valeurs réelles et imaginaires de a, $ voi-

sines de a,, B,; c’est donc une fonction analytique de a, 3. Il en est de méme
Je de
dy oG

Inversement, quand une fonction V(ux,y,z) prend sur S des valeurs

¢
des valeurs de =—»
oxr

Ni(2, B), et g—j des valeurs V'(a, B), V, et V' étant fonctions analytiques de

o, {3, cette fonction est-clle continuable au dela de S? Autrement dit,
existe-t-il une fonction V(x, y, z) réguliére de part et d’autre de S et véri-
fiant sur S ces deux conditions? Il n’en peut évidemment exister qu'une, et,
si elle existe, les valeurs de ses dérivécs partielles en un point x,, y,, 3, de
S s'obtiennent en dérivant les équations

Vi(z,y,5)=V,(a,B),

v ,
'ﬁ(‘r’}":) =V (ay 5)
AV —o.

La premiére condition donne, par dérivations successives, (n -+ 1) équa-
tions contenant linéairement les dérivées de V jusqu'a I'ordre n inclusive-
(n—1)n

ment; la deuxiéme donne 72 équations analogues; la troisiéme, ————; en

tout, (Il+l)2(ll -+ 2

¢quations linéaires, c’est-a-dire autant que de dérivées

d’ordre n ct d’ordre inférieur. On peut donc calculer les valeurs au point
(Lgy ¥y 5o) de ces dérivées; sila série de Taylor formée al'aide de ces valeurs
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est convergente, la fonction @ (x, y, ) ainsi définic vérifie les conditions
énoncées. Mais il n’est pas démontré qu’elle converge nécessairement.

Dans le cas ou la surface de S comprend une portion 5 de surface sphé-
rique X, sur laquelle V(x, ), =) s'annule [la fonction V(.z, ), ) é¢tant régu-
licre dans cette sphere et continue sur sa surface|, V(.r, )7, 3) est conti-
nuable au dela de X ainsi que le montre aussitot I'égalité

. Vi(z, 5\(1{2——([")(1:: V,(R2— @) dz
A (J"."’:‘):/i[ : R /V/ l T R

ol 7 et @ ont unc signification connue.

Toutes les formes de conditions nécessaires, pour qu'une fonction f(z)
soit continuable au dela d'une coupure, s’étendent sans peine aux fonctions
V(x,y,s) ct permettent de trouver des fonctions V ayant différentes es-
péces de coupures essenticlles.
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SECONDE PARTIE.

DEVELOPPEMENT EN SERIES DES FONCTIONS A SINGULARITES QUELCONQUES.

CHAPITRE 1.

1. Nous allons, dans cette seconde Partic, chercher a décomposer en
sommes ct en produits les fonctions affectées de coupures. Pour obtenir
I'expression explicite en séries des fonctions auxquelles on se trouve ramené,
il est nécessaire de savoir développer en série une fonction holomorphe dans
une aire quelconque ou a I'extéricur d’une ligne quelconque. Clest ce point
(que nous trailerons dans le premier Chapitre.

Un premier mode de développement repose sur les proprié¢tés de larepré-
sentation conforme. Soit une ligne quelconque s du plan des z, assujettie
a la scule condition de ne pas sc couper. Il existe une fonction z, = f(3)
qui représente d’une maniére conforme I'espace S extérieur a s (oul'espace
intéricur a s, si s est fermée) sur 'espace S, extérieur a un cercle C du plan
des 3, ayant 'origine pour centre. Autrement dit, z, est une fonction de s
holomorphe dans S (sauf en un point =, qui est un pdle), et telle qu’a
chaque point z, de C corresponde un scul point z de S, et réciproquement :
s =/,(z,) est holomorphe dans S,, sauf en un point qui est un pole. La
fonction f(z) dépend de trois constantes réelles arbitraires; on peut faire
correspondre @ un point de S et & un point de son contour s un point arbi-
traire de 3, ct de la circonférence ¢. IFaisons correspondre les points a I'in-
fini de Setde S5 a l'extérieur de G, la fonction 5 =2(3,) qui admet le
pointl = pour pole se développe ainsi :

a 5
::/.-,,:’{—i—...—l—/.':l—'—a:——' - = +

D autre part, la fonction z, = f(s), a l'extérieur d'un cercle C’ ayant
I'origine pour centre et comprenant s, est de la forme

. , a’
Sy=Ah,5T5- s —a - L
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On en déduit que p = ¢ = 1 et que, par suite,

a,
s=Ah3+a+ — —+—....

~1

La fonction s = ¢(z,) contient encore une constante réelle arbitraire; on
peut écrire

s=o[5(cosa + isina)].
« désignant une constante réelle.
Posons z'= kz,; quand =, parcourt C, 5" décrit un cercle concentrique

de rayon Rp, si Rest le rayon de C ct 5 le module de &. Dans ces condi-
tions,

’ 3
s=3i+a+ o +...,

~

et, si 'on change, en dernier licu, s + @ en =,, il vient

La limite de | 5 — 3, | est zéro pour 5 = . En définitive, étant donné I'es-
pace S, il existe une fonction =z, = f(z), telle que lim| 5 — 3, | soil zéro
pour z infini, et qui représente d’'une maniére conforme espace S sur U'es-
pace extérieur a un cercle bien déterminé¢ C, du plan des z,. La maniére
dont nous avons obtenu cette fonction montre qu’il n’en existe (qu'une seule.
Désignons par « le centre de C, ; nous dirons, pour abréger, que 5, = /(3)
[ou 5 = 9(5,)] est fonction figuratice de Yespace S et que @ est Paflice de
la lignes.

Soit maintenant une fonction « = F( 3) holomorphe dans 'aive S (y com-
pris le point o); posons 5 = 4(3,); la fonction I¥,(s,), holomorphe i
Iextérieur du cercle G, de centre «, se développe ainsi

A B L

/l+ .o —
5 —a + (5y—a)? + - (3, —a)r

et, comme 3, = f(z), on en conclut que I'(z) peut se mettre dans Pespace S
sous la forme

A B
F(s) =/l + - : o
(n (5) =1 G —a TG =t
Ceci s'applique & une quelconque des fonctions 3, = f(5) quireprésentent S

1. — Fac. de T. B.i
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sur un cercle d’'une maniére conforme. Mais la fonction figurative est la seule
qui verifie les égalités suivantes :
1° Soit 5 un contour fermé entourant s :

I
—QTT[\/G\F(A’)d’J:A-

Al 9. I3 I3 ' 1 kY I — L
En effet, 'intégrale précédente est égale a ?”—Tfalg(g,)dz,, s, désignant un

contour fermé entourant le cercle C,, et g(z,) le produit F,(z')$~
<1
D’apres (1),

A B
Fi(3))= A+ -+ -+ ...
1(51) s—a (si—a)
D’autre part,
ds
ds=dz— ——1 ..
Yo (si—a)

Par suite,

A B B
g(;‘)dz,:dz,[h—i—( + ] [1+(51—_]

s—a) | (3—a)} —a)

Le seul terme dont I'intégrale ne soit pas nulle est

Ads, donc L.fF(z)dz:A.
3 —a 201 J
2° — [ 3F(3)ds = Aa + B, si F(z) sannule pour ze. Cette inté-
2im /), ’

o S 9 ] a 1 - . - - - - dz
grale est ¢gale a I'intégrale jclmq/(e,)dz,, ou Y(z,)= @(¢,)F,(¢|)E.
On voit, comme plus haut, que dans ce produit le seul terme dont I'inté-
grale ne soit pas nulle est

A;lz%and;,, par suite, rﬁf[}F(z)dz:Aa—i—B.

Quand les égalités précédentes sont vérifiées, pour une des fonctions
sz, = /f(5), onapercoit aisément que lim | 5, — z| = o pour =z = o. La fonc-
tion figurative jouit donc seule de ces deux propriétés. Ces remarques nous
seront utiles dans la suite.

En particulier, si s se réduit au point a, la fonction F(z) peut se mettre
sous la forme
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X et w étant des constantes. Mais il faut que A = o et que w =1 pour que
les égalités énoncées soient satisfaites. La fonction figurative devient done
3, = 5 quand s se réduit a un point.

Lorsque S est une aire a double contour, M. Schottky a montré que S
peut se représenter d'une maniere conforme sur la couronne comprise entre

deux cercles concentriques. Il s’ensuit que F(z) se développe dans I'aire S
de la maniére suivante :

n=-+ax=

F(3)= 2 a, f"(s).

n=-—x

Clest la généralisation du théoréme de Laurent.

2. Les modes de développement que nous indiquerons maintenant n’exi-
gent la connaissance d’aucune fonction particuliére relative & la ligne s.

En premier lieu, soit unc aire quelconque S ne présentant pas d'angle
rentrant et limitée par une courbe s. Tracons un cerele C tangent a s au
point M et extérieur a S. Si a est le centre de C, s l'affixe de M, & un point

intérieur a S, I’ expressmn

- peut se développer ainsi

T 1 s —a . (z—a) A=
:—u:_——[.r———a_*— (J:__a)_,—’r-—rm +]_A(~)

Faisons parcourir au point z la courbe s, @ variant avee s d'une maniére
continue, sauf aux points angulcux de s : la séric A(s) converge uniformé-

ment et représente —

- D’autre part, si I' () est une fonction holomorphe
de x dans S, continue sur s, on a

1 F(s )(IJ.
20T s —w

F(z)=—

Par suite,

n==

—2ITF(I)—2[F( )( _—aa)?::ld:.

n-0 °

Mais on peut toujours tracer un contour extérieur & s, intéricur a la
P J )

courbe & décrite par a, et formé de A arcs de cercles tournant tous leur con-

vexité vers s. A l'intérieur de ce contour, d’aprés un théoréme de M. Appell,

n o=

1 a, . bn . X ln
& —a —_2[(.1'—11)" T r—a)r T (.1'—2,‘7"]'

n =1
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Les a,, b,, ..., I, sont des fonctions continues de @, par suite de l'arc
{=M,Mde s;lesa,, a,, ..., o sont des constantes. De méme,

i n:ﬂw ay, r
e =2 ey T
n=y
Done
0 (FE)G—ayds N Ae L,
siw) T ey S Ay T gy = e
et
V=
(2) F(.I‘):E(pv(x)_
vV=0

Si S est I'aire extérieure a une certaine ligne ouverte s, on rentre dans le
cas précédent, en posant

a—+b
2

23, =23+

+V(z—a)(z—b)

(a ct b sont les affixes des extrémités de s). La fonction F,(z,) est holo-
morphe a l'extérieur d’un certain espace et peut se mettre sous la forme 2.
Il suffit, pour avoir le développement de F(z), de remplacer z, en fonction
de s.

Dans le cas ou S est I'aire intérieure a4 une courbe convexe s, un raisonne-
ment analogue au précédent permet d’obtenir des résultats plus simples :

Nous supposons que s n’a en chacun de ses points qu'un contact simple
avece sa. tangente. Tracons un cercle C tangent a s au point M et compre-

nant S & son intérieur. Si a est le centre de C, s l'affixe de M, « un point
I

intérieur & ‘expressio se développer ainsi
intéricur & S, 'expression —— peut PP

I o i xr—a . (r—a)*
i—x z—a  (z—a) T (5—a)+t

Faisons parcourir au point s la courbe s, @ variant avec s d’une maniére
continue, sauf aux points anguleux de s. La série A () converge sur s uni-

’ ' 1
formeément et represente

7— - D'autre part, si F(x) est holomorphe dans

Setsurs, on a
1 F(s)ds
2in ), s —x’

F(z)=
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par suite,
R iy F(:)(I—a)"d:__":,n
(3) F(J-‘)—mz ;W_ZP"(I)’
n=0 "~

n=0

P,(x) désignant un polynome en x de degré n. On voit done qu’unc fonc-
tion I'(«x), holomorphe dans S, peut se décelopper dans cette aire en série
de polyndmes.

Discussion. — Nous avons admis qu’on pouvait tracer, en chaque point
de s, un cercle tangent a la courbe et comprenant s a son intérieur. Ceci
est exact si la courbe s n’a, en chaque point, qu'un contact simple avec sa
tangente. Soit, en effet, une courbe convexe passant par 'origine et ayant
en ce point un contact simple avee Oz (Oy est dirigé vers le centre de cour-
bure). Pour les valeurs de & comprises entre — 3 et + o (— B et + a ¢tant
les abscisses des tangentes paralleles 4 Oy ), on a

9

y=0o(x)= z 9" (G.r).

1.2

Tracons un cercle tangent & Ox, de rayon supéricur au plus grand des nom-
bres o et 3, ainsi qu'a d (d désigne Pordonnée de la tangente, paralléle a
O.x). Si, entre — 3 et + «, Pordonnée du cercle

Y=R—VR*—
est plus petite que 'ordonnée correspondante de s entre « et — B, le cercle
comprend s & son intéricur. Soit i une valeur inférieure (ou égale) d la plus

petite valeur de U;i) entre —+ « ¢t — 3 (w est positif) : entre o ct — 3,y

est supéricur ou égal & w.x?. Il suffit donc que pz* — Y ne soit jamais néga-
tif entre — 3 et + «. Ceci peut s'écerire

R — par<yRE— 22

(R — wx? est positif, puisque R est supéricur a ). Elevons au carré; il
vient, apres réduction,

Prenons maintenant un point M quelconque sur la courbe s; .« et )~ sont
fonctions d'un certain parameétre, et le long de s, (&))" — )"x") est, par
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hypothése, plus grand qu'un certain nombre positif. Menons en M la nor-
male MY vers le centre de courbure; MX est la direction perpendiculaire &

MY qui fait avee MY T'angle — g ; si o désigne 'angle (MX,, O ), un simple

changement de variables montre que, pour le point M, 2y doit étre égal ou
1" y” — ,},I x//
(&' cosa + y' sina

dénominateur est positif). Cette condition est satisfaite & coup sfir si 2 est

iféricur a I'expression B ( variant dans l'intervalle ou le

o , . X 2"yl .
inféricur (ou égal) a la plus petite valeur sur s de ZX2—" . Soient donc
(22 y2)?

Dladistance maximade deuxtangentes paralléleset 2m la courbure minima
. = s s s m2D241
de s il suffit de prendre R supérieur a la fois 4 D et a —, ;> bour que les

cercles de rayon R tangents intérieurement & s renferment s.

Le raisonnement n’exige pas a la rigucur que s admette en chaque point

T do .. .
un cercle osculateur, c'est-a-dire que —= tende vers une limite, mais seule-

ment que, pour les valeurs de As inférieures & un certain nombre &, le rap-
Ao

port 5 soit supérieur & une quantit¢ finie, 2m, le long de s.

Si s présente des points anguleux, il suffit que la condition relative a R
soit remplic pour chaque arc distinct de s.

Quand x'y”— y’x” s’annule en des points M, de s ne formant pas une
suite linéaire, on décompose s en deux parties : la premiére o comprenant
ces points et dont la longueur peut étre rendue aussi petite qu'on veut; la

s)ds v ix
——— comme sur l'intégrale analogue

. F(
SCCOH(].C § -— G§ On raisonne sur Z
$§—G

prise le long de s. On voit ainsi que cette intégrale peut se développer en
série de polynomes : P (7). Quand on fait tendre o vers zéro, I'intégrale
relative & s tend vers zéro, et les polynomes P, (n) tendent vers une limite
P, ()5 ZP, () représente F(x).

Si les points M, forment une suite linéaire sur s (par exemple, si s com-
prend des segments de droites), on a recours a la remarque générale sui-
vante : soit une aire S intéricure (ou extériceure) & une courbe fermée s; s'il

1

existe, en dehors de S, un point A, tel que, en posant 5, = - —> Ies-

pace S se transforme en un espace S, intérieur & une courbe convexe s,,
sans points d'inflexions, la fonction I'(ir) peut se mettre, dans S, sous la



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. B.3-

forme
n=z=x

o= ()

n=0

A quelles conditions ce point A existe-t-il? On sait que la figure qui cor-

. . 1 o
respond a s dans la transformation 5, = —— peut coincider avec la figure

inverse de s par rapport au point A (1 ¢tant la puissance d'inversion). Si
I'arc BC de s tourne sa convexité vers A, 'arc inverse B, C, tourne sa con-
cavité vers A. S1 BC tourne sa concavité vers A et si A est intérieur & tous
les cercles C osculateurs de 'arc BC, B, C, tourne sa concavité vers A. Si
A est extérieur a tous les cercles C, B, C, tourne sa convexité vers A. Quand
un cercle C passe par A, B, C, présente une inflexion.

Ceci posé, une discussion trés simple montre que le point A existe aux
conditions suivantes : S ne présente pas d’angle rentrant; de plus, si C’ dé-
signe les cercles osculateurs a s en tous les points ot s tourne sa convexité

vers S, C” les cercles osculateurs aux autres points, il faut qu’il y ait, en
dehors de S, une aire intérieure

A tous les cercles C' et extéricure a tous
les cercles C”.

Un point quelconque de cette aire jouit de la propriété énoncée.

Les cercles (7 et C” se réduisent & des droites aux points d'inflexion. Si,
en particulier, s est convexe, mais renferme des segments de droites, il faut
pour que A existe, que les demi-plans situés par rapport a ces droites du
cOté opposé a la courbe s aient une partic commune (ceci a toujours lieu si
sne renferme que deux segments de droites).

Quand le point A n’existe pas, on peut toujours (S étant une aire quel-
conque sans angle rentrant) décomposer s en arcs PQ assez petits pour qu'il
existe, en dehors de S, un point ¢, tel que les cercles tangents a s en chaque
point de PQQ et passant par « soient extérieurs a S. On peut écrire

F( )d~ Eff(;)d;:
s rQ S—ax

la fonction f, (x) = Fs )

presente la ligne PQ comme coupure. Po-
ro ©

sons
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L’are PQ se transforme en un arc P’ QQ’ dont toutes les tangentes sont ordi-
. , . Ve . . 1 ,

naires et extérieures i I'aire $'. La fonction f, <; -+ o:) est développable en

séric de polynomes dans un contour convexe s’ comprenant P'Q’ et renfer-

mant l'aire 8. Remarquons toutefois que f, devient infinie aux points P’ et

. ds’ . .

(Q’, mais de I'ordre de Lz pour s = o; f !71—7 représente donc bien encore
Ji(x"), ctle raisonnement employé n’est pas en défaut. Il résulte de 1a que
I(.r) peut se développer ainsi, dans Paire S,

G Fe =3[Pt er(ats) () ]

n=20

dyy Oy, ...y % étant des points extérieurs a S.

Le cas oli S est I'aire extérieure a une ligne ouverte se raméne au précé-
dent par la transformation déja employée

a—+b
2

23, =3+

+V(s —a)(z—b).

Les développements (2), (3), (4) s’étendent facilement aux fonctions de
plusicurs variables.

3. Propriéies des développements (2), (3) et (4). — Les développe-
ments (2), (3), (4) convergent uniformément et absolument dans toute aire
mtéricure & S ct sans point commun avec s. Leur convergence est compa-
rable & celle des progressions géométriques. Les dérivées de F(a) sont re-
présentées par les séries obtenues en dérivant les différents termes de ces
développements, séries qui sont de méme forme que les premiéres.

Etudions, en particulier, le développement (2). Les termes ¢,(=) de ce
développement sont identiquement nuls dans 'aire 2 extérieure aux cercles
%yy %yy ..y %z qui ne renferme pas S. Par suite, la somme de la série (2)
est nulle dans X| et égale & F(x) dans S. On déduit de 14 un moyen de
former des séries dont les termes sont des fonctions rationnelles, et qui re-
preésentent deux fonctions quelconques dans deux aires distinctes absolument
quelconques.

Le développement (2) est possible d'une infinité de maniéres. En effet,
quand la fonction z,(x) est déterminée, ses coefficients ne le sont pas entié-
rement; de plus, on peut ajouter aux termes de la série (2) les termes d'une



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. B.89g

série de la forme ¢,(x), qui représente zéro dans I'aire X', extérieure aux
cercles o, o, ..., 04, et renfermant S. .

Remarquons que, dans la démonstration, on peut remplacer la fonction
I

—— par la fonction {(z—x), $(«)ayant au point x = o un péle d'ordre 1,

dont le résidu est égal a l'unité, et ses points singuliers A, A,, ... étant tels

que les points x + A,  + A,, ... restent compris dans 'aire 2 quand »

. . . I ]
reste compris dans l'aire 2’. L’expression @) est alors remplacée par
o

dar . -1
7 V(5 —ay), et les coefficients sont indépendants de la forme de . On

peut prendre, par exemple, pour ¢(z) la fonction Z(z). On déduit de 14,
pour un contour quelconque, des remarques analogues a celles qu’a indi-
quées M. Appell dans le cas d'un contour d’arcs de cercles (*).

Si nous considérons les premiers termes de o, ()

al l/ a”

' xr — o r—op (r—oay)

On voit que, dans le cas ol S est 'espace extérieur a un contour s,
’ 1
(2") —,-fF(x)dx:a’+b’+...+l’,
21T s
) b . r 7 *
c’est-a-dire que cette somme est égale au résidu de la coupure s.
Quand S est I’aire intérieure a s, rappelons-nous que

1 a, I, a,
= — 4. .+ -+ 5 -
r—a x — oy X — oy (x— oy )?

+...

et que
a+bi+...+l,=o

identiquement. D’autre part,

1
“’:EF: a(z—a)f(z)ds,

donc

@ b e U= E%T—rf(z—a)f(z)(a,—l— bir...+1)ds=o.

(1) Mathematische Annalen, t. XXI.
Il. — Fac. de T. B.12
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Ajoutons un mot au sujet des développements (3) et (4). Soit d’abord la
série (3)

F(x)=ZXP,(x)=Z3aP+alx+...+aPz.

Comme les dérivées successives de F(x) sont représentées par les séries que
forment les dérivées des termes, on en conclut que la série

ayt+al+...+al+...
converge ct est égale & I'(0). Plus généralement,

Fr(o)
1.2...p

2 ') [ —
ap+alb +...+ab .. .=

Les coefficients de (3) ne sont pas déterminés : on peut se donner arbitrai-
rement les n premiers termes du développement (si grand que soit )3 on
peut aussi exiger qu'a partic du p*m¢ terme les polynémes ne renferment
pas de terme de degré inféricur a p, et que, pour v < p, P, soit égal & kav;
(o)
1.2...v

Le développement (2) ne converge pas, en général, en dehors de S, car
les séries que nous avons intégrées pour I'obtenir divergent en dehors de S.
Mais posons u = %(s), %(z) ¢tant holomorphe et sa dérivée ne s’annulant
pas dans 5. A T'aire S correspond une aire S’ que nous supposons convexe;
s =Y (u) dans ¥ | {(u) est holomorphe]; on voit done que F(z) = F, (u)
est holomorphe dans S/ et, par suite,

K coincide alors avec

Fi(u)=2P,(u),
(3) F(z)=2P,[¢(3)].

Sia une valeur de « correspondent, dans le plan des 5, d’autres valeurs z,,

2y -+ la série (5) converge aussi dans les aires S,, S,, ... décrites par z,,

2+ ++.- Celle remarque s'applique aussi bien aux développements (2) et (3).
Quand laire S est extéricure & un contour s,

(2]

h

n=ox

SO S| [T FER TS 1}

N 1 X oAy
n=1

dans le cas le plus général. On voit que

n==x

/F(J‘)({\l’:Ea,'l%— by,

n=1
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a,, désignant le coefficient de —— dans P, ete. On peut, dans ce dévelop-

pement, faire en sorte qu'a partu‘ de v = n les P# ne renferment plus de

termes de degré inférieur :

1 Yk ’
~—, et que, pour v << n, les P’ se ré-
- 9!1:, quc, p <7 )

- . h . . g
duisent a Ty Faisons, en particulier, v == 3: dans ce cas,
T — o

f F(z)de =al+ bl ...+ 1,
(4)
f.rb‘(x)dx:(a}a1+ @) - (Blog—b2) o= (Lo 12).
Quand s se réduit a une ligne ouverte dont « ct b sont les extrémités, on

sait que les développements (2), (3), (4) subsistent a condition d'y rem-
-+ b

placer x par x, = [ (& — a)(xw— b)] le signe du radical

étant choisi de sorte que x, dev1ennc infinie avec x, lim |z, — r | = o pour
& = . Si 'on se reporte aux égalités établies dans le n° 1, on voit que les
égalités (2') et (4) sont encore vraies dans ce cas.

Telles sont les principales remarques relatives a ces développements. Il
est facile d’appliquer, par exemple, le développement (3) & une aire con-
vexe, formée d’arcs de cercles, disposés d’ailleurs d'unc fagcon quelconque.
Quand F(x) est une constante, les cocfficients se calculent ais¢ment, et 1'on
obtient ainsi la somme de séries assez complexes. Mais je n'insiste pas davan-
tage sur ce point pour le moment.

Nous avons, dans les raisonnements employés, supposé que I( z) était
holomorphe dans S et continue sur s; quand cette condition n’est pas rem-
plie (sauf dans certains cas particuliers indiqués dans la premiére Partie, au

lemme II du Chapitre IT), I'intégrale f E_f_—)%; n'a plus de sens oune repré-

sente pas I'(x), et la démonstration donnée tombe en défaut.
Prenons, par exemple, le cas d'un contour convexe s. Soit x un point
de S; entourons ce point d’'un contour fermé s intérieur a s ct convexe :

2inF(o) = /ﬂr( )d“'

5
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on peut écrire la encore

n=amwx n=e

l% ‘Ef((x—()Z,LIF(:)d::EP,L(x)

n=1

e

(a étant une fonction continue de 3), et la série P, (z) converge dans o ;

quand le contour s tend vers s, I'intégrale f I@—‘g est constamment égale
s 7

a 21w F(x); mais rien ne prouve que les termes du second membre tendent
respectivement vers une limite.

Supposons qu'il existe une fonction de z, P + iQ, holomorphe dans la
partie de S voisine de s, continue sur s, et telle que, sil’on pose

P+iQ=5—a,

le point @, quand s parcourt s, soit sur la normale en s a s. Considérons
dans S I'ensemble des courbes & voisines de s, et normales en chacun de
leurs points z & la droite joignant ce point z au point ¢ défini par I'égalité
précédente. Nous admettons encore que ces courbes sont fermées, sans
points communs, et que chacune d’elles est comprise & I'intérieur des cer-
cles qui passent par un de ses points z et ont @ pour centre.

Choisissons une courbe s assez voisine de s pour que P + ¢Q soit holo-
morphe entre s et o; on peut écrire, pour tout point x intérieur a o,

. o F(z)ds (x —a)® S
I(J)“ET—;VG 5 —x #zc'tEf( )"““F( )dN_EPn(x)

Si 'on désigne par s’ unc seconde courbe s, comprise entre s et la pre-
miere, pour tout point .« intérieur a s,

v == X[ S ) ds =X PL(a);

nais
(2 —a) * (e —a)n
/ . F(s )/L_/ S22 F(s)da.
- e+l (5 — 1
5 (3 —a) Sy (s —ayr
Car la fonction placée sous le cigne f est holomorphe'entr’ sets. llen
résulte que la série P, (&) coincide avec la série P, (x); elle converge
done a l'intéricur du contour 3’ et, par suite, dans I'aire S.

Tout revient, par suile, & trouver une fonction P + {Q jouissant des
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proprié¢tés admises. Nous allons démontrerw qu'il existe une telle fonction
pour toute courbe convexe s, n’ayant qu’ urs contact simple acec toutes ses
tangentes, si, en chaque point s de cellee courbe, les dérivées ((%', %
(1 étant Uarc de courbe) existent et sont ccdonlinues.

Prenons comme parameétre arbitraire I'anmgle 6 que fait avec la direction
fixe Ox la droite OM qui joint l'origine OO, intérieure @ s, & un point M

d*x dv , . ' v'— '’
de s. Le long de s, —~> 5 sont continues, , et l'expression —————

(x'2—|— y/z)i

reste
supérieure & un certain minimum positif.
Par hypothese, la droite (5 — a) est norm-male a s, quand z

— I
faut trouver une fonction P +:Q, telle que = % tende vers -—yfx quand z tend

parcourt s. 1l

vers M, telle, par suite, que, le long de s,

Pdr+Qdy==o.
Posons

P i —Q 4.
P2+Qa_P“ pe__“_‘_Q»z-—Qu
il vient

P,dx —Q,

Si la fonction P, + iQ, existe et que UU + Vi désigne son intégrale, U
prend sur s unc valeur constante.

Ceci posé, la démonstration est facile daans le cas ou s est une ligne ana-
lytique régulicre.

Cas ou s est une ligne analytique régiavliére. — Soit z, = 5(z) une des
fonctions qui représentent, d'une mani¢rmre conforme, 'espace S sur un

cercle de centre O. Posons U + Vi = L ¢( 7z): U prend une valeur constante

R, le long de s. Nous avons démontré, dan nis la premicre Partie, que la fone-

tion U + iV est continuable au dela de S, , et holomorphe dans le voisinage

de s, de part ct d’autre Il en est de mémeo e de ses dérivées successives. Soit
’,:(-);,Q,:— lelongdes,Pdm Q.dy =03 P,et Q, ne s

nulent pas a la f01s sur s, sinon la courbe
point singulier.

‘an-
$ L(l‘,)') =R,, présenterait un
Si l'on pose

P, Q.
§ Q. —_—
P=prov = miqv
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la fonction P + Q) est holomorphe et différente de zéro aux environs de s,
et prend sur s des valeurs telles que Pa'+- Qy'=o.

Cette fonction est holomorphe dans tout I'espace S, car P+ 1Q = 5:,22
¢t %'(3) ne s'annule pas dans S; P + ¢Q s’annule pour la valeur 3, qui an-
nule 3(5), valeur qu'on peut toujours supposer étre o. Dans le voisinage de

z=0, P+ 7Q est de la forme 5(1 + 5A), car le résidu de (‘;éf;, relatif
au pole s = o, est égal & + 1.

K

Considérons alors les courbes C normales, en chacun de leurs points z, a
la droite = — a. Elles vérifient I'équation différentielle Pdx + Q dy = o, qui
a pourintégrale générale U=R. Pour des valeurs de R<’R,, ces courbes sont
fermées, sans points communs, intérieures & s et tendent vers s quand R
tend vers Rj elles entourent le point 5 = o pour lequel 2(5) s’annule. Je
dis, de plus, que ces courbes sont convexes et n’ont qu’'un contact simple
avee leurs tangentes. En effet, soit Q Pangle que fait avec Ox la normale

en M a l'une des courbes C. 11 suffit de prouver que % garde un signe con-

stant et ne s’annule pas quand M parcourt la courbe C. Par hypothése,

Q ) .. ;.
sur s, %}]— est toujours positif; désignons par « = f(0, R), y = f,(0, R),

les coordonnées d’un point de C (C correspondant a la valeur R), fet f,
sont des fonctions continues de 6 et de R :

A _0Qdr  0Rdy 02 , e
a5 —or &5 T oy di T 9= T oy
On sait que
x' s Y
Y = % et, d’autre part, o= tangf.

On déduit de la que
2'=—Qx(5,R), y=PAH,R),

- ’ . , s 1»2_|_y2 .
A étant une fonction de 6 et R (ou de = et y) égale a Pt Qy A est

une fonction continue qui ne s’annule pas dans S, et qui, par suite, garde
un signe constant; en effet,

| -

=p(x, )= 2o+ Q Q‘Y;

7 1.-_>_

~
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B.g3
w(xy) est la partic réelle du produit (P + IQ)% (holomorphe dans S,
puisque P + {Q s’annule pour 5 = 0); c’est donc une fonction qui satisfait
a 'équation Ay = o, réguliére dans S, et prenant sur s une suite continue
de valeurs dont le signe est constant; autrement, Px -+ Q) s'annulerait

sur s, et une tangente a la courbe s passerait par 'origine O, ce qui est im-
possible. Comme la fonction A est égale & 1 pour z = o,

elle est toujours
positive. On voit ainsi que

aQ 00 . oe\
2= .(—QD——;—P >

x oy )’
mais
___x' Q
Q:arctang—y—, =arctang 4>
par suite
' o ;b
0 9Q  d iy 0x | ox
et
a _ .o __ (@ +y)P;
o5 = AP, = T

Px+Qy

P, est une fonction qui satisfait & 'équation AP, = o, et prend sur s des va-
dQ .- L1
leurs -2 %, toutes positives. Comme elle est réguliére dans S, elle est con-

stamment positive dans cet espace; % est donc toujours plus grand que o
sur une courbe C.

En dernier lieu, les cercles décrits de @ comme centres et passant par s,
comprennent-ils & leur intérieur la courbe C qui passe par ce point z? Soit
C, une des courbes Cj tragons un cercle qui lui soit tangent et dont le
centre soit du c6té du centre de courbure de C,. Ce cercle entoure C, si son

" . s . m2d? 41 . . .
rayon 7 est supérieur a la fois 4 d et & ———— d étant la distance maxima
de deux tangentes paralléles de C,, et 2m le minimum sur la courbe de I'ex-
. -Z’I)’”— v "
pression —————

;> c’est-a-dire de la courbure de C, (ou une quantité in-
(xli "‘}"2)2

férieure & ce minimum). D’autre part, d'aprés ce qui précéde,

x'y'— ' P

(22 ynyr VPR Q




B.g6 P. PAINLEVE.

Soit B la plus petite valeur de P, sur s; dans l'aire S, P'(x) est au moins
égale & By soit b le maximum de P2+ Q? sur s, et D la distance maxima
de deux tangentes paralléles de la courbe s.

. . \ - . D2B? b? .
Il suffit que 7 soit supéricur & la fois a D et a D—Bﬁ%‘—— Cette derniére

(quantit¢ garde la méme valeur quand on multiplie P + 7Q par une con-
stante K.

Ce point établi, on peut toujours (sans que rien soit modifié dans les rai-
sonnements précédents) multiplier la fonction P + £Q par un nombre réel
et positif k, assez grand pour que (. désignant le module minimum de

N . ) . . - . » Db+ 402 .
> +1Q entre C, et s), pk soit supérieur a D et & —B La fonction

k(P +7Q) remplit dés lors toutes les conditions exigées : les courbes C,
comprises entre C, et s, sontintérieures aux cercles qui passent par un point =
de ces courbes et qui ont @ pour centre; car le point @ =z — kP — ikQ
est sur la normale en z & la courbe C, et & une distance de z supérieure a r,
du coté du centre de courbure z,, y,, puisque

db
xlzx—y’%:x—hl’, y1:y+x’%:y—/LQ,

h étant positif. Il est méme aisé de voir que 'on peut prendre k assez
grand pour que cette condition soit remplie pour toutes les courbes C (si
voisines qu’elles soient de l'origine).

On pouvait choisir au lieu de ¢(z) une fonction P(z) (dont la partie
réelle fut constante sur s), et présentant dans S des singularités quel-
conques. Le raisonnement précédent s’applique aussi bien.

Cas ott la courbe s est quelconque. — Lorsque la courbe convexe s vé-
rifie seulement les conditions énoncées, la démonstration est plus délicate.
Nous prouverons, en premier lieu, qu'il existe une fonction P + 7Q, holo-
morphe dans s, et prenant sur s une suite continue de valeurs telles que

. Px'+ Qy'=o.
Soit, en effet,

Q=arc tang% (: arc tang:y,—x —F(f) sur s)-

F () croit de 2= en méme temps que . Posons

Q=Q—-5=G(A) surs.
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On sait qu'il existe une fonction ', réguliere dans S, satisfaisanta I'équa-

tion AQ'= o, et prenant sur s la suite continue de valeurs G(0). Désignons
par R la fonction conjuguée de (',

—-—- T

P+ iQ = ze R+,

L(P+iQ)=—R+i/Q+ Lz,

Il suffit d’¢tablir que R prend sur s une suite continue de valeurs.

Soit 5, =r, + 1y, une des fonctions de = qui représentent d’une manicre
conforme I'espace S sur un cercle C, ayant l'origine pour centre et de
rayon 13 R(x, y) devient une fonction R,(x,, ),) quand on remplace .= et
y en fonction de z,, y,; R,(x,, y,) estréguliere dans C et satisfait & I'équa-
tion AR, = o.

A chaque point = de s correspond un point 3, de la civconférence (. ¢t
réciproquement; 0 est une fonction continue de ¢ qui croit constamment
avee ¢ et augmente de 27 en méme temps ue ¢ (2 désigne 'angle que fait
avec Ox, la droite qui joint O & 5,); G(0) est une fonction continue de
2, G,(2). A une constante réelle prés, R, (xy, y,) est donnée par l'intégrale

Lf”(}.(@ + ) — G (9)

2T 1+ a® —2acosd

sind dy

(a et g sont les coordonnées polaires d'un point z,). Remarquons que
GO+ A9) — G(9) = AI[G'(9) + <],

e tend vers o avec A0, ct, quand G'(0) est continue entre o et 27 (ce qui est
I’hypotheése), on peut trouver un nombre A, assez petit pour que, {Af| ¢tant
inféricur & A, |¢| soit inférieur & un nombre 7, qu'on peut prendre aussi
petit qu'on veut, et cela pour toute valeur de 0 entre o et 2

—
v e

Il s’ensuit qu'on peut trouver & assez pelit, pour que, || étant plus petit
que ¢,

Gi(e +¢4)—Gi(0) =[0(9 + ) —5(e)] [G'(5) +¢],
| € | étant inférieur & 7, quelle que soit Ja valeur de 4 entre o et 2=. | Dans

G'(0), O représente la valeur de 0 correspondant a 7. |
On aura donc

_ i T G (o 0 — Gi(o) .
2m Ry (7, 01) =27 Ry (a, ¢) = P OHCOS"‘—sm-;d';
g - 7

‘ R/ R
4 ; : .

)
G'(9) +z]sinbdl
Jos 1+a'3—2(1c05';[’() Jsinz

=K(a,9)=I(a,2).
II. — Fac. de T. B.13
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On peut trouver un nombre a, assez voisin de l'unité pour que, @ étant
compris entre 1 et @,, on ait

[Kia,9)—K@,9)|< ‘;j
quel que soit 7.

Considérons J(a, %) :

D

(o + ) —G(9)

+3
TG+ U) —G(0)
.l . O .‘:“,'[‘ / ind i ! :
(:9) I(/)(',a ~:4a2—2acos'1bsm‘Jd‘j+ s 1+a*—2acosy

=G'(0) ] (a,2)+T,(a, ).

=dd

—

Admettons, pour un instant, qu'il existe un nombre @ assez voisin de 1
pour que, @ et @ étant compris entre @, et 1, on ait, quel que soit ¢,

Ni(d.2)—d(a" 0)| <.

Remarquons que la différence 0(z + 1) - 0(2%) a le signe de 5 par suite,
dans Tintégrale J,. tous les éléments sont positifs; J, s'obtient en multi-
pliant tous ces ¢léments par une quantité ¢ de module inféricur & »; par
suile,

Jy = alJ,,
t2 | ¢tant infévieur & 7, et la différence

N, o) =3 2) =G () [, ¢) — Ti(a’, @)] + o dy (@, 0) — oI, (@, )

(]| et || sont inféricurs & 7). Soient M le module maximum de G'(0),
quand 0 varie de o & 2w m la valeur maxima de J,(a,9). Si @’ et @” sont
(‘()lnl)l‘is cnlre 1 et a,'i, on a

[J(a",0) —d(a’", o) | <<n(M -+ 2m).

M est indépendant de 8, m décroit avec 8, par suite, avec v. On peut done
choisir 7 assez petit pour que

. . - . N g
(M -+ m) soil inférieur a é

En définitive, il existe un nombre A assez voisin de 1 pour que, @’ et a”
étanl compris enlre 1 et A, on ait

IRi(a’,9) — R, (a", 0) | <.

quel que soit % (5 ¢lant un nombre donné, aussi petit qu'on veut).
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Mais ceci suppose l'existence du nombre @,. Tout revient donc & démon-
trer que 'expression
+3
Glo L) —5(z
Wap=[ [ETH=E

s 1@ —2acosd

— G

siny dd

tend uniformément vers une limite le long de ¢, quand a tend vers 1.

Pour cela, considérons encore la fonction =z, de =, dont nous venons de
faire usage, ct soit 3=19,(3,) la fonction inverse. Prenons un point M sur s,
et désignons par uz + iy une fonction de s holomorphe dans le plan: w (.. )")
prend sur s une suite continue de valeurs g(9),

du  du o du

dj — oxT0TT gy
xy et )y sont des fonctions continues de s qui ne s'annulent & la fois pour
. . .. du
aucun point de s, et I'on peut toujours choisir « de telle sorte (ue —; ne
soit pas nul au point M. Par suite, dans un certain intervalle M de s,

le module de %t [ou de g'(0)] est supéricur & un nombre w. Si Fon rem-
place = en fonction de 5, u -+ i¢ devient une fonction wu, + i¢, de z,. holo-
morphe dans le cercle C, et g(0) une fonction continue de 2, g,(%).
Ceci pos¢, on voit, comme plus haut, qu'il existe un nombre ¢, assez
petit pour que, | 4| ¢tant inféricur a 8,
E1(7 ) = £1(9) = [9(9 + ) — 1] L£'(9) + <]

|e

¢tant inférieur a v, quel que soit 2. | Dans g'(0), 0 désigne la valenr de 0
qui correspond & ¢.] Si ¢, est inférieur & ¢, on remplace ¢ par ¢, dans le
premier raisonnement, qui subsiste @ fortiori. Sinon, on garde ¢ comme in-
tervalle. Dans tous les cas (& représentant la méme valeur que dans la pre-
micre partic de la démonstration), on a

297 -0

. ST | . .
. - (o +d)—g .
2 V(e vi) =21V, (a, 0) = f R r : '(7"—)5

ST T P isinL

. =" — 20 co3y '

5

N [

R R ] G~1 I .

—/ T T o F o G (D) = 2 ) sinb dy
J s 1= = 2oy !

_3 1

= k(a, )= fla, o).

Mais on peut trouver un nombre @, assez voisin de 1 pour que. « ¢tant
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compris entre @, et 1, on ait

2m ] e(a, o) — o1, 9) [ <.

De méme, il existe un nombre b, tel que, @ étant compris entre b, et 1,
on ait
[A(a, ) — k1, 9) | <.

Il en vésulte quon peut trouver un nombre A assez voisin de 1 pour que,
«' el a” étant compris entre A et 1, on ait

lj(a', 9) —j(a", )| <in.

Mais on voit, comme plus haut, que

Sy —j(a’, 9) =g (NI, 9) = (a’, )]+ B I (e, 9) — B"I (a", 9),
(3] et]p”] ¢tant inféricurs & 7).

Ne faisons varier ¢ qu’entre les limites ¢, et o, qui correspondent aux
extrémités de Parc @, M, b, (corrélatif de @Mb). Dans cetintervalle, | g (0)]
est supérieur & . L’¢galité qui précede montre d'abord que J, (a, %) ne
croit pas au dela de toute limite quand « tend vers 1. Sinon, «' restant fixe,
a” tendant vers 1, le second membre croitrait indéfiniment. Soit donc v une
limite supéricure des valeurs de J, (@, ¢) quand @ prend toutes les valeurs

de A vt (9 variant entre %, et 9,): [J(a’,9) —JI(a’,9)| est inférieur a
LSRRI cquel que soit ¢ entre g, et 9,. Comme p est indépendant de ¢, ct

~N . Y .
que ¢ tend vers o avee ¢, et par suite avec 7, on peut choisir v assez petit
‘ (4 +2v) .. a . . . .
pour que =7 = soit inféricur a . Le raisonnement pouvant se répéter
o . . ..
pour un arc a M quelconque, il existe un nombre @ assez voisin de 1 pour

i ” L4 M ’ . .
(ue, @ et «” clant compris entre 1 et a,, on aii, quel que soit % entre o
ol 2w,

1, 9) = di(a' 9) | <.

Ion conséquence, la fonction R, (@, %) tend vers une limite R, (1, ) quand
a tend vers 1, et cela uniformément le long de ¢. D'apres le lemme I du
Chapitee IT (de la premiére Partie), R, (1, 2) est fonction continuce de 53 la
fonction R, »), et par suite P + i Q, prend donc sur s une suite continue
de valewrs verifiant la condition

Pr'+Qjy'=o.
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De plus, P et Q ne s’annulent pas a la fois sur s; sinon R(.x, y), égale
— L P2+ Q*+ Lg, deviendrait infinie en un point du contour s.
Posons

P,+5Q1:P__T_'i_Q:lz(;).

Le long de s, P, + ¢Q, cst continue, et P,dr — Q,dy =o. De plus,
P +7Q étant holomorphe dans S et ne s’annulant que pour = = o,

PoiQ= 22 (s
[ H(=) est holomorphe dans S|. Considérons l'intégrale

x,y
[ e — Quy = U )5
T Yo
clle est indépendante du chemin suivi entre (xy, y, ) et (&, y), pourvu ue
deux chemins différents ne comprennent pas origine. Elle est de la forme

allo — Bi+ u(ax, y)

[u(.x,y) étant régulicre dans s]. D’apres le lemme HI du Chapitre LI, si
(x4, y0), et (x, y) sont deux points de s, et L un chemin quiles joint a l'inté-
A XY

P, dx — Q, dyprises,I'une sur le chemin

MERTS )

[, Dautre sur s, sont égales. Comme ona P de — Q,dy =osurs, U prend

sur s unc valeur constante. L'intégrale fP, dx — Q, dy est donc nulle, et

ricur de s, les deux intégrales

comme, d'autre part, elle est égale & — 2%3, on voit que 3 = o. Multiplions
enfin P + iQ par o, U(x, y) est divisée par 2, ct prend la forme

Lo+ u(x,»);

sur s, U(x, y) est constante et ¢gale a R,. Comparons cette fonction au
logarithme népérien de |5(3)|, 2(5) étant une des fonctions ¢ui repré-
sentent d'unc maniere conforme I'espace S sur un cercle de centre O et de
rayon ¢, ct qui de plus s’annulent a Porigine. La différence

Lis(s)| —C(r, )

est une fonction U, (x, y), réguliére dans S, satisfaisant & AU, = o, ct s’an-
nulant sur s; elle est donc identiquement nulle.
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Ce point établi, on voit, comme dans le cas ou s est analytique, que les
courbes C ou U =R (R étant inféricur & R,) sont des courbes fermées,
sans points communs, entourant 'origine, et normales en chacun de leurs
points 5 & la droite s — @ (5 — a =P + 1Q); ces courbes tendent vers s
quand R tend vers R,.

Il faut prouver de plus qu'elles sont concexes et n’ont qu’'un contact
simple avec leurs tangentes. On démontre, ainsi que dans le premier cas,
que, pour une courbe C[x = f(0, R), y = f,(0, R)],

e a9 0Q
75_/( o ()+P8>
0= arctano g = arclang — ——,:Lt)\(R 0)= i,——i)——] P, Q, % sont

des fonctions de x et y (ou de 0 et A) continues dans S et sur s; A

dQ
est plus grand que zéro dans laire S et sur s; —= est également positif

* db
o . L . ()- OQ
en tout point de s. Il suffit de prouver que I'expression { —Q = + P —=

dy
dQ _ . . ) daQ
tend vers FIRNUAK quand (;U,)/> tend vers un point (§, 1) de s, [—@,7\,(0,)

et 0, ¢tant les valeurs dc —> hetlau pomt(\,n)] le raisonnement s’ache-

vera deés lors comme precedemment.
Envisageons donc 'expression

z ;

Posons

et cherchons directement s'il existe une fonction p + ig de 5 telle que
F

¢ P + pQ tende vers la valeur 5= quand (x, y) tend vers le point de s qui
‘l

correspond & la valeur ). Par hy potlwae, F’(0) est continue et admetla pé-
riode 275 on sail qu'il en est de méme de A (0) Il existe donc une fonction

¥ (9)

W (.r,)") qui prend sur s la suite de valeurs = ) réguliére dans S ct satis-

faisant a I’ equatxon AW = o0; considérons la fonction de s, w + i W, et soit

— (W

p g = —Tm : la fonction p + 7 répond a la condition énoncée. Cette
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fonction est holomorphe dans 5, sauf au point = = o, qui est un pole du pre-
mier ordre

2+ 50

G

p g = -
(p étant holomorphe dans S), a + i3 est la valeur de w + ¢W pour

5 = 0, ct contient une constante réelle arbitraive (& = «, + C), que l'on

détermine par la condition que ¢ soit nul pour s = o. Alors

p+ig= l—? -+ k(3).
Soit
ATy Y
(L, y)=— pdxr—qdy.
“ X0y ¥

D’apres le lemme III du Chapitre 11, si (g, o) et (&, y) sont deux points
de s,

RN
w(x,y)= [ pdr —qgdy,
X0 Yo
I'intégrale étant prise le long de s.
Mais, le long de s,

pdxr +qgdy =F (6)db:
donc

w(x,y)=F(0) + C.

D’autre part, o(x, y) est de la forme B0 + &, (., ), la fonction k, étand
réguliere dans S. Quand 0 varie de 2w, F(0) augmente de 27w, par suite
= 1. Ceci pos¢, faisons C = o, et comparons les deux fonctions @ et L2 de
x, y. La différence D (&, y) = w (&, y) — Q(x, y) est uniforme et réguliere
dans S ou clle satisfait & I'équation AD = o3 elle s’annule sur le contour s.

. . . . Qo Qo . .
Elle est donc identiquement nulle. L’expression %ch + 55 ) relative &
une courbe C tend bien vers I7(0) quand C tend vers s.

L’existence dc la fonction P + Q) est donc établie en toute rigueur pour
?

toute courbe s pour laquelle 2 est continue, ct qui n'a en chaque point

qu'un contact simple avec sa tangente ().

(1) Il résulte de ce qui précéde que, pour toute courbe s vérifiant les conditions précé-
dentes, la fonction 3, = 2(3) qui représente S sur C admet une dérivée ©'(5) qui prend sur
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Cas oit la courbe s présente des points singuliers. — Sila courbe s pré-
sente des points A; ou les dérivées premieres ou secondes de x et y sont
discontinues (sans devenir infinies ou indéterminées), par exemple si s pre-
sente des points anguleux, le développement en série de polyndmes est

s unc suite continue de valeurs ¢'(z’) et jouit,

par suite, des propriétés énoncées au
lemme IIT du Chapitre Il

quand z tend vers un point 5’ de s, a l'intérieur de s ou sur s,

i . (s — (3 d3z

23 = lim '_,—; quand i existe et est continue, ¢”(z) existe aussi sur s. On
5—3

déduit de 1a plusieurs conséquences : tout d’abord, soit un segment de courbe AB qui jouit

2~

de la propriété ¢noncée <—[7,— est contmue)' si une fonction f(s) prend sur AB des valeurs

J1tl)y admettant une dérivée continue al», S (z) prend sur AB les valeurs —‘% E;—- ATaide

dl
de la représentation conforme, on raméne ce cas général au cas ou AB est un cercle de
rayon 1, dans lequel f(3) est holomorphe. Soit f(3) =U +{V, fi(0)=u(e)-+iv(9); si
qaf

PE existe sur s. on doit avoir
ds

oU Gin oU 08 — '
a7 S 9—-0—),—(: so=—u'(v),
ov . d_\_’c o — (o
asmg——oy 0s@ = —¢'(%).

Il existe une fonction U (x, )’) réguliére dans C, salisfaisant a AU; = o et prenant sur C les
valcurs — /(). Posons

U)—lUl

3

Fi(z)=P+iQ=—2

— U, ¢tant la fonction conjuguée de Uy, dont on détermine la constante, en sorte que

U, + /U,y s'annule pour s =o0, ce qui est possible, car Uj(x,y) = o pour z= o0, puisque
-

A2

/ u'(2)d's = o. Pour une valeur convenable de la constante, fP dr — Qdy prend sur ¢
<0

. . .. ()L ) oU
les valeurs (o), et par suite coincide avec Uj ainsi P= —, Q= — Pk et I'on a

U U _ Uy iU,
r)ur_l?— s ?

Uy étant continue sur s. De méme, en raisonnant sur V(z, ») comme sur U, on voit que

AN .0V 0U . 90U A AN

— = 1,

5 Tl o = — — 1l T
ay or Jdxr ay 3

o . oU
V, ¢tant continue sur ¢. Done or iy ou u f'(3) est continue sur ¢. Le théoréme est dé-
v

montré.

. . . . L e, OV dv
Ajoutans que si unc fonction V(z, 1) et sa dérivée Jr OY 7, prennent sur AB des va-



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. B.105

encore possible, pourvu qu’a chaque point A; corresponde un chemin m A,
dans S, le long duquel f HF%:'; dztende versune limite (z désignant un point

de 8). Nous verrons en effet plus loin que la fonction F () peut se décom-

poser alors en unc somme de fonctions, holomorphes respectivement a I'ex-

térieur de lignes A, A,, ALA,, .... La premiére se développera en sérics
1 29 2 3

de polyndmes a l'intérieur d'une courbe convexe ordinaire A, A,MA, en-
tourant S, et ainsi des autres.

11 suffit méme qu’il existe une série de polynémes f(z), convergente dans

S, et telle que la différence F(z) — f(z) réponde a la condition énoncée.
Ceci est toujours possible quand la fonction F admet les A, A,, ..., A,

comme points singuliers isolés. Plus généralement, nous indiquerons dans

le Chapitre II d’autres cas ou I'on peut décomposer la coupure s en cou-
pures partielles A, A,, .. ..

Si, en plusicurs points A, A,, ..., A,, la courbe a un contact d’ordre
supérieur avece sa tangente, I'(z) étant continue sur s aux environs de ces

points, on décompose l'intégrale en deux parties f et f , 7 désignant un
o2 — G

fragment de s qui comprend tous les points A, et qu’on peut prendre aussi
g q P P ny I peut p

petit qu’on veut; en faisant tendre o vers o, on voit que le développement
subsiste.

Au cas contraire (et ceci s’applique aussi bien quand s n’est pas convexe),

90 L . bl - 1 3 o — o
s'1l existe un point a tel qu’en posant z, = — la fonction I, (¢, ) =F ()
soit holomorphe dans I'aire S, convexe, et dont le contour s, n'a pas de

singularité, F'(x) se met sous la forme z P,,<x l_ a)- Le point « existe

toujours, quand il n’y a sur s que deux points A,, A,.
J » 4 Yy q P y A\

Lorsque s est une courbe quelconque, on peut toujours la décomposer en
parties A, A, assez petites, soit pour que les tangentes en chaque point M

leurs Vy(7), V,(7), admettant une dérivée premiére continue, il en est de méme des deux
dérivées partielles.
d3z . . - .

Quand, le long de AB, Vi existe et est continu, si V(x,)) prend sur AB des valeurs
V() ayant une dérivée premiére continue, la fonction conjuguée est continue sur AB. Sj,
le long du méme arc AB, V (&, ) prend des valeurs V{(/) admettant une dérivée seconde,

g ) Y)p
oV oV . - . N . ', .
pri P sont continues sur AB. Ces propositions sont utiles dans I'intégration de I'équation
a deux variables AV = o.

II. — Fac. de T.

B.14
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de A, A, solent ordinaires et extéricures a S, soit pour que les cercles tan-
zents & s en chaque point M et passant par un certain point « (extérieur
aS) solent extéricurs & S. Si l'on peut choisir les points A, Ay, ..., en
sorte qu'a chacun d’eux corresponde un chemin A, m,, A,m,, ..., surlequel

i .o . p .
/ - (_ )r d s tende vers une limite, la fonction F(.r) se développe dans S sous

‘Ta forme (4).

Discussion du déceloppement (2). — La possibilité du développement
(2) s'établit comme celle du développement (3), avec quelques simplifi-
cations.

Soit s un contour fermé quelconque (sans angle rentrant) tel que, pour

2

. d?s . . . .
chaque point de s, —z existe et soit continu. Le contour peut offrir des

tangentes d'inflexion. On ¢tablit qu'il existe une fonction P -+ {Q, holo-
morphe dans S ct continue sur s, telle que lc long de s

P 1 Qy =o.

On peut toujours la multiplier par un nombre réel K assez petit en valeur ab-
solucpourque lescerclesayantapour centreetpassantparz (z —a =P + Q)
soient extéricurs a la courbe C passant par z (= étant voisin de s). On en

— a)'F(s)

conclut que I'intégrale f(—:(.r—a)"“ dz est indépendante de C quand C
c

tend vers s; ce qui montre que le développement, trouvé pour C, converge
dans S. ‘

Si s présente des points singuliers A, A,, ..., le développement est encore
possible, pourvu (ue la coupure s puisse se décomposer en coupures par-
ticlles, A, A,, ....

Lec cas ot S est 'espace extérieur 4 une ligne non fermée se raméne aux
précédents a l'aide de la transformation

a—+b

2

= +\(s—a)(z—b).

—+

n

53

Les développements dans unc aire limitée par des arcs de cercle s ou ex-
téricure & un contour rectiligne sont des cas particuliers des développements
(2), (3) et (4). lls s’appliquent & toute fonction discontinue sur s, mais
remplissant aux points anguleux les conditions indiquées.

5. Calcul des coefficients du développement (3). — Revenons au cas
d’unc aire convexe réguliere S. Nous avons démontré qu’a toute courbe s
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correspond une fonction
a(s)=—9(:)=s—(P+1:Q)
holomorphe dans S, s’annulant pour s = o, et telle que

n===x n—e
1 [ (z+9)"F(5)
Flo)=3 - [ 20 = 3 P, ().
21T (s+1)

n=90 0‘ n=0
La fonction = -+ ¢ n’a dans s qu'un zéro simple, 3 = 03 o est une courbe
quelconque entourant l'origine et intéricure a s. Chaque terme du second
membre a une valeur indépendante de 5, valeur qui, pour le terme de rang

n, n'est autre chose cue le résidu relatif au pole 5 = o de I'expression

( + U)"F(3)

(3 _»_7#)'1—&—1 o

Posons

(o est réel et positif, comme nous I'avons vu).
D’apreés une formule connue, le résidu est égal a

! D2 Q'/_*_‘Jf " F .
1.2...n =0 I+f 1+f

Ceci montre que P,(z) s’exprime en fonction des valeurs pour z = o des n
premiéres dérivées de f(z) et de F(z).Si donc on connait la fonction f(z), les
cocflicients pourront se calculer non plus a I'aide d'intégrales définies, mats
en fonction de ¥ (o), IV(o0), ..., F,(0).

Mettons ces dérivées en évidence dans Uexpression de P, (.r) :

RIP () = :0<£+_J_"> o

P+ f I+ f
Solent
X+ 5.f —u L~ Zf " 1 . ‘r 1 o
i+~f 7 1+ f +~f L+ f

On a

p:nn (n—p-+1)
P, (r)= D" VF= 2 _—TP—— Foip(0) V,=(V+F)r,.

]7:0

L’expression

V,=Dr_, gu
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est indépendante de IF

9=

—qg+1 ,

8 Vo= BE BT = (e )
g=0

La quantité «} est la valeur pour 5 = o de D u",
wg=D1[gz +5(1—g)]"

C’est donc un polynéme en x de degré r, dela forme z"~7(b + xB) et dont
les coefficients s'expriment en fonction de #(0), ' (0), ..., u,(0), parsuite
en fonction de g (o), g'(0), ..., 8,(0). Posons

gE)=ay+a;5+...+a,s"+...,
u(s)y=mgx+s5—358=by+ by 5+4...+ b,3"+ ...

=y +5(@x+1—ay) + 3 ax —a) ...+ 3T — Apyy) + -

On voil que

b — ‘gn(o) T — glz~—l(0)
“Tl.2...n 1.2...(n—1)
Ceci posé, élevons « a la puissance n et cherchons le coefficient B, de z7.
pose¢, P 7

D’apres une formule connue,

n!
f— PR b d Az o4
B,= E = — b3 bV . .afr.
oy o, otg!

Les o, @, ..., 2, sont des nombres entiers positifs vérifiant les deux
cgalités
Gy ...+ o= N,

A+ 22 .oy =1,

Il en résulte que
I n!
ul= — 2 ——— % .. b
177 ¢! opl veiotg! 70 7

Telle est I'expression directe des polynomes P, () en fonction des con-
stantes g4, gy -+ -y Z2(0).

On peut aussi exprimer les z? en fonction des polynomes d'indices infé-
ricurs, en partant des identités

n+y p+1 n+1 __ 2 n !
Upy = I)::0 upiy = (’l - l)Dézo Up U,
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ou encore
g=p+1
+1)...(p—g+2
i =D uru = Z (p )1 2(‘[]. qq )u,’,‘u,,,r,_,,.
7=0
Réciproque du théoréme précédent. — Soit une fonction arbitraire

+(z) ayant un zéro simple au point 5= a qu'on peut toujours supposcr
étre 'origine. Posons z + 4(z) =A(3) =P +(Q, et voyons a quelles
conditions les courbes C qui satisfont a I'équation P dz + Q dy = o sont
fermées et convexes dans le voisinage de l'origine. Nous avons dit que, si
. « ¢ ds . \ , .

U + Vi désigne 1’1ntegralej sy’ Ces courbes satisfont & Péquation
U = R. Comme

L 2P H(s,

z) 3

h
U=oaLp — 30+ G(x,y).

—

Si les courbes C sont fermées, 3 est nul. D’autre part, on peut toujours
supposer « ¢gal a 1, et

U(z,y)=Lp+ G(x,y)=R.

Posons
A — 5e6+i6G — 2 (3)

(G + i G, est holomorphe dans le voisinage de I'origine). Comme

1 ¢'(s)

h(z)  ¢(s)

-6

b

la fonction ¢(z) est holomorphe dans toute aire S ne renfermant ni point
singulier, ni zéro de 2(z) (en dehors du point z = o), ct sa dérivée 3'( =)
ne s'annule pas dans S. Par suite, la fonction inverse z = %, (5,) est holo-
morphe dans I'aire S, correspondant a4 S; S comprenant le point O, S, com-
prend le point O,, et’on peut toujours décrire un cercle de centre O, et in-
téricur & S,; la courbe correspondante est une courbe fermée, entourant
l'origine O et vérifiant I'équation U = R. Quand R a une valeur négative
trés grande, la courbe C se réduit sensiblement au point O quand R croit,
on obtient une famille de courbes qui ne se coupent pas et qui se ferment
autour de l'origine, tant que R n’alteint pas une certaine valeur limite ¢.
Ces courbes sont-elles convexes? Nous avons dit qu'en un point de ces
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courbes () étant 'angle de la normale avec Ox)

@2 2 p
dy T Pr+Qy

dQ . . .. .
Il faut que -7 e devienne ni nul, ni infini.

Considérons done les deux courbes

Pr+Qy

) LA
Ty et P, =o

(l’ x+=Qy

T + Cx + Dy, C ct D étant réguliers prés de l’origine) 5 con-
sidérons aussi les points singuliers de P + 7Q (qui sont ceux de P); soit
R’ la plus petite valeur de R pour laquelle la branche de courbe U = R qui
se ferme autour de O rencontre un de ces points ou une de ces courbes (R’
est au plus ¢gal & ). Pour toute valeur de R inférieure & R’, la courbe C
est fermée ct convexe, et l'on peut trouver un nombre K assez grand pour
que le cercle passant par 5 et ayant pour centre @ =z — KA (z) com-
prenne & son intéricur la courbe C (z étant un point de C). Si I'on se
donne a priori h, (z) = KA(z) (K est réel ct plus grand que 1), on voit
bien aisément que cette condition est réalisée pour les courbes C voisines
de lorigine (qui correspondent & des valeurs de R inférieures a un certain
maximum R,).

in résumé, soit /2, (z) une fonction de la forme Kz[1+zA(z)], ou K
est réel et supérieur a 'unité et A une fonction holomorphe prés de l'ori-

giney la série

n=m» n =

D Pu(a)= Do DIy [ga+3(1— )" F(3) g(3)

est consergente dans une certaine courbe U = R, si F(z) estholomorphe
dans cette courbe

: 5 : o . 1.
[,5'(‘)_/11(:}, L+I\_K/:: -——hl(;)dg],

mon, elle converge dans la premiére des courbes U = R qui rencontre
une discontinuité de ¥(z). La somme de cette série est IF(x). De plus, on
peut disposer de K, en sorte que R, soit ¢gal & un nombre quelconque infé-
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ricur a R (R’ ¢tant la valeur & partir de laquelle les courbes U = R cessent
d’¢tre fermeées, convexes ou 1‘éguli<‘*1‘e< autour de l'origine).

Applications. — Pour h,(3)= Kz, les courbes C sont des cercles ayant
pour centre l'origine; elles sont fermées convexes et sans inflexion, quel (ue
soit Rj on voit immédiatement que c'est la seule fonction i (3) qui
jouisse de cette propricté.

Quand %, (z) = Kz3(1 + az), les courbes C sont des cercles ayant méme

axe radical (%1 savoir la droite perpendiculaire au segment OA, en son

milieu; A, a pour affixe — —> etR'=—L]|a].

Sih,(z)=Kz(1+ as?), les courbes C sont des quartiques bicirculaires

qu'on peut définir par la relation géométrique g* = Cg'g” (9, ¢’y ¢” ¢tant les
\

distances d'un point M de la courbe aux points O, A, A’; A et A’ ont pour

1 1 T a2a2 1 .

affixes — —ct + E) En prenant 2, (s) =Ksy1 — ¢*3*, on obtient pout

les courbes C des quartiques bicirculaires, inverses, par rapport a leur centre
O, de coniques homofocales dont les foyers sont == ¢ (¢ est réel). Dans ce

c I . '
cas R'=1L Ve ; en changeant # en -, on obtient une forme de dévelop-
1+\/2

pement pour l'aire S extérieure a une ellipse ayant pour foyer = c ct dont

P'excentricité est inférieure & \/—
2

- . 1 o , p -

Plus généralement, soit /11(5) =Lttt By A

<~ <

¢tant réels; les courbes C sont définies par la propriété gp%...p% = const. ;
)81y pnsontles distances OM, AM, ..., LM de M aux points O, a, b, ...,
Sia=1ctsifl =...=2A=o, ces courbes sont des ovales de Cassini.

Sans m’¢tendre davantage sur ces exemples, j'ajoute sculement cue les
polynomes P, (5) sc rencontrent dans une séric assez analogue a celle de
Lagrange, ct qui peut s’en déduire.

L’équation 5 =oax + (1 — «)z f(z) a unc racine { qui tend vers zéro
avee «. Appliquons la premicre forme de la série de Lagrange a 'équa-
tion
(1) G(s)=5—a—ak(s)=o,

en faisant

sy T 5f(5) F(z
r(z)= T /(5) 5 H(z)= ?:\(T():—S.
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On sait que, dans un certain champ,

N N o s
@) 2 12 ..n D7 [2"(a) I(a)].

SN

<n particulier, pour @ = o, I'équation (1) devient

-+ 5f(3) .
1+ f(2)

et le premier membre du développement prend la forme

(2) s—oak(zs)=a

e F(O)(+ /) F(%)

G@) G+/yP—al+HS+e)—f(x+C)]  1+0—a)(f+5f)

en tenant compte de (2). Par suite,

F(C) — o’ n :l’—l—(lf " F(a) —_— \ n .
L= (1—a)(f+Cf) —21.2...nD”:°< 1+f> 1+f*2.°‘ Py ().

(Pour o =1, {=.) D’aprés la condition connue, cette série converge
pour o = 1, si x reste intérieur & une courbe fermée comprenant I'origine -
A(=)

<

et telle que, tout le long du contour, ’ \ soit inférieur & 1. La condition

peut s’¢éerire

> !
i< [4=2/(3).

Si donc il existe unc aire S telle que, x étant un point intérieur quel-

conque ct 5 un point du contour s, le module de %
que l'unité, ZP,(x) converge dans cette aire et représente (). Ceci
résulte également du théoréme établi précédemment. Mais inversement,
pour démontrer ce théoréme en partant de la série de Lagrange, il faudrait
prouver qu'a un contour convexe donné s correspond unec fonction Y (z)
vérifiant la condition énoncée. Or la recherche de §(5) revient précisément
a celle de la fonction désignée par P + 7Q ; c’est cette recherche qui con-
stitue d’ailleurs la seule difficulté de la premiére démonstration.

soit plus petit

6. Déceloppement en séries des fonctions V (x, y, z) salisfaisant &
Uéquation AN = o et réguliéres dans un espace quelconque. — A chaque
forme de développement indiquée plus haut, correspond une forme corré-
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lative de développement pour les fonctions V(x, y) de deux variables (ui
satisfont & I'équation AV = o. Si I'on envisage les fonctions de trois va-
riables qui satisfont & la méme équation, le premier développement, basé
sur la représentation conforme, ne comporte pas d’extension naturelle.
Mais les développements (2), (3) et (4) se généralisent sans difficulté.
Soient, en premier licu, une surface fermée quelconque s, sans angle ren-
trant; o, B, v un de ses points (a, 8, v sont fonctions de deux parameétres
et 7). On peut en chaque point «, B, y construire une sphére de centre
a, b, c, tangente & s el extérieure a cette surface. Soit, d’autre part,
F(z, y, z) une fonction qui satisfait & AF = o, réguli¢re dans le volume S

. - L . - dF
el continue ainsi que ses dérivées premiéres <0u amnsi que —— jsur s

3 l[
at
I 1 dF ro..
“"f’f’z)—ﬁf_[ rdn T dn ¥ )

ou
I I :&_
- = = V_,(x —a,y—0b,35—¢)
oN@E =)+ (=B (5 —y) %
ct
d~ a1 0~ 9~ n=

I__) r 7 ’
dn =Moo TGy TV s

:EVI—('L+1)(‘I"— a,y —b, s —c);
n=20

a, b, ¢, A, i, v sont fonctions continues de o, 3, v, par suite de ¢ ct 0, sauf
pour les lignes singuli¢res de s. On peut écrire

om F(x,y,:):foV"_,,(x——a, y—b, 53— ¢)do,

en réunissant V_,,,, et V' . Soit ¢ la surface lieu des centres «, b, ¢; on
peut construire une surface s’ formée de fragments de sphéres extérieurs

a s, tournant vers s leur convexité et intérieurs & o. Soient A, B, C,,

ce,
AyB; Gy les centres de ces sphéres; la fonction

Vi, (z—a,y— b, 5—c)

se met dans s’ sous la forme
p=wo

(2) DV (@—A, y— B, s —C)+.. + VE(@—An y— By 35— Cp),

=n

1. — Fac. de T.

B.15
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Apres l'intégration, la fonction ¥ (., y, =) est représentée par la série

n=w

(2‘) Z(I)n(‘rr e) z)’

n=0

O, étant une expression de la forme (a).

Les remarques faites dans le plan s’appliquent ici : la série converge ab-
solument et uniformément dans tout volume S, intérieur 4 S, et sa conver-
gence est de lordre des progressions géométriques. Les dérivées de
F(x, y, 5) s'obticnnent en dérivant les termes de (2), ce qui conduit a des
séries de méme forme. Les termes de (2) sont nuls identiquement dans 1'es-
pace X extérieur aux sphéres S,, S,, ..., S, et qui ne contient pas S; la
séric (2) converge donc ct est égale & o sans =. De 1a le moyen de former
unc série de la forme (2) représentant dans deux espaces quelconques deux
fonctions V(.r, y, z) distinctes.

Le développement (2) est possible d'une infinit¢ de maniéres : chaque
terme ©,(x, y, z) étant donné, on peut lui ajouter une série dont la
somme estnulle; de plus on peut ajouter, terme & terme, a la série (2) elle-
méme des séries de méme forme dont la somme est nulle dans s'.

Les V,(x — Ay, » — By, 5 — C;) sont des combinaisons linéaires des
L e " 1 1
dérivées piemes de o On peut remplacer - par Y(z — Ay, y— By s — Cy);

$(x, y, =) est unc fonction qui satisfait & A} = o, admet Porigine pour
pole du premier ordre, le résidu étant égal a 1, et ses autres points singu-
liers (a,, b,, ¢,), ... sont tels que le point (2 + a), (y+b), (z4+c¢))
est extéricur & s' (si @, y, = est compris dans s') ainsi qu’aux sphéres
(A, By, Cp). Lies coefficients sont indépendants de la forme de . On peut
déduire de 1, pour un espace quelconque, des remarques identiques &

celles de M. Appell sur les espaces dont la surface est formée de fragments
de spheres.

Si l'on considére le premier terme de (2)

@, as a A
D (r,y,s)=-— + 2 4. .. -
. ™ Y

on voit, comme pour le plan, que la somme a, + @, + ...+ a, est nulle.
Quand l'espace S est extérieur a la surface s, rien n’est changé dans le rai-
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sonnement précédent; mais, dans ce cas,

1 " dF
P js%ds—ai+ag+...+ak_,a,

A estle résidu de la surface-coupure s.

Les développements (3) et (3) s’étendent de la méme maniere. Il suffit

d’entourer la surface convexe s de sphéres 2 qui lui soient tangentes en
chaque point, et I'on voit que :

F(x,y,z)::;Trsz\’,,(x—a,y——b,;—c)ds,

V, ¢tant un polyndme de degeré n en x 3, qui satisfait & Déquation
n be) P }’, b}

AV, —o.
Il en résulte que

(3) F(x’)’,s):‘ﬂpn(‘d‘, ¥ ;);
P, (x,),z) é¢tant un polyndéme de degré n en x, y, 5, qui satisfait a I'équation
AP, = o. Il suffit, pour que le théoréme soit exact, que I (x, y, 5) soit con-

tinue sur s; car, en appliquant a la surface S la méthode de C. Neuman,
on met la fonction K sous la forme

d
F(l‘,.}”z)_—“ff(}(t,e)ﬁ‘—d&

G ¢tant une certaine fonction continue de Z et de 0. En raisonnant sur cette
intégrale comme dans le premier cas, on voit que la fonction IF(z,y, 3),
continue sur s et réguliére dans S, peut se développer, dans ce volume,
en une série de polynémes P,, satisfaisant a ’équation AP, = o.
Discussion. — On démontre (comme dans le cas du plan) que, si
(rt — s*) ne s'annule en aucun point de s, on peut trouver un rayon R
assez grand pour que toutes les sphéres tangentes a s et de rayon 7 com-
prennent S & leur intérieur. Si (¢ — s?) s’annule en des points ou sur des
lignes de s, le théoréme subsiste, car il suffit de décomposer I'intégrale en
deux parties, dont I'une, relative aux parties singuli¢res de la surface, peut
étre prise aussi petite qu’on veut. Quand (¢ — s?) s’annule sur une portion
finie de s (s comprend un fragment de surface développable), il faut avoir
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recours a la remarque suivante : Soit 'espace S intérieur (ou extérieur) a
une surface fermée quelconque s. S'il existe, en dehors de S, un point
(A, B, €), tel que, en le prenant pour pole d'inversion, S devienne l'espace
intérieur & une surface convexe, la fonction F(x, y, z) réguliére dans S se
met sous la forme

o rz;n s A :y-B i
F(‘rn"‘)*"+>..P"[(x_A)2+(y—B)2+(:—C)z’ z—Ay+.. . (w—Ayp+...
n=0

x
Vx— A+ (y =B+ (s —Cp

n==

= -+-ZP',,(J,)/, z);

n=20

I, est une combinaison lin¢aire des dérivées d’ordre n et d’ordre inféricur

1 T

¢ = —
V(ie—AY+(y—B)2+ (2 —C) r
Ce point (A, B, C) existe aux conditions suivantes : soient M et N les

deux centres de courbure des sections principales de la surface au point
P(a, 3,v), MP le plus grand rayon. Si, au point P, la surface s est & cour-
bure positive, nous construisons la sphére X/ dont le rayon est MP, quand
s lourne sa concasité vers S; autrement, nous contruisons la sphére 2” dont
le rayon est NP. Si, an point P, la courbure de s est négative, nous con-
struisons la sphére X7 qui passe par P et qui a pour centre celui des deux
points M, N qui est, par rapport & s, du coté opposé a S. 1l faut et il suffit,
pour que (A, B, C) existe, qu'il y ait, en dehors de S, une portion d’es-
pace S, extéricure a toutes les sphéres 2’ et intérieure a toutes les sphéres
27, Ces spheres se réduisent a des plans aux points ou (rf — s*) est nul.
Quand (7 — s*) est toujours positif ou nul, il faut et il suffit (si I'on dé-
signe par P l'espace situ¢, par rapport a un plan tangent en un point de s,
du colé opposé & S) que tous les espaces P relatifs aux points ot (1t — s?)
s‘annule aient une partic commune.

Quand le point (A, B, C) n'existe pas, on peut toujours décomposer s (si
S ne présente pas d'angle rentrant) en parties s,, Si, ..., $, assez petites
pour qu'il y ait, en dehors de S, des points M;, tels que toutes les spheres
(ui passent par M; ct sonl tangentes a s; en chaque point soient extérieures
a S. En décomposant l'intégrale qui représente F(x,y,z) en plusieurs
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autres relatives respectivement a s,, S,, ..., S5, oOn voit que

N o T o X — Ay »—B, 7 —C)
F(x,‘),g)_h—k—E[r‘Pl < T T )—|—
n=>90
’ "pm (% Ar ¥ —By 3 =G
(-l) -+ /cP < ’12: 4 ,./% rj
—h+2lp’(m(x Yy 3) +...+ P (x,y,3)
n=>0

[P A est une combinaison linéaire des dérivées d’ordre n et d’ordre inférieur

de L = ! » A,y By, C; désignant les coordon-
i V(2 — A+ (y — B (5 — C)?
nées de M,-].

Les séries (3) et (4) convergent absolument et uniformément dans tout
espace X intérieur & S. Les dérivées de I' s'obtiennent en dérivant les
termes des séries (3) et (4), cc qui conduit & des séries de méme forme.
Dans le développement (3) en particulier, si

Pu(xu)’):):‘za(o:l,)ﬁ,yxxu.)"ﬁ‘ﬂ)
n=90
WE(2,9,3) N o
dx“d)ﬁd‘( Za pour x =y =—s=—o.

Les développements (3) et (4) sont possibles d’une infinité de maniéres.
On peut se donner arbitrairement les 7 premiers termes ou assujettir les

polyndémes P, & ne pas contenir, au dela du pi*me, de termes de degré infé-

. \ . 1
rieur a p. On peut faire en sorte, par exemple, que les termes en —,

ry
1

—y e

1 .
. . N < 7
- o figurent sculement dans le premier terme du développement (4).

Si S est I'espace extérieur a une surface, le résidu de cette coupure est alors
cgal a @, + a, +. ..+ ay, les lettres a,, a,, ..

., ay désignant les coefficients
T

I
respectifs de —, =, ey —.
ryor, I
Quand F(z, y, 5) n'est pas continue sur s, la convergence des séries (2),

(3) et (4) ne s’établit que dans des cas particuliers.

02—
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CHAPITRE 11

I. Soit F(z) une fonction uniforme de s qui ne présente dans le plan des
s qu'un nombre fini de singularités L,, L,, ..., L, (coupures, espaces la-
cunaires, points essentiels ou poles) : L,, L,, ..., L, n’ont pas de points
communs. Cette fonction peut se mettre sous la forme d’une somme de
n fonctions 1’ admettant chacune dans le plan gu’'une singularite.

11 suftit, pour le voir, de répéter le raisonnement employé par M. Bour-
guet dans le cas des points singulicrs. On trace n contours s,, S, ..., S,
comprenant chacun a son intérieur une des singularités et une seule : quand
la ligne L; est fermée et n’enclot pas un espace lacunaire, le contour s; est
multiple. La fonction F(z) (qu’on suppose régulicre & U'infini) est holo-
morphe dans l'aire S extérieure aux contours s; et intérieure a un cercle C de
centre O ct de rayon assez grand pour enfermer toutes les coupures L;. Si
« désigne un point de S, s le contour de cette aire, on a
F(a‘)::—l.- F(s)d::;[ F(;)d:_‘_“'_}_fF(z)d:.+..'+fF(:)dz].

21T s S — 2ITT C S— X i I—x Sn:—x

La premicre intéerale est unec constante 2w/ : lintégrale
1 2 5 J——

S
d¢finit une fonction de w holomorphe a Uextéricur de L;, car on peut prendre
s; aussi voisin de L qu’on veut sans changer la valeur de l'intégrale pour

les points .o extérieurs a s; : I'(.e) se met donc sous la forme
F(x)=7h+ fi(x) +fo(x) +. ..+ fr(x),

chacune des fonctions f,, f,, ..., f, n’admettant qu'une des singularités L, ,
]"l_’, LI ] L/l'

Le cas ot IF(&) n'est pas holomorphe & I'infini se raméne au précédent,

1

en posant 3 = —— ;5 I'(.r) est alors une somme de n fonctions dont 'une
Sy

a, pour lignes singuliéres, plusieurs lignes L ayant des points a l'infini.
Le long de s, 1’intégralefF(:)d: est nulle : si donc on appelle résidu
s
ae ' 1 ~ . ,
de L, la valeur de lintégrale ;_;fl* (3)ds, on voit que la somme des ré-
=J,

sidus de ¥ (x) dans le plan est nulle. Quand la fonction I («) est holomorphe
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a I'infini, le résidu du point z = o est le coefficient de —;, changé de signe,

dans le développement de F(«) & I'extérieur d'un cercle de rayon suffisam-

ment grand. Sile point z = w est un point singulier de I'(x), le résidu re-

latif & la coupure L. est la valeur de I'intégrale ;Il—; fF(;) dz prise, dans le
e

sens inverse, le long d'un contour fermé entourant toutes les singularités,

sauf L/.

Ce qui précede s'applique a la fonction ]%%%; quand F(x) n’a, dans le

plan, qu'un nombre fini de zéros ou de singularités, on en conclut, en inté-

grant et en passant du logarithme a la fonction, que F(x) peut se déve-
lopper ainsi

F(z)=(z —a,)P(z — Ax)Pe. . (X — a;)Pix el ¢ efo (T 5L efnlh))

Sis fay - vy fn ayant respectivement qu’une singularité L, L,,
Ion appelle ordre de la coupure L; I'intégrale z—lt—ﬂ [ EIT("EZ—?E, la somme des
ordres de F(x) est nulle dans le plan.

Remarque. — 11 est possible, dans bien des cas, de décomposer une sin-

gularité formée d’une ligne continue en plusieurs ordres, grace a 'observa-
tion suivante :

L. Si

Soit L une coupure non fermée de I'(x); A et B sont ses extrémités, C
un point de AB. Posons
F(z)ds
O
G

(o désignant un contour fermé ne contenant que la coupure I.). S'il existe
un chemin /, traversant AB au point C, et sur lequel | F(x) | ne croisse pas
indéfiniment, on peut décomposer f(a) en une somme de deux fonctions

qui n’admettent respectivement comme coupure que AC et CB. In effet, /
rencontre o aux points M et N et décompose ¢ en deux parties 5, ct g,, for-

mant avec { deux contours fermés o, + MN et 5, + NM, qui contiennent le
prenier AC, le second BC. On peut écrire

F(z)ds F(z)ds
= _— —_—
f(x) ‘[QT;-%—N.\I

My T F z—x =/fi(z)+ fr(x);

J1(x) est définie pour toute valeur de & extéricure a AC, car on peut tou-
jours tracer un contour g’, laissant a 'extéricur le point = et entourant AB:
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ce contour rencontre le chemin / aux points M’, N’, et I'on a

filae)= F(:-)d:: F(;)d:7

S5— X

Yo N oMy = &

car F'(x) est holomorphe & I'intéricur du contour formé par o, o,, MM et
NN'. De méme, f,(x) est holomorphe a I'extérieur de BC. Il suffit, pour

que la remarque s’applique, qu'il existe un chemin /, tel que, z et z, tendant
vers C sur [ de part et d’autre de L et suivant une certaine loi,

f F(s)ds  F(s)d5s
55— s —x

tende vers une limite % (). Il suffit méme qu’on puisse trouver deux fone-
tions g,(x), g.,(x) n'ayant respectivement pour coupures que AG et CB,
telles que I, () = F(x) + g, (%) + g,(x) vérifie la condition précédente.

Quand la coupure L est une ligne fermée ne limitant pas un espace lacu-
naire, si cette condition est remplie pour deux points C et D de L, on peut
la décomposer en deux coupures CED, CFD.

Quand L limite un espace lacunaire X, si, pour deux points C et D de
L, il existe deux chemins I et I” sur lesquels | F(x) | ne croisse pas indéfini-
ment quand s tend vers C sur /, et vers D sur I, a U'extérieur de X, la cou-
pure peut se décomposer en deux parties CED, CIFD. Il suffit méme que, =
el 3" tendant simultanément vers C et D sur { et I’ (suivant une certaine loi),

I'F(3)d= Fez"YAds ..
f ‘ Pl ds - ) ] tende vers une limite o ().
s —w 5 X

Dans tous les cas, cette condition n'é¢lant pas remplie, on peut tracer un
chemin arbitraire MN rencontrant la coupure L (qu’'on suppose ouverte)
au point €, et définir £, () et f,(x) de la maniére suivante
F(s)ds
T

5— X

fi(r)=

5, ¢lant un contour qui passe par M et N, sans rencontrer le chemin MN en
d"autres points, et qui entoure AC cn laissant & son extérieur. De méme,

F(s)ds

2 ) — _—

2l f 2,
7, entoure BCy f, et f, admettent respectivement les coupures AC et
BC, et la coupure commune MN, qu’on peut prendre aussi petite qu'on
veut. LEn appliquant le méme raisonnement a l'extrémité A de AB,
on voit que f,(x) est la somme de deux fonctions f, et f, ayant
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comme coupures la premiére une ligne MCAM,, la seconde une ligne

NCAM, [M, est un point arbitraire qui, parfois, peut se confondre avec A,

notamment si \ f{(—i)—if \ ne croit pas indéfiniment quand z tend vers A].

Quand la coupure L est une ligne fermée, on peut décompbscr f(x) en
une somme de deux fonctions f, (x), f,(«) ayant respectivement pour cou-
pures les lignes CED, CFD, et les deux coupures artificiclles communcs
MCN, M,DN,. Si 'on remarque que f,(x) et f,(x) deviennent infinies
aux points M, N, M,, N, comme log(x) pour & = o, il est clair qu'on peut
décomposer f,(x), par exemple, en quatre fonclions ayant respectivement
pour coupures MCDM,, MN, M,N,, M, CDN,. La conclusion est analogue
si L limite un espace lacunaire. On peut, en définitive, décomposer, dans

tous les cas, la fonction I'(«) en une somme de fonctions dont chacune est
holomorphe dans Uaire extérieure & un contour fermé ou & une ligne
non fermée ne se coupant pas.

Quand L est décomposée en deux coupures L, L7, le résidu de F(a)ve-

latif & I” est égal ala valeur de I'intégrale ;—;A ff, (z)dz, f,(x)n’admettant
it -
T

que la coupure L’ qu’entoure a. Ces résidus jouissent des propriétés ordi-
naires. Si plusieurs coupures L” ont des points & I'infini, la fonction f(z)
qui a pour coupure L/ est la somme de plusicurs fonctions dont chacune
admet pour coupure une des lignes L’ et une certaine ligne L, arbitraive,
ayant un point a I'infini, et qui disparait dans certains cas.
Les mémes remarques s’appliquent a la fonction {M et, par suite, a la
()
décomposition en produit.

2. La fonction F(x) étant ramenée 4 une somme de fonctions plus sim-
ples, on peut chercher a développer ces fonctions a l'aide des séries ¢tu-
diées plus haut.

Il est facile de décomposer dans tous les cas I'(2) en une somme de fonce-
1

tions 2?\,(:0), auxquelles le développement (1) s’applique, puisque cette
1
forme de développement convient pour toute fonction /() holomorphe a

I'extérieur d’une ligne (fermée ou non) qui ne se coupe pas. La fonction
Il. — Fac.de T. B.16
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() est alors de la forme

v=p

B,
(1) F(x) 2/l+/(1)~—a [fv(x)—a]2+

V=1

r
I.a somme z A, est nulle, car A, est le résidu relatif a chaque coupure L,.

Les dév eloppcments (2), (3), (4) peuvent ne pas s’appliquer aux fonc-
tions 7, ()3 nous avons indiqué dans quels cas au Chapitre précédent. On
tiche alors de décomposer les fonctions exceptionnelles ¢, (2 ) enune somme
de fonctions pour lesquelles ces développements conviennent. Mais la chose
n'est pas réalisable nécessairement. Ces cas écartés, la fonction F(x) peut
sc mettre sous la forme d’une somme de p séries (2), (3) ou (4). Nous
avons indiqué les valeurs des résidus en fonction des coefficients de ces sé-
rics : la somme de ces valeurs estnulle.

Ces développements fournissent autant de formes de décomposition en
produit de F(z) : par exemple, la forme (1) donne

i=p 1
Flo)=C(z —a)t(z—b)n... (@ —1) [ [ [fil@) — ai]PzeG[m)'_"i]_

La somme Xo; -+ Zp; est nulle.

3. Supposons maintenant que F(x) admette dans le plan une infinité de
singularités L, L,, ..., L, ..., sans points communs. Chacune ci’elles, L,
suite ou non d’autres singularités, peut toujours étre entourée d’une cer-
taine aire S a double contour, 4 'intérieur de laquelle F (x) est holomorphe :
I°() peut se développer dans S a l'aide des séries ci-dessus, ou bien
encore, en se rappelant que 'aire S admet la représentation conforme sur
une couronne limitée par deux cercles concentriques, on met F(x) sous la

forme

n—-+ o an
F= 2 T el

el

, +
48

n

fle)—ajn

5

Flr)y=[f(x)—a]"(x—a)...(x —1)e

(Test la généralisation du théoréme de Laurent. On peut définir la fonc-
tion caractéristique de la singularité¢ L comme dans la théorie des points
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essentiels, et elle jouit des mémes propriétés. On peut définir également

le résidu et U'ordre par les intégrales fGF(z)dz et f;l%((%) dz (& étant le

contour fermé qui limite S & l'intérieur) : ces deux intégrales varient cn
général avec o. Il est clair que les théorémes énoncés sur les résidus et les
ordres subsistent avec la nouvelle définition. Enfin, la classification des
points singuliers s’étend sans modification aux lignes singuliéres; mais je
renvoie pour cette question & un Mémoirc de M. Guichard sur les points
essentiels (Annales de I’Ecole Normale, année 1884%).

En raisonnant comme au n° 1, on met la fonction F (x) sous la forme
F(x)=F;(x)+ fi(x),

Ji(x) n’ayant que la singularité L, et I¥, (=) étant holomorphe sur I, (1.,
peut comprendre un ensemble de singularités). Mais, quand les lignes L,
L,, ..., L,, ... forment une suite dont la limite est L, existe-t-il une série
convergente X £, (z) = I'(z), telle que chaque terme n’admette en dehors

de L qu'une singularité L,? Le théoréme de M. Mittag-Leffler permet de
répondre a cette question.

ST . ¥F(z)ds
TutoriMe pE M. Mitrac-LerFFLER. — Soit f,(x) = f .(7)}“ (s, nentou-
ow T

rant que la coupure L,). Il existe une fonction H,(x) n'ayant que des

n=owo

poles isolés sur L, telle que la série Z [/f.(x) — H,(x)] soit convergente

n=1

pour tout point x extéricur a L. et aux L,.

En effet, chaque terme f,(«) est holomorphe dans I'espace 5, extérieur
a4 un certain contour s, d’arcs de cercles dont les centres o, 2,, ..., a,
sont sur L, et £, () se développe dans S, ainsi :

) b {p
.fn((r):z(.v_alai)p "|_( L ..+ !

T — a7 (T — o)

On peut prendre un nombre ¢, assez grand pour que (quand w varie

I'extérieur d'un contour o, voisin de g, et 'entourant, mais sans point com-
mun avec lui), le reste

P=qn

IJ
Rq“(‘l‘):_f"(((')—_.; Z (’r——_(l—”r),)—!—.—y— i
p=0

(r— )P
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ait un module inféricur & un nombre positif donné ¢,. Sil'on choisit les ¢,

n=gamxc n—wo
de maniére que la série E €, soit convergente, la série 2 R, (x) repré-
n=1 n=1

sente une fonction holomorphe de « pour tout point z qui n’appartient ni
d L, ni aux singularités L, ; car, pour des valeurs de 7n supérieures a un
certain nombre v, le point z est extéricur aux contours s, (puisque ces

n=—w®o

contours tendent vers L quand 7 croitindéfiniment ), et la séric 2 R, (x)

n=v+1

converge absolument et uniformément dans un certain espace entourant x;

n=~v

d’autre part, la sommez R,,(x) est holomorphe au point .

n=1
n=cqwx

Ajoutons que la différence I (x) — 2 R, (z) peut s’écrire

n=1

n=w

F(l‘) —“fm(‘r) - El{q,,(x) _.fm(*'r) :Fm(‘l") -+ Hm(x)’

_n=1

I, et H,, étant holomorphes dans le voisinage de L,,. La fonction F(z)
peul done se décomposer en une somme de fonctions g,(x) n’ayant qu'une

singularité en dchors de L,
(2) F(z)=G(x)+ Zh,(2).

G () nadmet que la singularité¢ L dans le voisinage de cette ligne.

Les remarques faites sur la décomposition des coupures cn plusieurs
aulres permeltent d’apercevoir aisément les cas principaux oti le théoréme
subsiste, les coupures L, ayant des points communs.

Dans le cas ot L limite un espace lacunaire X, on peut prendre les centres
a; des cercles qui forment le contour s,, non plus sur L, mais a l'intérieur
de Z. Le cas d'une coupure ouverte AB peut se ramener a celui d’un espace

lacunaire par la transformation

a—+ b

2

o= +\ (v —a)(x —0b).
Quand I'espace S extérieur & L admet la représentation conforme sur un
cercle, on peut donner une autre démonstration du théoréme.

Soit ., = 2 (x) la fonction figurative de L; cette fonction représente S
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sur 'espace 2 extérieur 4 un certain cercle C du plan des z,, de rayon R :
a des cercles C, de méme centre et de rayon R, (R/, étant supérieur a R),
correspondent des courbes o, entourant L. et sans points communs avec
cette ligne. On peut raisonner sur ces courbes g,, comme sur les contourss,
d’arcs de cercles : la fonction a retrancher est alors de la forme

v=p

Za—i—-#—ﬂ— T —" —
CTe(z)—a T [e(@)—al T [g(a) —alP

v=0
Ce sont les premiers termes du développement de f,(z) a 'extérieur du
contour g, qui entoure L et L,. Dans ce cas [si I(x) n’admet pas de sin-

gularités en dehors des L,, L,, ..., L,, ..., L], cette fonction se met sous la
forme

V=o

(3) F(JC):Z [(PTTV_;];—'—ZIIP(@,
v=0 p=1

V=

aﬁ,”"

hp(2) = g‘om — P”[m]’

.. N 1
P, désignant un polynéme en c@—a

On pourra aussi appliquer, dans bien des cas, les développements (=),
(3) ou (4). Par exemple, si L est une courbe convexe a 'extérieur de la-
quelle F(z) n’est pas définie, et qui sert de limite a des espaces lacunaires
L,, a4 Pextérieur desquels le développement (3) converge (les L, peuvent
étre des points isolés, ou des cercles), la fonction F (z) est de la forme

Y p=wx

(4) F(z)= X Py(2) + X hy(),
ol _/_o p=
hp(z) = 2 PV”(.:IJ _l a,,) — Qp(x).

Les P,(z), P#'(z) sont des polynomes en 3, comme les Q,(z) [ces der-
niers sont les premiers termes du développement des f,(=) a lintérieur
d’une aire convexe, qui tend vers LL]. On peut prendre aussi pour les Q,(x)
des fonctions qui n’ont que des poles distribués sur L, ou des poles exté-
rieurs & L (d’aprés la premiére démonstration).
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Si la fonction F(z) a m singularités, telles que L, elle est la somme de 2
développements analogues aux précédents.

Au théoréme sur la décomposition en somme correspond un théoréme
sur la décomposition en produit. 11 suffit d’appliquer les résultats obtenus &
o . , . ’ . oy .
% St F(x) présente une suite de zéros a; et de singularités b;, qui
tendent vers L, on a [d’aprés la formule (2)]

(3) F(r)= ewl—[(ﬂyie”“(rﬁ)nhn(m,

X — o

les /i, () ne s’annulant pas et n’admettant qu’une singularité 4,, en dehors
de I.; o; désigne un point de L, tel que |a;— o;| tende vers o avecli.,
et g;(3) est un polyndme en z. En particulier, quand les singularités b;

sont des points isolés, on a

hn(@) = (f:%’z)”"e“(:z:) ~&(7=5)

L —Pp

b

Y.(5) est une fonction holomorphe de z, g/, (z) un polyndéme en z. Si ces
singularités b; n’existent pas, on retombe sur la formule de développement
en produit, indiquée par M. Picard.

On obtient d’autres formes de développement en appliquant la for-
mule (3). Par exemple, si L est un cercle C de centre O a I'extérieur duquel
F(xz) est définie et holomorphe, les zéros de F tendant vers C, F(z) se dé-
veloppe ainsi

F(r)— o (5) H(f%az)”‘gi(i).

On parvient au méme développement en appliquant la formule (4), ou en
se servantde la remarque qu’on peut prendre les points «; 4 l'intérieur de C,
et ici les faire coincider avec I'origine.

Il est & remarquer que cette derniére forme est identique & celle du déve-
loppement de F(z) quand F a I'origine pour point essentiel et est holo-
morphe dans le reste du plan. Plus généralement, si C est la limite de cer-
cles C,, qui enferment un espace lacunaire de F(z), le développement de
la fonction en somme ou en produit peut se mettre sous la méme forme que
dans le cas ot I'(r) admet le point essentiel O, limite d’autres points es-

sentiels.
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On voit quelle diversit¢ de formes on peut donner aux développements
précédents. La seule difficulté pratique de la méthode réside, comme pour
le cas des points essentiels, dans le calcul direct de la fonction désignée par
G(x) et qui admet L comme coupure.

Il est facile dés lors de former I'expression la plus générale des fonctions

simplement et doublement périodiques. Nous dirons un mot de ces der-
nieéres.

4. Applications aux fonctions doublement périodiques. — En premier
lieu, le théoréme des résidus et le théoréme de Liouville subsistent quand la
fonction doublement périodique F(x) admet des singularités quelconques;

(3 . \
car les intégrales f F(z)ds et [1‘7((7; dz (P désignant le parallélogramme
P P ~
des périodes) sont nulles. Donc la somme des résidus et celle des ordres
sont nulles dans P.

. <1 o 3F'(3)ds . .
Si, de plus, on considere I'intégrale ;%r f —EF((—B)—, on voit, sans peine,

en la mettant sous la forme

I

(zLz)3(P) — —i—ﬁfLF(z)dz,
P

2LTC 2

1

que sa valeur est de la forme mw + no’, » et ' désignant les périodes.
D’autre part, soit f(z) une fonction holomorphe et ne s’annulant pas a

Pextérieur d'un cercle C de centre «, f—,%(%) se développe dans cet espace de

la maniére suivante

fi(x)  n o B
fz) s—atG=ar  (G—ay

ctl’on a

. C 1 . F(z)ds
Si 'on considére chaque fonction f;(.r) :f 7(—-15 [s; entourant un
a;
seul zéro ou une seule singularité de F(x)], la somme des quantités n;a; -+ «;,
dans P, est de la forme mo + no'.

En particulier, supposons qu'on développe la fonction f;(r) en somme
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ou en produit, a l'aide de la série 1,

kK i l i

filx)=nh;+ Q(I)——a,~+ [o(2) —al +...

el

g B: Yi z
fi(x) =[o(x) — a;]me'?F) —a Fm—al 70,
P 7 q
les sommes Z k,et 2 n; doivent étre nulles dans P, et la somme 2 (n;a;—B))
1 1

1
est de la forme mw + nw’. Ceci résulte des égalités établies au n° { du Cha-

pitre précédent. Nous avons dit que a, était I'affixe de la singularité corres-
pondante : sil'on appelle reste de cette singularité le coefficient 3, changé
de signe, on voit que la somme des restes des singularités dans P, aug-
mentés du produit de leur affixe par Uordre correspondant, doit étre
égale a une somme de multiples des périodes » et o',

Si l'on applique a f;(x) les développement (2), (3), (4), les égalités
(3") et (4'), établies dans le Chapitre I, fournissent les valeurs des trois in-
tégrales définies considérées, en fonction des coefficients.

Réeiproquement, on peut former une fonction doublement périodique
ayant p singularités données (ou p singularités et p’ zéros) dans P, si les
résidus, ordres et restes de ces singularités, vérifient les conditions énon-
cées. Il suffit, pour établir cette réciproque, de raisonner comme dans le
cas des points essenticls : on peut entourer toutes les singularités (formées
ou non d’un ensemble de singularités distinctes), de contours d’arcs de cer-
cles, et appliquer la méthode de M. Appell, ou la méthode de décomposi-
tion en sommes et en produits doublement infinis. Je renvoie, pour cette
question, au Mémoire déja cité de M. Guichard.

Quand les singularités se composent de 7 espaces lacunaires, on peut ap-
pliquer aussi a ces espaces le mode de développement (2), ot la fonction

¢lémentaire

1 1} I}
—— estremplacée par Z(5 — «). Les termes du développe-
ment sont des fonctions linéaires de Z et de ses dérivées. Clest la générali-
sation de la méthode de M. Appell.

1l est facile encore de développer F(z) (cette fonction présentant dans P
un nombre fini de zéros ou de singularités) en sommes ou en produits dou-
blement infinis, dont les termes 2,(5 + mw + nw’) sont représentés par
des intégrales définies ou par des développements de la forme (1), (2), (3)
ou ( {). La démonstration ordinaire s'étend aisément au cas actuel.
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Enfin, si 'on emploie la méthode de M. Hermite, on voit que
F(x)= f(snx)+ecn(z)dn(x)¢[sn(x)],

et Pon sait développer f(¢) et ¢(¢) qui ont n singularités dans le plan.
Les fonctions de premiére et de seconde espéce s’obtiennent de la méme
maniére; mais je n’insiste pas davantage sur ces considérations, dont le

seul intérét est de montrer la généralit¢ des raisonnements sur lesquels
repose la théorie des points essentiels.

5. Extension des théorémes précédents aux fonctions V(z, y, 5)
qui satisfont & Uéquation AV =o. — Les théorémes que nous venons
d’¢noncer ont leurs correspondants dans 'é¢tude des fonctions V(x,y, z)de
trois variables, qui satisfont & I'équation AV = o. Nous nous contentons de
les énoncer: les démonstrations se déduisent de celles qu’on a données dans

I
dt
le plan, & condition de raisonner sur I intégrale avi___r V, ) ds
dn v~ dn
comme sur f(=)ds,

5 —x

1° Une fonction affectée de n singularités (sans points communs) est
la somme de n fonctions N, n’ayant chacune qu’une singularité. —
Lorsqu'une ligne L. divise une surface coupure g en deux parties ¢, et g,, ct
que, sur une surface s traversant ¢ ct passant par L, V et ses dérivées pre-
micres ne croissent pas au dela de toute limite, on peut décomposer la fone-
tion qui admet ¢ comme coupure, cn une somme de deux fonctions admet-
tant respectivement les coupures s, et 5,. Cette décomposition est possible
dans tous les cas, & condition d’ajouter une coupure arbitraire s

2° La somme des résidus de V est nulle dans tout 'espace, en définissant

convenablement le résidu relatif au point & U'infini. (Le résidu de g est la va-

o fne dv . .
leur de l'intégrale définie f f —. ds, s entourant la scule singularité . )
s

Quand V(x, y, z) présente des espaces lacunaires sur la surface desquels

V est continue, on peut développer les fonctions V, sous les formes (2), (3)

2), (.
ou (4). La somme des coefficients de ces développements qui représentent
les résidus est nulle.

3° Lorsqueles singularités S, de V forment une suite ayant pour limite S

~

on peut encore metire V(z, y, ) sous la forme W(z, y,3) + 2V, (x, . 3),

les V, (i, y, =) n’ayant qu'une singularité S, et des poles sur S, et Wi, v.3)
1. — Fac. de T.

B.iy



B.13o P. PAINLEVE. — SUR LES LIGNES SINGULIERES, ETC.

n‘ayant d'autre singularité que S. La démonstration est identique a celle
qu'on a donnée pour le plan; on entoure les S, d’une surface Z, formée de
portions de spheéres dont les centres «; sont sur S, et I'on retranche de

d 1
. , AY o .
chaque fonction V), = T ,1 -V d_,’z ds les premiers termes de

son développement a 'extérieur de X,. Quand S limite un espace lacunaire,
on peut prendre les #; dans cet espace. On peut aussi remplacer la surface
X, par une autre surface, a 'extérieur de laquelle on développe V,.

S'il existe p singularités, telles que S, V(ir, y, 3) est la somme de p séries
analogues.

Ce qui précede s’applique, en particulier, aux fonctions V(z, y, z) a
trois périodes. L.a somme des résidus est nulle dans le parallélépipede élé-
mentaire. Si I'on entoure chaque singularité a I'aide de portions de sphéres,
on peut employer la méthode de M. Appell. Quand V(x, y, z) présente
n espaces lacunaires sur la surface desquels V(z, y, z) est continue, le dé-

1 R} Y11 3 1
veloppement (2), ou l'on remplace l'élément simple ~(x, y, 3) par

Z(x, y, z), permet de généraliser cette méthode. Il est facile aussi de
mettre V(ir, y, ) sous la forme d'une série triplement infinie, dont les
termes V(o + mo’, y + nw , 5+ pw”) sont représentés par des intégrales
détinies ou des développements (2), (3) ou (4). Mais je renvoie, pour ces
divers points, au Mémoire de M. Appell sur les fonctions V(x, v, z) qui
satisfont a I'équation AV = o (Acta mathematica, t. 1V).

Octobre 1886.



