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RECHERCHES COMPLEMENTAIRES

SCR LE

DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE:

PAR M. B. BAILLAUD.

1. Nous avons donn¢, dans un Mémoire inséré au Tome I des Annales
de UObsercatoire de Toulouse, pour le développement de la fonction per-
turbatrice, deux formules distinctes applicables, I'une au cas ou les incli-
naisons sont faibles, 'autre au cas d'inclinaisons quelconques. La scconde
formule cst le résultat de la combinaison de la méthode qui nous a conduit
a la premicére avec les principes magistralement développés par M. Tisse-

rand dans deux Mémoires insérés dans les Annales de U Obsercatoire de
Paris.

Ayant entrepris d’appliquer la scconde formule a la théorie de Pallas,
nous avons dii, avant d’effectuer le développement, rechercher a priori le
nombre des termes de chaque ordre. Le résultat de ces ¢tudes a été public
dans un court Mémoire inséré parmi ceux de 'Académie des Sciences de
Toulouse pour 1886. 1l nous a paru depuis qu'il serait utile de généraliser
les problémes principaux (ui se présentent a cet égard, et en particulier de
chercher des formules faisant aussi bien connaitre le nombre des termes (ue
fournirait notre premier développement. Ces problemes sont I'objet de la
premicre Partic du présent travail. Leur ¢tude nous a conduit a diverses
formules hypergéométriques satisfaisant 4 une certaine équation récurrente,
qui paraissent offrir quelque intérét en clles-mémes. Lapplication des ré-
sultats généraux & nos deux développements de la fonction perturbatrice
montre bien nettement en quelle mesure chacun d’cux est praticable.

Dans la seconde Partie, nous rectifions une affirmation inexacte contenue
dans notre premier Mémoire. Nous avions dit que la transformation fonda-

mentale, qui nous permet, dans notre second développement, de réduire
1l. — Fac. de T. ‘
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notablement le nombre des termes, pourrait, dans certains cas, cesser d'étre
applicable. Il n’en est rien. Nous montrons ci-apres que cette transforma-
tion est toujours possible dans le systéme solaire.

PREMIERE PARTIE.

; o N g . :
2. Désignant par 3,, 8., ..., B,5 915 92 -+, 2, des nombres entiers et
positifs satisfaisant a la relation

Bl Bt Bt 2(0 st o 0,) = m,

par 3y, By oy By 91y Pus - - - ¢, des nombres entiers, positifs ou négatifs,
respectivement de méme parité que les précédents, et ne les dépassant pas
en valeur absolue, nous nous proposons de trouver : '

1° Le nombre A,, des groupes 8,, 8., ..+, B3 205 Qa5 -0y 945

2° Le nombre B, des groupes 3,, B., ..., B3 915 92y o5 95 By Bhy -+ o)
Bos & Py o os By

3° Le nombre C,, des groupes 37, 8., -+, B3 915 Gus «++5 Fge

Nous aurons besoin, dans la solution de ces problémes, d’une transforma-
tion de la fonction hypergéométrique, due a Iuler, que nous allons d’abord

¢tudier en raison de ce que le troisi¢me ¢lément est entier et négatif.

3. Celte transformation est la suivante :

(1) F(o:,fa,-/,r):(l—x)”“l’(a,y—@,‘/,xil>»

Nous allons rechercher dans quelles circonstances elle est applicable au cas
ol v est entier ct négatif.

L’un des nombres o ou § doit étre entier et négatif, sans quoi les deux
fonctions n'auraient aucun sens. Si « n’était pas enticr et négatif, la pre-
micre fonction scrait enti¢re en x, la seconde ne le serait pas; les deux
fonctions ne seraient done pas identiques.

Soient donc

Si 2’ était moindre que v/, 3 devait ¢tre entier et négatif pour que la pre-



RECHERCHES COMPLEMENTAIRES SUR LE DEVELOPPEMENT, ETC.

miére fonction eiit un sens, et, sil'on pose

5:—‘:‘3',

B’ devrait étre moindre que y'. Dans ces conditions, on reconnait immédia-
tement que le second membre de I'identité¢ (1) sannulerait pour .« =1, ct

que cela n’aurait pas licu pour le premier; les deux membres ne seraient
donc pas identiques.

Soit maintenant
al <<y

Le second membre est entier en 3 si on I'ordonne suivant les puissances
de x, le coefficient de z* est

(2) oc’(a'——l)‘..(oc’v—/.‘ﬁ—[) F(—

I
1.2...4 P 751

k ne dépassant pas o’ et étant, par suite, moindre que ', celte fonction a

toujours un sens.

Or la dérivée d’ordre /& de

(— ‘);;x_(y'—k-o—l)xY%ﬁ
pour x =1 est égale a
L2 V=0 = kO F(— k=5,
el a
(=DFh+p—=0(k+5—2)...

w

Donc

F(—/p,y—(s,y,;):(—x)’f(/{_*"f’_m/‘q""‘5_“”"'3

v

Y=y =+ ’

d’ou il suit que le coefficient (2) est le méme que le coefficient de «* dans
le premier membre de (1). Les deux fonctions sont done identiques, quels
(que soient 3 ct .

Si o était égal a v/, la fonction I (e, B, v, ) aurait besoin d'étre précisée.
Que si 'on convenait de la limiter au terme en 2, les conclusions précé-
dentes s'appliqueraient encore. Ce sera le cas dans les applications (ue

nous ferons plus loin; mais, au point de vue purement algébrique, cette
convention est arbitraire.

4. Ce lemme nous servira a transformer trés simplement les expressions
que nous allons obtenir pour solutions des problemes (1) et (2). Ces solu-
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tions, ainsi que celle du probléme (3), résultent sans effort de la considé-
ration suivante due a Euler, et sur laquelle mon attention a été attirée par
M. Jules Tannery. '

Le nombre C,, est le cocfficient de x™ dans le produit

(1T+or+22+.. )P (14224 2t 4. )

ou dans le développement de

1
(L —x2)P*H7(1 + &)

en une série procédant suivant la puissance de .
En observant qu’a une valeur 3, correspondent 3 + 1 valeurs de 3, on
voit de méme que le nombre B,, est le coefficient de 2™ dans le produit

(1+2x+3x2+..)P(1+222+ 32 +...)7

ou dans le développement de

1
(I_I)zpa—zll(l_‘_ul.)»_vq’

de sorte ue la solution du second probléme s’obtiendra en remplacant p
par 2p ct ¢ par 2¢ dans le premier.
Enfin la solution du troisi¢me probléme est le coefficient de ™ dans

(14+2x+22+.. )P(1+ 222+ 22 +...)1
ou dans le développement de
1+ 2\ 1+ 2?\7
11— —x2)’

développement qui a des formes diverses suivant ue p est plus grand que

¢, ¢gal ou inféricur & ¢, mais dont la recherche se raméne dans tous les cas
aux précédents.

Nous nous occuperons d’abord du premier probléme pour en donner la
solution compléte, d'ou la solution des deux suivants résultera immédiate-
ment.

5. Soit A, le nombre cherché. On forme aisément une équation récur-
rente a laquelle A, doit satisfaire. Si, en effet, on pose

Yy —x)yPri(1+ a)7=1,
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h
“t

d’on
y(a—2)—ylp+(p+2q9)r]=o,

on obtient, en différentiant 7 — 1 fois et faisant x = o,

Y —py—(m—1)(m+p2qg—2)yr-

n-2—o.
Or
yo=A,.1.2.3...m;
d’ou
(3) mA,—pAag—(m+p+29g—2)A, ,—o.

Si I'on remplace m par m -+ 1 et par m + 2, ct qu'on ¢limine entre les

trois équations A,,_, ¢t A, ,, on trouve unc équation qui peut s'éerire des
(uatre manicres suivantes :

(m—41)(m—+2)A,.,
—[m(m4+-p4+29g—1)+(m—+1)(m—+p+2q)]A,
+(m+pH+2g—1)(m+p—+2qg—2)A,_.—p*A,,
(m 4+1)(m 4+ 2)A,4
—[(m—1)(m+p4+29g—1)+(m~+2)(m+p+2¢)]A,,

+(m4+pi2g—1)(m-+p+2g—2)A, = (p2—12)A,,
(4)
(m+1)(m+2)A 4

—[(m42)(m+p+2g+1)+(m—1)y(m—+p—+2q9—2)]A,,

+(m+p4o2g—1)(m4+p+29g—2)A o= (p>*—2")\,,
(1) (M + 2) A e

—[(m+1)(ma+-p+2qg+1)+m(m—+p—+2q—2)]\,
+(m+p+ao2g—1)(m+pt+29g—2)\,_,=(pP—17)A,.

Ces quatre formules nous serviront a démontrer I'exactitude de Pexpres-
sion qui représente la solution de notre probléme; pour la recherche de ce
résultat, il est plus simple de procéder comme il suit.

6. La décomposition en fractions simples permet d’écrire la fonction

I
(1 — )P+ (1+ x)?

sous la forme
M, N
(y— ) (14 )k

En appliquant ensuite la formule du bindéme & chacun des termes, on
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trouve, pour le coefficient de ™, I'expression

W —prpprgn...(pr2g—2) 1
ome 1.2...(q—1) oP+2q-1

P’Il’
ou
PIII:F[,)l+I,_(1)+q_l)! —(1)+27—2)32]
EF[m+1,—(g—1), —(p+29—2)2],

I (2,8, v, ) désignant comme ci-dessus la fonction hypergéométrique de
Gauss. Le signe supérieur convient au cas ou m est pair, le signe inférieur
au cas ot m est impair. Nous allons applhiquer & P, les résultats obtenus
aun® 3.

7. D’aprés ce numéro, sil'on remplace, dans les deux termes de P, m
par un nombre entier et négatif u. dont la valeur absolue ne dépasse pas
p+2g—1,0ona

Flp+1,—(p+qg—1),—(p+2q9—2),2]
:(—l)p"HF[H'_'_':_(7‘_‘)’_(1)_‘_2(]—2)’2]'

Il s’ensuit que, si w est pair, les deux fonctions sont ¢gales et de signes con-
traires, ct I”,, est nul si 72 est pair; si, au contraire, p est impair, les deux
fonctions sont ¢égales, et P, est nul si 72 est impair. In outre, dans le cas
ou m cst pair, P, est le double de chacune des fonctions pour les valeurs
impaires de w, et, sim estimpair, P, pour les valeurs paires de w, est double
de la premiére ou ¢gal au double de la seconde changée de signe; de sorte
que, sim cst pair, on a

\’ P,=(m+2)y(m+4...(m+p-+20—2)Q, si p est pair

(3) ou
!

Po=m-+2)(m+4)...(m+p+2¢g—1)Q,, si p est impair,

T

dans

~

\ \ L P . . p—
Q,, élant un polynéme du degré IE dans le premier cas, du degré ! -

le second cas; ct, pour les valeurs suivantes de m

-1, —3, =35 ..., —(p+2q—1) (p pair)
ou

—1, —3, —9, ..., —(p+2qg-2) (p impair),

P, est égal a deux fois la fonction

(6) P=F[m =1, —(7g—1D,—(p+2q9—2),2].
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Si, au contraire, m est impair,

{ Pa=(m+1)(m+3)...(m+p+20—1)Qu (p pair),
} P.,=(m+1)(m=+3)...(m+p+2q9g—2)Q, (p impair),

Q. est du degré 2 ; 2 dans le premier cas, du degré L '2_1 dans le second,

ct, pour les valeurs suivantes de m

—2, —4, ..., —(p+2q9—2) (p pair),
2, —4, ..., —(p+-29—71) (p impair),

— P, est égal a deux fois la fonction ®.

Pour les valeurs les plus simples de p, ces considérations donnent sans
cffort 'expression de P,,. Nous ferons successivement p = o, p =1, p = 2,

p = 3. Les résultats obtenus dans ces deux derniers cas nous mettront sur
la voie du procédé qui donne le résultat dans le cas général.

8 (A). Soient p = o etm pair. Q,, est une constante; si 'on faitm =—1,
® est égale a 1, donc P, doit étre égal a 25 il s’ensuit que

P o—a (m+2)(1)1—5—4)...(1)1—\—2(]-2)’
" 1.3...29g —3

d’ou
\ :(nz—i—2)(m+§)...(m+2f/—2).
o 2. 5.2 —2 ’

st m est impair, P, est nul.

(B). Soit p =1, Q,, est encore une constante. Il s’ensuit que, si m est
pair,
(m—+2)Y(m—+4)...(m~+2q)
P,=2 )

1.3...290 —1
\ _(m+2)(m+4)...(m+2r])’
Nm— 2..’4-..2(1

ct, si m est impair,

p :2(m-1'—1)('1n—|—3)...(m+1zr]—|),
" 1.3...29 —1

\ (m+=n(m+3).. . (m 2y — 1)

BN 2.4...2q

b

de sorte que, dans le cas de p =1, A, estle méme pour une valeur paire
de m et pour le nombre impair immédiatement supéricur.
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(C). Soit p ==2. Sim est pair, Q,, est du premier degré; la considéra-

tion des valeurs que prend P, pour m = — 1 et pour m = — 3 fait con-
naitre Q,,. On trouve ainsi

2 (m+2)(m +4)...(m+2q)
q 1.3...(2qg—1)
(m2)(m—+4)...(m +2q¢) (g + m-+1)
Am: *
4.6...(2q +2)

Pm: ((]—-l—l)l—l—]),

Si m est impair, Q,, est une constante ; on trouve

p -2 (ma41)y(m—+3)...(m+2q9+1)
" g 1.3...2¢9 —1 ’

\ (m—+1)(m—+3)...(m t2g+1)
A — 7

4.6...(2qg+ 2)

I’introduction du facteur ¢ +m —+1 qui, dans le cas de m pair, vient
prendre place exactement au milicu des autres facteurs du numérateur
de P, résulte d'une relation simple entre des séries hypergéométriques; en
cffet, on a, pour p =2ctm =—(g +1),

P,= F[—’], - (’1 -+ l), — 24, 2] -+ F[— q,— (fl —1), —2¢, 2]’
Or la relation connue

YF(daB,V,r)—Y('—"J)F(ﬁ-FI,@—l—l, 7,‘”)
o =(y—a—PB—0)xF(a+1,P+1,y+1,.1)
donne 11
P,,,:O.

Mais ces considérations ne peuvent étre généralisées.
(D). Soit p = 3. Si m est pair, Q,, est du premier degré, ct 'on trouve
par la méthode générale

P (ma42)(m—=+4)...(m+2q9-+2) (dm—+4+2q)
" 1.3.5...(2q +1) q ’

_(m2)(m 4+ 4). (et 2g + 2)

A\ — 4 4y,
'\m 2.4...(2,]_‘__/') (2’]+4m+4)

Si m estimpair, (), est encore du premier degré et 'on trouve

(m=+1y(m=+3)...0m+2q9-+1) 1
I I A
D= 1.3...(2q +1) q(6q+4ln+8)’

A (m+1)(m=+3)...(m+2q9+1)

A
2.4...(29+4) (6 + 4m + 8).
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E.9
L’examen attentif des valeurs de Q,, pour p = 2 et p = 3 suggére pour le
cas général la marche suivante.
9. Sim est pair, on posera
Qu=a+pB(m=+1)+y(m+1)y(m+3)+o(m+1)(m+3)(m+3)+...,
et si 7 est impair
Qp=a+3(m+2)4+y(m+2)(m+4)+o(m+2)(m+4)(m+6)+....
Les considérations indiquées au n° 7 et appliquées au n° 8 donnent suc-

cessivement les valeurs de «, 8, v,

.... On trouve ainsi les résultats sui-
vants :

1° m pair, p pair,

p :2(m+2)(m+4)...(m+p+2q——2) n

" 1.3...(p+29—3) me
ou
1 — P’ m -1 + p(p2—2?) (m 1) (m~+3)
m =1 p+29g—2 1.2 (p+2q9g—2)(p+2q9—4) 1.2.3.4
p*(p*—2*) (p*—4%) (m ~+1) (m +3) (m+3)
(p+29—2)(p+29—4)(p+29—0) 1.2.3.4.5.6

2° m pair, p impair

P, —o (m+2y(m—+4)...(m~+p-+2q9—1) (21
1.3...(p+29—2) "

ou

T YN—— pr—r m+1+ (p2—1?) (p*— 3?2) (m+1)(m~+3)
m p+29—3 1.2 (p+29—3)(p—+29-—-9) 1.2.3.4

3° m impair, p pair,

P — 2p (m—|—1)(m—|—3)...(ln+p+g(]._1)Qm
m_—p+2q——2 1.3...(P+2q___3) m

gy U (PP () () (=2 (PP )

2.3(p+2qg—4) 2.3.4.5(1)+2q—4)(p+2q—6)+""

4° m impair, p impair,

po— 2p (m+1)(m+3)...(m+p+29—2),,
mT p4a2g—2 1.3 .(p+29—4) me
1. — Fac. de T.

E.2
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(m+2)(p*—1?)  (m+2)(m+4)(p*—1?) (p*— 3?)

(%) —
m = 3 preg—3) 23.45(pr2q—3)(pta2g—5)

10. On conclut de 14, pour A, les valeurs suivantes :

At — (ma-2)(m+4)...(m—+p+2q9—2) Q!

T a4 (2q—2)(p+2q)(pt29+2).. . (2pt+2q9g—2) ™

2 — (m+2y(m—+4)...(m+p—+29—1) (2)

T a4 (2q—2)(pH2qg—1)(p+2g+1)...(2p+2g—2) "’

A3 — (m+1y(m=+3)...(m—+p-+2q9g—1) 3 P ,
M e g (2q—2)(ptr2g)(pt+2qg+2)...(2p+2q9g—2) " (p+29g—2)

\io— (m—+1Y(m+3)...(m~+p+2qg—2)p R
T T a4 (2q—2)(ptr2g—0)(pH+2g+1)...(2p+29g—2) "

11. La démonstration complete de ces formules repose sur 'équation
récurrente (3), ou sur les ¢équations (4) auxquelles elles satisfont.

La vérification de I'équation (3) est immédiate; une simple soustraction
montre que

mA,—(m +p 29— 2Y A= PAp—y,

sl m et p sont pairs.
Si 7n est pair et p est impair, on a

mAL, —(m—+p+2q9—2)AL_, = :\l—, (m+2)y(m=+4)...(m+p+29—23)

<[ 4p-2g—1) Qh— (n+p+27—2) Q3 1.

Ce dernier crochet est

2 (p?—l‘-’)(/)2—32)...<p2——2i—12) (m=41)(m+3)...(m +27{—3)
(p+29—3)(p+29—3)...(p+2qg—2i—1) 1.2.3...2¢
<[(m+2i—1)(m—4+p4+2q—1)—(m—1)(m—+p-+a2qg—2)]
[.a dernicre parentheése est

(20 +1)(m—+20—1)+20(p+29—2i—1),

en dédoublant le terme et groupant la scconde partic de ce terme avec la
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premiére du précédent correspondant 4 i — 1, on trouve

(l,e__[z)...(pﬁ_zi_g!) (m+-=10(m+3)...(2i—3) [(21._1) pz_;i——x
(p+29g—3).. (p+29—2i+1) 1.2.3....(20— 2)

ce quiest le terme général de A},

m-1°

Soient /z impair et p pair :

mA} —(m—+p-+29—2)A3

m—2

_1%(m—1—1)(m+3)...(m+p+2q —3)

< H,
p+2qg—2
H=Q}m(m+p+2qg—1)—(m—1)(m—+p+2q—2)Q3_,

_Z (pr—2) ... (pPP—2®)m(m—+2)...(m+2{—2)
T 2.3.(2i+1)(p+29g—4)...(p+29—20—2)

<[(m+20)(m+p+29g—1)—(m—1)(m+p+2qg—2)];

ce crochet est
(m—+20)(20+2) + (20 +1)(p +29 —2i—2);

en groupant la deuxiéme partie de ce terme avec la premicre du précédent,
on trouve

(pz__gz)...(,]’——gi-——-z2)nz(nz+2)—(m+2i—2) [2[+(p2_2[z)
2.3.(2i—1)(p+29—4)...(p+2q9—2Ii) ]’

21

ce qui est le terme général de pA )

m—t*

Soient enfin 7 impair et p impair :
’72Afrz_ (’n +p+29— 2) Afn«z

= 1% (m+1y(m—=+3)...(m~+p—+29—2)[mQ},— (m—1)Q*

m m-21-
11 suffit d’écrire ce dernier crochet ainsi :

m (an - Q/l‘n—z) -+ Q/‘n—--zy

pour s’assurer de l'identité a démontrer.

Il n’est pas plus difficile de vérifier directement que les quatre fonctions
A, satisfont & I'équation récurrente (4); il suffit d’utiliser a cet effet, dans
les quatre cas particuliers, les quatre formes de cette équation; si p est
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pair, A} et A? sont des solutions de cette équation (4); si p est impair,

m

m m

qu’il ne parait pas aisé d’obtenir directement.

A2 et A!; on a donc l'intégration compléte de I'équation (4), intégration

12. Si l'on obtient directement A,,, on aura des identités algébriques in-
téressantes.
Soit, par exemple, m = o, ce qui donne évidemment A,, = 1. On ob-
tient alors :
Si p est pair,
(p+29)(p +2q+2)...(2p+2q9—2)
2q(2q9 +2)...(p+2q9—2)

pr’ I p*(p* —2?%) o
p+29—22 (p+2qg—2)(p+29g—4) 2.4

—+-.. .
Si p est impair,

(p+2q+1)(p+2q+3)...(2p+2q9—2)
2q(2q+2)...(p+2q9—3)

pr—12 I (pi'—l“')(p'z—?)z) I

P+2q—35+(p+2q—3)(p+2f/—5) A

=1+

Si I'on fait m =1, ce qui donne aussi A,,= p, on trouve :
Si p est pair,

(pt+2g+2)(p+2g+5)...(2p+2q9—2)
2q(2q +2)...(p+20—4)

L= 1 (p*—2*) (p*—4%) i
p+2q—h2  (p+2gq—4)(p+29—6)2.4

—+...;
Si p est impair,
(p+2q0+0)(p+2q9+3)...(2p+2q—2)

20 (2qg +2)...(p+29—3)

_ pP—r 1 (p*—1*) (p*—3*) 1
+])+'3!]—32 (p+21/—3)(/)+:>,r]—5)2.4+""

Les seconds membres sont des séries hypergéométriques de Gauss.

13. Les résultats obtenus au n° 10 donnent la solution compleéte de notre
premier probleme, ct, en remplacant dans la premiére et la troisieme for-
mule p par 2p et g par 24, celle du second.
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A T'égard du troisicme, il y a lieu d’examiner successivement les cas
est plus grand que ¢, moindre que ¢ ou égal a ¢.

Ce dernier cas est le plus simple : le nombre cherché est le coeffi
de 2™ dans le développement de

(1 +z*)P
(1 —x)2
c'est

! P
T ap— [(m—|—1)(m+2)...(m+2p— 1) + . (m—1)ym...(m—+a2p—

L Pp—1
1.2

C’est un polynome entier en 72, du degré 2p — 1.

Soit en second lieu p > ¢ il faut trouver le coefficient de x” dans

(14 2)P=7 (1 + x?)?
(—zpra

Cherchons d’abord celui H,, de (A z)r=
(1 — x)P+q

1

Hm:m[(m+1)(m+2)...(m—l—p—i—q-—l)

+£Tq

m(m-+1)...(m+p+qg—2)

4+ P=D=9—1
1.2

Le nombre cherché est visiblement
7 _—
H, + { H, o+ ﬁ?—z—l) H,_,+.. .-

Soit enfin p < ¢; il faut trouver le cocfficient de x™ dans

(r+a)7
(1—x)P*r7 (1 -i—w)’l‘P'

Si I'on pose

I _ Y - m
(l 2 )q+l)(l + 1-)qv P Z I\nvl‘ )
le nombre cherché sera

K, -+ % Km-z +

(m—3)...(m~+2p—35)+..

E.13

ou p

cient

3)

m—u)m...(m4+p-+qg—3)+...



I5.14 B. BAILLAUD.
!

Quant & K, il est visiblement égal & la valeur que prend A, si I'on y rem-
place ¢ par ¢ — p et p par 2p.

Nous donnons ci-aprés 'application des formules générales a nos deux
développements de la fonction perturbatrice obtenus dans le Mémoire cité.

I.e nombre des coefficients distincts est dans le premier (p = 2, ¢ = 4),

m(m4-2)...(m-+8) N (m—4+2)Y(m-+4)...(m+8)

An = 4.6.8.10 2.4.6.8 (m pair),

L (m—+1)(m—+3)...(m~+q)
T 4.6.8.10

(m impair).

Désignant par 4, la somme A, + A,,_,+ A,,_, + ..., c'est-a-dire le

nombre des coefficients dont I'ordre ne dépasse pas m en restant de méme

*)
parité, on a immédiatement

m(m—+2)...(m—+10) n (m—+2)...(m +10)

b= 4.6...12 2.4...10 (m pair).
Aoy = (m 1) (n,l +3)...(m+1y (m impair).
4.6. L0122

Dans I'application de la seconde formule (p = 2, ¢ = 2), on trouve

_(m42)(m+3)(m+1]) )

AIII— /
24 .
(m pair),
N m(m—+2)...(m—+26) -+ (m+2)(m—+4)(m-+6)
Som 4.6.8 2.4.6
(m 1) (m~+3)(m-+35)
A/u: 24 l
(m impair).
N (m1)(m+3)Y(m +5)(m+7)

4.6.8

L.e nombre total B,, des termes d'ordre m, ct le nombre #, des termes
dont 'ordre, de méme parité que m, ne dépasse pas m, sont pour la pre-
micre formule '

. mim —+2)...(m -+ 20) (m—+2)(m-+4)...(m—+18)
B,,, =8 7 ; -+ 7
2.4...22 2.4...18 .
S (m pair),
mim—+2)...(0m -+ 22) (m-—91...(m <+ 20)
U‘.)";ZS —+

2.4...24 2.4...20
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B —38 (m —1)(m—+1)...(m—+19) 4 (m—+1)(m—+3)...(m—+19)
" 2.%...22 ' 2.4...20

. > (mimpair),
(m—1)...(m-+21) (m—41)(m—+3)...(m-+"21) ~
7 7 + 4 7
2.4...24 2.3.. K

\} R
W, = 8 r

et pour la seconde formule

’

m(m—+2)...(m-+12) (m =+ 2)Y(m+4)...(m-+10)
B,,—38 -~ -+ v s
2.3...1% 2.4...10

1!
i m=

8m(m+2)...(m+1.’;) + (m~+2)y(m—+4)...(m+12)
2.4...10 2.4...12

‘ (m pair);

B :S(m+1)(m—|—3)(m—|—5)(m+6)(m+7)(m+9)(m+11)’

2.4...14

" *S(m—i—l)(m—l—?:)(m +5)(m—+7)(m—+9)(m—+11)(m—+13)
O m— 7 <
2.9.. .16

(m impair).

Pour le nombre des arguments, dans le cas de la premiere formule, il
est, a partir de m = 8,

Cm: Klll -+ '-/l-Klll—E -+ 6Km—!.+ 4K1n—6+ KIII—S’

K,. ¢tant ce que devient C,, quand on y remplace p par 4 ct ¢ par 2.
On trouve, pour m pair,

Km:8m(m—|— 2/)...(m+8) + (m —+ 2)(7117‘_.4)(”1_'_6)-
2.4...10 2.4.0

Cette valeur de K,, s’annulant pour les valeurs — 2, — 4, — 6, la valeur de
m ’ 4 )
C,, est encore exacte pour m = 2, 4, 6. On obtient

. m(m*+ 3om?®—+104)
m— 35 ’

qui, pour m = o, doit étre remplacée par 1. La somme des valeurs de C,,
pour m = 0,2, 4,...,m est

+ m(m —+2)(m*+ fmd+ 47 m>+ 86m + 312)
360 ’

[ -
=1

Dans le cas de m impair, on trouve

K. — (m+1)(m+3)(m~+4)(m+35)(m+7)
" 6.8.10
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L’expression C,, donnée plus haut est encore valable pour m = 7, 5,3, 1,

. ~ b

en raison de ce que K,, s’annule pour m = —1, — 3, — 5, — 7, et I'on a
. m(m*—+ 3om?*—+ 89)
Cm= 30 )

et la somme totale pour m =1, 3, ..., m est

= (m —+1)(m? 4 5m* 4 Som3 + 13om? 4 3ogm —+ 225)
< m— ~ .
. 360

Pour la seconde formule, on a

.~ 1
1.2.3

4

[(m 4+ 1)(m —+2)(m + 3)
+a2(m—1)ym(m—+1)+ (m—3)(m—-2)(m—1)]= Eﬁg—l—g—n—l:
dont I'intégrale est

. mt+4om?+11m?+1om
< m = 6 —+I.

Le Tableau suivant donne les valeurs des nombres A,,, B,,; Cpy oms Wi,

e, pour les valeurs paires et pour les valeurs impaires de m jusqu'a m = 15
et pour les deux formules :

Premiére formule.

m. A, Ao, B,. b, G, €.
1 1 i 1 1 1

> 7 8 18 1y 16 17
4 27 35 151 1570 112 129

6 77 112 844 1014 496 625
8 182 294 3627 4641 1632 2257
10 378 672 12922 17563 4368 6625
i 714 1386 39949 57519 10064 16689
4 1254 2640 110448 167960 20720 37409
! 2 2 4 4 4 M

3 12 14 52 56 44 48
5 42 56 360 416 244 292
7 112 168 1768 2184 924 1216
9 2392 420 6916 9100 2724 3940
11 504 924 22932 32032 6732 10672
13 924 1848 66976 99008 13612 25284

193 1584 3432 176800 275808 28732 54016



La deuxié¢me formule donne le Tableau suivant :

m.

it
13
1)
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164
368
700
1192
1876

4

28
100
252
516
924
1508
2300

" 6
233
6ot

1301

2493

4369

4

32
132
384
900
1824
3332
5639,

B, vh .

I 1

14 15

85 100
344 dii
1086 1530
2892 4122
798 11220
14320 25740
4 4

36 4o
176 216
624 840
1800 2630
4488 7128
10032 17160
20392 37752

40
70
112
168

210

30
105
196
336
550

3o
70
140
252
420
660

Pour les huit premiers ordres, on a, par la deuxieme formule,

et, par la premicre,

175 coefficients,
985 arguments,
2370 termes

462 coefficients,
3472 arguments,
5395 termes.

DI

Pour les quinze premiers ordres (u'il faudrait envisager si 'on voulait
obtenir le développement de la grande inégalit¢ de Pallas, on a, par la
deuxieme formule, 1200 coefficients, 10 0or arguments et 63492 termes ct,

par la premiére, 6072 coefficients, 91424 arguments et 443768 termes cor-
respondant & la scule valeur v = o.

Ces résultats montrent bien 'importance de la transformation qui permet

d’obtenirle second développement; nous allons montrer qu’elle est toujours
possible dans le systéme solaire.

Il — Fac. de T.

.
<.3
DI
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DEUXIEME PARTIE.

2. La transformation indiquée au n° 14 de notre premier Mémoire con-
siste a poser

(1) a’2+a’f:a‘-’+a';’—+—c,

!
2a' a) cosz'];cos(H’-— H)=2aaq, 0052% —dcos(D + H),

4
2a’a) coszésin(ﬂ’—— H) =dsin(D + H),
(2)

!
2a'a, siu?J;cos(K’—K) = 2aa, sin?'; —d;sin(D, + K),

| 2a'a sinﬁ"; sin(K' — K) = d, sin (D, + K).

Nous rappelons d’ailleurs les définitions des quantités ¢, d, D, d,, D,.
In posant, pour abréger,

1—Vi—ei=y,
—ViTa=,,
—VimyiTa=g,
d’on
B=v+0—ys;

J ) .
A= cos?;cosll -+ sm-; cosk,

9

J . i
W — cos? 3 cosH — sng cosk,

—~
<~

J . R B
cos? 3 sinTl + Sm25 sink,

® = cosz‘aI sinlH — sin?% sink,
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on a

d
—cosD =,

aa,

d

—— sinD :—ye—é(D,
aa,

d, . |
Zz—‘cosm_—ﬁvo,

d, .

—L sinDy=—y2 +®,
aa,

a%e? ale?
c= + —— —2.haaee.
2 2

3. Les équations (2) déterminent toujours, comme on sait, des valeurs

positives de

! !
2a'a) cos? —, 2a'a sin? —
2 2
et des valeurs réelles de
H—H, K'— K.
On en conclura pour 2a’a, et J' des valeurs positives.
Ayant

1 o
2a'd\=m,

on voit de suite que la condition nécessaire et suffisante, pour que I'on ob-

tienne pour a’ et @, des valeurs positives, est
(3) a+aj+c—m>o.

4. On a, par les équations (2),

1

, . J ,J L J .
(4) ha'*a? cos* 5= 4a*az cos* 5 faa, cos®* d cos(D -+ H) + 2,

. R U LT L _ N
(3) ha?a? sm*; = 4a*a? sm'; — Jaa, sm?;d, cos(D,+ K) + 3

nous allons y remplacer d cosD, dsinD, d, cosD,, d,sinD,parleursvaleurs
on voit aisément que Péquation (5) se déduira de I'équation (4) enrempla-

i

- o) . : ] J .
cant I par K et K par H, cos® > par sin®7 et vice versa cos®* 7 par sin” =
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On obtient, par simple substitution,

4“’2”'{2 cos“£ _(—=8P+(—y—23d) cos*— e "‘(‘/—0)2
ataz 2

sm5

“+ %(2 — ) (2 — 6)((:05‘%0052[1 -+ sin‘%coszk’)

‘*'%(2 — 3)[(1— y)*+1]sin?J cos (Il — K)

-+ :2(2 — ) [(1—98)*+1]sin?J cos(H + K)

LR T (=Bl (a—y— 0 ) B (y— 9

— sin* = + ————cos‘—
(('(II 2 2 2 2

*9 (2 —9)(2—9) <cos*J cosaH + sin’*'—i—coszk’)

+ %(2 —3)[(1—y)2+1]sin*J cos(H — K)
+ %(z — ) [(1— )2 4 1] sin*J cos(H -+ K).

. On voit de suite que ces fonctions ont leurs plus grandes valeurs pour

car tous les coefficients sont positifs. Le lerme ¢ a en méme temps sa plus

petite valeur. Il suffit et il est nécessaire que la condition (3) soit satisfaite
pour ces valeurs de I et K.
On a alors

L=, Wb = cos/J, e

d d

—— =3 cos]J — —83cosJ
aa, A ’ aa, 2 ’
a'a .
—_— 3 — —1 I — .
aa, 5 =+ ( 3)cosl,
. ,
a, . ,J
2 sin?— —=1—(1r— 95
I 5 2 (1 ) cosJ,
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et la condition (3) devient

(a —a,)*+

—2aa,ee;, > o.

6. On peut toujours supposer a,< a et écrirc 'expression précédente
sous les deux formes

(d,e,—zae)2 — 3a?e? +2(a—a,)?,

(ae —o2a,e)?—3a’e}+ 2(a—a,)?,

(qui montrent (u’elle ne peut étre négative que si

3/ a 3(a
6>V§<‘—a>’ e’>\/§<a—‘>

On a, pour Mars, les petites planétes extrémes et, pour Jupiter, les valeurs
suivantes du demi grand axe :

Mars............ oLl 1,52369
(149) Méduse........... 2,13275
53) Hilda............. 3,05228
Jupiter. . .............. 5,20280

. . a . a . . - .
Le minimum de 1 — — et celui de — — tont licu pour Hilda et Jupiter
1

pour lesquels

Il s’ensuit que les excentricités devraient étre toutes plus grandes que
0,193 or cela n’a lieu pour aucune des grosses planétes. Donc les valeurs de

a’a, seront toujours réelles et positives, ct la transformation est toujours
possible.




