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CONTRIBUTIONS

A LA

THEORIE DU CERCLE DANS L'ESPACE;

PAR M. G. KOENIGS,

Maitre de Conférences a I'Ecole Normale.

Représentons par 3,, S,, ..., S; les puissances d’'un méme point P de
I'espace par rapport & cing sphéres orthogonales deux a deux, et de rayons
R,, R,, ..., R;; posons
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ou p est un facteur quelconque. Les quantités x; sont les coordonnées pen-
lasphériques du point P; il existe entre clles la relation identique

0 S at=o.

Toute sphére est représentée par une équation linéaire

(2) Ea,w,»:o,

et tout cercle sera défini comme l'intersection de deux sphéres,

(3) Zaix,-:o, Eb,w,-:o.
Posons alors

(4) pir=a;b,—a;b,

en sorte qu’on ail

(3) Pii— 0, Pki=— Pix;

les quantités p,, au nombre de dix seulement, si I'on tient compte des
Il. — Fac. de T. F.
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équations (5), seront les coordonnées du cercle (3). Ces quantités inter-
viennent dans 1'équation de chacune des sphéres passant par le cercle et
orthogonale & chacune des cinq sphéres coordonnées. Par exemple, la

sphere passant par le cercle (3) et orthogonale & la sphere S; a pour équa-
tion
P XL+ PiaXs ...+ Py =0.

Ces dix quantités py ne sont pas indépendantes. 11 doit exister entre elles
trois relations distinctes, car un cercle ne dépend dans I'espace que de six
parametres. Néanmoins nous allons étre conduit & un plus grand nombre
de relations non strictement identiques, comme on va le voir.

Soient #, B, v, ¢, &les cing premiers nombres écrits dans I'ordre de per-
mutation naturelle 1, 2, 3, 4, 5 @ partir de I'un d’eux, que nous appe-
lons %, et posons alors, d'une facon générale avec cette convention,

Qy = pgyPs: + Pas Pzy + PR=Pyi-

Il'y a cinq quantités Q,, car « peut étre 1, 2, 3, 4 ou 3.
On trouve sans peine que les quantités py, vérifient, en vertu de leur dé-
finition, les relations

(6) Q —=o, Q,—=o, Q,—= o, Q,—=o, Qi—o

b
, . . . . oL . .
ct que reciproquement si des quantites pgy (ou ks =1, 2,3, fou 5> veri-
N
rifient & la fois les relations (5) et (6), ces uantités sont les coordonnées
d’un cercle dans Pespace. On prouve pour cette réeiproque que les cing
sphéres

Py paLy+...+psr;=o ({=1,2,3,5oubd)

se coupent suivant un méme cercle en vertu des relations (5) et (6).

Restent maintenant les ¢quations (6), qui sont au nombre de cing et,
en apparence du moins, ne laissent aux quantités homogenes p; qu'une
quadruple indétermination. In réalité, ces relations (6) ne sont pas toutes
diztinctes,

Employons le langage des espaces a plusicurs dimensions. Dix quan-
lités py [vérifiant les relations (5)] sont les coordonnées homogeénes pone-
tuelles dans un espace linéaire I2 4 neuf dimensions, et I'équation Q, = o
représente dans U'espace I un espace quadratique a huit dimensions. Or
on constate par un caleul facile que, dix quantités quelconques py; étant
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données, qui vérifient les équations (5), on a les identités
(7) Pis R+ P+ pisi4. .+ pis s =o0,

au nombre de cing; et, en s’appuyant sur ces identités, on prouve alors que
les cinq espaces quadratiques & huit dimensions Q,, Q,, ..., Q; ont cn
commun un espace a sie dimensions qui est du cinguiéme degreé.

A chaque point de cet espace E}, du cinquiéme degré & six dimensions,
répond un cercle de espace ordinaire, et inversement. Donc :

La géométrie du cercle dans Uespace ordinaire coincide avec celle
du point dans un espace quintique a six dimensions contenu dans un
espace linéaire a neuf dimensions.

L’existence de cet espace K commun aux espaces quadratiques €,
Q,, ..., Q; explique comment les équations (6) laissent au cercle sa sex-
tuple indétermination, bien que deux d’entre elles ne soient pas stricte-
ment une conséquence des trois autres. '

Je passe rapidement sur ces faits faciles a établir, et qui ne sont pas nou-
veaux, puisqu’ils ont servi a M. Stéphanos dans ses deux Notes a I'Acadé-
mie des Sciences sur les systémes de cercles ().

Rencontre de deux cercles.

Le but de ces notes rapides est de montrer l'utilité des cing formes qua-
dratiques Q; (p), que nous avons ci-dessus définies : on y verra plus d'une
analogic avec la théorie des systemes de droites.

Soient deux cercles (p) et (p’); s’ils ont un point commun, P, les coor-
données pentasphériques de ce point doivent vérifier les équations

‘ E[),-w Ly = O, E Pro Lw =0,
- .

w

’ N
( E PmwLw —O0, 2 Prnew Lw — 0,
\ w

w

(8)

ou iz, k, m, n sont quatre indices quelconques parmi les cing premiers. La
résolution de ces quatre équations (8) se fait de la facon la plus simple,
comme il suit.

i1y Comptes rendus de ' Académie des Sciences.
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Posons
Q.
o) O py— LSO
.-:(P’P )—'— L (P ’P) -3 E d[Jw,p [)w‘.c.
wp
les équations (8) donnent alors
(0) x, o X L xs
» Q) ) T &epy
¢t comme xr,, ry, ..., xs; doivent vérifier I'équation (1), on a la condition
de rencontre
(10) E[Qw(p,p’)]?:o.
w

Si, au contraire, la rencontre des deux cercles a licu en deux poi'nls, on
peut faire passer une sphére par les deux cercles, et les quatre équations (8)
doivent se réduire a trois distinctes; on en conclut que tous les dénomina-
teurs des ¢quations () sont nuls, et I'on a alors la condition

(11) Q(p,p'y=o, u(p p)=o, s (pyp) =o.

Mais on constate encore ici, facilement, que ces cinq équations n’en com-
portent que deuwx distinctes.

Rencontre de cercles infiniment voisins.

Si I'on veut, en particulier, que deux cercles infiniment voisins (p) et
(p + dp) sc rencontrent, on trouve, si la rencontre a lieu en deux points,

(11) Q(dp)=o, Q,(dp)—=o, Q;(dp)—=o, Q, (dp)=o, Q. (dp)=o0;

et, st la rencontre n'a lieu ¢qu’en un seul point, on a seulement
Wl .

(10)’ 2‘ [Qi(dp)]2=o.
i

(estdone I'évanouissement d'une forme biquadratique des diffépentielles
des coordonnées qui exprime la rencontre en un point unique; on en peut
conclure tout de suite que les congruences de cercles n’ont généralement
que quatre surfaces focales.

On voil par les formules (6), (10), (11), (10), (11) Ianalogie avec Ia
théarie classique des systemes de droites,
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Une autre forme quadratique.

Il cst, outre les cing formes quadratiques Q;, unc sixiéme forme qui.
clle aussi, intervient utilement dans cette théorie.

Pour donner un exemple des calculs et des réductions que 'on rencontre
dans cette question, cherchons le rayon d'un cercle donné (p).

Je rappelle que le rayon ¢ d’une sphérezaixi = o0 est donné par la

formule
Yo

G

cela ¢tant, comme toute sphére passant par le cercle (p) est représentée
par 'équation E (Mpoi+ 1. pp:) ;= 0, ou a, B sont deux des indices 1, 2.

3, 4, 5 et X, p deux paramétres, le rayon de cette sphére aura pour
carre

Z (Apoi + {JlP’pn‘)2
! , Pai N !—’E; 2
P r mJ
Cherchons le minimum de p* lorsque la sphére, et par suite x:u,

varie, ce minimum est le rayon du cercle (p).
Sa détermination n’offre aucune difficulté ; on trouve

teont ol
S DR)+ Zob (D) RS S

Cette expression se transforme facilement comme il suit.

On a d’abord

<E [)§i> (2 P?s.’) — <El)1i1)3i>2 = 2 (PriPBj— PxjP3i)-
i \ i ij

i

2.
p_

Mais on a aussi, en vertude (6),

PxiPB3j — PxjP3i = Pa3Pij5



F.6 G. KOENIGS.
il vient donc

(Z P§i> <E P‘éf> - < > P«fp.ef)z = pia 2Pl
i N4 i

i

on a ensuite

2,);,.@%)121051@ %)_ PR A e

i i t

= Z I;_f ([93,‘1’,%1' -+ P?S/Pgu' —2 Pou‘PﬁiPGjPBj)
ij
2 2 2
—+ 2 R, (P P81 Pk~ PBj Pui Pak— Pai PRk Pxj PBj — PBiPakP2iP3;)-
itk !

Or ona

I’%ip;’zii -+ Pé,’[ﬁu‘ — 21311‘.1)’ i Paj PBi = (Paj PBi — Pai PBj )= pas P
P2 PBiPar ~+ PBj Pai Pak— Pai PRk Paj PBj — P3i Pak Paj PBJ
= (Paj P3i — P2i PB;) (Poj PBL — Pai PBj) = P38 Pij Pki’

le dénominateur de g2 s’écrit donc
. l‘l 2 ij D 4 j . PI.. 2‘
i 3 i B = B(ZR )
ij ijk i i

on a donc finalement

Z Pi

(12) PLI N S—

TR
J i
Le numérateur de cette fraction cst la somme des carrés des coordon-
nées du cercle (p); je représenterai par Z(p) cette forme quadratique

(13) Z(p) = P
i

Cette forme Z(p) joue un role important dans la théorie des cercles dans
I'espace. Lorsqu'elle est nulle, le rayon du cercle (p) est nul. Nous allons
montrer que sa forme polaire intervient aussi trés utilement; je représen-
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terai par E( p, p’) cette forme polaire, en sorte que I'on aura

’ - ! _I 03([)) U, '
(1) —(]%P)-—;;‘EI‘J;“P:‘,‘ —-IZiPiJPz'p

Cercles en involution.

Considérons deux cercles (p), (p'). Si par I'un d’eux on peut mener une
sphére orthogonale & 'autre, réciproquement, on peut, par cclui-ci, mener
une sphére orthogonale au premier, et nous dirons alors que les deux cer-
cles sont en involution.

Prouvons d’abord la réciprocité que nous venons d’avancer.

Rappelons que les foyers d'un cercle sont les sommets des deux cones
isotropes passant par ce cercle. Si un cercle est orthogonal & une spheére, il
a sur ele ses foyers, et, réciproquement, siles foyers d’un cercle sont sur
une sphere, celle-ci est orthogonale au cercle. En effet, pour quun cercle
soit orthogonal & une sphere, il faut et il suffit que deux sphéres quel-
conques, passant par ce cercle, soient orthogonales & la sphére; si on
prend, en particulier, pour les deux sphéres les cones isotropes qui passent
par ce cercle, on voit que la double condition d’orthogonalité consistera
précisément en ce que les sommets de ces cones soient sur la sphére. Ajou-
tons que, lorsqu’un cercle est tracé sur une sphére, le rapport des distances
d’un point quelconque de la sphére aux deux foyers est constant, et, réci-
proquement, le lieu des points, dont le rapport des distances a deux points
fixes est constant, est une sphére qui contient le cercle dont ces deux points
sont les foyers.

Ceci posé, si par le cercle (p’) on peut mener une sphere S orthogonale
au cercle (p), cette sphére S doit passer par les foyers P, Q du cercle (p),
et, en appelant P, Q' les foyers du cercle ( p'), puisque les points P, (Q sont
sur une méme sphere passant par (p’), on a

3 PQ' _ Q'
(13) P90

Cette égalité peut s’éerire aussi

PQ’ PP
QQ’ — p”’



1.8 G. KOENIGS.

et elle exprime alors que les points P, Q’ sont sur une méme sphére passant
par le cerele (p) quia P, Q pour foyers; il en résulte qu'il existe une sphére
passant par le cercle (p), et orthogonale au cercle (p'). La réciproque est
ainsi ¢lablie.

Remarquons ici que les points P, P, Q, Q' forment un quadrilatére
dont le produit de deux cdtés opposés est égal au produit des deux aulres.

Cherchons maintenant & exprimer que deux cercles (p), (p') sont en
involution.

Si, par le cercle (p'), on peut mener une sphére S orthogonale au
cercle (p), toutes les sphéres passant par (p) sont orthogonales a S, et,
réciproquement, si deux spheéres passant par (p) sont orthogonales a unc
sphére S passant par (p'), toutes les sphéres passant par (p) seront ortho-

gonales & S, et les cercles (p), (p’) seront en involution.
Prenons done la spheére

2 (W Plui + P'P,Bi) ;= 0,

i

menée par le cercle (p) et qui, par hypothése, est orthogonale & toutes

les sphéres menées par le cercle (p), on aura, en exprimant 'orthogonalité
avec les spheres

-
Z[)pil'i:(), Zl’ciil'i:‘)y
i

les conditions (')
2. 2 I)Vau]in + [J.Ep'ﬁ,.ppi —o,
2 2 PiPoi + "‘2 PBiPsi =0}

d’ou, en éliminant A, u,

Z P'alippiZ P;’iil)ai - 2 P:’siﬂpi Z Pai Psi = O.

(1) On sait, en cffet, que 'orthogonalité des sphéres

Ea,'.r;: 0. 21),;1‘1 =o0
2 a;b; = o.

s'exprime par I'équation
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<

Cette équation peut prendre une forme beaucoup plus symétrique, d'ou
sont éliminés les indices o, 8, g, o; elle peut s’écrire, en effet,

¥\ r ’ ’ U —_—
N (Phi PBj — P Pi) (Poi Po; — PaiPgi) = ©,
if

c’est-a-dire,

PaB Pps EPU‘P},' =0,

: i

en vertu des équations (6).

On voit donc que ’équation

(16) E(p,p)=o0

exprime Uincolution (') des deux cercles (p) et (p').
La symétrie de cette équation met de nouveau en évidence la réciprocité
que nous avons directement démontrée (?).

(1) Il'y a encore une autre espéce d’involution de deux cercles que I'on pourrait appeler
bi-involution; elle a lieu quand un cercle (p) passe par les foyers d’un autre (p'); la rela-
tion est réciproque, et toute sphére menée par I'un des cercles est orthogonale & toute sphére
menée par l'autre, et, par suite, est orthogonale a ce cercle lui-méme. Dans ce cas, I'équa-
tion d’orthogonalité

Pot PR1~+ Poaz Ps ++ +«—+ Pas PBs = ©

a lieu pour toutes les valeurs des indices a« et B. Quatre seulement de ces conditions sont
distinctes.

(2) Il existe un élément intéressant, que I'on pourrait appeler 'angle de deux cercles dans
I'espace. Soient un cercle ¢ et un cercle ¢’; soient ®, ®,; &', @ leurs foyers respectifs. Les
sphéres passant par ¢ tracent sur la droite ®®,; une involution; soient A, A, les points doubles
de cette involution; et considérons le rapport anharmonique

o = (AN DPBy).

Ce que nous proposons d’appeler I'angle des cercles ¢ et ¢/, ¢’est la quantité

V=" logp;
21

EPikP'z'k =p

o/ S VE g

On voit que dans I'expression de cosV les cercles ¢ et ¢ figurent symétriquement : quand
V est droit, les cercles sont en involution.

on a la formule

"

(p"

cosV =

lll‘ *g

1. — Fac. de T. F.2
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Des systemes de cercles et, en particulier, des systémes linéaires.

Une équation homogene, entre les coordonnées d'un cercle, représente
une série cing fois indéterminée de cercles: deux représentent une série
quatre fois indéterminée, trois représentent un complexe de cercles ou cer-
cles trois fois indéterminés, quatre équations représentent une congruence
de cercle (double indétermination), cinq représentent une surface cerclée,
et enfin six déterminent complétement un ou plusieurs cercles.

Si toules les ¢quations sont linéaires, on a des systémes lincaires de cer-
cles, que nous représenterons par les symboles Ay, A, A;, Ay, Ay, Ay, lin-
dice indiquant I'indétermination du systéme.

Le systéme A, ainsi que le systétme A,, a ¢té Tobjet de fort intéres-
santes recherches de M. Stéphanos aux Comptes rendus de U’ Académie
des Sciences, recherches que nous avons déja citées. Disons, d’ailleurs ici,
une fois pour toules, que nous ne connaissons nul autre travail sur cette
question pleine d'intérét des cercles dans 'espace (*).

D’apres ce que nous avons dit au début sur U'espace E}, commun aux hy-
perquadriques €, on voit que les six équations linéaires qui définissent A,
auront en commun avee les équations

.Ql = 0, 522:0, .(.23:0, Q. —=o, 525::0

+

un nombre de solutions égal au degré de 'espace commun a ces hyperqua-
driques, c’est-a-dire égal a cing.

Le systéme .\, est donc un ensemble de cinq cercles, c’est le pentacycle
de M. Stéphanos.

Montrons comment la notion de pentacy-cle estliée d celle de congruence
linéaire par le moyen de celle d'involution de deur cercles.

Si l'on considére les quatre équations linéaires entre les py qui définis-
sent une congruence, savoir

N Wl
| 2‘ A Pik=— 0,
-
Z bik])i/.‘: 0,
s ) 7
’ 2 CipPik— O,
Zfikpik—_— o,

(1) J'ai communiqué les principaux faits; réunis dans ce rézumé, i la Société mathéma-
tique de France en avril 1887,
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on peut remplacer 'une quelconque de ces équations par la combinaison
linéaire
2 (rag~+ pbik~+veq~+pfir) pir=o.

Or posons

Yag—+ pbi+ve4pfin=ocpiy,
ce qui assujettit simplement les quantités p;, & six équations linéaires; si
I'on veut, en outre, que les p;, soient les coordonnées d'un cercle, le pro-

’ » 9 ik y 1€ P

bléme sera déterminé, et 'on aura cinq solutions ou cingq cercles (p'*

’ P )
(P, (p'), (p'"), (p») formant un pentacycle. Aux équations linéaires
primitives on peut donc substituer quatre quelconques des cinq équations

Z(p,p) :ZP‘&’»'PM-: o,
ik

qui exprime que les cercles de la congruence sont en involution avec le

cercle (p).

Les cercles d’une congruence linéaire sont donc en involution avec
cing cercles formant un pentacycle.

Notons encore que, si 'on considére quatre cercles, les cercles en involu-
tion avec eux forment une congruence linéaire et sont en involution avec
un cinquiéme. Ce cinquiéme cercle forme avec les quatre premiers un pen-
tacycle, en sorte qu'un pentacycle est déterminé par quatre de ses cercles.

Je n’insiste pas ici sur ces résultats, présentés, sous une forme un peu
différente, par M. Stéphanos et fort élégamment développés par lui. Je pré-
senterai seulement quelques remarques sur les systémes A;, qui me parais-
sent devoir étre I'origine de voies nouvelles.

Considérons I’équation

(18) Eaikpik:(’)
ik

qui représente un systéme Aj; je vais chercher la distribution des cercles
de ce systéme sur la sphére S
2 lixi=o0;
i

soit donc une autre sphére X,

-
: rix;=o
i
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qui coupe la premiére suivant le cercle (p)
Pir= Lihe— Lidis
ce cercle faisant partie du systéme .\, nous devons avoir
v 2 an(lihe— L) =0
ik

ou encore, ¢n convenant que @;; =— Gy ;i = 0,

(19) E)xzaiklk: o.
i k
Considérons alors la sphere 7,

E Lixi=o,
i

ou 'on prend
(20) : l;-l:zaiklk)
k

Iéquation

> <).,-Za,-klk> :'Zm,.

i k

exprime que les sphéres S’ et X sont orthogonales. On a, dailleurs, évi-
demment

(2r1) 21}1,—:0,

en sorte que S’ est aussi orthogonale a S; le cercle (p), intersection de S et
de X, est donc orthogonal a §'. D’ou ce théoréme :

Tous les cercles d’un systéeme Ay qui sont tracés sur une sphéere S quel-

conque sont orthogonaur a une seconde sphére S, que nous appellerons
la conjuguce de S.

Nous avons déja remarqué u'une sphére et sa conjugude sont ortho-
conales d’apres 'équation ( 21). Mais la correspondance entre S et S’ n'est
i p
pas réciproque; en effet, toutes les sphéres conjuguées des spheres de

I'espace sont orthogonales a une sphére fire K, que nous appellerons la
sphere centrale.
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Pour établir cette proposition, remarquons, en effet, que les cinq équations

(22) Za,»,‘.lk—;o (i=1,2,3,4,3)
x

sont compatibles, carleur déterminant est symétrique gauche d’ordre impair.
SoientK , K,, K, K, K;les solutions de ces équations compatibles. On voit

d'apreés (19) que tous les cercles tracés sur la sphere (K), Z K.z;= o, font
partic du systéme A,. Le cercle (K, S), intersection des spheéres (K) et (5),
fait donc partie du systeme Aj; il est ainsi orthogonal a la sphere (87), et,
par conséquent, la sphere (K') qui le contient est orthogonale a (S).

Toutes les sphéres qui coupent la sphére centrale suicant un méme
cercle ont méme conjuguée.

in effet, les équations (20) donnent la méme valeur pour les /; sil'on y
remplace les [, par [, + pK,, c’est-a-dire si I'on y remplace la sphére S par
une spheére quelconque passant par le cercle X, intersection des spheres K
et S. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tous les cercles du systéme Ay qui coupent deux fois un cercle quel-
conque X de la sphére centrale sont orthogonaux ¢ une méme sphére S'.

Appelons X' le cercle (57, K); la correspondance entre les sphéres S, 8
se réduit, on le voit, a la correspondance entre les cercles X, X', traces de
ces sphéres sur la sphere centrale.

D’abord les cercles X, X’ sont orthogonaux entre cux, comme on le voit
sans peine, puisque X est orthogonal a la sphere S', qui est orthogonale a
la sphere K.

Mais cela ne suffit pas pour pouvoir construire le cercle X' lorsque le
cercle X est donné, il est nécessaire de recourir a I'étude des formules (20).
Nous serons ainsi conduits tout d'abord a définir les incariants d'un
systéme Aj;, dans lesquels on verra encore intervenir les formes quadratiques
déja considérées.

Cherchons les sphéres qui coincident avec leurs conjuguces.

On peut prévoir que, s'il existe de telles spheéres, leur rayon est nul;j car,
si une sphere est orthogonale a elle-méme, son rayon est nul, et c'est ici le
cas, puisqu’une spheére ct sa conjuguée sont orthogonales; en second lieu,
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les centres de ces spheres de rayon nul doivent étre sur la sphére centrale,
puisqu’elles leur sont orthogonales.

Mais les formules (20 ) nous donneront des résultats plus complets. Expri-
mons, conformément a 'hypothése, que 'on a
0L 6t

3

Lo L oL TL %

1 b — 5
A o

ol s est un parametre a4 déterminer. Les formules (20) nous donneront

s li+aply+ aly+ay l,+ asls—o,
anli+ s L+ ayply+ apl,+ayl;=o,
asli+agply+ s i+ ay b+ ag; l;=o,
anli+anlb+asli+ s L+agl;=o,

s lit-as by + assly+ as L+ s ;=o;

on tire de la I’équation en s
S &y A3 ay, agg

fis)= Ay S Qa3 Ay, Ay
a-

51 ds2 Qz3 Qg S

Cette équation change simplement de signe si 'on y change le signe de s
on a, en effet,

-

—S Qi Q3 Ay

Ay — S Q93 Qy, Qg
S(—=s)=
sy Az, Asy Ay, — S
ou, comme @;,= — a;, on peut écrire

S Qy azy a, as

.| a s a s
S(—8) = (—1) 12 32 Qua Ay

Qs Qg5 Az Tz S
le déterminant est f(s) o les lignes sont devenues les colonnes : on a donc
S(=8) = (=10 f(5) =— S ().

L’équation du cinquiéme degré f(s) = o ne contient donc que des termes
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impairs et peut s’écrire
S(s)y=s(s"+1s2+J) =o.

La solution s = o fournit la sphére centrale elle-méme; mais nous voyons
5 Yy
qu’il y aura encore quatre autres sphéres, celles-ci de rayon nul, qui véri-
fieront ’énoncé, et qui seront données par 1'équation
y et q P

st+1Is2+J =o.

Les quantités I et J ont pour expression

— 2
I= 2 a[j’
iy

J= E (@mnGpg~t AmpQgn~+ Amqganp)*s
dans cette derniére formule, les indices #, m, n, p, ¢ sont les cinq premiers
indices, pris dans l'ordre de permutation 1, 2, 3, 4, 5 a partir de I'un
d’eux 1.

Représentons par £(a) la forme adjointe de la forme Z(p), et par w,(a),
w,(a), wy(a), w,(a), w;(a) les formes adjointes de Q,(p), Q.(p), ....
Q,(p); on voit que 'on a

I=¢£(a),

3= YL@

Ces quantités I et J sont les invariants du systéme .\ ;.

On congoit que ces invariants ont une importance capitale, car on en
pourra déduire aussi les invariants des systémes linéaires inféricurs A,, \,.
A,y Ay, Ay, qui seront des combinants déduits de ces invariants.

Reprenons maintenant I’équation

st+1s2+J =o,

ct désignons par 5, — 7, 5’, — 3’ les racines de cette équation. A chacune
répond une spheére, ce qui donne les quatre sphéres X, £,, ') £ dont nous
désignerons les centres par ¢, ¢,, ¢, c,.

Prenons deux de ces sphéres, correspondant a deux racines quelconques
s, s de I'équation en s, nous aurons, en désignant par g; et g; les coordon-
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nées de ces spheéres,

—S&i= E airSks
*

—Sg= 3 angie
i

On tire de la premiére de ces équations

— s g = D 8 D Wk gr= X, WS
i i k ki
et de la seconde

14 ’ ’ r_
—S E Sk8r— E Sk E Ari §i =— E Api k8t
& 3 i ix

mais, comime
Dsigi= X 818k
1 k

on peut écrire, en ajoutant,

(s+5) X gigi = X (au+ aw) gxgi =0,
i ik
Car @ = — Q.
Supposons que s et s” soient égaux et de signe contraire, alors cette équa-

tion a lieu d’elle-méme; mais, dans le cas contraire, on a

Wl v
D sisi=o.
i

De la ce théoréme : La sphére X et la sphére £, sont toutes deux ortho-
gonales aux sphéres ¥ et X).

Mais, comme les rayons des sphéres X et ¥’ sont nuls, il faut, pour
qu’elles soient orthogonales, que leurs centres soient sur une méme ligne
isotrope.

On voit ainsi que les droites cc'y ec,, c,¢’, c,c, sont quatre droites
isolropes, et comme les points ¢, ¢,, ¢/, ¢, sont sur la sphére centrale, on
en conclut que les eotés du quadrilatére ec’c ¢, c sont quatre génératrices
rectilignes de la sphére centrale ; autrement dit, les droites cc,, ¢'¢, sont
deux droites conjuguées par rapport a la sphére centrale.
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Ltlisons ces résultats dans I'étude de la correspondance entre les cercles
X et X' déja définis.

Prenons pour sphéres de référence S, et S, deux sphéres orthogonales
passant en c et ¢, et orthogonales a la sphére K ; pour sphéres S; et S, deux
spheres orthogonales entre elles et & K, et passant par ¢’ et ¢, ; enfin, pre-
nons pour S; la sphere K.

Ce systéme de cingq sphéres sera quintuplement orthogonal, ct la corres-
pondance entre les sphéres S(4,, 4y, ..., ;) et S (L, 1}, ..., [}) est, cuégard
au choix des coordonnées, établie par les formules

Pl; =10,
pla=—1,
(23) ol =al,
' ol, =—al,
l,—=o,

ou p est un paramétre de proportionnalité, et @ unc constante. On peut
regarder [, I, [, [, comme les coordonnées tétracirculaires sur la sphére K
du cercle X, et l, I}, I, I, comme les coordonnées du cercle X'. Les quatre
premiéres formules ci-dessus établissent donc la correspondance entre ces
cercles.

D’aprés ces formules, ’équation du cercle X étant
Lz, + Lxy+ Lxy+ ¢, 2, = 0,
celle du cercle X’ sera,
(24) Lz, —lLixy+a(l,xy— Lx,) =o.

Le cercle I' mené par les points ¢ ct ¢, orthogonalement au cercle X a

pour équation
lyx,— 1,2y =o0;

le cercle I'Y mené, de méme, par les points ¢’ et ¢, orthogonalement au
cercle X, a pour équation

lyxy— o, — 0;
I’équation (24) prouve tout d’abord que le cercle X’ passe par I'intersection
des cercles T et .
Notons ici que, puisque I' et I sont, par construction, orthogonaux au
cercle X, le cercle X’ se trouve naturellement étre orthogonal a X. Il faut

donc trouver une troisi¢me propriété du cercle X', qui permette d'achever ea
Il. — Fac. de T. F.3
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construction. Dans cette propri¢té doit forcément intervenir l'invariant
absolu @, qui, d’aprés nos notations, est li¢ aux invariants I et J par équa-

tion
a1
a -

Rappelons que le cosinus de I'angle (au sens ordinaire) de deux cercles (),
(m) tracés sur K est donné par la formule

Lm 4+ Lmy +Lmg+ lim, .
VE+ 20+ 02\Vm? +m? +m? + mi’

ZN
cos(l,m) =

cela ¢tant, j'appelle V' I'angle du cercle X’ avec le cercle T, qui a pour
cosinus

. 3+ 4 0L+
cosV' = 2 ! = ! g .
e EINIWE, p 22 2 G+ 0B+a*(l2+03)
VE+GVUE+G) + a2 (G + ) 1 2 3 4

s - ’ . T .
L’angle de X’ avec I" est égal & - — V', puisque I' et I" sont orthogonaux

(attendu que leurs plans passent par les droites cc, et ¢'c, qui sont conju-
guées); on a ainsi

I 12402
cos| = —V')=sinV=a 3 -
s(F-v)=snv=a\/
ce que I'on peul encore ¢erire

(23) lang\":a\/ iaalr

Or considérons le cerele T'y qui coupe orthogonalement le cercle T en
¢ el eys i a pour équation
Lo+ lry=o0;
de méme, le cercle ') qui coupe orthogonalement le cercle I'y en ¢’ et ¢, a
pour ¢quation
Lrg 4+ lx, =03
ces deux cercles se coupent orthogonalement, et le cerele X passe par leur

. . < . PN - . . ' s
intersection. Soit V l'angle que X fait avee Ty, 'angle avee T', sera - — 'V,

¢t l'on aura
IR B
cosV:\/q §,+ 2 5
G40+ 06+
0+ 12

5“‘V:\/13+1§+1§ Tk
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JEgE
tangV _\/12+19,
la formule (25) devient donc

(26) tangV'—=a tangV.

En résumé, le cercle X étant donné, on ménera par ¢ ct ¢, un cercle T
orthogonal a X, et par ¢’ ct ¢; un cercle IV orthogonal aussi a X : on con-
struira ensuite les cercles Ty et T, qui coupent respectivement & angle droit
le cercleT en ¢ et ¢, et le cercle IV en ¢’ et ¢ ces cercles Ty, T sont ortho-

"V

les angles sous lesquels le cercle X coupe ces cercles. Pour construire le
cercle X', on ménera, par les points communs aux cercles I' et T, un cercle

1

7

.

gonaux et se coupent en deux points situés sur le cercle X ;soient V,

‘;«l

. . ™ . \

qui coupera le premier sous I'angle V', et le second sous I'angle = — V', ou
’ o] o ’

V' est donné par la formule

tangV'= atangV.

Je n’insisterai pas davantage ici sur ces questions pleines d'intérét, mais
qui demanderaient, on le voit, a étre traitées avec détail.

Je voulais surtout 51gnaler ces formes quadratiques Q ct =, qui inter-
viennent si naturellement dans cette théorie.




