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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

ATTRACTION
D'UN ELLIPSOIDE HOMOGENE

COMPOSE DE COUCHES MOMOGENES SUR UN POINT EXTERIEUR;

PAR M. A. LEGOUX.

On connait plusicurs méthodes pour calculer I'attraction d’un ellipsoide
homogeéne sur un point extérieur. '

La suivante, extraite en grande partie d’un article publié par M. Percival
IFrost, d’aprés les inspirations de MM. Cayley et Adams (Quarterly Jour-
nal of Mathematics, t. XVII) et complétée par une démonstration de
Chasles (Comptes rendus, t. VI, 1838), me parait surpasser toutes les
autres par son élégance et sa simplicité. Elle conduit sans effectuer aucune
intégration aux quadratures qui expriment les composantes de I'attraction
sur un point donné extérieur a Uellipsoide.

Attraction d’une couche infiniment mince. — Soit i calculer I'attraction
exercée par une couche ellipsoidale comprise entre les deux surfaces ellipsoi-
dales homothétiques et concentriques dont les axes sont, pour la premiére,
a, b, c; pour la seconde, a(t+ L), b(1+ 1), e¢(1+A). Soient P(f,g,h)
le point attiré, O un point situé¢ & l'intéricur de la couche et dont les coor-
données sont f’, g’, k'. Imaginons un cone infiniment petit de sommet O
et dont I'angle solide est w. Ce céne découpe dans la couche deux éléments
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de masse dont I'expression sera wr?¢r et wr'? ¢, en supposant la densité

égale a l'unité et appelant 7 et 7 les longueurs OR et OR’ des génératrices
des deux cones de sommet O.

On sait que les segments interceptés entre les deux couches sur une méme

droite sont égaux; donc or = or'. L attraction exercée par le premier élé-

. . s or2or .
ment sur le point P sera proportionnelle a o celle exercée parlesecond

J2 W
sera proportionnelle a WP,ZSI » en posant PR =p, PR'=¢'. Soient PC et

P’ les valeurs de ces attractions; décomposons chacune d’elles en deux
parties, I'une dirigée suivant PO, 'autre suivant une paralléle 4 RR'. Soient
PA et PA’ les premiéres composantes, PB et PB’ les secondes; on aura

33, J3 N

PA — oup;?z [’,_F)’ PA/— mlp/;)z PT(I);
3 37 NN I

PB = (_")_’P_aa_’_’ PB = ® 7p/387 .

- Le point O étant assujetti a la scule condition d’étre placé a l'intéricur
de la couche, cherchons a déterminer sa position de maniére que la résul-
tante des deux forces attractives PC et PC’ soit dirigée suivant PO, c’est-
a-dire de telle sorte que l'on ait PB = PB’; ou bien, puisque ér = ¢r’, de

. !
telle facon que é = 7 _
Soient /, m, n les cosinus directeurs de OR, les coordonnées de R seront

S+ 1lr, g+ mr, k'+ nr; mais, le point R étant sur I'ellipsoide @, b, ¢, on
aura, cet ellipsoide étant rapporté a ses axes principaux,

(L) (g (e wr
a? b c?
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On a aussl
= —f'—lr2+(g—g —mr)+ (h—71'—nr).

Multiplions la premiére équation par une indéterminée 0 et ajoutons-les
membre 4 membre,

R+ 0=(f—f—lry2+(g—g —mr)*+(h—N—nr)

. (f’—l;glr)ge N (g’—i—bz?nr)ie . (/z’—l—c;zr)ze.

Cherchons a profiter de I'indétermination des quatre quantités f*, g7, A/,
0 de facon que I'équation précédente se réduise a la forme

. , 2 me2 n2 0
pP=r*l 1+ E_'_?)?—*_? .

Il suffit, pour cela, que 'on puisse déterminer f’, g’, A’ et 6 de facon que
les équations de condition suivantes soient satisfaites simultanément :

b2

f—r_f  s—& _g  h=N_N
6 — &’ 6 6 T ¢

0= (f =+ (g — g+ (h— P+ (L2 52 20,

AR

La derniére ligne peut étre écrite

f=fr _ f §—8 _ & h—# h
6 0+ a g '

>
_|_
>
N
S
(S
+
S
g

Substituons dans la premiére; il vient, toutes réductions faites,

f2

a4+ 6

g? e

(0 b‘~’+9+c2+9:l'

-

Cette équation détermine 0, et, 0 étant connu, les trois équations précé-
dentes donnent f7, g, A'.

On remarque que 0 n’est autre chose que le paramétre définissant les
trois surfaces du second degré homofocales a I'ellipsoide (a, b, ¢) et passant
par le point P.

Supposons @ <_ b < ¢, I'équation (1) a une racine positive qui correspond
a l'ellipsoide homofocal et deux racines négatives. Nous prendrons la valeur
positive de 0.
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[expression de IE ne dépend plus que des cosinus directeurs /, m, n, ct,

comme ces quantités n’y entrent que par leurs carrés, E:- aura la méme valeur
7

p
que -

On peut écrire la valeur de % de la maniére suivante :

pr 2 m? n?
(2) AT Tt T e

a*+ 0 b+ G 2+ 0

[}

0

\ . . r r .
D’apres la forme de cette expression, on voit que ; ou 7 peut étre consi-
déré géométriquement comme- le rayon central d’un ellipsoide dont les
b c

demi-axes principaux seraient ) ) .
Vaa+6 Vbr+6 e+

Un calcul trés simple donne

1 & N & N R )
P (a?+9)? (b*+ 0y (er+ 6)?’

(3) OP = [2), en posant

cos (OP, X):u—, = /P

oP ~ @+ 0
) ‘ cos(OP,Y) = bf’r_{z 7
cos(OP, 7) :C!:[ie;
5 S ssl ) 8 ht
() e T b2+02*a2+9+b‘2+6+02+6—1'

Les formules (4) montrent que PO est normale & Vellipsoide homofocal a
(abe) passant par P et les formules (5) que le point-O est situé dans le
plan polaire de P relativement a I'ellipsoide (abc).

Le point O étant ainsi déterminé, il nous reste a calculer la somme des
attractions PA et PA’ dirigées suivant PO, et ensuite la somme de loutes
les valeurs pareilles correspondant aux divers couples d’¢léments que Uon
obtient en faisant tourner autour de O le double cone infiniment petit, de
facon 4 embrasser le volume tout entier de la couche ellipsoidale.

On a

PA +PA' =

7

r 7!

wridor OP  wrdr OP  wrig /ér o wrf ,
5 — o+ B T — 3 — = oL(rr');
p r g r ppP ptp
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r et 1’ sont les racines de I'équation du second degré

(f'+1r)? &'+mr?2  (K+nr)?
a? - b2 - c? =5

on a, par suite,

Le point (f7, g, &") étant & I'intérieur de Tellipsoide (a, b, ¢), le sccond

membre est positif et représente la valeur numérique du produit.
Désignons par &a, &b, &c les variations des demi-axes de Iellipsoide

lorsqu’on passe de la surface interne & la surface externe, nous aurons

da = da, 0b = 121b, dc = hc.

Remarquons que, si A, B, C sont trois quantités ne dépendant pas de a,

b, c,ona
Narmra)= e nra

Un calcul simple donne immédiatement

i o 2l __alp?
LT = —5 e 2z

(G+ay G+ p " (Gxa)

I’expression de la force attractive sera donc, suivant PO,
. r .
22p wR?, en posant 5 —_ —R.

Les composantes, suivant les axes de Dellipsoide, seront

Suivant OX...... 22pwR® cos(OP,X) = 67!,;_; 20 R3
Suivant OY . .. ... 22pwR? cos (OP, Y) = ;‘ffzzwﬁs
Suivant OZ ...... 22pwR®cos(OP,Z) = ;ﬁ_lcl 2R3

Ces valeurs des composantes de la force attractive élémentaire ont été
trouvées par Chasles, sous cette forme, par une méthode purement géome-

trique, mais un peu plus compliquée que la précédente.
Ill. — Fac. de T. A

9
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Le point O ayant été déterminé, si 'on fait tourner le double cone ayant
pour sommet ce point de facon a comprendre toute la couche ellipsoidale,
les attractions correspondant a chaque couple d’éléments seront toutes
dirigées suivant PO; les composantes de toutes ces attractions suivant les
axes seront

2
Suivant OX ......... Lp f2 S2mR3
84+ a
2 o
Suivant OY ......... V- PP
0+ b
Suivant OZ. ... ...... PR s R
G+ c?

le signe X s’étendant & toute la masse de la couche. 1l est aisé d’évaluer cette

somme, en se rappelant que R représente le rayon vecteur central d'un
b

a 4
Va?+ 5 Vo 7 Ver+ 0

cllipsoide dont les demi-axes sont » d’aprés 'équa-

tion (2).
Le volume d'un pareil ellipsoide est égal, d'une part, a
23RS
ct, d’autre part, a
abe

[SE]NEN

m ;
V(@ +0)(B*+0)(c*+ )

d’ott 'on tire

frabe

230 R3= .
V(a+0)(b*+ 6)(c*+ 0)

- Les composantes de T'attraction de la couche ellipsoidale sur le point
extérieur P seront donc, en posant, pour abréger 1'écriture, § + a* = aj,
0+b2:b‘;’,0+c2:cf,

2f
Suivant OX ...... ).p2f fmabe ou [mAa abe_ p'f
ai a;bc, a a,b,c, a;
. Ab abe pz
Suivant OY ...... ........... ou /m? b, b
, 2N
Suivant OZ....... ........... ou [m)—c _abe —21
¢ abye
Altraclion sur un point extérieur d’un ellipsoide homogéne. — Soit
+ ]33/‘, —1— =1 I'équation d’un ecllipsoide homogéne; soit P(f, g, %) le

pomt attiré extérieur a lellipsoide. Conservons d’ailleurs les notations
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déja adoptées. On partagera l'ellipsoide proposé en couches infiniment
minces limitées par des surfaces semblables a celle de Dellipsoide. Soient
(a,b,¢), a(t+ 1), b(1+ L), c(1+ 1) les demi-axes de deux surfaces in-
finiment voisines qui limitent une couche, a,, b,, ¢, les demi-axes d’un
ellipsoide homofocal & @, b, ¢ passant par P. La valeur de I'attraction exercée
par cette couche sur P et estimée suivant OX sera, d’aprés ce qui précede,

ra abc pif
T— ——— =
a abe, ai

4

Soient Aa = da et X la valeur totale de I'attraction de I'ellipsoide suivant

OX, on aura

X:[;?ch—[—(-l abe £“Tf
a abe al
Deux formules pareilles donneront les composantes suivant OY et suivanl
OZ. Occupons-nous seulement de X; on obtiendra ensuite Y et Z par des
permutations circulaires.

On voit bien aisément qu'il n’y a sous le signe /" qu’une seule variable «,
par exemple, car lgs autres quantités peuvent toutes s’exprimer en fonction
de a. On a, en effet,

Z’r—azlE c—--aE
prove A; — A)
2 2
bf-—-a?::b'—’——-a‘l:cﬁ(%—I), Cf—d‘fzcz—a‘z:a2<%_l>»
B L/C
(6) b’;’:a;+a2<‘1—2——1>, Cf‘:af—f~a'<P—I>;

ct a, est déterminé par I'équation

2 2 12
.L + L] -+ —=I.

(7) 3 : 2
“ af—}—a*(%—-l) a%—;—a?(%—I)

On a ainsi le moyen d’exprimer b, ¢, a,, b,, ¢, en fonction de a. On a, de

plus,
I

(8) — = T
ptoar bt e

. . , . . a
Prenons maintenant une nouvelle variable « définie par la relation — = u.
@



A.12 A. LEGOUX. — ATTRACTION D UN ELLIPSOIDE HOMOGENE.

Introduisons cette variable dans les équations (7) et (8), on a

o2 ll2
SR+ 2 -+ = a?
1 2 )

B2 I (0

R A i
7 L
T fat S .
_fu—+— 1 B2 2 1 G2 29
: l¢'I+K‘—2 ! 1—L§+F~I

différentions la premiere, il vient, en tenant compte de la seconde,

e

<)

e
P
Limites de Uintégrale. — La variable a varie de o 4 A. La variable u
varie de o a %’ A, étant ce que devient @, lorsque @ = A, c’est-a-dire que
A, cst une racine de I'équation
.f2 . g‘l 11,2 —.

A2 3 3 -+ P N9 3
EE RN CIuy [y CRLy ey oy
Effectuons les substitutions, on trouve sans peine, toutes réductions faites,

A
w?du

A
X—_—ﬁnBCf/ Y .
, VAT @ (B — A YA T @ (G =A%)

Nous n’écrivons pas les valeurs des composantes Y et Z qu’on obtient par
de simples permutations de lettres.

Dans les formules précédentes, on a supposé que Uellipsoide était homo-
géne. Le cas ou il serait composé de couches homogénes de densité variable
d’une couche a I'autre ne présente aucune difficulté. Les valeurs des com-
posantes de I'attraction totale sur un point extérieur sont pareilles aux pré-
cédentes; il suffit d’introduire, sous le signe f, un facteur ¢ qui représente
la densité et qui est une fonction donnée de .

Premier cas particulier. — Le point atliré est situé sur la surface externe
de Pellipsoide; on a

: ! u?du
A=A, et X:[;TEBCf/ .
s VA (B — A%) YA+ w3 (G — A?)
Second cas particulier. — Llellipsoide est de révolution: on a, par

exemple, B = Cj; I'intégration s’effectue immédiatement.

—_———



