T.-J. STIELTJES
Etude bibliographique. Sur la théorie des nombres

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 1'¢ série, tome 4, n°3 (1890), p. 1-103

© Université Paul Sabatier, 1890, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1890_1_4_3_1_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE.

SUR LA

THEORIE DES NOMBRES,

PAR M. T.-J. STIELTIES,

Professeur & la Faculté des Sciences de Toulouse.

CHAPITRE 1.

SUR LA DIVISIBILITE DES NOMBRES.

1. L’idée de nombre a son origine dans la considération de plusieurs objets dis-
tincts. '

C’est une notion qui s’attache a cette considération, ol I'on fait abstraction de
la nature des objets, et qui est, d’aprés notre conviction intime, indépendante de
Pordre dans lequel on envisage successivement les objets donnés.

Ce dernier point est essentiel et constitue, 4 proprement dire, le seul axiome
de toute la science des nombres. Peut-étre méme est-il possible de ramener cet
axiome a quelque chose de plus simple encore.

Si I'on se rappelle, en effet, que I'on peut passer d’'une permutation i une autre
par une série de transpositions opérées sur deux éléments voisins, il semble qu’au
fond il suffit d’adopter I’axiome dans le cas de deux objets.

Mais, sans insister sur cette question, nous nous bornerons a observer que les
relations exprimées par les équations

a+b=b+a, a+brc=a-+(b+c), ...
abe = bac = c(ab), ces

a(b+c¢)=ab—+ ac, ceny

doivent étre considérées comme des théorémes qui découlent de I'axiome fonda-
mental qui donne naissance a V'idée de nombre.
IV. — Fac. de T. I
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2. En comparant un nombre @ avec les multiples o, b, 20, ... d’un second
nombre b, deux cas peuvent se présenter. Ou bien @ est égal & un multiple de b,
alors @ est divisible par b, b un diviseur de @, ou bien le nombre ¢ tombe entre
deux multiples consécutifs de b. Dans ce dernier cas, il existe un nombre m tel
que @ = mb + ¢, ¢ étant positif, mais inférieur a b.

3. Etant donnés plusieurs nombres «, 0, ¢, ..., [, on peut toujours trouver des
nombres qui sont en méme temps divisibles par a, par b, ..., par l. Parmi ces
nombres qu’on appelle communs multiples de a, b, ¢, ..., 1, il y en a un néces-
sairement qui est le plus petit et qui s’appelle le plus petit commun multiple des

nombres a, b, ¢, ..., [.

Tutorkme I. — Le plus petit commun multiple m des nombres a, b, ¢, ..., |
divise exactement tout autre commun multiple M de ces nombres.

En effet, si M n’était pas un multiple de m, la division de M par m donnerait
lieu & une relation
M=kim-+m,

ot m/ serait positif, mais inférieur & m. Or on reconnait immédiatement que m/
serait encore un commun multiple de @, b, ¢, ..., {, ce qui est absurde, puisqu’on
suppose qu'il n’existe pas un tel commun multiple inférieur & m.

I1 est clair qu’on peut énoncer ce théoréme encore de cette maniére :

Tatorime 12. — S¢ un nombre M admet pour diviseurs les nombres a, b,
¢, «ouy Uy le plus petit commun multiple de a, b, c, ..., l sera encore un divi-
seur de M.

4. Le plus petit commun multiple des nombres
a>b>c>...>1

est évidemment au moins égal & @, et il ne peut éire égal & @ que dans le cas ou
b, ¢, ..., [ sont des diviseurs de a.

5. Un nombre qui divise a la fois @, b, c, ..., I sappelle un commun diviseur
de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs, il y en a nécessairement un, plus

grand que les autres, et qui s’appelle le plus grand commun diviseur de «,
byc, ..., 1L

Tatoreme Il. — Le plus grand commun diviseur 8 des nombres a, b, c, : ..,
L est un multiple de tout autre commun diviseur &' de ces nombres.

Soient, en effet, ¢, ¢/, &’, ... les communs diviseurs des nombres donnés.
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Puisque a est divisible par 8, &, &', ..., il est encore divisible par le plus petit
commun multiple de 8, &', &', ..., et il en est de méme pour b, ¢, ..., {. Par con-
séquent, le plus petit commun multiple de 3, &, &', ... est encore un commun di-
viseur de a, b, ¢, ..., . Ce plus petit commun multiple est donc nécessairement
égal a6, et &, 8, ... sont les diviseurs de &. L’ensemble des communs diviseurs
de a, b, c, ..., l est identique avec 'ensemble des diviseurs de ¢.

6. Pour chercher le p. g. c. d. (p. p. ¢c. m.)de a, b, ¢, ..., {, on peut diviser
ces nombres en divers groupes, chercher le p. g. ¢. d. (p. p. ¢. m.) des nombres
contenus dans ces groupes, ensuite le p. g. ¢. d. (p. p. ¢. m.) des nombres ainsi
obtenus.

On pourra donc ramener le probléme toujours au cas ot il n’y a que deux
nombres @ et b, et, dans ce cas, I'algorithme d’Euclide conduit de la facon la plus

simple A la connaissance du p. g. c. d. Par une suite de divisions, on obtient les
relations

a =qb -+ r,

’ i
b =q'r -+,
r =q"r +r’

Plk=1 = gk+0 plh) 4 plls1)

rk) = g2 plhen),

et 7k¥1 estle p. g. c. d. de @ et b.

Soit & le p. g. c. d. de @, b, ¢, ..., {, alors les nombres ma, mb, ..., ml sont
tous divisibles par m3, leur p. g. c. d. est donc nécessairement divisible par m3,
mais on reconnait immédiatement que ce p. g. c. d. est exactement m3.

Pour abréger, nous emploierons quelquefois les symboles

(a,byc,...,0),
|a, b,¢,...,1]

pour désigner respectivementle p. g. c. d. etlep. p.c. m. de«, b, ..., (.
On a donc

(ma, mb, ...,ml)=m x<(a,b,...,1)
et de méme

|ma, mb, ...,ml|=mx|a,b, ..., 1|

De la on peut conclare le lemme suivant qui est souvent utile.

Lemme. — Soientdlep. g. c. d. (p. p. c. m.) des » nombres

a, (l', a//,
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elep.g.c.d. (p.p.c.m.)des 3 nombres
b, b, b,
alors lep. g.c. d. (p. p. c. m.) des af8 produits
ab, ab/, ab’, ..., da'b, @b, ..., d'b, a'¥,
est de.
En effet, les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes

ab, ab', ab" R
r r L

ab, a'd, ab", ...,
" " ’ USSR/ :
a"b, a'b', a'b", ...,

cees v ey ceney

sont respectivement ae, d'e, a’e, ..., et le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de ces der-
niers nombres est de.

7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujours a celle du p. g. c. d.,
et réciproquement.
Le p. p. c. m. de a, b, c est de la forme
abe bc__b ca_txab
aTergTir g T
donc d doit étre un commun diviseur de be, ca, ab. Pour avoir le p. p. ¢. m.,
il faut évidemment prendre pour d le p. g. c. d. de be, ca, ab.

Tutorkme lII. — Lep. p.c. m. (p. g. c. d.)de a, b, c, ..., Lest égal au pro-
duit abe. ..l divisé par le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des produits

be...l, ac...l, ..., abec...k.

8. Dans le cas de deux nombres a et b, le produit du p. g.c.d. etdup. p.c. m.
est ab. Cette relation n’a plus lieu dans le cas ol 'on a n nombres. Cependant
on peut rétablir I'analogie, et il faut, pour cela, considérer, non seulement le
p- 8. ¢. d. et le p. p. ¢. m., mais une suite de n nombres qui dérivent d’une fagon
particuliére des nombres donnés.

Nous allons entrer dans quelques détails sur cette théorie, comprise dans des
recherches plus générales de M. Smyth dont nous aurons a parler plus loin.

Considérons n nombres

(AA) a, b, C, vy l.
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Prenons deux nombres, par exemple @ et b, de ce systéme et remplacons-les
par leur p. g. c. d. et leur p. p. ¢c. m. On aura ainsi un second systéme (A,)

a, b, ¢ ..., L

En répétant la méme opération sur (A,) pour en déduire un systéme (A,), puis
un systéme (A;), ..., on finira toujours par obtenir un systéme dans lequel deux
nombres quelconques sont eux-mémes leur p. g. c. d. et p. p. ¢. m.; c’est-a-dire
I'un de ces nombres divise I'autre. Si I'on ordonne les nombres de ce systéme dé-
finitif par ordre de grandeur croissante

€1, €3, €3, ..., €p,

ey divise €zyy, et nous dirons que ces nombres forment le systéme réduit, ey est
le k™ nombre réduit. En effet, on verra que ce systéme réduit est unique et in-
dépendant de la maniére dont on a dirigé les opérations.

9. Pour faciliter un peu le langage, nous dirons que deux nombres forment un
couple réduit lorsque I'un de ces nombres divise autre. 1l est clair que, si @ et
b sont un'couple réduit, les groupes (A) et (A;) sont identiques; on peut donc se
dispenser de combiner les couples réduits. Si tous les couples de (A) étaient ré-
duits, ce groupe serait déja le systéme réduit.

Nous allons faire voir qu’en combinant deux nombres qui ne forment pas un
couple réduit, on augmente toujours le nombre total des couples réduits.

Considérons, pour cela, les divers couples réduits de (A). On peut distinguer
les quatre catégories suivantes :

° Les couples réduils f, g qui ne renferment ni @, ni b. Il est bien clair que
ces couples réduits se retrouvent dans (A,).

2° Les couples réduits a, f qui renferment le nombre @ et qui sont tels que b, f
n’est pas un couple réduit. Dans ce cas, au moins un des couples o, f et ¥/, f
sera réduit, et ils peuvent I’étre tous les deux. En effet, si f divise a, il est clair
qu'il divise aussi 0/, et, si f est multiple de «, il sera aussi multiple de @’. [On
suppose a'= (a, b), b'=a, b|.]

3° Les couples réduits b, f qui renferment le nombre b et qui sont tels que
a, fn’est pas un couple réduit. Il est clair que ce que nous venons de dire pour
le second cas s’applique encore ici.

4° Les couples réduits a, f qui sont tels que b, f est en méme temps un couple
réduit. Dans ce cas, on reconnait facilement que les couples «, f et ¥/, f sont
aussi réduils tous les deux. Il suffit d’examiner successivement les trois hypo-
théses possibles : fdivise a et b; J est multiple de @ et de b; f divise I'un des
nombres @, b et est multiple de 'autre.
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Nous avons ainsi énuméré déja dans le systéme (A, ) au moins autant de couples
réduits que dans (A). Mais le sysiéme (A,) renferme encore le couple réduit
a'y ', par conséquent le nombre des couples réduits du systéme (A,) surpasse
aumoins d’une unité le nombre des couples rédnits de (A).

Par un nombre fini d’opérations, on arrivera donc nécessairement & un groupe
de n nombres dont tous les couples sont des couples réduits, et qui est ainsi le
systeme réduit. Il reste a faire voir que ce systéme réduit est unique.

10. On constate d’abord qu’en remplacant @ et b par @' et &', on ne change ni
le p. g. c. d., nile p. p. c. m. des nombres du systéme.

Envisageons maintenant les divers produits A 4 & des nombres (A), pour voir
quelles modifications résultent, pour ces produits, par le remplacement de a et b
par @ et b'.

Les divers produils & & &k se composent :

1° Des produits qui ne renferment ni @, ni b;
2* Des produits qui renferment a et b;
32 Des produits qui renferment un seul des nombres a et .

Il est clair que ce sont les derniers produits seulement qui sont affectés par
le remplacement de @ et b par @ et b'. Ces produits sont, d’ailleurs, en nombre
pair et peuvent étre écrils ainsi

aP, aP', aP’, aP" ...,

oP, &P, bP", bP", ...,

b, P, P, ... étant les divers produits & —1 4 A —1 des nombres ¢, ..., .
En remplacant maintenant @ et 6 par & et O, cela revient évidemment & rem-
placer chaque couple

(aP,bP), (aP,bP), (aP’, bP"),

par son p. g. c. d. et son p. p. c. m. Cette opération, nous I'avons déja remar-
qué, n’influe ni sur le p. g. ¢. d., ni sur le p. p. c. m. des divers produits & a k.

Par conséquent, le p. g. ¢. d. Dy et le p. p. c. m. My des divers produits &
a & des nombres (A) ne changent pas en passant aux nombres (A,). Dset My sont
aussi le p. g. ¢. d. etle p. p. ¢c. m. des produits & & & du systéme réduit

€y, 62, caey €ny
c'est-a-dire

Di=ceies...e1, Mi=enen—1...€n-k+1-
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De la on conclut les relations suivantes

ey =D e = 2 ey = L3 e, = n
= P = = e X = e = 3
1 I 2 Dl > ’ e ch ‘) ’ n D/z )
I\Jg I\I/ I“II
en,=M N €p—q = —— ey = v ) ey = —
n 15 n—1 “’Il > s n—k+1 M/c . ) 1 l\ln . ’

qui mettent en évidence ce fait que le systéme réduit est unique et donnent
I'expression des nombres réduits en fonction de «, b, ¢, ..., [. Les relations

ey=D;=M,: M, en=M=D,:D,

reproduisent le théoréme III. Puisque e; divise exy, on voit que D} divise
Dy Dy_y, M} est muluiple de Mz, M;_,; on pourrait le démontrer directement
en s’appuyant sur le lemme du n° 6. On voit que D4 ne peut étre égal a Dy_,, a
moins qu'on n'ait D, =D, =...=Dy=1.

11. Lemme. — a et U étant le p. g. c. d. et lep. p. c. m. de a et b, le
p- g c.doetlep. p. c.m. de

(m,a) et (m,b)
sont respectivement _
(m,a’) et (m,bd).

De méme, le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de

|[m,al et |m,b]|
sont l'espectivement

|m,a’| et |m,bd|.

Pour démontrer la premiére partie, on remarque d’abord que le p. g. c. d. de
(m,a)et(m,b)est évidemment (m, a, b) = (m,a’). Cela étant, pour démontrer
que (m, 0') estle p. p. c. m. de (m, a) et (m, b), il suffira de faire voir que

(m,a)>x<(m,b)=_(m,a') < (m,b").
Mais cela est évident; car, d’aprés le lemme du n°6, on a

(m,a) < (m,b) = (m? ma, mb, ab) = (m?, ma', ab),

(m,a') =< (m,b')=(m2 ma', md',a'd') = (m? ma',a'd").

Pour la seconde partie, on remarque d’abord que le p. p. c. m. de |m, a| et
|m, b] est évidemment | m, a, b|=|m, ' [; et ensuite il est clair que

|m,alx<|m,b|l=|m,a'|<|m,b|.
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On conclut de ce lemme que les nombres réduits de

(m,a), (mab)7 (’7170)1 sy (I)l, l)
sont

(nleei)) (”z)ei): (’naeii)y RS} (’n’en)'

De méme, les nombres réduits de

fm,al, \mbl|, |mc|, ..., |m,l|
sont

| myei], |m,e], |m,es], ..., |m,enl.

12. Nous avons considéré, dans le n° 10, les divers produits & a k& des nombres
a, b, c, ..., 1. 81, au lieu de cela, on avait considéré simplement les divers groupes
k a k, non pour en former les produits, mais pour en prendre le p. g.c. d. ou le
p- p-c. m., on serait arrivé aux résullats suivants :

epestlep. g.c.d.de |al, |b], |c]|, ..., |]:
e » |a, b}, a,cl, ..., |k 1];
e » |a,b,¢c|, |a, b, d]|, ...;

puis aussi
e, estlep.p.c. m.de (a) (&), ..., (I);
en—1 » (a, ), (a,c), ...; (k,1);
en—a » (a,b,c), (a,b,d), ...;

Cette recherche n’offre aucune difficulté en s’appuyant sur le lemme du n° 11.

13. On dit que deux nombres sont premiers entre eux (ou bien @ est premier

avec b) lorsque leur p. g. c. d. est égal a 'unité; leur p. p. c. m. est alors égal a
leur produit.

Levme. — On a
(a,bc)=(a,cx<(a,b)).
En effet, il est clair que
(a, bc) = (a, be, ac),
or
(bc,ac) =c < (a,b).

Tatorime IV. — Lorsque a et b sont premiers entre eux, tout commun divi-
seur de a et bc est ausst commun diviseur de a et c.

11 suffit évidemment de montrer que

(a, bc) = (a,c),
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mais cela est évident d'apres le lemme précédent, puisque (@, b) =1 par hypo-
thése. ‘

On déduit de ce théoréme les conséquences suivantes : 1° Si ¢ estaussi premier
avec a, bc est premier avec a. Il est facile de généraliser ce résultat ainsi. Les

nombres
a, a, a’, ...,

b, b, b, ...

étant tels que chaque nombre a, @, ... est premieravec tous les nombres b, 0/, ...,
le produit aa’a’.. . est premier avec b0'Y'. .., a™ est premier avec b”. 2° Lorsque
be est divisible par @ (a et b étant premiers entre eux), c est divisible par a.

14. On dit que plusieurs nombres «, b, c, ..., [sont premiers entre eux lorsque
deux quelconques d’entre eux le sont. On peut remplacer cette définition par la
suivante qui lui est équivalente. Plusieurs nombres «a, b, c, ..., I sont premiers
entre eux lorsque « est premier avec bc.../l, baveccd...l, ..., enfin k avec /.

Le p. p. c. m. des nombres «, b, ¢, ..., {, qui sont premiers entre eux, est égal
a leur produit, et cette propriété est caractéristique. En effet, ayant

la,b,¢,...,1| =abc...I,

il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun > 1. Car, si
& dwise a et b,

chd...l
[0}

est un commun multiple de a, b, ¢, ..., [.

Un nombre admettant les diviseurs a, b, c, ..., { premiers entre eux, est divi-
sible par leur produit abc...!.

On peut dire encore : les nombres @, b, c, ..., [-sont premiers entre eux lorsque
le (n —1)™¢ nombre réduit e,_, = 1. En effet, e,_, est le p. p. c. m. des nombres

(a,b), (a,c), (bye), ..., (k).

On a alors aussi
€i=€=...=€p-g=€p1=1,

e,=abc...l.

Pour que plusieurs nombres «, b, ¢, ..., { soient premiers entre eux, il ne
suffit pas que leur p. g. c. d. soit égal a I'unité, il faut que le p. g. c. d. D, des

produits
be...l, ac...l, ..., abc...k

soit égal a 'unité. (Voir le théoréme III et la fin du n° 10.)
IV. — Fac. de T. 2
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Lemme. — Le p. g. c. d. des nombres m, a, b étant Uunité, on a
(m, ab) = (m,a)>x(m,b).
En effet, d’aprés le lemme du n° 6,

(m, @) < {(m, b) = (m?, ma, mb, ab).
Or

(m?, ma,mb) =mx(m,a,b)y=m

d’aprés hypothése.

Plus particuliérement, on aura
(m,ab)=(m,a)x<(m,b)

lorsque a et b sont premiers entre eux. Ce résultat peut se généraliser immédia-
tement ainsi.

Tutorime V. — Les nombres a, b, c, ...; | étant premiers entre eux, on «
(m,abe...l)= (m,a) =< (m, b)>x(m,c)x...x(m,!).

Remarque. — Ce résultat est compris aussi comme cas particalier dans les
propositions obtenues dans le n° 11. En effet, le ni*™¢ nombre réduit de

(m,a), (m,b), (myec), ..., (m,10).
¢’est-a-dire leur p. p. c. m. est égal &
(m,e,)=(m,|a,b,c,....1l]).

En supposant a, b, ¢, ..., [ premiers entre eux, on retrouve le théoréme ci-dessus.
On peut en tirer la conséquence que voici. Les nombres a, b, ¢, ..., [ élant pre-
miers entre eux, un diviseur 3 de leur produit peut étre toujours mis d’une seule
facon sous la forme

7

=a'bcd...l,

o2

ot @ divise a, b’ divise b, ..., I’ divise /. En effet, si cette décomposition en fac-
teurs est possible, @’ doit diviser @ et 3, et par conséquent (a,9).
Mais, d’aprés le théoréme V, on a

3= (a,8)x(b,8)x...x(438);

d’ou il est clair que la décomposition est possible, et d’une seule maniére.
D’autre part, on obtient toujours un diviseur de abc...l, en multipliant un
diviseur quelconque @’ de a par un diviseur 0’ de b, etc.
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On peut donc conclure :

Tatorime VI. — Les nombres a, b, ¢, ..., | étant premiers entre eux, on
obtient tous les diviseurs de leur produit abe...l, et chaque diviseur une seule
Sois, en multipliant chaque diviseur de a par chaque diviseur de b, ..., par
chaque diviseur de [.

Corollaire. — En désignant par f(m) le nombre des diviseurs de m (ou la
somme de ces diviseurs, ou la somme de leurs 4™ puissances), on a

flabe. . 1) = fa) =< f(b) = f(c) ... f()
lorsque a, b, ¢, ..., { sont premiers entre eux.

15. Tout nombre a (excepté 'unité) a au moins les deux diviseurs a et 1. Tout
nombre qui n’admet pas d’autres diviseurs s’appelle nombre premier. Nous ne
compterons pas ’unité parmi les nombres premiers : les plus petits nombres pre-
miers sont

2, 3, 5. 7, 11, 3, 17, 19, 23, 29, ....

Tout nombre qui n’est pas premier est dit composé. Un nombre composé a est
toujours égal & un produit bc dont les facteurs sont > 1 tous les deux.

Soient p un nombre premier, @ un nombre quelconque; si p ne divise pas a,
a et p seront premiers entre eux.

Lorsqu’un nombre premier p divise le produit abc. . .[, p doitdiviser au moins
un des facteurs a, b, ¢, ..., [; car, dans le cas contraire, p serait premier avec a,
avec b, ..., avec /, par conséquent premier avec abc. ..l et ne pourrait diviser
ce produit.

Tatorime VII. — Tout nombre composé admet un diviseur premier.

En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant I'unité, d’'un nombre
composé, est nécessairement un nombre premier.

Tutorime VII. — Tout nombre composé est égal & un produit de facteurs
premiers ou, comme on dit, il est décomposable en facteurs premiers. Cette
décomposition ne peut se faire que d’une seule maniére.

En effet, mettons le nombre composé @ sous la forme d’un produit

be.. .l

de facteurs >> 1, de toutes les maniéres possibles. Le nombre de ces facteurs sera
toujours inférieur & n, en supposant 27> a. Parmi ces produits égaux a «, il y
en aura donc un, au moins, dans lequel le nombre des facteurs est le plus grand.
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Soit
P1P2- . ‘Pk

un tel produit, il est clair que tous les facteurs sont des nombres premiers; car,
si par exemple p, était composé, on pourrait obtenir un produit égal & «a et
renfermant & —+ 1 facteurs.

Remarque. — 1l est clair qu'on obtient toujours par un nombre fini d’essais
les divers produits égaux & @ que nous considérons. 1l suffit d’écrire les nombres

2, 3, 4, ..., a,

de prendre leurs divers produits un i un, deux a deux, ..., n — 14 n —1 (avec
répétitions) et de ne conserver que ceux de ces produits qui sont égaux a a.

La premiére partie du théoréme se trouve ainsi démontrée; quant a la seconde
partie, supposons deux décompositions en facteurs premiers

a :p1p2p3...=q1QQqa..-.

Il est clair que ¢, doit diviser le produit p,pap;. .., et, par conséquent, un des
nombres py, pa, p3, ... : donc g, est égal a un de ces nombres, par conséquent
Pr=q
On en conclut
d,Ol\l png...—q2q3...,
P2= G2

Le théoréme étant ainsi complétement démontré, on voit qu’on peut mettre un
nombre quelconque, et cela d’une seule maniére, sous la forme

p“q@r‘f. ey

P> ¢, 'y ... étant des nombres premiers distincts, «, 3, v, ... des nombres quel-

conques.
On peut déduire ce théoréme aussi du théoréme VII.

16. Pour que deux nombres soient divisibles I'un par I'autre, il faut et il suffit
qu'en ayant décomposé les deux nombres en facteurs premiers le diviseur n’ait
pas d’autres facteurs premiers que le dividende, et que ces facteurs ne figurent
pas dans le diviseur avec de plus grands exposants que dans le dividende. Cela
est évident d’aprés ce qui précéde.

A Vaide de ce résultat, on peut reconnaitre immédiatement la vérité de tous les
théorémes que nous avons obtenus sur le p. p. c. m., le p. g. c. d., etc., en sup-
posant tous les nombres décomposés en facteurs premiers. Nous n’insisterons
pas sur ce sujet, cependant on doit remarquer que ce n’est la, & proprement
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parler, qu'une espéce de vérificalion; cela devient sensible surtout lorsqu’il s’agit
de propositions plus compliquées, comme celles dun® 11 sur les nombres réduits.
Mais nous devons expliquer encore comment on obtient immédiatement les nom-
bres réduits de «, b, ¢, ..., [, lorsqu’on a décomposé ces nombres en facteurs

premiers.
Supposons donc

Pour plus de symétrie, nous avons introduit partout les mémes nombres premiers
Pis P2y -5 Py €€ qui peut se faire en admettant pour les exposants aussi la va-

leur o.
Considérons les exposants de p;

%y pi’ Yis o0y )\i- -

Supposons qu’en les écrivant par ordre de grandeur croissante on ait

Alors on aura

ey = py'p%...pik,
es=plpy...pht
e3 = p{ py...pi, .
................ ,
en=pY p% --P;:"-

(’est ce qu’on vérifie directement en remarquant, par exemple, que
€1€y...6p = D[L«

est bien, avec ces valeurs de ey, e,,...,¢,, le p. g. c. d. des produits £ 4 k£ des nom-
bres a, b, ¢, ..., [. On vérifie encore sans peine les expressions des ¢4 que nous
avons obtenues dans le n° 12.

Les diviseurs de p* sont

leur nombre est « + 1, leur somme

pa+l—— 1

p—1I
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Un nombre quelconque
prgbrr...
admet donc

(1)} (B+1) < (Y+1)...
diviseurs, et leur somme est

‘,,14—1_[ q|3+1_, Y+t —
> >
p—1 q—1 r—1

17. Décomposer un nombre donné en facteurs premiers, c’est un probléme
dont la solution exige un grand nombre de‘titonnements. On a imaginé de nom-
breux artifices pour abréger le travail; mais, quoi qu’on fasse, cette décomposi-
tion est, en réalité, impraticable pour un nombre un peu grand. Aussi serait-il,
par exemple, & peu prés impossible d’obtenir de cette fagon le p. g. c. d. de deux
nombres de douze a quinze chiffres ; Ualgorithme d’Euclide conduit sans trop de
peine au but.

On voit par la que ce n’est pas seulement en se placant au point de vue théo-
rique qu’on peut exiger de ne pas faire intervenir la décomposition en nombres
premiers dans des questions ot ces nombres premiers ne figurent pas expressé-
ment.

11y a une infinité de nombres premiers. En effet, p étant un nombre premier,
on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que p. Soit, pour le
montrer,

P=2x3x...xp

le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Mettons le
nombre P d’une facon quelconque sous la forme d’un produit de deux facteurs

P = AB,
alors il est clair que le nombre N = A + B n’est divisible ni par 2, nipar 3, ...,
ni par p. En décomposant donc N en facteurs premiers, on trouvera nécessaire-
ment des nombres premiers qui surpassent p.
Remarquons avec M. Cayley que, si 'on prend A=P, B=1, les nombres
N+1, N+ 2, ..., N4 p—1 sont tous composés; d’ou I'on voit que la diffé-
rence de deux nombres premiers consécutifs peut surpasser un nombre donné.

18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. Il est toujours pos-
sible de mettre le p. p. c. m. des nombres «, b, c, ...,  sous la forme d’un pro-
duit

abc...l,
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dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement a, b, c, ...,
{. Adoptons les notations du n° 16, le p. p. c. m. est

1y 0L 143
pipi.--pPi-

Ecrivons les nombres a, b, ¢, ..., I I'un au-dessous de autre. Ecrivons ensuite
le facteur p’ & coté d'un des nombres a, b, ¢, ..., { qu’il divise (un au moins de
ces nombres est divisible par p%). Faisons de méme pour p%...p%. Alors on
prendra pour ' le produit des nombres qu’on aura écrits a coté de a («'=1
lorsque aucun nombre ne se trouverait a c6té de @), de méme pour &', ¢/, ..., (.

Il est clair qu’on obtiendra toujours au moins une solution; elle est unique dans
le cas o1, parmi les nombres a, &, ..., /, il n’y en a qu’un seul divisible, soit par
p, soit par p%, etc. Dans le cas contraire, le probléme admet tonjours plusieurs
solutions.

19. On peut toujours obtenir une solution, sans décomposer les nombres a,
b, ¢, ..., l enfacteurs premiers et uniquement & I’aide de I'algorithme d’Euclide.

Mais, pour abréger, nous nous bornerons au cas de deux nombres « et b, d’ou
il est facile, du reste, de remonter au cas général. Soit (@, b) = d, et calculons

/

a ! b e
<L—l’d):a’ <E:d>—-—b

. . a b C.
a' et U’ seront premiers entre eux, puisque ey le sont; d sera donc divisible

par leur produit, soit

d=ab'd
et puis

a ! " b 7 L4
<Zz}d):a, <"—i-,d>:b,

dl: a’/bl/d”,
a " —_ m b " —_— "
<(—i-,d)_a, <3,d>_b,

d”: a"l b”l d,’l/,

En continuant ainsi, on finira toujours par arriver a un couple
alkr =y,  pl+D = |
d=dbd=aadbb'd=aaa"bbbd=....

On aura alors
d=(a'a".. a®)x (b'b...bW) s dk
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et, pourle p. p.c. m.,

7

m= (% xaa.. .a“‘)> > ( f}—i < 00", .b“”> > di),

a b . , ..
Les nombres 7 et sont premiers entre eux, et, @', @', ..., a® étant des diviseurs

14 .. b . .
de ’71’ O, 0" ..., bR des diviseurs de 7’ il est clair que les deux facteurs
a b
e da .. al AR X X X0
Zxadd...a et dxbb...b

sont premiers entre eux. Ensuite d® est premier avec chacun de ces facteurs,
car

\

(ZZ’ d(k;> = ak+) =1, ((1’_1, dam) — U+ = .

“n prenant donc

”

xada...aw,

X bO'D". . OW xx dR)

on aura m = AB, A et B seront premiers entre eux, puis A divise a et B divise b.
Plus généralement, si 'on a d¥ = pq, p et ¢ étant premiers entre eux, on pourra
prendre

a
A= 5% aa...a® xp,

b

= X bW g,

Si 'on suppose @ et b décomposés en facteurs premiers, on verra facilement que

est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent dans la décomposi-
tion de @ avec des exposants plus grands que dans la décomposition de b, tandis
que d‘®) est le produit des puissances de nombres premiers qui figurent avecleméme
exposant dans les décompositions de @ et de b. Lorsqu’on a ¥ > 1, on obtient
toujours deux solutions au moins, en prenant soit p =1, ¢ = d®, soit p = d¥,
¢ =1. Mais, dans ce cas, il peut arriver que le probléme admet encore d’autres
solutions, et cela a lieu lorsque d® est divisible par plus d’un nombre premier.
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Mais, pour obtenir ces solutions, il faut absolument recourir & la décomposition
de d® en facteurs premiers : I'algorithme d’Euclide seul ne peut pas les faire
connaitre.

20. En jetant maintenant un coup d’eil sur le chemin que nous avons par-
couru, on reconnaitra que la théorie de la divisibilité des nombres repose sur ce
fait, qu’étant donnés deux nombres « et b, on peut toujours déterminer un nom-
bre m, tel que

a=mb+c,
ou
ole<b.

'Si 'on considére les nombres complexes a + bi(i = \/————1—), on peut établir une
relation analogue, et de 1a découle, pour ces nombres, une théorie de la divisi-
bilité parfaitement analogue a celle des nombres ordinaires. Nous aurons a revenir
plus tard sur cette question et d’autres de la méme natare.

Les propositions les plus essentielles sur la divisibilité des nombres se trouvent
déja dans les E'léments d’ Euclide ; notamment on y trouve : I'algorithme pour la
recherche du plus grand commun diviseur, la proposition qu'un produit ne peut
étre divisible par un nombre premier, & moins qu’un des facteurs ne le soit, la
proposition qu’il y a un nombre infini de nombres premiers.

IV. — Fac. de T. 3
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CHAPITRE II.

DES CONGRUENCES.

1. Si la différence des deux nombres « et b est divisible par un nombre M, «
et b sont dils congrus par rapport a M; le diviseur M est appelé le module; a et
b sont résidus Uun de I’ autre suivant le module M. Pour exprimer cette relation,
on écrit, d’aprés la notation de Gauss,

r

‘a=1b (modM);

celte formule est une congruence. 1l y a avantage, dans cette théorie, a admettre,
pour @ et b, non seulement les valeurs entiéres positives, mais aussi les valeurs
entiéres négatives.

Si r est le reste de la division de @ par M, on a
a=r (modM):
le reste r est ordinairement un des nombres
0, I, 2, ..., M—i,

) ) . M Moy o
mais on pourrait le prendre aussi entre — S e+ o d’ou il suit que tout nombre

a un résidu qui ne surpasse pas en valeur absolue la moitié du module. C’est la

le résidu minimum.

2. Nous allons indiquericiles propriétés les plus élémentaires des congruences,
il sera a peine nécessaire d’insister sur les démonstrations. Si on n’indique pas
le module, il sera sous-entendu que ce module est toujours M.
Si l'on a
a=0b, a'="b, a'=1b",

on aura ainsl

a+a+ad+..=b+0+b"+...,
ma = mb.
De méme, on aura
aa'= ba'= bb’
et plus généralement
aad'a"...=bb'b"....

am= bm,
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Ainsi
Sz, y,2,...)= Z Apn,p, XMmynzP. ..
étant un polyndme & coefficients entiers, on aura
fla,a’sa’, ...)=f(b, 0,0, ...).

3. Supposons qu’on ait
ma = mb (mod M),

ce qui signifie que m(a — b) est divisible par M ; soit

(m, M) =d,

\ <. M - M .
g(a — b) sera divisible par =’ €b, puisque %l et — sont premiers entre eux, ¢ — #

d
. M
sera divisible par E donc

8
I

M®
b (mod E)-
On peut donc diviser les deux membres d’une congruence par un nombre e, a
condition de diviser en méme temps le module par le p- g c. d. de m et M. On
aura a appliquer cette proposition le plus souvent dans les cas particuliers sui-
vants : 1° m est premier avec M, alors d = 1; 2° m divise M, alors d = m.
Supposons encore qu’on ait

aa' = bb' (mod M),
a=b (modM).

En multipliant la seconde congruence par «/, il vient, en faisant altention 4 la
premiére,

ba' =060 (modM),
donc

a'=>b <mod%[>;

ol d=(b,M)=(a, M), car il est clair que des nombres congrus ont méme
p- g. ¢. d. avec le module.

Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils scront congrus encore
en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres sont congrus suivant
plusieurs modules A, B, C, ..., L, ils seron! congrus encore en prenant pour mo-
dule le p. p. c. m. de ces nombres

M=|AB,C,...,L|
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Le cas particulier le plus intéressant est celui ou les modules A, B, C, ..., L. sont
premiers entre eux, alors M = ABC...L.

4. On peut distribuer ’ensemble des nombres entiers en M classes, en consi-
dérant deux nombres comme appartenant a la méme classe ou non, selon qu’ils
sont congrus ou non suivant le module M. En prenant dans chaque classe un
nombre, on obtient un groupe de M nombres, qu’on appelle un systéme complet
de résidus. Un tel systéme jouil évidemment de la propriété qu’un nombre quel-
conque est congru a un et a un seul de ses nombres. Un nombre quelconque «
pris dans une classe peut étre considéré comme représentant la classe entiére qui
se compose des nombres @ + Mz, x =0, %=1, =2, == 3, .... On désigne ainsi
souvent la classe par un quelconque des nombres qu'il renferme, et 'on peut ainsi
remplacer un nombre par un nombre congru.

Tous les nombres d’une classe ont le méme p. g. ¢. d. avec le module M, et ce
p- g ¢. d. peut étre un diviseur quelconque d de M.

On peut, d’aprés cela, distribuer les classes en familles, en considérant diverses
classes comme appartenant a une méme famille, si elles ont le méme p. g. c. d.
avec le module M.

Combien de classes y a-l-il qui sont premiéres avec M? Il est clair qu'il y en a
autant qu’on trouve parmi les nombres

(A) o2 3 ..., M
des nombres qui sont premiers avec M. Nous désignerons ce nombre par ¢(M),
en sorte que

(?(l):l, ’?(2)=17 ?(3)=27 o(4)=2, ©(5)=14, v

Le nombre des classes qui ont avec M le p. g. ¢. d. d est évidemment le méme
que celui des nombres du groupe (A) qui out d pour p. g. c. d. avec M. Il faudra
donc les chercher parmi les nombres

d, »d, 3d, ... kd, I—:;d.

.oy

Or, pour que (kd, M) =d, il faut et il suffit que & soit premier avec % Le nom-

bre cherché indique donc combien, parmi les nombres

I, 2, 3y, «..y ’

. M
d

1y . . e M i bre est o (M
il y en a qui sont pI‘leCI‘S avec —Ja_C est-a-dire ce nombre es © 4 .
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Il y a ainsi ,p(%) classes qui ont d pour p. g. c. d. avec M, le nombre total des

classes étant M, on a

S (%)=n

d parcourant tous les diviseurs de M. 1l est clair qu'on peut écrire cette relation

Mo =M

Il est facile de déduire de 1a la valeur de o (M).

plus simplement ainsi

5. Supposons plus généralement que deux fonctions numériques f et F soient
liées par la relation

(1) F(M) =Y, f(d).

d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer réciproquement la
fonction f au moyen de F.
Soit
M =prgBry...ur

la décomposition de M en facteurs premiers. On obtient 'ensemble des diviseurs d
de M en développant le produit

T 1 1 I T 1
M<1+——|——2+...+ -71-><I+—-+...+ —)...<1+ -+...+——>,
PP 4 q 2

et nous pouvons écrire d’'une maniére symbolique
F(M) = !M( +1+...+i)<r+l+...+i>...( —i—]——f—... -—).
M) =f 1 7 7 7 g \I - + =

On doit développer le produit du second membre et remplacer ensuite chaque
terme d par f(d). En remplacant M par M: p (donc « par  — 1), on aura

P(5) = (G ) (e g )i L D)

En retranchant, il vient, si 'on fait usage dans le premier membre de la méme
notation symbolique

FIM<I—1£)>|l=fiM<I+eI_?+“'+q—'é> (1—4—7{—*—...—4— ;%)...([+I;+...+ u—&){
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. M o s .
En remplacant M par 7 et retranchant, il vient ensuite

(=) (1= 1) =s(er b B) o (i e )
[11<1 P)(I 7 fIM = T+ -+ +uli

En continuant ainsi, on obtient finalement

(2) F|.‘\1<1—;—)><(—é><1'—%>...<x—2—¢>]=f(M):

c’est expression cherchée; on peut I'écrire plus explicitement

o =) Ee() B ()

On rencontre souvent des fonctions numériques qui jouissent de la propriété
3) S(ab) = f(a) =< f(b)

lorsque @ et b sont premiers entre eux (voir Chap. I, n° 14). 1l est clair qu’une
telle fonction est parfaitement déterminée lorsqu’on connait sa valeur pour les
puissances des nombres premiers, mais ces valears-1a peuvent étre prises arbi-
trairement.

On voit facilement que, si la fonction f qui figure dans la relation (1) jouit de
cette propriété (3), on aura aussi, @ et b élant premiers entre eux,

(1) F(ab) = F(a)x F(b),

et 'on reconnait maintenant par les formules (2) ou (2') que, réciproquement, si
deux fonctions f et F sont lides par la relation (1), et si la fonction F satisfait a
la relation (4), la fonction f satisfera a larelation analogue (3). -

Le théoréme, souvent utile, de ce numéro est dd a M. Dedekind (Journal de
Crelle, t. 3%, p. 21). On I’établit ordinairement par une simple vérification. En
exprimant au second membre de (2') partout la fonction F par la fonction f; on
constate qu'il ne reste que le terme f(M): tous les autres termes se détruisent.

6. En revenant au cas particulier de la fonction o(M), F(M)=M, on trouve
1 1)/ 1) 1
?(M):I\I<I—-;> <l—§> K;—;)...<1—l—‘),
(M) = p*1gB8-t. . .ur1(p—1) (g —1)...(w—1).

Ayant o(ab) = ¢(a) () lorsque a et b sont premiers entre eux, on peut remar-
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quer que, @ élanl impair, on a, a cause de ¢(2)=1,
o(2a)=19(a).
A Texception de ©(1) = 9(2) =1, ©(a) est toujours pair.

7. Dans la théorie des nombres, on se propose, sur les congruences, des pro-
blémes analogues & ceux qu’on traite en Algebre sur les équations.
Ainsi on pose la question de trouver les nombres z qui satisfont & une con-

gruence, telle que
Sflz)=o (mod ),

ou le premier membre est un polynéme a coefficients entiers en x.

Si P'on satisfait & cette congruence en faisant z = xo,'xo est une racine de la
congruence. Il est clair que tout nombre congru a x, suivant le module M satis-
fera alors aussi a la congruence, mais on a I'habitude de ne pas considérer comme
différentes ces solutions. Aussi, si 'on dit qu'une congruence admet & racines,
cela veut dire k racines incongrues, ou encore, ce qui revient au méme, 'en-
semble des nombres qui satisfont a la congruence se répartit en k classes. 1l
est clair, d’aprés cela, qu'on obtient toutes les racines d’'une congruence, en es-
sayant successivement tous les nombres d'un systéme complet de résidus, par
exemple les nombres

0, 1, 2, +.., M—1,

mais ce moyen devient impraticable dés que M est un peu grand.

Si tous les coefficients du polyndme f(x) sont divisibles par M, la congruence
est identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence est impossible
évidemment lorsque tous les coefficients de f( ) sont divisibles par M, a 'exception
du terme indépendant de z.

Il est clair, du reste, qu’il est permis de 1‘emplacerv un coefficient quelconque de
J(2x) par un nombre congru suivant le module M.

8. Considérons la congruence du premier degré
ar +b=o (modM).

Supposons d’abord @ premier avec M. Pour voir si la congruence admet des ra-
cines, mettons pour z successivement les valeurs

o, I, 2, ..., M—1

ou, si 'on veut, M valeurs quelconques formant un systéme complet de résidus.
I est clair que les valeurs correspondantes de @ + b sont incongrues, car la re-
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lation
ar+b=ay—+5b

exige qu'on ait @z = ay ou encore £ =y, puisque @ est premier avec M.

Les valeurs de az + b forment donc également un systéme complet de résidus,
et, parmi ces valeurs, il y en a donc une qui est congrue avec o. La congruence
proposée admet donc une racine.

Supposons maintenant (@, M) = d. Dans ce cas, il est clair que 4 doit étre di-
visible par d; dans le cas contraire, la congruence est impossible évidemment.
Admettant donc que b soit divisible par d, la condition imposée & x revient &

a +b_ d M
geegee [m)

. a M . . . .
Puisque - €l — sont premiers entre eux, nous savons qu'il existe une seule racine

celle-ci

M
d

tisfont & la question est comprise dans Pexpression

par rapport au module = - Soit z, cette racine, 'ensemble des valeurs de x qui sa-

M
o+ Ey, .}’__—07 __|"I, __'_.2, —_ta,

Mais il est clair que, suivant le module M, ces nombres se répartissent en d classes,
car les d nombres

M
-3

M
x0+3d ceey .Z'o—f—(d—l)?l'

M M
Zoy Lo+ —3> 1‘0+23’

d

. . . M
sont incongrus suivant le module M, mais un nombre quelconque z,+ ‘Ey est

congru, suivant le module M, avec un de ces d nombres.
Tutorime I. — La congruence
ar+b=o (mod M)

est possible seulement lorsque b est divisible par d = (a,M). Sicette condition
se trouve satisfaite, elle admet exactement d racines.

On voit que cet énoncé renferme aussi le résultat particulier qui a lieu pour

d=1.

9. 1l nous reste 4 donner une méthode pour trouver effectivement, sans trop de
eine, la racine de la congruence
P ) 8

ar+b=o (modM).
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[1 est clair que nous pourrons nous borner au cas ou « et M sont premiers entre
eux, puisque le cas général se raméne immédiatement a ce cas particulier. Ensuite
il suffira de considérer la congruence

ar=1 (mod M );

car, la racine de cette congruence étant obtenue, il suffira évidemment de la mul-
tiplier par — b pour obtenir la racine de la congruence proposée. Le probleme
revient donc a satisfaire a 'équation indéterminée

ar—My =1.

On développe en fraction continue le rapport M:a@ ou, ce qui revient au méme,
on applique a @ et M Palgorithme d’Euclide. On peut alors exprimer de proche en
proche comme fonctions linéaires homogeénes de @ et M tous les restes obtenus et
finalement le p. g. c. d. lui-méme qui est 1. Comme ce mode de calcul est encore
utile dans d’autres circonstances, nous allons I'expliquer avec détails.

Supposons qu’on ait une suite de nombres N, Ny, N,, ... liés par les relations
[ N = a, N1 -+ Ng,
Nl = ay Ng —+ Ng,
(m ¢ Ny =a3N3+ N,

Ng—1= agpNg~+ Ni+1,
alors on peut exprimer successivement N par N, et Ny, par Ny et N, .. ..

N= a1N1+‘ Nz,
N =(d1a2+l)Ng+ alNg,

N= (aj@yaz+ a1+ az)N;+ (aja; +—1)N,,

Introduisons un symbole

[a'la A2; oy a/:Ja
déterminé par les relations
(2) j lal=a, [ana]l=aay+1,
2 )
[ar, as, oo ar]l=[ay, asy .., ap—yJag—+[ay, as, ..., ar—),
alors on aura généralement
(3) N={ay, as, ...,ar]Np+[ay, as, ..., az_1]Ngaq.

V. — Fac. de T. 4
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I est clair qu'on aura aussi

Ny=[as, as, ..., ar]Np+ [az, as, - - -5 @h—1 | Nisa,

No=[as ...,ar]Ng  +[as ..., ar—1] Nt

et, si 'on substitue ces valeurs dans la premiére relation (1), on obtient une
expression de N par Ny et Nz, qui doit étre identique avec (3). D’ou l'on conclut

(4) [ah A2y « v vy llk] = al[azy as; .. -:ak] -+ [a3; ey a/-']?

ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par récurrence la valeur du symbole.
A l'aide de ces relations (2) et (4), on démontrera facilement cette formule

(3) - [ay, asy ...y ar] = [ak, @r—1, ey Ay @y
En joignant a I'équation (3) celle-ci
(6) Ni = [az, A3y ooy aLv]NA~+ [(lz, A3y o vvy a[g—llNk_fh

on a deux équations; d’ou 'on pourra tirer la valeur de Nj en fonction de N et
N,. Mais cette valeur s’obtient aussi directement, car on obtient de proche en

proche

-Y—Ngz N—IIIN1,

—N3=a2N~—-[a1, az]Nu

+ Ny = [@as, a3]N —[ay, @s, a3 [Ny,
Généralement,
(7) (—0kNg=[as, a3, ..., ar—1]N —[ay, a3, ..., ar-1]N;.

En comparant cette valeur de Ny avec celle tirée de (3) et (6), ona
(8) [@y, @sy - .oy ap] < [@2, a3, ..., @p1] —[@1, @3y« ooy @p—g] X [@2, @3, ..y @] = (— k.

Ce sont 1a les formules dont nous aurons besoin ; nous en donnons encore quelques

autres qui sont quelquefois utiles. On a

Ni = [@rs1s @hiras ooy Qpt I Nps+ [ @hnry - ooy @hrr=1 | Norr1:

Niar=[@hso; - -+, @t ] Nprs +[@pras o ooy Qpri—1 | Nper1-

Substituant ces valeurs dans (3), on a 'expression de N par Ny et Negsg,
expression qu’on peut obtenir aussi en remplacant k& par A 4 ! dans la méme for-

mule. On trouve, par comparaison,

(9) leat,as, ..., arer)

=[ay, try ooy @) X [Ahvty ooy @per] + |y, as,y - oy @t | X} [ @ty ooy dienr]-
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to
~1

Enfin nous ajouterons la relation suivante

([O) [(ll,ag, ...,(l,-;l)“ bg, N b‘,-;cl, Csy, ...,Ct] X[bl,bg, ..-,bs]
—[ay, .-, ar3 04, 00,01 < [0y, .-, 055610 - .05 4]
= (—1)f[ay, agy ..., ar—1] < [c2y¢3, ..., 0]

qui, pour 7 = ¢t =1, reproduit la formule (8) et, pour s = o, la formule (9).
10. Pour appliquer ces relations a la solution de I'équation
ar —My =1,

on prendra N=M, N, = a. Comme ces nombres sont premiers entre eux, on
finira par trouver Ny=1, Ny, , == 0, de maniére qu’on ait

M= [dl, Aay o ovy (lk],
a=/[as...,a]
(=1 =[ayas ..., ap1] X M—[ay, @z, ..., a4—1] < a.
On peut donc prendre
x = (- l)k—l[ah Azy ooy a/l‘—-l]a
Y = (—I)k—i[amal’n . ">ak—-1]~

Si I'on fait le calcul de la maniére ordinaire, le dernier quotient a4 est au moins

- égal a 2, et I'on peut le remplacer par les deux quotients @z —1 et 1, de maniére
que le nombre total des quotients est a volonté pair ou impair. Il est & peine
besoin de dire que

I_\E:[ai,ag,...,ak]:al_'_ I
a |as, as, ..., ar) I

On voit sans peine que, 2, ¥, étant une solution particuliére de
arx—My =1,
la solution la plus générale sera renfermée dans les formules

xr = xy+ Mt Q

y=yo+at )
Il est clair aussi que I’équation indéterminée

ar—+by=c
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sera impossible si ¢ n’est pas divisible par d = (a, b). Mais, si cette condition est
satisfaite, il y a toujours une infinité de solutions. Soit x,, ) une solution par-
ticuliére, la solution la plus générale sera

b \
.Z':.Z'o-!—(—it'
S (t=o0,=%1,x2,...).

Yy=Yo—3

11. Nous allons considérer maintenant le probléme suivant, qui se rencontre

trés souvent :

Trouver tous les nombres x qui satisfont au systéme suivant de n con-
gruences

z=a (modA), z=§ (modB), z=1y (modCQC), ceey z= A (modL).

Soit M le p. p. c. m. des modules A, B, C, ..., L, il est clair que, si la valeur
x = z, satisfait aux conditions, il en sera de méme de toutes celles comprises dans

la formule
zo+ Mt (t=o0,Fxr1,%£2,...).

Réciproquement, si 'on a deux solutions z, et z,, la différence zo— x, doit étre
divisible par M, puisqu’elle est divisible par A, par B, ..., par L. Il résulte de la

que, parmi les nombres
o, I, 2, ..., M—1

formant un systéme complet de résidus pour le module M, il y en aura tout au
plus un qui satisfait aux conditions, et nous pouvons dire :
Si le probléeme proposé admet des solutions, ces solutions seront toutes ren-

fermées dans la formule
r=a (mod M),

ou @ est un nombre déterminé de la série o, 1, ..., M —1.

Mais, si aucun des nombres o, 1, ..., M —1 ne satisfait au probléme, on sera
assuré que le probléme est impossible et n’admet aucune solution.

Supposons maintenant d’abord que A, B, C, ..., L soient premiers entre eux,
alors M = ABC...L. Sil’on divise maintenant chacun des nombres

o, 1, 2, ..., M—1

par A, par B, ..., par L, on obtiendra en tout M systémes de résidus qui seront
tous différents. Mais, d’autre part, on ne peut donner & a que A valeurs, a B Bva-
leurs, etc., en sorte que le nombre total des systémes de résidus possibles est M.
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En divisant donc les nombres
o, I, 2, ..., M—

par A, B, G, ..., L, on obtiendra effectivement tous les systémes possibles de ré-
sidus, et chaque systéme une seule fois.

Tutoriwe 1. — Les modules A, B, C, ..., L étant premiers entre eux, le
systéme des congruences

z=a (modA), z= 3 (modB), z=X1 (modL)
admet toujours des solutions, renfermées toutes dans la formule

r=a (mod M),
ou
M = ABC...L.

12. Lorsque les modules A, B, C, ..., L ne sont pas premiers entre eux, M est
plus petit que le produit ABC...L.

Or il y a toujours A, B, G, ..., L systémes de résidus possibles (si I'on prend
%, 3, ¥, -+, h arbitrairement). Mais le probléme ne sera possible que si le systéme
%, B, v, ..., A se trouve parmi les M systémes de résidus qu’on obtient en divisant
les nombres

o, 1, 2, ..., M-—1
par A, B, C, ..., L. On voit donc que, dans ce cas, le probléme ne sera pas pos-
sible toujours : il faudra, pour cela, que 2, 8, ..., i satisfassent a certaines con-
ditions que nous énoncerons plus bas. Mais toujours, lorsque le probléme est
q P J ) q I
possible, la solution est donnée par une formule

r=a. (modM).

13. Revenons au cas ou A, B, C, ..., L sont premiers enlre eux pour voir com-
ment on obtiendra la solution z = a (modM).
Puisqu’on doit avoir z =« (modA), on posera

R r=a-+ Ay,
et il viendra
Ay=8—u (modB),

Ay=yvy—a (ﬁlodC).
La premiére congruence donnera
y=y0+Bs,

on substituera cette valeur dans les autres congruences, etc.
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On remplacera cette méthode souvent avec avantage par la suivante indiquée
par Gauss.
Déterminons d’abord les nombres auxiliaires o/, 8/, ..., ¥’ par les congruences

BCD...La'=1 (modA),
ACD...Lf'= (modB),
ABD...Ly'=1 (mod C).

AB... KX =1 (modL),
alors on aura

+ ACD...LBg'
+ ABD...Lyy

-+ ABC...K2V (modM = ABC...L).

On vérifie, en effet, immédiatement que cette valeur de  satisfait aux congruences
proposées, et il est facile de s’apercevoir que cette méthode revient a résoudre la
question successivement dans les cas particuliers ot l'un des résidus o, 3, ..., %
est 1 et ol tous les autres sont 0. On compose ensuite la solution générale avec
ces solutions particuliéres. Il est clair que cette méthode sera surtout avantageuse
lorsqu’on aura a résoudre le méme systéme pour diverses valeurs des résidus «,

B, ..., A, les modules A, B, ..., L restant les mémes. Les mémes nombres o/,
&', ..., N servent alors pour les diverses solutions.
14. Revenons maintenant au cas général ot les modules A, B, ..., L ne sont

pas premiers entre eux. On peut d’abord poser comme tout a I’heure
r=a-+ Ay,
et la seconde congruence deviendra
Ay=f—a (mod B).

Il faudra donc que 8 — a soit divisible par (A, B) = d. Si cette condition n’est pas
satisfaite, le systéme n’admet aucune solution. Mais, si elle est satisfaite, on aura

B
},z_yo_;_gt (t=o0,Fx1,*x2,...)
et, par conséquent,

r=a—+ Ay, <m0d%]%>,
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et cette congruence remplace maintenant les deux premiéres z = a2 (modA),
AB .
z = § (modB). On remarquera que le module -7 estbienlep.p.c.m.de AetB.

On pourra combiner maintenant la congruence

r=a-+ Ay, (mod %TB)

\

avec la troisiéme
z=- (mod (),

et ainsi de suite. Il est clair qu’on arrivera de cette facon toujours, soit 4 s’assurer

que le probléme est impossible, soit & trouver la solution sous la forme

r=a (mod M)

s1 elle existe.
Cette méthode, toutefois, a I'inconvénient de ne faire souvent connaitre I'im-

possibilité du probléme qu’aprés de longs calculs qui ont été inatiles alors. On
ne peut remédier & cet inconvénient qu'en dennant le moyen de reconnaitre a
priort la possibilité ou I'impossibilité du probléeme. C’est la 'objet du théoréme

suivant :

Tntorewme . — Pour que le systéme des congruences
z=a (modA), r=03 (modB), e z =X (modL)
admette des solutions, (l faut et il suffit que les différences
a—8, a—~y, B—y, ..., w—2A
soient divisibles respectivement par
(A,B), (A, C), (B,C), ..., (K,L).

Que ces conditions sont nécessaires, cela est clair d’aprés ce qui précéde. Pour
montrer qu’elles sont suffisantes, nous supposerons que la proposition est exacte
dans le cas de n — 1 congruences, et ferons voir qu’elle est alors exacte aussi dans
le cas de n congruences. Puisqu’on sait que, dans le cas n = 2, le théoréme est
vrai, il sera ainsi démontré généralement.

En effet, la proposition étant vraie pour n — 1 congruences, on pourra rem-

placer les n — premiéres congruences par celle-ci

r=t (modM")
et le systeme complet par

(1) rz=1t (modM), =) (modL).
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lei M'=|A,B,C,...,K|. Or, d’aprés notre hypothése,

A—a, A—B, ..., A—y
sont divisibles par
(L,A), (I,B), ..., (LK)

respectivement, et il est clair que

i

a--t, B—t, ..., y—t

sont divisibles par A, B, G, ..., K respectivement, donc aussi par (L, A),
(L, B), ..., (L, K) respectivement. On voit par 1a que la différence ;

A—t

est divisible par (L, A), par (L, B), ..., par (L, K) et, par conséquent, aussi par
le p. p. c. m. de ces nombres qui est (L, M) (Chap, I, n° 11). Mais cette divisi-
bilité de A — ¢ par (L, M') est précisément la condition nécessaire et suffisante
pour que les congruences (1) et par la aussi les congruences proposées admettent
une solution.

On peut démontrer ce théoréme aussi en faisant voir qu'il y a exactement
M systémes de résidus a, B, ..., A qui satisfont aux conditions exigées.

)

15. On peut réduire le cas général au cas o A, B, ..., L sont premiers entre
eux. Pour cela, mettons le p. p. ¢c. m. M des modules sous la forme

M=A'B'C...L,

u A, B, ¢, ..., L/ sont premiers entre eux et divisent respectivement A, B,
C, ..., L (Chap. 1, n> 18, 19).
Il est clair que les solutions du probléme proposé salisferont aussi aux con-

gruences

z=uo (modA'), z=§ (modB'), =4, (modL"),

mais ce dernier syst¢éme admet, nous le savons, toujours des solutions renfermées

dans la formule
r=a (modM).

Si donc on s’est assuré préalablement que le probléme proposé admet des solu-
Lions, ces solutions sont encore renfermées dans la formule précédente. Mais, si
'on ne savait pas si oui ou non le systéme proposé admet des solutions, cette va-
leur # = a (modM) pourrait ne pas satisfaire aux conditions imposées, qui se-

raient alors incompatibles.
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Considérons, par exemple, le systéme

= 31 (mod 72 = 23.32),
r= 22 (mod 105 = 3.5.7),
z= 50 (mod 77 = 7.11),

xr =33y (mod3g99 = 3,7.19).

On a ici M=123.32.5.7.11.19= 526680 et ABCD : M = 441. Donc, si les
vésidus 31, 22, 50, 337 avaient été pris au hasard, il n’y aurait qu'une chance
sur 441 que le probléme soit possible. 1l convient donc de s’assurer d’abord si le
probléme est possible ou non. Or, les nombres

9, 19, 306, 28, 315, 28y
étant divisibles respectivement par
3, 1, 3, 7, 21, 7,
le probléme est possible. La décomposition de M
M=72x3x11X19

permet maintenant de remplacer les congruences données par celles-ci

r= 31 (mod7y2),
z= 22 (mod35),
xr= bS0= 6 (mod 11),
r=337=14 (modrg).

En appliquant maintenant la méthode de Gauss, les nombres auxiliaires =/, #/,
¥', ¢ se déterminent par les congruences

35.1119d'= 43a'=1 (mod72),
72.11.19 8 =— 2f'=1 (mod33),
72.35.19¢'=  8+y'=1 (mod 1),
72.35.110'=— =1 (mod1g),

d’ott
d=—5 =17 =7 F=—1,
et, finalement,
r=— 5.35.11.19.31
“+17.72.11.19.22 (mod 526 680),
-+ 7.72.35.19. 6

—  72.35.11.14

o = 323 527 (mod 526 680),
IV. — Fac. de T. 5



34 T.-J. STIELTIES.

16. Soient

les © (a) nombres premiers avec @ et ne surpassant pas a,
£ o8, 8

les o (b) nombres premiers avec b et ne dépassant pas b,
v

les © (@b) nombres premiers avec ab et ne surpassant pas «b. Il est clair que
tout nombre vy est aussi premier avec @ et avec b, et sera par conséquent con-
gru avec un des nombres « suivant le module «, et congru avec un des nombres 3
suivant le module 4. Mais, si nous supposons maintenant @ et b premiers entre
eux, nous savons aussi qu’en prenant arbitrairement un des nombres « et un
des nombres 3, il y a toujours au-dessous de ab un nombre et un seul qui leur
sera congru suivant les modules @ et b, respectivement; et ce nombre, étant pre-
mier avec a et avec b, sera premier avec ab et figurera donc parmi les nombres Y-
Ensuite deux nombres v, v’ donnant toujours deux systémes de résidus différents,
on conclut
¢ (ab) =9 (a)o (D).

(Zest la relation que nous avons déja rencontrée (n°®6) et qui conduit immé-
diatement & la détermination de la fonction ¢, car on voit facilement que

2 (p*)=p*—prL.
17. Considérons maintenant une congruence quelconque
(1) Sflz)=o0 (modM),

et supposons
M=ABC...L,

les facteurs A, B, C, ..., L étant premiers entre eux.
Il est clair que chaque racine de la congruence (1) satisfera aussi aux con-

gruences
S(x)= (modA),
S(z)=0 (modB),

(2)

Donc, si une de ces derniéres congruences n’admet pas de racines, il en est de
méme de la congruence (1).
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Soient o une racine de f(z)=o0 (modA),[{ une racine de f(x)=o
(modB), etc., enfin X une racine de f(z) = o (modL).

Alors on saura trouver toujours un nombre ¢, satisfaisant aux congruences

t=a (modA),
t==13 (modB),

ct ce nombre ¢ est parfaitement déterminé aux multiples de M prés.
Mais 1l est clair qu’on aura

Sf(t)y=o0 (modA), f(f)=o (modB), oo Sf(t)=o0 (modL);

donc aussi f(¢) = o (mod M).

On conclut de 1a que le nombre des solutions de la congruence (1) est égal au
produit des nombres des solutions des congruences (2).

On peut évidemment prendre pour A, B, ..., L des puissances de nombres

premiers.

18. On comprend bien, d’aprés ce qui précéde, que dans la théorie des con-
gruences de degré supérieur, on s’est surtout occupé des cas ol le module est un
nombre premier ou une puissance de nombre premier. On ne connail presque
aucun théoréme général sur les congruences par rapport & un module composé.

Ici, ot il s'agit seulement de donner les premiers ¢léments d’une théorie que
nous devons développer plus tard, nous nous bornerons a considérer le cas d'un
module premier. Lagrange a obtenu dans ce cas quelques propositions trés
simples, mais fondamentales.

Considérons donc la congruence

f(z)=0 (modp),

p étant un nombre premier. Le degré n de cette congruence est le degré de la
plus haute puissance de z qui figure dans f(x), avec un coefficient non divisible
par p. Du reste, il n’y aurait aucun inconvénient & supposer ce coefficient égal
a1, car, s'il est @, on pourra toujours multiplier la congruence par un nombre 4
tel que ab = 1 (modp). La congruence obtenue est évidemment équivalente a la
congruence proposée.

Soit maintenant x — « une racine de la congruence. En divisant f(z) par

2 — o, on aura

J(&)y=(z—=2)fi(z)+ f(a),

Ji (x) étant un polynéme du degré n» — 1 a coefficients entievs.
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La congruence donnée peut donc s’écrire
(z =) fi(®) +~f(2)=0  (modp),
ou bien, puisque par hypothése f(«) est divisible par p,
(z—a)fi(z)=0  (modp).

Si la congruence proposée admet encore d’autres racines 3, y,..., on doit
avoir

B=2)/fi(B)=o,
(y—2)fi(v)=o,

donc f, (B) = o,'f, (Y) = o, etc., puisque, par hypothése, 5 — a, y — « ne sont
pas divisibles par p. On voit donc que ces racines 3, y, ... sont aussi racines de
la congruence

Si(z)=o0

qui est du degré n —1.

La congruence du premier degré admet toujours une racine : on peut done con-
clure qu’une congruenee du second degré admet tout au plus 2 racines, une con-
gruence du troisi¢me degré tout au plus 4 racines; généralement on peut énon-
cer le

Tueorime IV. — Une congruence de degré n par rapport ¢ un module
premier admet tout au plus n racines.

Et nous pouvons ajouter encore :
Tatorkve V. — Les racines de la congruence de degré n
f(@)=o0 (modp)
¢tant o, B, Y, ..., &, on a identiquement
f@)y=(z—2)(z—F)...(x —1) fi(x) (modp),

Ji(z) étant un polyndéme en x tel que la congruence

Ji(z)=o0 (modp)
n’admet aucune racine.

On en déduit encore facilement le

Tatorime VI. — Si¢ la congruence de degré n

f(@)=o0 (modp)
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admet n racines et qu'on a
f(z)=fi(z) fr(z) (modp),
alors les congruences
filx)=0, fa(x)=o0 (modp)

des degrés n, et n, (ny~+ n,—=n) admettront respectivement n, et n, ra-

cines.

19. Pour donner, dés a présent, un exemple de la fécondité de ces principes,

considérons avec Lagrange le polyndme
(1) z(z+1)(@+2) .. (+p—1)=2P4 Aol 14+ AgeP—24. . .+ A,y 2.
En changeant # en x + 1, on aura aussi
(z+D)(z+2). . (z+p)=(x+1W+ A(x+1)P 1+ Ay (2 +p)P 2. . . +A, g (2+1).

Or, il est clair que ces denx polyndmes sont congrus entre eux suivant le mo-
dule p, que nous supposerons premier, car leur différence est

pr+1)(x+2)...(x+p—1).

En écrivant donc que les coefficients des mémes puissances de .z sont congrus

(modp), on a
A,E{-’-i-A, (modp),

A= 22D Pl s,

R

...........................................................

_pp—1...3.2 (p—1)...2 2
Ap-1= o...(p—1) Lo (p—2) Arcree I Ap=r = Ap—r;

OEI+A1+A2+...+AP.—2+ Ap_].

p pp—1)  pp—i)...3.2
T’ 1.2 L2...(p—1)

sont tous des entiers divisibles par p : on peut les négliger. La seconde con-
gruence montre alors que A;= o0 modp, ensuite la troisi¢me que A, = o modp, etc..

On remarque ici que les coefficients du bindéme

Jusqu’a 'avant-derniére, qui montre que A,_,= o. Donc

(2) AIEAQEAg,E...EAI)_gEO (modp)
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et la derniére congruence donne ensuite
(3) Api+1=0 (mod p).
Si l'on se rappelle la signification de A,_,,on ale
Tntorkme bE WiLson, p étant un nombre premier,
1.2.3...(p—1)+1
est toujours dl';)isible parp.
nsuite nous avons d’aprés (1), (2) et (3) la congruence identique

z(x +1)(z+2)... (z+p—N)y=axr—=r (modp).

Mais, parmi les p nombres consécutifs z, x +1, ...,z +p —1,ily en a tou-
jours un divisible par p; donc

xP —x

est toujours divisible par p. En supposant = a non divisible par p, on a le

Tutorkme vE FERMAT. — @ étant un nombre entier non dicisible par le
nombre premier p,
ar—t—1
est toujours divisible par p.
Autrement, la congruence xP~'—1=o0 (modp) admet les p—1 racines

2,3 ... p—1.

Le théoréme de Fermat est un des théorémes les plus importants de la théorie
des nombres; nous le retrouverons dans le Chapitre IV, ol nous Lraiterons parti-
culiérement des résidus des puissances et de la théorie des congruences bi-

nomes.

20. Les systémes de plusieurs congruences du premier degré a plusieurs in-
connues se présentent maintenant naturellement a notre attention. mais nous con-
sacrerons & ce sujet important le Chapitre I1I tout entier. Ici nous nous borne-
rons & traiter une question élémentaire et dont on a souvent besoin. La théorie
des équations indéterminées est liée évidemment trés étroitement a la théorie des
congruences ; nous discuterons ici ’équation indéterminée

(1) A T ATy A3 T3~ .. Ay Xy = U

iy Qss -« .y Apyy €U w étant des nombres donnés, x,, s, ..., X,y étant des in-
connues qui doivent avoir des valeurs entiéres. 11 est clair d’abord que w doit étre
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divisible par le p. g. c. d.

d=(ay as .... ap+y)

des coelficients a,, @ay ..., Apyy. -
Mais, pour que d ait une valeur déterminée, il faut supposer que les coeffi-
cients @y, dy, -« ., yyy ne soient pas tous nuls. Ce sera la la seule restriction &
laquelle nous soumettons les données du probléme. Maintenant, si « est divisible
par d, le probléme admet toujours des solutions. Cette proposition est vraie dans
le cas n =1, et 1l est trés facile, en partant de 13, et 4 I'aide d’une induction, de
montrer qu'elle est vraie généralement.
- Mais nous suivrons une autre voie qui nous donnera en méme temps toutes les
solutions du probléme. Mais ici une explication est nécessaire, si les valeurs

zy=by, Ty = by, Zpat1= by,
satisfont a la relation (1); de méme que les valeurs
Ty1= Cyy Ly = Cg, ceey ZTn+1== Cn+1,
ces deux solutions seronl considérées comme distinctes si les différences
by — ey, k=1,2, ...,n+1

ne sont pas toutes nulles. Il importe de bien observer cette convention; ainsi,
méme dans le cas ot @, = o, les solutions

x; = by, ry= by, i Xp= bn, Zpa1= bpiy
et ’

2= by, Ty = by, B Tp = by, Tt = bpyy+ k

seront considérées comme distinctes, tant que & n’est pas nul.

Les coefficients a,, ..., @,,, n’étant pas Lous nuls, on supposera que «; n’est
pas nul. On pourra déterminer alors deux nombres « et y satisfaisant a la con-
dition

ayr+ ayy = (ay, ay),

et ces nombres seront premiers entre eux, en sorte qu'on pourra ensuite déter-
miner deux nombres 3 et 8 par la condition

ad — By =1.

On poarra prendre du reste § = — a, : (ai, a2), 0 =-+a, : (a\, a,); cest la
une remarque dont nous profiterons tout a I’heure.
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Posons
21 = az) + By, Lo &, = 8zy— Baa,
By =&+ 3%, X'y = — YTy + 0T,
I'équation (1) deviendra
(2) (a1, @) T\ + 05,7y + a3 @3+ A2, +. ..+ Apy1 T = U.

Il est clair que ces équations (1) et (2) sont équivalentes en ce sens, que si
l'une des équations est impossible, 'autre le sera; et que, si I'on connait une
solution de I'une de ces équations, on en déduira une solution de I'autre. A deux
solutions distinctes d'une de ces équations correspondent toujours deux solutions
également distinctes de l'autre.

Remplacons maintenant de la méme maniére les inconnues z et z; dans (2)
par deux nouvelles inconnues ', et z;, en posant

(ay, az) y+ asyy = (a4, ay, as),
N
05101“31‘(1=1,
Zy = ) + B127%, @'y = 612y — B1.as,

X3 = Y1$”1+81 Z',3, $;:—‘r12"1+a1x3,
on obtiendra une transformée encore équivalente & (2) et & (1)
(3) (@1, @2y A3) X} + 02%y + D32 + AT+ . .+ Ay By = U

On peut continuer ainsi, en opérant maintenant sur ' et z,, etc. Aprés n
transformations, on aura la transformée équivalente que voici

’ ! ! 4
(4) (a1, @a, « oy Qpar )2+ ba2ly + b3 2", +0, 2 4. ..+ bp1 @)y = U,

et 'on obtient les expressions de z,, ..., Z,.1 au moyen de substitutions suc-
cessives sous la forme '

’ ! ’ ’
xr) = Al.Z’(l'”+ A1,9Z 9=+ A 3%3+ Q1 T, ... Q1 n+1Zpyys
’ U U U
Zo= A2V 4 @3 9T + A2 3T+ Ay 4 T+ . . A2 n 1 Tpy s

( ) ’ U ’
(5) &3 = Azz(" 4 A3 3%+ A3, T . A3 1 Ty
4 ' ’
z, = A,z T AT T A n1 Ty
Xpa1= Ap 2 + @nt,n+1Tnpq-

Ces formules donneront toutes les solutions du problé¢me, si 'on prend pour

2", zy, &y, ..., &, toutes les solutions de (4). Mais on remarque que, si'on

prend pour § et § les valeurs que nous avons indiquées plus haut, ona b,=o.
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En appliquant donc toujours le méme procédé, on aura aussi
bg: bkz...:bﬂq,_i:O.

Mais alors les solutions de (4) sont en évidence; il faut évidemment que « soit
divisible par d, et I'on obtient toutes les solutions de (4) en prenant 2{" = u : d,

el en donnant a
Xhy Ty aees Tpyg

toutes les valeurs de — a0 a - 0.

Trutorime VII. — On obtient toutes les solutions de U'équation indétermi-
née (1), et chaque solution, une seule fois, en posant x\" = u:d dans les for-

mules (5) et en faisant parcourir a x,. ..., x,,, toutes les valeurs entiéres

de — o0 & + .

On voit sans difficulté qu’en procédant comme nous I'avons indiqué, les coef-

ficients @sa, @33, + .y @pyi nye ont les valeurs suivantes :

Az = ay:(ay, ay),

as 3= (@, az):(ay, as, az).

an+1,u+1:(ah QAgy vney an):(ah Qs ooy Apoq)-

21. Cette solution donne lieu a quelques remarques utiles. Il est clair qu’en
ajoutant les équations (5) apres les avoir multipliées par @, ¢y, ..., @,y les
r

coefficients de z,, z,, ..., z,,,,, s'annulent. On a ainsi des relations homo-
génes entre @, @s, ..., @pyy, qui déterminent les rapports de ces quantités. En

supposant
l Xl X2 X3 L X/l+1
7 2% o) o
D= a;s as 3 ass ... o =M X; -+ My Xo—+.. .+ Mpay Xpig,
A,n+1 A2.n+1 A3n+1 -+ Aptn+1
on aura
Aty ias;... @y =M{:My:Mz:... i M,y

Mais il est clair qu’on a
Mi=assX<assX<...Xapr1,nr1= a; . d;

donc, généralement,
Mkzak:d, k:].z,...,n+1.
V. — Fac. de T. 6
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En multipliant donc, par exemple, la derniére ligne horizontale du détermi-
nant D par d, on obtient un déterminant dont les mineurs ont les valeurs «,,
sy v ooy @pyy. On voit par 1a que lon peut toujours déterminer n lignes de
n+ 1 nombres entiers telles qu’en ajoutant une (n + 1) ligne et formant
le déterminant, les coefficients multipliés dans ce déterminant par les dif-
Jérents termes de la (n + 1)1 ligne, soient des nombres donnés.

C’est 1a une proposition donnée par M. Hermite (Journal de Crelle, t. 40,

p- 264), qui en a fait une application trés importante.

'

22. En cherchant I'expression de 2", z,, ..., z,., comme fonctions linéaires

de xy, &3, ..., Zny1, on lrouve d'abord, & cause de by =b;=...= b, ., = o,

’
(ay,a:) 2} = a1z -+ ay &y,

(ay,ay,a3) &) = a1 2+ ayzy+ az xs,
(a1,@ay <o oy Qpi1) TP = a1+ Ay 3. . .+ A1 Ty,

el ensuite on reconnait que les expressions cherchées se présentent sous la
forme

5
I

(012‘1+(121'1+...+ an+1.Z'",+1) . d,
Ty = A 1 | Ay 2T,

X3 = 3,1 T~ %39 T2+ %3 33,

Tpty1 = %n+14T1+ Apyo 0T+ o o+ Lpat.n+1 Tn+te

Le déterminant des fonctions linéaires au second membre est évidemment = 1,
comme cela a lieu pour les équations (5), car les déterminants des deux systémes
sont réciproques et en méme temps des nombres entiers. Ces déterminants sont
donc, tous les deux, soit = — 1, soit =—1, mais il est facile de voir que c’est la
premiére valeur qui a lieu.

On voit donc que, étant donnés les nombres entiers

ay, dy, ceey A,

on pourra trouver toujours n lignes de n 4 1 nombres entiers, telles qu’en les
ajoutant a la ligne donnée, on obtient un déterminant égal aup. g. c. d. de
Aiy Aoy oy Qpyy-

C’est la un résultat dont on a souvent besoin. La question a été posée et réso-
lue par M. Hermite (Journal de Mathématiques appliquées, t. XIV, 1849).
Nous verrons, dans le Chapitre III, qu’il est extrémement facile de déduire d’une
solution particuliére de ce probléme toutes les solutions possibles.
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23. 1l convient de considérer plus particuliérement le cas v = o,
A1+ Ay X9+ A3X3+ ...+ Apty) Ty = O.
Sil'on a m solutions de cette équation

kl,i kl,‘l k1,3 kl,ll-i—l (K1)
kg ki kas o oo kaner (Ky)

km,t km,? k.'n,s km,n+1 (Km)

nous dirons que ces solutions sont indépendantes, lorsque les déterminants de
degré m dont les éléments sont puisés dans cette matrice (et que nous appelle-
rons les déterminants de ces solutions) ne sont pas tous nuls. Il est clair qu’un
systéme de solutions indépendantes se composera tout au plus de n solutions, car,
les nombres @y, a,, ..., @,y n'étant pas tous nuls, le déterminant de n -+ 1
solutions est toujours nul. On peut représenter une solution par un simple sym-
bole (K;) qui représente ainsi 7 + 1 nombres entiers, pris dans un ordre déter-
miné.

On peut déduire des solutions (K,), (K,), ..., (K,.) une nouvelle solution
(Kity+ Koty +...+~Kptn),
dont les éléments sont
kipti+kaptot+Fkypls+. o +kpyrty (r=r1,2,...,n+1)

Nous dirons qu’un systéme de solutions (K,), (K,), ..., (K,) forme un
systeme fondamental de solutions, dans le cas ou 'on obtient toutes les solu-
tions de I’équation proposée, et chaque solution, wne seule fois, en donnant

tiy L2y « .., Uy toutes les valeurs entiéres de — a4 + o dans Uexpression
(K1t1+ K2t2+-- aa K/utm)-

L’existence de ces systémes fondamentaux ne fait pas de douate; nous avons
obtenu déja (théoréme VII) un systéme fondamental composé de n solutions.

Tatoriwe VIII. — Un systéme fondamental de solutions se compose néces-
satrement de n solutions indépendantes.

D’abord, les solutions qui composent un systéme fondamental (Ky, K, ..o
K..) sont nécessairement indépendantes. En effet, dans le cas contraire, on sait
qu’il existe une relation identique

(Kjuy+Kots+...+ K u,) =o,
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les wy 2, ..., uy n’étant pas tous nuls. On obtiendrait donc la solution
Ty =T3=...= Tp+1 =0,

non seulement en prenant
Lh=tl=...=¢,=0,
mais encore en prenant

ty=uy, ty= U, CEER) tn = W,

ce qui est contraire 4 la définition d’un systéme fondamental.

Et en second lieu, on a nécessairement m — n.En effet, la supposition de m << n
est inadmissible, car il en résulterait que m + 1 solutions quelconques ne pour-
raient jamais étre indépendantes. Or, le systéme fondamental que nous avons
obtenu se compose effectivement de n solutions indépendantes, dont les détermi-
nants (d’aprés le n° 21) sont az i d (hk=1, 2, ..., n+41).

2%. On s’assure facilement que 7n solutions indépendantes quelconques
(Ky), (Ky), ..., (K,) ne forment pas toujours un systéme fondamental de solu-
tions. Car si 'on cherche a représenter une solution quelconque par

(K1t1+K2[~1'+ ...+K,lt,l),

on trouve bien toujours des valeurs déterminées pour &y, &y, ..., tn, mais ces
valeurs seront en général fractionnaires.

Tutorime IX. — Un systéme de n solutions indépendantes, tel que le plus
grand commun diviseur de ses déterminants

My, M, .... M,y

est =1, forme un systéme fondamental de solutions.

En effet, si Pon cherche a représenter par
(I(lfl—i— thg—i—-. o+ K,Ltn)

une solution quelconque by, bs, ..., buyy, on obtient, pour déterminer ¢, ¢, ...,
ty, un systéme de n + 1 équations linéaires, mais ces équations sont compatibles
a cause de la relation

alb1+ﬂ2bg+. ..+all+1bll+1= o.

On peut donc, pour déterminer lesinconnues, faire abstraction d’une quelconque
de ces équations, et 'on obtient ainsi n + 1 systémes de n équations dont les dé-
terminants sont M,, M,, ..., M,,,. La valeur de ¢; se présentera donc sous la
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forme
P2 _ Pn+t
M, |

Pis P2y Pryr étant desnombres entiers. Mais, silavaleur fractionnaire irréductible
r .. . qe
de ¢ est = divisera M,, M,, ..., M,,. On a donc s =1, c’est-a-dire ¢ a une

valeur entiére et les solutions indépendantes (K,, K,, ..., K;) forment un sys-
téeme fondamental, ce qu’il fallait démontrer. Il est clair que les déterminants de
n solutions indépendantes sont proportionnels & a,, a@s, ..., @y (voir n° 21).

Tatorime X. — Les déterminants d’un systéme fondamental de solutions
sont, abstraction faite des signes,

a :d, ay:d, ..., apy:d.

Désignons par (A,), (As), ..., (A,) le systtme fondamental particulier que
nous avons obtenu et dont les déterminants sonta, : d(k=1,2, ..., n+1). Alors
(Ky), (Ky), ..., (K,) étant un autre syst¢éme fondamental, on aura

(a1 Ky + 2Ky +. ..+ 2,K,) = (Ay),

()\] K, +)\2K2+...+ )\nKn) = (An)

On voit par la qu’un déterminant quelconque ay: d, du systéme fondamental

(Ay)y (As), -.., (As) est égal au déterminant correspondant du systéme fonda-
mental (K,), (K,), (K,) multiplié par

A Ay ... a,Li
Aol B B B
PN PO

On a donc nécessairement A == 1.
La liaison des divers systémes fondamentaux est évidente. On voit que chaque
systéme fondamental fournit une solution du probléme que nous avons considéré

dans le n° 21.

25. La méthode la plus simple pour obtenir un systéme fondamental de solu-
tions se fonde sur la remarque suivante.

Supposons que 'un des coefficients a,, a,, ..., Qpyy SOt égal &
d=(ay, as .... apyy),

par exemple a,,, = d. Alors il est clair que, pour avoir toutes les solutions de
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I'équation indéterminée
A X1+ A2yt ..+ A&y~ Api1 Tpsy = 0,

il suffit de donner & z,, .. ..., x, des valeurs entiéres quelconques et & z,,, la
valeur (entiére aussi) qui en est une conséquence. On a donc, dans ce cas, immé-
diatement un systéme fondamental de solutions correspondant & la solution géné-
rale

_ ayty+ agty+...+ ani,
a .

ri=1 Ty =y, ceey Tp=tpn, Tpiy =

Si le cas particulier que nous avons considéré ne se présente pas, soit @, le
coefficient non nul, dont la valeur absolue est la plus petite. En posant

ay=kyay+ by, as = kya,+ b3, vy @psr= kpay+ by,

.Z‘Il =+ ]f1Z'2+ A‘z'b’;;—i— . .+/\”,L.Z',H.1,
on aura une équation transformée
a\ T+ by + b3y +. .. Dy Ty = 0.

Par un choix convenable de &y, ks, ..., &, on peut faire en sorte que le plus
petit coefficient de I'équation transformée soit moindre que @, ou méme ne sur-
passe pas 3,. En continuant ainsi, on tombe finalement sur une équation dont
un des coefficients est d et dont on peut écrire immédiatement un systéme fon-
damental de solutions auquel correspondra un systéme fondamental de solu-
tions de Péquation proposée. Cette méthode, qui s’applique également a
I'équation

AT+ ATy~ . o Ap 1 Ty = U,

se trouve dans un Mémoire posthume d’Euler. JacobiI’a rappelée 4 I'attention des

. \

géométres dans un Mémoire également posthume (Journal de Crelle, t. 69, p. 21).

26. Les nombres a, b, ¢, ..., { étant premiers entre eux et

m=abc, ..., |

m m
2’ ---,—lest

= 1. N étant un nombre quelconque, on pourradonc toujours satisfaire a I'équa-

« m
nous savons que le plus grand commun diviseur des nombres =

tion
m
)

m
N:alz—i—bl +...+l1l

m
b
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C’est-é—dire Oon aura
— 1 -+ ! -+ -+ ll
= A s 7

N )
—jo 7 beut se mettre d’une seule ma-

On verra facilement que la fraction
abe.

niére sous la forme

E étant un entier positif ou négatif et

ofay<<a, 0Zb<b, oil<L

La solution de I'équation indéterminée ax — My =1 a été donnée en Europe,
pour la premiére fois, par Bachet de Méziriac (Problémes plaisants et délectables,
qui se font par les nombres. 2° édition; 1624. 5° édition, par Labosne; 1884).
Les anciens géométres hindous, Bhascara et Brahmegupta connaissaient aussi
déja la solution de ce probléme.

Le probléme dun® 11 se trouve traité complétement dans d’anciens Livres d’A-
rithmétique chinois. On y trouve non seulement la méthode de Gauss (n° 13),
mais aussi la réduction du cas général au cas ot les modules sont premiers entre
eux (n° 15). On peut voir sur cette question

BierNATZKI, Journal de Crelle, t. 52.
J. BerTRrAND, Journal des Savants, 1869.
MATTHIESSEN, Journal de Crelle, t. 91.

La fonction ¢(M) a été considérée pour la premiére fois par Euler. Les Mé-
moires d’Euler sur 'Arithmétique ont été réunis en deux volumes (Leonhard:
Euleri Commentationes arithmeticee collectce. Petropoli, 1849). Nous citerons
toujours cette édition; la fonction ¢ se rencontre dans le Mémoire Theoremata
arithmetica nova methodo demonstrata, 1759 (tome I, p. 274). La démonstra-
tion d’Euler est reproduite dans le tome Il de I’A{gébre de Serret. Le théoréme
So(d)=M est di a Gauss (Disquisitiones arithmeticee, 1801, art. 39; tome I
des OFuvres complétes).

Les théorémes de Lagrange sur les congruences se trouvent dans le Mémoire :
Nouvelle méthode pour résoudre les probléemes indéterminés en nombres en-
tiers (O'uvres, t. 11) et la démonstration des théorémes de Fermat et de Wilson,
OF upres, t. 111, p. 425.

La considération d’un systéme fondamental de solutions d’une ou de plusieurs
équations indéterminées est due a M. H.-J. Stephen Smyth (Philosophical Tran-
sactions of the Royal Society for the year 1861; vol.151).
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Nous indiquerons ici les principaux Ouvrages d'un caractére général sur la
théorie des nombres :

Gauss, Disquisitiones arithmeticee (OEuvres, t. 1). I1 y a une traduction frangaise par
Poullet-Delisle.

LEGENDRE, Théorie des nombres, 3° édition.

Swytu, Report on the theory of Numbers (British Association for the advancement
of Science, 1859, 1860, 1861, 1862, 1863, 1865).

C’est la un résumé extrémement important sur toutes les parties de la théorie

des nombres auquel nous aurons a emprunter beaucoup de choses.

LeieuNe-DiricHLET, Vorlesungen itber Zahlentheorie, herausgegeben von R. Dedekind.
Dritte Auflage, 1879.

SERRET, Traité d’Algébre, 5° édition, t. II.
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CHAPITRE II.

EQUATIONS LINEAIRES INDETERMINEES, SYSTEMES DE CONGRUENCES
LINEAIRES.

1. Considérons le systéme des congruences
AU X1+ Qi+ .o+ Qi =Tp=1U; (mod M).

Soit A =a;| le déterminant formé avec les coefficients des inconnues, puis
2 le coefficient de a;; dans A. On obtient immédiatement

Ar;= ) 2y + Usa;~. ..+ Up%p; (modM).

Supposons que A soit premier avec le module M, alors cette derniére relation
détermine une valeur unique de x; par rapport au module M; et ensuite il est fa-
cile de voir que les valeurs de z,, z,, ..., , ainsi obtenues satisfont bien aux

conditions proposées. En effet, on trouve
Alanzi+ ap@s—+. ..+ apae,)=Au; (mod M)

et, puisque A est premier avec M, on peut diviser par A.

Le systéme des congruences admet donc une solution unique dans le cas parti-
culier que nous considérons. On peut ajouter que les valeurs de zy, za, ..., x,
satisferont encore a la relation

Aps1,1T1+ Apyy,9Ts+ o oo+ Api | n Tp = Up+q (mOd M )
si I'on a

A A1n Uy

)

Ii

0 (mod M).

An Ann Up

Ap+1,1 Apt+t,n Uptg

En effet, il est facile de voir que cette derniére congruence peut s’écrire sous

cette forme
A(Upa1— Apa1a 81— Ups1,203— oo — Apin &y ) = 0 (mod M),

2. Les résultats précédents sont ceux qui s'offrent immédiatement lorsqu’on
poursuit I'analogie évidente qui existe entre la théorie des congruences et la
IV. — Fac. de T. 7
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théorie des équations. Mais si A n’est pas premier avec M, une étude plus appro-
fondie estnécessaire. Elle a été faite pour la premiére fois par M. H.-J.-S. Smith,
et nous allons exposer sa théorie. Les considéralions suivantes interviennent
non seulement dans des questions de la théorie des nombres, mais elles sont en-
core utiles dans beaucoup de théories d’analyse pure; aussi plusieurs résultats
isolés ont été obtenus antérieurement par d’aulres géométres.

Nous commencerons par étudier les équations linéaires indéterminées, mais il
convient d’abord de fixer le sens de quelques expressions dont nous ferons usage.

En adoptant une expression introduite, croyons-nous, par M. Sylvester, nous
appellerons matrice un Tableau de forme rectangulaire

ajg aq,9 cee Ay,
Azqg Q22 ... Qamy
aAp1 Ap2 ... Qam

contenant mn quantités données, et nous dirons que cette matrice est du type
n > m. Sil'on a unsystéme quelconque d’équations linéaires, les coefficients des
inconnues constituent la matrice de ce systéme. Siles équations ne sont pas ho-
mogénes, on peut ajouter & cette matrice une derniére colonne formée par les
termes connus. On obtient ainsi la matrice complétée du systeme. Les mémes
expressions s’emploieront dans le cas d’un systéme de congruences. Les éléments
a;x seront toujours des nombres entiers.

Les déterminants d’une matrice sont les déterminants de degré le plus élevé
que 'on peuat former avec les lignes ou les colonnes de la matrice; ainsi, dans le

cas m 2 n, ces déterminants renferment n2 éléments et leur nombre est

m(m—1)...(m—n-+1)
1.2...n

= (m)p.

Le plus grand diviseur d’'une matrice est le plus grand commun diviseur des
déterminants de cette matrice, en supposant que ces délerminants ne soient pas
tous nuls. Dans le cas m = n, ce plus grand diviseur est le déterminant méme du
systéme des n? éléments.

Nous désignerons une matrice souvent par le symbole

IFA ]
et, dans le cas ou elle est du type n >< n, |A| sera le déterminant. Deux matrices
AT et jIBY|

des types m >< (m - n) et n > (m -+ n) sont de types complémentaires. 1l est
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clair que ces matrices ont le méme nombre de déterminants, et l'on peut faire
correspondre & chaque déterminant de || A || un déterminant de || B| et récipro-
quement, de la maniére suivante.

En écrivant la matrice '| B|| en dessous de la matrice || A [ on obtient une ma-

H

qui sera du type (m + n)><(m-+n) et a un déterminant de ||A|| on fera cor-

trice

respondre le déterminant de || B|| avec lequel il se trouve multiplié¢ dans le déter-

af

Souvent il n'y a pas d’intérét a faire attention au signe d'un déterminant d’une

minant des (m —+ n)? éléments

matrice, mais dans le cas actuel il convient de faire en sorte que le produit des
déterminants correspondants se retrouve avec son signe dans le déterminant des
(m —+ n)? éléments.

3. Les déterminants d’une matrice ne sont pas indépendants; il existe en gé-
néral un grand nombre de rclations identiques entre eux. Nous allons nous rendre
compte d’abord de la nature de ces relations et du nombre des déterminants qui
sont indépendants. On pourra considérer dans ce numéro les éléments de la ma-
trice comme des quantités arbitraires. Considérons la matrice

‘ arg Qi .. QA min,

[“Z X1 Qa2 .. Aamin,
(1) ¢
( Ama Cma oo Cmom+n

du type m >< (m + n). Le nombre des déterminants est

(n+1)(n-+2)...(n+m)
1.2.3...m ’

mais nous allons montrer qu’il y en a seulement mn -1 qui sont indépendants.
Tous les déterminants peuvent s’exprimer a I’aide de mn + 1 d’entre eux.
Soit

(2) A=|ay) (i, k=1,2, ..., m)

le déterminant formé par les m premiéres colonnes de la matrice. Le déterminant
obtenu enremplacant dans A la *™ colonne par la m +4- A colonne de la matrice
sera désigné par A; s On déduit ainsi de A mn nouveaux déterminants, i
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variant de 1 & m, & de 1 & n. On pourra les disposer dans le Tableau

Atn+1 damas oo Afmans
(3 ) Ai,m—i—l A2,11t+2 LR Aa,m—t—n,
A’ll.)ll‘+1 A)II,/)I+2 v A’)l,/)l+’l'

Les mn 41 déterminants A, A myx sont indépendants; on peut trouver une
matrice pour laquelle ces déterminants ont des valeurs données d’avance. Prenons
d’abord arbitrairement les éléments a; de A, avec la seule restriction de vérifier
la relation (2). On a ainsi les m premiéres colonnes de la matrice. On peut dé-
terminer ensuite la m + A colonne par la condition que les déterminants
Aimyk (i =1, 2, ..., m) prennent des valeurs données. En effet, on obtient ainsi
m équations linéaires pour déterminer

@ m+ks Qamtks  ~ooy  Umom+k-

Le déterminant de ce systéme est A”~!, mais, en le résolvant, on trouve simple-
ment

D aimvk= (@ Atk + Cip s k4. oo+ Qi A i) 4,
1=1,2,3, ..., m,

k=1,2,3, ..., n

La vérification de ces valeurs est du reste immédiate, et 'indépendance des
mn + 1 déterminants A, A; % est manifeste.

Considérons maintenant un autre déterminant A’ de la matrice. 1l contiendra
k colonnes appartenant aux n derniéres colonnes de la matrice (k2 2); solent

m 4+ Ay, nm -+ hy, ety m -+ A

les rangs de ces colonnes. Les autres m — & colonnes de A’ appartiendront aux
m premiéres colonnes de la matrice, ¢’est-a-dire, ce sont des colonnes de A. Soient

Wi, M2, eeey P

les rangs des colonnes de A qui ne figurent pas dans A’. En remplagant alors
dans A’ les éléments «; . x par leurs valeurs (4), on obtient, al’aide des propriétés
élémentaires des déterminants, la formule

Apmady Apimady oo By madn

(5) A = Ap,i,m—l-‘l\l Ap.ﬁ,nl—(—)\g e AS‘*E,’"“‘”\}: . Akt

Apm+dy Dugmads  cee Bugmadg i
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Ainsi tous les déterminants de la matrice s’expriment rationnellement au moyen
des mn + 1 déterminants A, A; . On voit que A’ est égal a un déterminant mi-
neur du degré £, puisé dans la matrice (3), divisé par A% 1. Le nombre des déter-
minants tels que A est

(m)(n)y+ (m)s(n)s+(m)(n)—+...

= (m 1) — (Mo (n)o— (M) (R )1 = (m + )y — (mr+1).

Equations linéaires indéterminées.
4. Considérons d’abord le systéme linéaire et homogéne

‘ AN+ Qi 2Zs + o oo = Qi m-nTm4-n = 0,

(I

?i: 1,2, 000, M.

Nous supposerons que ces équations sont linéairement indépendantes, c’est-
a-dire que tous les déterminants de la matrice de ce systéme ne sont pas nuls. Le
plus grand diviseur de la matrice a alors une signification précise, soit d ce plus
grand diviseur.

Le moyen que nous emploierons pour trouver toutes les solutions en nombres
entiers consiste dans 'introduction de nouvelles inconnues.

Au lieu de zy, ..., Zjyn, on peut introduire de nouvelles inconnues, en
posant

Xp= Cz‘,lxl| -+ Cie Ty+ .o+ C’z‘,m+nz:u+m

I=1,2 ..., IR+ n.

Les ¢; & seront des nombres entiers, et nous n’emploierons que des substitutions
dont le déterminant | ¢; 3| == 1.

On peut alors exprimer réciproquement les z; par des fonctionslinéaires a coef-
ticients entiers des z;, et, comme nous ne considérons queles solutions en nombres
entiers, le systéme transformé sera absolument équivalent au systéme donné,
c¢’est-d-dire & deux solutions distinctes d’un des systémes correspondront toujours
deux solutions également distinctes de 'autre. _

Parmi les déterminants de la matrice de (I) qui ne sont pas nuls, il y ¢n aura
au moins un dont la valeur absolue est le plus petit. Nous pouvons supposer, en
adoptant la notation du n° 3, que A soit ce déterminant minimun. Supposons
d’abord que tous les déterminants A; myx solent divisibles par A. Alors il est clair
que 'on obtient la solution la plus générale de (T) en donnant & Zpmyy, Zomyay - - -
Zmyn des valeurs entiéres absolument quelconques et en déterminant ensuite
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Zyy ...y Ty par les formules

X;=— (Ai,m+1wm+1+ Ai‘m—i—?-z'm-l-z + ... Ai,m+n,'77/n+—n) TA

(i=1,2, ... m).

On voit, du reste, par la formule (5) du n° 3, que, lorsque A divise tous les
A; ks 11 divisera tous les déterminants de la matrice, en sorte quel’on doit avoir
A==d.

Mais supposons que A ne divise pas tous les A; , 4 et, par exemple, ne
divise pas A, ;. Alors, on peut toujours trouver un entier c tel que la valeur ab-

solue de
A1 — €A

soit inférieure A celle de A. La substitution de déterminant -+ «

z; =@ (¢=1,2,3,....,mym—+2,m—+3,...,m-+n),

U ’
Zm+17= Ty — CTy

transformera alors le systéme (1) dans un autre systéme dans lequel un des déter-
minants est A; ., —cA. Le déterminant minimum du systéme transformé est donc
plus petit (en valeur absolue) que A. Si ce déterminant minimum ne divise pas
tous les autres déterminants, on pourra encore le diminuer par le méme procédé.
II est clair que ’on finira par trouver un systéme transformé dans lequel le déter-
minant minimum divise tous les autres déterminants, et dont on peut écrire alors
immédiatement la solution la plus générale. Cette solution renferme, comme nous
I'avons vu, n indéterminées auxquelles on peut donner toutes les valeurs entiéres

de — o0 & -+ 0.

Tutorime I. — On obtient toutes les solutions dusysteme (1), et chaque solu-
tion une seule fois, par les formules

(mn x‘i=@1,it1+Bz,itz—i‘---*pn,itn,

(i=1,2,...,m~+n),
en donnant a ty, ty, ..., t, toutes les valeurs entiéres de — % a + ».

11 est claic qu’en substituant les expressions (II) dans le systeme (I), les coeffi-
cients de ¢y, tg, ..., £, doivent s’annuler.

On obtiendrait donc encore des solutions de (I) en donvant a 4, ..., ¢, des va-
leurs fractionnaires. Mais il est clair que 'on ne peut jamais obtenir, de cette
facon, une solution de (I) en nombres entiers, car toute solution entiére corres-
pond & un systéme unique de valeurs entiéres de ¢, ..., t,.
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Pour obtenir, dans un cas donné, la solution générale sous la forme (II), il sera
plus pratique de procéder autrement. On cherchera, par exemple, par la mé-
thode d’Euler (Chap. IT, 25), la solution générale de

AL X+ A1,9%9 + . oo = A mnTm+n = 0,

qui renfermera m -+ n— 1 indéterminées, puis on introduira ces valeurs dans la
seconde équation

Ay 1 Xy~ Az 9 Xa+ o ..+ Ay mn T m+n = 0,

etc., jusqu'a ce que 'on ait épuisé les m relations données.

Sil’on transforme, comme nous ’avons fait, le systéme (1), il est clair que tout
déterminant du systéme transformé est une fonction linéaire a coefficients entiers
des déterminants de (I), et réciproquement. On voit par la que le plus grand di-
viseur des deux matrices est le méme et, par conséquent, dans le procédé que nous
avons employé plus haut, on trouvera finalement un systéme dont la matrice a un
déterminant minimum égal & == d.

5. Considérons r solutions du systéme (I)

Ap1y  X1,2y ceey M mtn,
A2,1y, X225 ey A2 mtn,

ey veey ey eeeaney
Qp,ay Xpay vy Xpomn,

que nous désignerons quelquefois aussi par de simples letires A,, Ay, ..., A,. Ces
solutions sont indépendantes si tous les déterminants de degrés s, ne sont pas
nuls. Il est clair que 'on peut trouver tout au plus » solutions indépendantes, car,
puisque toutes les solutions sont comprises dans les formules (II) (n° 4) qui ne
renferment que n indéterminées, n - 1 solutions ne sont jamais indépendantes.
En multipliant les solutions précédentes par ¢, ¢, ..., ¢, et en ajoutant, on ob-
tient une nouvelle solution

Aty +Asty+ ...+ Aty
dont les éléments sont

Tp= g, + 12,;'12-‘!- P oc,,,l-t,..
Nous dirons que les solutions

Ay As ool A

forment un systéme fondamental de solutions, lorsque U'on obtient toutes les
solutions possibles, et chaque solution une seule fois, en donnant a ¢, t,, ..., ¢,
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les valeurs entiéres de — oo & + o. L'existence de ces systemes fondamentaux de
solutions ne fait pas de doute, car nous savons, par le théoréme I, que

ﬁz‘,u Bi,a, ey pz‘,m-&—n
. (i=1,2,...,n)
estun tel systéme.
Tutorkme . — Un systéme fondamental de solutions se compose de n solu-
tions indépendantes.

Ce théoréme est une généralisation du théoréme VIII du Chapitre I1; la démon-
stration est exactement la méme.

La matrice formée par n solutions indépendantes, ou par un systéme fondamen-
tal de solutions, est du type n >< (m + n), donec du type complémentaire de la
matrice du systéme (1).

Considérons la matrice du systeme (1) et la matrice formée par n solutions in-

dépendantes
aq.q, a9, ooy QApman,
oy faey eeey eeeenay
Amay Cm,2y ooy QApm+ny
A1y 1,2, ey Apmn,
Cy evey ey eeenan s
Any %2y ey ZAnmn-e

Les relations qui existent entre ces nombres se réduisent a ceci : que la somme
obtenue en multipliant les éléments d’une quelconque des m premiéres lignes par
les éléments correspondants d’une des n derniéres lignes est nulle.

On voit done qu’il y a une réciprocité compléte entre les deux matrices, et si
I'on considére le systéme indéterminé

AT = A a2 oo = Qi mpanTm+n = O

(i=1,2,...,n),
les nombres '
@iy Aiz, oo Ximtn
(ft=1,2,...,m),

en donneront m solutions indépendantes.

D’aprés ce que nous avons dit dans le n® 2, on peut faire correspondre 4 chaque
déterminant de la matrice || @; x|]'un déterminant de la matrice || ;4 || d’un sys-
téme de 7 solutions indépendantes.

Tatorime Il. — La matrice d’un systéme fondamental de solutions a {’unité
pour plus grand diviseur.
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Considérons, en effet, les formules

z=B1,1t1 + Baile + ... + Britn,
[i=1,2,...,(m—+n)]

qui renferment la solution la plus générale. Il est clair d’abord que
(B1aB12. - Biman) =1,

car, si ces nombres étaient tous divisibles par ¢ > 1, on trouverait une solution

.. 1 . . . .
entiére en posant ¢, = -, ce qui, on le voit facilement d’aprés ce que nous avons
dit plus haut, est contraire 4 la nature d’un systéme fondamental de solutions.

Ensuite, je dis que les déterminants de la matrice

91,1, Bl,?a ey Bi,m—#m

ﬁi,l, I32,2> ey Bz,m+n

ont aussi 1 pour plus grand commun diviseur. Car si ces déterminants étaient tous
divisibles par ¢ >1, ¢ ne divisera pas tous les éléments de la premiére ligne, par
exemple ¢ ne diviscra pas {3, ,; mais alors on lrouverait encore une solution

entiére en posant

ce qui est impossible.
Ensuite, je dis que le plus grand commun diviseur de la matrice

?‘1,1; plﬂa sy pi,m—e—m
ﬁ2,17 p2,27 sy pﬁ,mﬂ—m

.8347 Bsm ey 33,m+n

est encore = 1. Car si ce plus grand diviseur était ¢ > 1, ¢ ne diviserait pas, par
exemple, le déterminant

Bi,1 Bie ‘
B2 Bae ’
et, en posant
Bt Bae Bs1 Bse B, B,
1= i e, 2 = L e t3 = ic
Bs1 P B Bie Ba,1 Boye

on trouverait encore une solution entiére, ce qui est impossible.
Il est clair que ’on peut continuer ainsi, pour arriver au théoréme énoncé.
1V. — Fac. de T. 8
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6. En cherchant a exprimer une solution quelconque
ag, Gy cvey Opin

par un systéme fondamental de solution 3;, on est amené & déterminer 2 incon-
nues &, &y, ..., t, par m -+ n équations

4 = Bi,iti + Baite+ ...+ Br,itn

(i=1,2,...,m=+n).

On sait d’avance qu'il existe une solution unique et en nombres entiers; ce sys-
téme linéaire doit donc présenter certaines circonstances particuli¢res. Nous allons
montrer qu’elles se réduisent a ceci : d’abord le plus grand diviseur de la matrice du
systéme est = 1, ensuite tout déterminant de la matrice complétée est nul, car cette
matrice complétée se compose de n -1 solutions.

Tutorime 1V. — Un systéme de m -+ n équations entre n inconnues
@i =B1it + Baite -+ ...+ Britn
(i=1,2,...,m+n)

admet toujours une solution unique et en nombres entiers, lorsque le plus
grand diviseur de la matrice du systéme est =1 et que tous les déterminants
de la matrice complétée sont nuls.

Nous ajouterons un théoréme analogue sur les congruences.

TatoriMe V. — Un systéme de m + n congruences entre n inconnues

“iEpi,iti—“ p‘z,it2+---+pn,itn (mod M),

(¢=1,2,...,m~+n)

admet toujours une solution unique, lorsque le plus grand diviseur de la ma-
trice du systéme est premier avec M et que tous les déterminants de la matrice
complétée sont = o (mod M).

I1 suffira de démontrer ce dernier théoréme ; nous pouvons écrire les congruences
données ainsi
A=y (mod M), (i=1,2,...,m—+n),

les A; étant des fonctions linéaires en ¢,, ..., £,. Considérons le déterminant mini-
mum A de la matrice de ce systéme. Si A divise tous les autres déterminants, il sera
premier avec M d’aprés notre hypothése. Les n congruences correspondantes ad-
mettront alors une solution unique et cette solution satisfera aussi 4 toutes les
autres congruences (voir le n° 1).
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Mais si '
A=Bix| (Lh=1,2,...,n)

ne divise pas tous les autres déterminants, il ne divisera pas, par exemple, le

déterminant
Bi,n+1 Banrt ... pn,nﬂ

Biza B2z ... Bup
@m Ba.s eoo Bags
pl,n pmn e pn,n
Mais alors on pourra remplacer le systéme donné par le systéme équivale nt

A= oy (i=1,2,...,n,n+2,n+3,....n+m),

Appi—cAi=apy —cay,

et ce nouveau systéme aura, pour une valeur convenable de ¢, un déterminant mi-
nimum plus petit que A. On pourra ainsi diminuer le déterminant minimum jusqu’a
ce quil soit devenu égal au plus grand diviseur de la matrice donnée. 1l divisera
alors tous les autres déterminants et I'on est ramené au cas que nous avons consi-
déré d’abord.

Le théoréme IV peut se démontrer d’une fagon toute semblable, ou encore par le
raisonnement que nous avons fait dans la démonstration du théoréme IX (Cha-
pitre II).

Nous indiquerons encore une autre démonstration du théoréme V.

SiI'on éerit

M=Px<xQxRx...,
o P, Q, R, ... sont des puissances de nombres premiers distincts, on reconnait
facilement que les congruences données admettent une solution unique, par rapport
a chacun des modules P, Q, R, ..., dott I'on peut conclure qu’elles en admettent
aussi une par rapport au module M.

7. Multiplication des matrices. — Soit
1=1,2,....70
H ik ” ?
k=1,9,...,m—+n

ou || A || une matrice du type n < (m + n), (m2 o),

e (bhk=1,2,...,n),
ou || G|, une matrice du type  >< n, nous représenterons par

NG ><[[Al=11A"



60 T.-§. STIELTJES.

une matrice du méme type que || A || et dont les éléments sont
@ik = Cig @1k~ CigGa k= - . =+ Cin@nk
1 =1,2, ..,
k=1,2,...,m—+n '
Lorsque [|C, || est encore du type n >< n, nous écrirons
NG >< [FATI = TGy {[ < I Gl =< [ Al
et il est facile de voir que
HC > G >< A= Ca ] >< (| GI[§ >< || Al

Mais on ne peut pas permuter les deux matrices dans un produit, et si 'on con-
sidére un produit de plusieurs facteurs

Gl < [ Gt ll > oo < TG < I A

on suppose toujours que toutes les matrices || Gx|| sont du type r >< r : seule Ia
matrice || A || peut étre du type n >< (m + n), le produit est toujours du méme type
que A
Il est clair que, lorsque
JAY =G| < [1A ],

tout déterminant de || A’|| est égal au déterminant correspondant de || A || multiplié
par le déterminant |C|. Les déterminants correspondants de || A || et || A’|| seront
proportionnels et si, en particulier, le plus grand diviseur de | A| est = r, le plus
grand diviseur de || A’|| sera la valeur absolue de | G|.

Dans le cas ol le déterminant

€11 €12 .. Cip

Ca1  C2.2 eve Canp

®

Il
i

Cna Cn2 <+« Cnn
nous désignerons par || G||~* la matrice

71,1, 2,15 cees EYn,

EYI,?: 8Y2,2’ ey 3’{n,27
ey .-..‘, ceey seeay

1,ny 2,my e« 3Yn,n

Yi,x étant le coefficient de c;,x dans le déterminant | G|.
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On voit que
1 o o
”C“X”C[—1=]|CH—1XIKC”: 0 I o ’
o 1

et de la relation

TA' =G> ]|Al
on peut conclure

TA=]Cl-t=< [ A"]].

8. Soit || A|| la matrice formée par n solutions indépendantes, || B[l la matrice
formée par un systéme fondamental de solutions.
Puisque les solutions de || A || peuvent se déduire du systéme fondamental B,

cela revient, avec notre nouvelle notation, a dire que

Al=1ClI><B].

Il est clair que le plus grand diviseur de |A || est ===|C]|, el, dans le cas
|Cl==1, ||A]| est évidemment aussi un systétme fondamental de solutions,

car
IBII=C[-1>[A[l

Si l'on considére plusieurs systémes de n solutions indépendantes, ou de sys-
témes fondamentaux, les déterminants correspondants seront toujours propor-

tionnels.
Tutorime V1. — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice
[|B|| dutype n < (m—+n)
est =1, et que les déterminants d’une matrice
IA]] dutypen < (m—+n)
sont proportionﬁels auzx déterminants correspondants de ||B||, on a tou-
jours
A =1GI><[B]|
et la matrice || C|| est unique.
En effet, on obtient pour déterminer Ciyty Cijay -+ -y Cip les équations

ik = Cinb1p + Cinba g+ ...+ ¢ nbp s,

k=1,2,...,(m—+n).
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Un déterminant quelconque de la matrice complétée de ce systéme, tel que

by by bny aia

)

bys b, bn,2 aia

bl,n+1 b?,n-H blz,n+1 i n+1

est nul, car d’aprés la proportionnalité supposée entre les déterminants de || A || et
de |

par un certain nombre entier le facteur de proportionnalité.

B|, il est permis de remplacer partout b,  par a; i, 4 condition de diviser aprés

Mais on obtient ainsi un déterminant avec deux colonnes identiques. Donc,
d’aprés le théoréme 1V, il existe un systéme et un seul de valeurs ¢; 1, ¢iay ...y Cipn
qui satisfont a la question.

On voit qu'une matrice du type n >< (m -+ n) dont les déterminants (non tous
nuls) sont proportionnels aux déterminants de la matrice || B|| formée avec un sys-
téme fondamental (ou avec n solutions indépendantes) est nécessairement com-
posée avec n solutions indépendantes.

Tutoreme VII. — Les déterminants d’une matrice formée par n solutions
indépendantes, du type n < (m + n), sont proportionnels aux déterminants
correspondants de la matrice du type m > (m +n) du systéme indéterminé
donné (1). En particulier, un déterminant d’un systéme fondamental de solu-
tions est égal au déterminant correspondant du systéme (1), divisé par d.

11 suffira de faire voir que le théoréme se trouve vérifié pour un systéme particu-
lier de n solutions indépendantes. Un tel systéme peut se déduire des considéra-
tions du n° 3. Supposons que le déterminant A ne soit pas nul, alors on a le systéme
suivant de n solutions indépendantes

Aty Bemts ooy Aoy, — A, 0, 0, ..uy 0,
Apmsay Bamae, ooy Bmima, o, —A, o, ..., 0,
...... S ey ey eeaeaaey ey ey ey ey .y
Ay m+ns Do mtny  oovy Bmmetns 0, 0, 0, ..., —A

En effet, ce sont la bien n solutions, car on a [form. (4) dune 3]
@i Ay vk 4 Qi g By vk = oo @i Amymerk — @ymkd = 0.

Ces solutions sont indépendantes, car 'un des déterminants est (— A)".

Et si 'on considére maintenant les déterminants de cette matrice qui correspon-
dent aux mn - 1 déterminants que nous avons considérés dans le ne 3, on reconnait
immédiatement qu’ils n’en différent que par le facteur (— 1)? A%, et cette propor-

tionnalité s’étend aisément aux autres déterminants.
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Plus généralement, on peut obtenir n solutions indépendantes ainsi. Soit

ai veo Qi m+n

Amyg e Am,m+n
D =

Ci1 Cl,m+n

Cn,a vor Cnioman

Puisque tous les déterminants de la matrice donnée ne sont pas nuls, on pourra
choisir les nombres Ci,k, de maniére que D ne soit pas nul. Désignant alors par C; &
le coefficient de ci.x dans D, il est clair que l'on a le systéme suivant de » solu-

tions
Cl,l’ Ci,nH—n,
ey ety e s

Cn,ly ceey Cn,m+ua

et, d’aprés un théoréme connu, un déterminant quelconque de cette matrice est
égal au déterminant correspondant de la matrice Il @i || multiplié par D71,

9. Nous allons résoudre maintenant le probléme suivant. Etant donnée une

matrice
A,

dutype n ><(m + n), dont d est le plus grand diviseur, trouver toutes les solutions

de I'équation
IAll=1Cl=<IB],

le déterminant | G| étant == d. 1l est clair que le plus grand diviseur de [| B estr,
etsi'on a trouvé une matrice dont les déterminants sont proportionnels i ceux de
[|A] et dont le plus grand diviseur est — I, on pourra la prendre pour | BJl; la
matrice || C|| s’en déduit d’apreés le théoréme VI.

On peut obtenir une telle matrice ||B|| en considérant le systéme indéterminé
dont la matrice est || A ||. On cherchera m solutions indépendantes formant une ma-
trice || A’||. Ensuite, on cherche un systéme fondamental de solutions du systéme
indéterminé dont la matrice est [ A]]- La matrice formée par ce systéme fondamen-
tal satisfait évidemment aux conditions.

Mais voici une autre méthode qui sera préférable ordinairement. Divisons
d’abord la premiére ligne horizontale de [|A || par le plus grand commun diviseur
des nombres qu’elle renferme, on aura ainsi la matrice

bl,h 61,2) ceey bi,m+m

A2,1y Qz2, ..., QA2 m+ny
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Soit maintenant d, le plus grand commun diviseur de la matrice formée avec les
deux premiéres lignes. Je dis que I'on pourra déterminer un nombre 2z satisfaisant
aux congruences

xby;=a,; (mod d,),

{=1,2,...,m—+ n.

C’est ce qui résulte du théoréme V. En retranchant donc de la seconde ligne, la
q gne,
premiére multipliée par x, elle deviendra divisible par d, et, aprés la division, on

aura une matrice

bl,h bl,?a ey bi,m+m
b?,i.« [72,27 LR} b2,m+n7
3,1, A3,2, -y A3,m+n

et le plus grand diviseur de la matrice des deux premiéres lignes est =1.
Soit d, le plus grand diviseur de la matrice des trois premiéres lignes, les con-
gruences
by +ybyi=asz, (mod d,),

(i=1,2,...,m~+n)

admettent encore une solution, d’aprés le théoréme V. En retranchant de la troi-
si¢tme ligne la premiére multipliée par x et la seconde ligne multipliée par y, on
pourra diviser par d, et, dans la matrice obtenue

bl,ia b1,2a DS} b1,m+ny
b2,13 b?,ia e bQ,m—Hz,
b3,1; b3,2: LIRS bﬁ,m—t—m

A1y Quas oy Ay omtn,

le plus grand diviseur de la matrice partielle formée par les trois premiéres lignes
est = 1. Il est clair que 'on peut continuer ainsi, on finira par trouver une

matrice
| 6erll =1 Bl

U= 1,2y .00,
)
k=1,2,...,n+m
dont le plus grand diviseur est =1, et il est clair que ses déterminants seront pro-
portionnels & ceux de || A[|. On peut remarquer que ce procédé donne, dans le cas

m = o, une nouvelle méthode pour la construction d’un déterminant ===1.

Ayant ainsi obtenu une solution particuliére

NAN=1Gl ><[Bi,
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il est facile de voir que la solution la plus générale sera comprise dans les for-
mules

A =[1Coll > || Bell,
ou

IBoll =l Bl < B,

NGl =Gl < || E|-,

| E|| étant une matrice quelconque du type n < n dont le déterminant est =~ 1.
Lorsque || A![ est la matrice de n solutions indépendantes du systéme (1), la ma-
trice || B || sera composée d’un systéme fondamental de solutions.

10. On peut obtenir la solution du systéme

I ( AT Qo Xy ~+ .. .+ Al m+n®m+n = 0,
() { i=1,2,...,m
encore par une autre méthode, un peu différente de celle que nous avons exposée
dans le n° 4, et qui conduit a un résultat dont nous aurons besoin plus loin.

Nous avens vu, dans le Chapitre II, que par une substitution linéaire de déter-
minant == 1, on peut transformer I'expression

AT + A1 2Xg 4« oo+ A - n T opin

en d, x, d, étant le plus grand commun diviseur des coelficients @ity ooy Qo g
A T'aide de cette transformation, on déduira de (I) un systéme équivalent dont la

matrice affectera la forme

d, o o
’ r ’
Q9,1 Qa9 oo Qg mypn
Gree e e e
! ’ r
Ay QAmye - oo Qo

Les coefficients a; ,, @, ;, ..., d ,,,, ne peuvent pas étre tous nuls, car tous
les mineurs du second degré des deux premiéres lignes seraient nuls: la méme
chose aurait lieu pour la matrice des @ik, Ce qui est contre I’hypothése admise.
En opérant donc sur les variables z}, Zyy « .y Zpypp, ON pourra transformer en-
core le systéme de maniére a obtenir un nouveau systéme dont la matrice affecte

la forme

d, o o ... o
a';’i d2 o N o
" " " "
Ay Ay, Ay ... dhn
” " " n
Am,e Amys Ay e A, m+n
, :

Z
I
g
3]
&
Y
3
©
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2,37 9 az,m+u'
amené finalement i une matrice de la forme

d; étant le p. g. c. d. de @} ,, a En continuant ainsi, on sera

Iody o o o ... O
Bar d2 ... o o ... o

(4) Bsx Baa ... o 0 ... ©

Bm,1 pm,z e Bm,m—hdm .« «~. O

Il est clair qu'on aura d =d,dsd;. .. dy, et si les nouvelles inconnues sont
Y1y Y2y ++ s ¥myn, la solution la plus générale s'obtient en posant

Vi=Ye=)s=...=¥Vm =0,

tandis que ¥y, Ymyay vy Ymyn peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de
—0 A 0. ,

On peut simplifier encore le tableau (A). En remplacant d’abord y, par
Y2 — ¢y, il est clair qu'on peut faire en sorte que le coefficient 3, , devient po-
sitif, mais inférieur & dy. En remplacant ensuile y; par 3 — ¢)’s — cya, on peut
assujettir les coefficients B3 ,, B3 5 aux limitations

0% 831 < ds, 0S Bs0 < ds.

On voit, en définitive, qu'il existe toujours une substitution de déterminant =1,
tel que le systéme transformé a une matrice de la forme particuliére (A), ou les
coefficients d,, ds, ..., dn sont positifs et

0SBk < di [k=1,2,...,(i—1)]

(voir Hermrre, Journal de Crelle, t. 41, p. 192). On verra facilement que cette
forme réduite (A) est unique. La nature invariantive des coefficients du ta-
bleau (A) s’apergoit aisément. D’abord il est clair que d; est la plus petite valeur
(sauf o) que peut avoir l'expression

AN XL+ Qi oo~ o s = Qi m-n P m+ny
Ly, Ly orey Xmyn €tant liés par les relations

AT+ A2~ oo = Ak m+nZm-+n = 0,

k=1,2,3,...,({—1)
Ensuite 3, est la plus petite valeur que peut avoir la fonction linéaire

Ay 11— o oo+ Ao+ nZmin,
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Zyy ee ey Zmyn 6tant liés par la relation
A1 %)~ ...+ A mrnTmn = d;.

Ensuite 8, 4, B3,2 sont les plus petites valeurs de

Az 1T+ oo A3, mAnTm+n,
Xy, « .., Tmyn élant assujettis, dans le premier cas, aux relations
A1t o+ B menTm+n = dy,
A1 T1-+ oo = Q2 mnTm+n = ?‘2,1
et, dans le second cas, aux relations
ALy~ oo == A m+n@m+n = 0,

(22 R B i

-+ Aam+nCm+n— ds,

ainsi de suite.

11. Considérons maintenant le systéme non homogéne

() Qi T+ Qoo+ oo o+ Af ot nTm+n = Ui

(I=1,2, ..., m).

Soit d'le plus grand diviseur de la matrice de ce systéme, d' le plus grand divi-
seur de la matrice complétée, il est clair que d' divise d. Mais, en éliminant
m — 1 des inconnues, on reconnait que tout déterminant de la matrice complétée,
qui n’est pas en méme temps un déterminant de la matrice non complétée, doit
étre divisible par d. Pour que le systéme (III) admette des solutions, il est donc
nécessaire que I'on ait d = d’. Mais cette condition est aussi suffisante.

Tutorive VIY. — Pour que le systéme (111) admette des solutions, il faut
et il suffit que le plus grand diviseur de la matrice du systéme soit égal au
plus grand diviseur de la matrice complétée.

En effet, dire que le syst¢me (III) admet une solution, c’est la méme chose
que de dire que le systéme homogéne

UiZog~+ QX1+ Qi Ta—+ oo+ A m+nTm+n= 0

admet une solution ot o = — 1. Or la solution générale du systéme homogene
est

;= Boilo+ Briti+ ...+ Britn,

i=0,1,2, ..., (m~+n).

En supposant d = d' les déterminants de la matrice des || 8;,4|| qui renferment



68 ’ T.-J. STIELTJES.

les coefficients Bo o, Bi,05 «++) Br,0 sont égaux aux déterminants correspondants
de la matrice du syst¢me homogéne, divisés par d. Mais ces déterminants sont
simplement les déterminants du systéme (I1I), et enles divisant par d on obtient
des nombres dont le p. g. c. d. est = 1. Il est clair par 1a que le p. g. c. d. de
30,00 B1,09 +++» Bn,0 st aussi =1, et, par conséquent, on peut donner a ¢,,
tiy « ooy ty des valeurs telles que 2y =-—1. On reconnaitrait aussi facilement
la vérité de ce théoréme a laide de la méthode de réduction du n° 4. On voit,
d’aprés ce théoréme, que si Pon considére ’ensemble des solutions du systéme

. . ) dp , ,
homogene (I), la plus petite valeur de x4 (sauf o) est —? 4k étant le plus grand

diviseur de la matrice obtenue en supprimant la £i¢m¢ colonne. Cette valeur — est

donc, dans tout systéme fondamental de solutions

Bi,ly [31‘,‘2; LR ﬁi,m+n:

I=1,2, ...,

le p- 8- C. d. de KB',’H @Q’k’ ey {3,,7;(.
11 est clair que pour obtenir la solution la plus générale du systéme non homo-

gene (IMI), il suffit d’ajouter a une solution particuliére la solution la plus géné-
rale du systéme homogeéne (I).

12. Si le systéme (II1)admet une solution pour certaines valeurs de «, u,, .. .,
Um, 1l ensera de méme encore si 1'on remplace ces nombres par ¢, ¢s, ...,

ey OU

wi=y; (modd), T=1,2, ..., m.

La possibilité ou I'impossibilité du systéme ne dépend donc que des résidus
de w,, us, ..., up parrapporta d. Le nombre total de ces systémes de résidus
est de d™, mais pour d™~' de ces systémes seulement, les équations (III) ad-
metlent une solution. Pour le reconnaltre, il suffit de recourir a la transforma-
tion du n° 10, qui donne un systéme équivalent de la forme

W =diyy,
U= ?2,17}’14— dsys,
us= P31 1+ Baoye+ ds}’s:

Um = gm,i Y1+ ...+ ;am,m—i_)’m—l —+ d/n}’m:
didy ...d,=d.

. . . d
. . ) .
11 est clair d’abord que u, ne ‘peut voir que 7 valeurs par rapport au module d.
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A chacune de ces valeurs de w, correspond une valeur déterminée de y, et en-

suite évidemment g valeurs de w«, par rapport au module d. A chaque systéme
2

de valeurs de u; et us correspondent ensuite des valeurs déterminées de y, et y,
ct ensuite gvaleurs de uy par rapport au module d, etc. Le nombre total des
3

systémes de résidus de u,, s, ..., Um, par rapport au module , est donc

d d d
— X o X ... X 5 = dm-1, G Q. F. D.
d1 (12 d/n
Parmi les valeurs admissibles pour w; figure toujours la valeur v;= o, et si
I’on se donne d’avance

Uy=Uy=...= U}, =0,

les w441y « .., wm ne peuvent plus représenter que d™k systémes de résidus par
rapport au module d. Mais, en raisonnant comme tout a I’heure, on voit que.
parmi ces systémes, il n’y en a que

dam—k
dk+1; dk+2a D) dm

=did,...dp < dnrk1

pour lesquels le systéme (III) admet des solutions. Il est clair que dyd, ... dy
est ici le plus grand diviseur de la matrice des & premiéres des équations (1I1).

13. Ces propositions ont lieu encore dans le cas n = o, lorsque le nombre des

équations est égal au nombre des inconnues, et nous allons en faire une applica-
tion dans un cas de cette nature.

Prenons un systéme de m2 nombres entiers

79 (Lhk=1,2,....m),
dont le déterminant
.. A=lai
est positif > o.
Si 'on considére les équations
(A) dAz+dAx' —|—dA = u;
‘ 9 1 1 cti 2T .. 0y m Tm = Ui,

i=1,2,...,m,

le déterminant est A=, et, d’aprés ce qu’on vient de voir, il y a Am=1* systemes
de résidus u; par rapport au module A= pour lesquels le systéme (A) admel
une solution enti¢re. Mais la solution de ce systéme est donnée par les formules

AZ;=ay; U=+ @y jtta+ ...+ @m,i Um,

i=1,2,...,m.
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On voit donc que si le systéme a une solution entiére pour un systéme de va-
leurs de wuy, ..., &n, il en auraencore une en remplagant u; par ¢;= u; (mod A).
Soit k le nombre des systémes de résidus des u; par rapport au module A, pour
lesquels les équations (A) admettent une solution, un tel systéme en engendrera
évidemment Am(m=2) par rapport au module A”~*; donc

2
k > Am(m—2) — Afm—1) ,

k=A.

11 est clair, du reste, que ce nombre & est simplement le nombre des solutions
des congruences

A1 Uy + Qo Us—t oo Qp i Uy == (mod A),

et, d’aprés un théoréme que nous rencontrerons plus loin, on peut conclure de la
aussi cette valeur & = A.
Ce résultat peut s’énoncer ainsi :

Tatorkme IX. — Il y a exactement A systéemes de nombres entiers x,, x,
«vey Zm qui satisfont aux inégalités

oA

Sy —— Xy
T da;, ! da; s ?

Z, <A

d iym

(i=1,2, ..., m).

Dans lescas m = 2, m =3, ce théoréme admet une interprélation géométrique
trés simple. Considérons dans P'espace trois axes rectangulaires OX, OY, OZ et
le réseau de tous les points dont les trois coordonnées z, y, z sont des nombres
entiers. Soient

A (21, y1, 31), B (@3, 13, 22), C(x3,73, 53)

trois points du réseau ; nous supposerons que

r, Y1 %

A=z y2 2

T3y Y3 <3

soit différent de zéro et positif. Alors A est le volume d'un parallélépipede dont
trois arétes sont OA, OB, OC. Soient Oy, A,, By, C, les sommets du parallélé-
pipéde opposés a4 O, A, B, C.
L’équation de la face OBC est
0A 0A oA
E - Wi ¥ 03,
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et I'équation de la face opposée O, B,C, passant par le sommet O, est '

0A 0A 0A
Les trois inégalités
0A 0A oA
S — — 7 A
O—dxlx+dy1Y+dz < A,
oA 0A 0A
S —X+4+ —Y+
0:0$2X ()}’QY 09Z<A’ N
os A xs By, Rz
3 9y's 033

expriment donc que le point X, Y, Z est a 'intérieur du parallélépipéde ou sur
I'une des faces passant par O, mais non sur une des faces passant par O,. Le
théoréme IX exprime donc qu’il y a exactement A points du réseau qui satisfont
a ces conditions. Une légére attention suffit pour reconnaitre que, dans ce dénom-
brement, il ne faut compter qu'un des huit sommets du parallélépipéde : c’est le
sommet O. Quant aux poiats sur les arétes (mais qui ne sont pas des sommels),
il ne faut compter que les points qui sont sur les trois arétes passant par O.
Enfin, pour les points sur les faces (mais non sur une aréte), il ne faut compter
que ceux qui sont sur les trois faces passant par O, mais non ceux qui sont sur
les trois autres faces.

Il est clair qu’on obtiendrait le méme nombre A, en comptant tous les points
sur les faces, arétes, sommets, si I'on adopte cette régle de compter un sommet
pour 3, un point sur une aréte pour 3, un point sur une face pour 4.

Il serait extrémement facile de démontrer directement ce résultat en prolon-
geant les arétes OA, OB, OC jusqu’en A/, B', (7, de telle maniére que

OA'=k.0A, OB'= £.0B, 0C = £.0C,

k étant un entier, et en considérant alors le parallélépipéde avec les arétes OA’,
OB/, OC'. Le rapport des volumes des deux parallélépipédes est A%, et l'on recon-
nait aussi que le rapport des nombres des points du réseau a l'intérieur des
deux parallélépipédes (comptés d’apres la régle indiquée) est aussi exactement &3.
Or, d’aprés la définition méme du volume, le rapport du volume et du nombre
des points & I'intérieur du parallélépipede OA'B'C/ doit tendre vers 1 pour A = cc.
Mais puisque ce rapport ne varie pas, il est toujours = 1.

On peut se placer a un point de vue un peu différent. Considérons dans l'es~

pace le réseau des points dont les coordonnées sont des multiples de %, k étant

un nombre entier. Le volume d’'une certaine partie de I'espace peut étre défini
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alors (d’aprés Lejeune-Dirichlet) comme la limite du rapport
M: A3

pour k =0, M étant le nombre des points du résean qui appartiennent a la partie
de l'espace que 'on considére. Adoptant cette définition de volume, on peut
conclure directement du théoréme IX que le volume du parallélépipede OABC
est exprimé par le déterminant A.

On comprendra maintenant que M. Smyth a pu déduire de ces considérations

une démonstration arithmétique de la formule de transformation des intégrales
multiples.

Solutions de quelques problémes sur les matrices.

14. Etant donnée une matrice
Ay, Ay oouy @pyq ou || A

dutype 1 < (n + 1), dont d est le plus grand diviseur, nous avons vu (Chap. II, 22)
qu’on peut trouver toujours une matrice )

bl on 1B <;‘C::1,2,...,n )

T,2, 0,1

1l

du type n (n —+ 1), telle que le déterminant
A .
l . ‘ —d.

Proposons-nous maintenant de trouver la solution la plus générale de ce pro-
bléme. Il est clair, en divisant tous les éléments de || A || par d, qu'on peut sup-
poser d = 1. Cela étant, si l'on a

A (s

||G]| étant une solution qnelconque, nous savons, par le théoréme VI, qu'il existe
toujours une matrice ||[E|| du type (n - 1)><(n—+1) (et une seule), telle

que

[at-rm il
ot |E|| = == 1. Mais il est clair que la matrice || E || doit avoir ici la forme parti-
culiére

I (o] o cen )

Pr €11 €12 ... €11

P2 €21 €22 ... €

Pn €n1 €n2 ... €nn
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P1s P2y - - -y Pn étant arbitraires et |e; x| ===1. Avec celte expression de || E|],
la formule (1) renferme donc toutes les solutions du probléme et chaque solution
une seule fois. On peut mettre cette solution sous une autre forme en remarquant
que la matrice || E || peut se mettre sous la forme

I o o o
L S
g1 1 0 ... O
0 €14 ees €1n
’ T} g2 o o |’
O €p1 .+ Cnn
gn 0 O ... I

@15 G2y +++» ¢n 6étant des nombres qui peuvent avoir des valeurs arbitraires. En
substituant cette expression dans la formule (1), on obtient sans difficulté la ma-
trice la plus générale || CG|| qui satisfait au probléme, sous la forme

NG =l el < |1 bsx + qiaz|ls
|| B|| = || bi,x || étant une solution particuliére.

15. Plus généralement, soit

lasll ou Al o)

k=r1,2,...,(m-+n)

une matrice donnée du type m < (m + n), dont d est le plus grand diviseur.
Proposons-nous de trouver toutes les matrices

I =1,2,..,00
lewell ou [[C o o]

du type complémentaire n < (m + n) telles que
A
l . , ==+d.

On peut remarquer d’abord qu’on peut supposer d =1, car nous savons qu’on
peut trouver une matrice ||A’|] du méme type que ||A ||, dont les déterminants
sont proportionnels a ceux de |[|A|| et dont le plus grand diviseur est=1 (n°9).
Cette matrice || A’|

étant obtenue, il est clair que les deux conditions

A A’
= =+
‘cl +d, lc] =1

sont absolument équivalentes. Nous supposerons donc d =1, et de plus qu’on
ait obtenu déja une solution particuliére
i =1,2,...,01
b B 32y ey .
Dol ou 1B [/c:],2,...,(m+n)]
IV. — Fac. de T. Lo
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Ayant

s =
on en conclut encore par le théoréme VI

2

() le] =nens=]3

||E|| étant une matrice da type (m + n) >< (m + n) dont le déterminant est = == 1.
Mais il est clair que cette matrice || E|| doit avoir ici la forme particuliére

1 o oo o o . ce o

o] 1 cee o] o . “ee o

o [0} cee 1 o o ce. o
P11 P2 .- Pim €14 €12 ... €1n
Prnt Pn2 -+ Pam €nt €na ... €npnp.

Cette formule (1) renferme ainsi déja la solution la plus générale du probléme,
mais on peut la mettre encore sous une autre forme en remarquant que la ma-
trice || E|| peut se mettre sous la forme d’un produit

I o ... O . e o I . ‘e . . . see O
o I “ee . . e o o T e o . . ... O
o0 ... 1 0 ... o©O = o o I o 0o ... ol
o 0o ... O €1 R 2N ) g1 qi,i e di,m 1 . . . O
0 0 ... O €1 «-- €nn gna Gna2 -++ Gam O O ... 1

ot les g; x peuvent avoir des valeurs quelconques. On obtient facilement

€1,1 “ee el,n
”C” = crcootrr e xllbi,k“'qt’,lal,k"‘ qi,iai,k'*’-"+q:‘,mam,k”
€n1 -+ C€nn

I =1,2,..., 0
k=1,2,...,(m+n)]|’
ot les e; x doivent satisfaire & la relation | e; x| ==1.

Pour obtenir la solution particuliére ||B||, on prendra d’abord une matrice
quelconque || mix || ou || M|| du type n >< (m + r), telle que le déterminant de la
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M

ne soit pas nul. Par le procédé du n®9 on pourra, sans changer les m premiéres
lignes, en déduire une autre matrice du méme type (m -+ n) < (m -+ n) et dont

matrice

le déterminant est #=1.

16. Nous avons vu (Chap. II, n° 21) qu’on peut toujours trouver une matrice
du type n < (n +1) dont les déterminants ont des valeurs données, non toutes
nulles. On peut se proposer d’obtenir toutes les matrices qui satisfont & ces con-
ditions, mais nous traiterons directement le probléme plus général :

Trouver toutes les matrices du type m < (m + n) dont les déterminants
ont des valeurs données.

A cause des relations identiques-entre les déterminants, les valeurs données ne
peuvent pas étre quelconques. Adoptons les notations du n° 3 et supposons que
le déterminant A ne soit pas nul : on pourra se borner a considérer les mn + 1 dé-
terminants A, A; .. Ces déterminants-1a ne peuvent pas méme étre des nombres
arbitraires, il faut que les autres déterminants A’ qu'on en déduit par la for-
mule (5) du n°® 3 soient aussi des entiers. Mais, cela étant, nous allons voir que le
probléme est toujours possible et admet une infinité de solutions.

En effet, prenons d’abord arbitrairement les m premiéres colonnes avec la seule
condition

laii]=A (Lk=1,2...,m),
alors on pourra déterminer les autres colonnes comme au n° 3; il est vrai que ces

autres éléments
Qi m+k = (ai,i Al,m+k+ i g A2,m+k+- ot aim Am,m~+—lc) tA

ne seront pas des entiers; toujours est-il vrai que la matrice ainsi formée admettra
pour déterminants les valeurs données, qui sont toutes entiéres. En multipliant
les lignes horizontales par A, on obtiendra une matrice dont les déterminants sont
proportionnels aux valeurs données. On peut alors déduire de 1a (par le procédé
du n° 9) une autre matrice dont les déterminants sont encore proportionnels aux
valeurs données, mais dont le plus grand diviseur est 1. Soit

1Bl

cette matrice, si d est le p. g. c. d. de tous les déterminants de la matrice cher-
chée, 'expression la plus générale de cette matrice sera

G <1 Bl
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ot ||C|| est une matrice quelconque du type m > m, dont le déterminant est
— == d. En prenant en particulier pour les a;x ({,k =1, ..., m) les valeurs sui-
vantes

A1 =0a2=... = Am—1,m—1 =1, Am,m = A,

a;r=o, 2k, *

on trouve que les déterminants de la matrice

A o .. O Al,m-H A1,m+2 oo Ay many
o A ... 0 Aymvr Dogmre oo Bymin

e e e e eeeee eee eeeens ,
o o ... A Am,m+l Apynvs oo Am,m+n

sont proportionnels aux déterminants de la matrice cherchée; on pourra donc en
déduire la matrice || B|.

Si l’un des déterminants donnés divise exactement tous les autres, on le prendra
pour A; dans ce cas, on peut écrire la matrice || B|| sans aucun calcul.

Une autre méthode pour trouver cette matrice || B|| est la suivante; considérons

7

le systéme d’équations linéaires homogénes dont la matrice est

Ay mer Bomtt ee- Bmm+r —A 0 ... ©

A+t Bamrz -or Ammas Y —A ... o

...... et e e e . .

Ay m+n A2,m+n .o Am,m+n o o ... —A

La matrice formée par un systéme fondamental de solutions de ces équations
sera une matrice du type m < (m —+ n); ses déterminants seront proportionnels
aux valeurs données et le plus grand diviseur de cette matrice est = 1. C’est ce qui
résulte immédiatement des propositions établies précédemment, si 'on se rap-
pelle le théoréme VII et sa démonstration.

17. Soit ||A || =| @ik || une matrice du type m > (m -+ n), dont le plus grand
diviseur est 3, || C|l = || ¢;,x|| une matrice du type complémentaire n < (m + r),
telle que
[22%1 eer Apmn

) Ama  +-+ Am,m+n 3 -
Ci,1 . C1,m+n
Cnit s+ Cnm+n

Nous savons qu’il existe de telles matrices (voir n° 13).
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Soit ensuite ||B|| =|| b;x|| une matrice du type n < (m + n), formée par un
systéme fondamental de solutions des équations linéaires homogénes

A1+ oo+ A m+nZm+n = O

(Z=1,2, ..., m).

Les matrices || B|| et || C|| sont du méme type; & un déterminant A, de la pre-
miére on peut faire correspondre un déterminant A, de la seconde, en supposant
que deux déterminants correspondants sont formés avec n colonnes de méme
rang (et prises dans le méme ordre) dans les deux matrices. Cela étant, on a

ZAbAc:.iI,

la sommation s’étendant a toutes les paires de déterminants correspondants. Pour
le montrer, remarquons que le plus grand diviseur de la matrice || B|| est I'unité :

on peut donc former une matrice || D || = || ;x| du type m > (m 4+ n), telle que
dl,l e dl,m+n
dm,l e d/n,m+n
(2) =1
bl,l . . b1,111+n
bn,l bn,m+n

Aisl Am,l o o

Al,m e Am,m o .o o] N
=3

Uy oo Ump P11 .. Vpp

Ut - Umn P1n +-. VYun

Ai,k = Q.1 d[,] -+ Qo di,z o= Ak m+n dl'alll+u;

ik = bt‘,l Chya 1+ bi,2 Ckye +...+ bi,m+n Clym+ns

c’est-a-dire

A] 1 “en A”z 1 01,1 “en “n,

,
Al,m “e Am,m ®1,n +++ Pnn

Or, A, et A étant deux déterminants correspondants des matrices [[A]et] D]
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de méme type, on a, d’aprés une propriété élémentaire des déterminants,

. VTP T Am,i

S Y

Al nmooose- Am,m

’

et de méme
Y11 ... Yna
| Y1, -+« Pan

Mais tous les déterminants A, sont divisibles par 3; on a donc nécessairement

ZAaA,,zia, EAbAC:il, ¢. Q. F. D.

18. A l'aide de ce résultat, nous pouvons résoudre facilement le probleme
suivant : Etant donnée une matrice || A || du type m < (m —+ nr), dont le plus
grand diviseur est 3, trouver toutes les matrices || D || du méme type et telles que

EAaArl:ia,

A, et Az étant deux déterminants correspondants des deux matrices. En effet,
déterminons deux matrices || B et [|[C]| comme dans le numéro précédent. Si

nous déterminons ensuite une matrice || D || par la condition
l b l =1
B ?
nous savons que celte matrice fournit une solution de notre probléme.

Mais je dis qu’on obtient ainsi toutes les solutions du probléme. Soit, en effet,

|| D || une solution quelconque, et posons

On en conclut

D8] =40 = (Bovse) < (B

or on a, puisque || D | est une solution,

ZAaA(l = '0\,

et, d’aprés la proposition du n° 17,

EA/;Ac=i!;
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donc
k==1.

I1 est clair par 1a que le probléme proposé est identique avec le suivant que
nous avons déja résolu dans le n° 15 : Trouver toutes les matrices || D ||, telles que

i D l ==£1.
B
On obtient ces résultats aussi en s’appuyant sur le théoréme VII, car la rela-

EAa.\czta.

Or, d’aprés le théoréme cité, le rapport A, : A est constant et égal a = g; donc

EA[,Acsil,

et, ensuite, il est évident que les relations

EAaA,,:iS, EAbAd:’_'“l

tion (1) du n° 17 peut s’écrire

sont équivalentes.

19. Nous terminerons ces considérations par quelques remarques sur le plus
grand commun diviseur d’une matrice.

Dans le cas d’'une matrice du type 1 < 7, le plus grand diviseur peut étre défini
aussi comme la plus petite valeur (sauf o) que peut prendre la fonction linéaire

a1+ Ay Ty ...+ AQp2p,

pour les valeurs entiéres de &y, x5, ..., 2,. Il existe une proposition analogue
pour une matrice || @; x| du type m < (m + n). Considérons les m fonctions
linéaires

X;= A\ X1+ Ai g X . .= Qi m+nT m+n

(t=1,2, ..., m),
et m systémes de valeurs de ces fonctions

A =agp dipn+...+ Aemn i man

(G, k=1,2,..., m),

le déterminant |A; ;| est toujours divisible par 8, le plus grand diviseur de la
matrice || @;,x||; mais nous savons, par I'analyse précédente, qu’on peut toujours
choisir les d; 4 de maniére que ce déterminant devient égal a == 3.
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Par conséquent, ¢ est aussi la plus petite valeur (sauf o) que peut avoir le déter-
minant formé par m systémes de valeurs des m fonctions linéaires X;.

20. Soient || @; x| ou || A ]| une matrice du type m < (m + n), || A, || la matrice
du type m < p formée par p colonnes de || A||. Nous supposons p << m. Désignons
encore par dp le plus grand diviseur de ||A,||, et par D le plus grand commun
diviseur de tous les déterminants de || A || qui renferment les p colonnes de || A, ||.
Il est clair que D est est un multiple de d,. Nous allons montrer gue tous les

déterminants de ||A || sont divisibles par dE'
»

Pour simplifier un peu la démonstration, nous supposerons que [|A, | est
formée par les p premiéres colonnes de |[A||. Nous avons a démontrer qu’un

déterminant quelconque A de || A || est divisible par cli) - Si ce déterminant A a un
P

certain nombre » de colonnes communes avec ||A, ||, nous pouvons encore sup-
poser que ce sont les 7 premiéres colonnes de ||A,||. Cela étant, nous désignerons
un déterminant quelconque de || A|| par le symbole

[)\1’ )\27 ey )\m];

olt Ay, Ay, « .+, Ay indiquent les rangs des colonnes de || A || qui figurent dans le
déterminant.
En ajoutant & la matrice une (m + 1)" ligne

@iy Aiy  coey Qimtn,

on obtient une matrice du type (m +1) < (m -+ r), dont tous les déterminants
sont nuls. En développant un tel déterminant comme fonction linéaire des élé-
ments de la derniére ligne, on aura, par exemple,

[2) 37 "')p’)‘ly)‘21 "'))\m—p+1]al’,l+--'+ [[72; "'7P—I7)‘l))\27 -'-7)\m—p+1]at.p
+ 1,2, cvey Py Xy ooy Apepra]aip + oo+ 1,2, ooty Py My oosy A pl@im—pr1 = 0.
Les indices Ay, Ag, ... sont ici et dans la suite toujours > p.

D’apres notre notation, d,, est le plus grand diviseur de la matrice || A, ||, formée
par les p premiéres colonnes de || A ||. Il est clair, d’aprés cela, que ce qu’il faudra
entendre par dp_y, dp_s, ..., dy, ce sont les plus grands diviseurs de matrices
que nous pouvons désigner par [[A,_y ||, [[Ap_2|l, -+, || A4 ||- Dans I'identité que
nous venons d’écrire, on peut prendre i =1, 2, ..., m.

Si l'on élimine alors entre p des équations ainsi obtenues les quantités qui
multiplient @; y, @; 2, +.., @i p_1, il viendra

[|7 2, «o, P10 )‘1’ ey )\m—p-H]AP

41, ooy Py Ray eoey AapmpaJ A+ 1, o, Py Ay e, A p ]ARPHL =0,
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Ici A, est un des déterminants de lAp . etil est clair que A;,, A'[",, cee A;’,"”“
sont tous divisibles par d,_,. Donc

[1,2,...,p—1, iy eeey )‘m--p-i—l]Ap

est divisible par D >< d,_,. Mais A, peut étre un déterminant quelconque de 1ALl
par conséquent,
[” 2, .., p—0 )‘l: R )‘/u—p—H]dp

est aussi divisible par D < d,_,, c'est-a-dire
[l; 2, oy p—1, )‘17 R )\m—-p+1]
D x<dp

dP
En laissant de cété maintenant la p*é™e colonne de || A ||, on a les identités

est divisible par

[2,3, e, P =1, My Aoy ooy A —pra] @i+ .. = [1, 2, vy P—2, Ay Aoy oy Appa ] @t
0,2 eeey p—Ty hay ooy Amepaa] @i+ [ 2, oo, p—T, A, oy Anept1 | @i Dy = 0

I=1,2, ..., M.
En éliminant entre p — 1 de ces relations les coefficients de @; 1, « .., @i p_»,
il vient
[1,2, ooy P—2, M, ooy Min—pra]Ap—t

’ ' 1 -, —_
1,2, ey P—T, Aay eos hinepra]Apy et [0, ey p— 1, Dty ooy Anp JAREP T2 =0,

olt A,_, est un des déterminants de ||Ap_y || et ot A;,_,, ooy AZ‘_‘,F” sont tous divi-

sibles par dp_,. On voit donc que

['7 2y oo, P2 Ay oeey )\m—-p+2]Ap~1

D < dp__l > dp-g

est divisible par » et, puisque A,_, peut étre un déterminant quel-

P
conque de ||A,_, ||, on en conclut que

[[1 2, .. -aP — 2, )\l? sy )\m——p+2]dp-—u
doit étre aussi divisible par le méme nombre, c’est-a-dire
[11 2y coy P2, )\11 ceey )\/lz—p+2]

C Dx<d,- . .
est divisible par 7 22%. En continuant ainsi, on reconnait que
P

ll’ 2y a1 )\Ia )‘27 ey )‘nl—l‘]
IV. — Fac. de T.
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D < d,
dp
proposition énoncée est démontrée.

est divisible par

» et enfin que [Ay, Ay, ..., hn] est divisible par % La

D’aprés la démonstration, on voit facilement que, si 'on suppose que tous les
déterminants de || A || ne sont pas nuls, les déterminants de ||A|| qui renferment

les p colonnes de ||A,|| ne peuvent pas étre tous nuls, & moins que tous les
déterminants de ||A,| ne soient tous nuls. D et d, sont alors indéterminés tous

les deux.
Corollaire 1. — Lorsque d, =1, D est le plus grand diviseur de la ma-
trice || A ||.
Corollaire 1I. — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice ||A || est =1,
on a
D=d,
21. Considérons une matrice
Bl ou |1dixll,
) =1,2, ..., N,
k=1,2, ..., (m—+n),

formée par un systéme fondamental de solutions de

i T+ Qi o @2+ o+ A m+-nLm-+n = 0,

I=1,2, ..., m.

Soient ||B, || unc matrice formée par p des colonnes de |[Bj|, en supposant
p<n, dple plus grand diviseur de ||B,|l. Soient ensuite & le plus grand divi-
seur de la matrice des a; 4, et 3, le plus grand diviseur de la matrice obtenue en
supprimant, dans la matrice des a;y, les p colonnes qui correspondent aux
colonnes de || B, ||. Alors on peut énoncer le
.. ; ., 8
Tutorime X. — Le plus grand diviseur dp est égal a -

En effet, soient A, A, A”, ... les déterminants de [|B]| qui renferment les
p colonnes de || B, ||. Leur plus grand commun diviseur est dp, d’aprés le corol-
laire 1T du n° 20. Mais on a d’autre part, d’aprés le théoréme VII,

A=®:8, A=®:83  A=®"3,

®, ®, ®", ... étant les déterminants de la matrice des @; ) qui correspondent
aux déterminants A, A'; A", .. .. Mais il est évident que ces déterminants ®, @',
®”, ... sont précisément ceux dont le plus grand commun diviseur est 3, d'ot

la relation annoncée.
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1l faut remarquer pourtant que tous les déterminants de la matrice ||B, |j
peuvent s’annuler : d, devient indéterminé alors. Mais il est clair que, dans ce cas,

on a aussi
(D:(D’: (D"::...:O,

en sorte que 5, devient indéterminé en méme temps. Réciproquement, si 8,
devient indéterminé, il en est de méme de dp. 4

Nous avons supposé p << n, mais le théoréme reste encore vrai dans le cas
p = n; on retrouve alors un résultat connu (théoréme VII).

L'énoncé du théoréme se simplifie un peu dans le cas 8 =1, et si l'on se rap-
pelle Pespéce de réciprocité que nous avons signalée dans le n° 5, on verra que,
dans ce cas, p peut avoir une valeur quelconque plus petite ou plus grande
que n.

Systémes de congruences linéaires.

22. Etant donné un systéme de m congruences entre n inconnues
(1) X;=a,1Z1+...4+ @ipZp=0 (mod M),

on peut en déduire un systéme équivalent, soit en opérant une substitution de
déterminant ==1 sur les inconnues z,, Z3, ..., Zs, soit en remplacant les m
congruences données par m combinaisons

(2) Xi=pir X4+ piaXo+...4+-pimXp=o0 (mod M),

T=1,2, ..., m,

le déterminant des entiers p;  étant encore Z=1, en sorte qu'on peut exprimer
réciproquement les X; par les X.

En étudiant les équations linéaires indéterminées, nous avons employé exclu-
sivement le premier moyen, la substitution de nouvelles inconnues; mais ce n’est
qu’en opérant 4 la fois par les deux méthodes qu’on peut obtenir la plus grande
simplification possible.

En multipliant, dans le systéme (1), les premiers membres par yy, ¥, -+ .y ¥m
et ajoutant, on obtient la forme bilinéaire

{1 =1,2, ..., m
)
k:I, 2y vy

Nous dirons que cette forme bilinéaire correspond au sysiéme de congruences
donné.
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Une substitution linéaire sur les z, dans le systéme (1), conduira a un systéme
transformé (1'), et il est clair que la forme bilinéaire qui correspond a ce sys-
teme (1’) s’obtient simplement en effectuant directement la méme substitution
sur les z, dans la forme F.

D’autre part, si 'on remplace le systéme (1) par le systéme (2), on constate
que la forme bilinéaire correspondante au systéme (2) s’obtient simplement en
.opérant dans la forme F la substitution

7i=P1,i.7'1“‘P?:i-7,2+‘ . .—|—Pnl,l'.y;n

(i=1,2,...,m).

On voit par la que pous avons a éludier les différentes formes que peut
prendre la forme F en opérant sur les variables z, y des substitutions de déter-
minants == 1.

23. On appelle, en général, forme en Arithmétique un polynéme homogéne
de plusieurs indéterminées z, y, 5, ... & coefficients entiers. Si une telle
forme F prend une certaine valeur m, pour certaines valeurs entiéres des indé-
terminées, on dit qu’elle représente le nombre m.

En effectuant dans F la substitutiop & coefficients entiers

r=a12 -+ by +c13+.. .,
Y=y @+ by e 4.,

z =as2 + by + 35 +. ..,

on obtiendra une nouvelle forme F/, et lon dit que F renferme ¥', ou bien
encore F' est contenue dans F. Il est clair que tout nombre m qui peut étre
représenté par F’ peut étre représenté aussi par I, mais la réciproque n’a pas lieu
nécessairement. _

Le cas particulier ot le déterminant de la substitution que nous venons d’effec-
tuer est égal & Z=1 est le plus important.

On peut alors exprimer réciproquement &', y', 5, . . comme fonctions
lindaires  coefficients entiers de z, ¥, 5, . . . et F est contenue aussi dans F’; on
dit alors que les formes F et F’ sont équivalentes.

Il est évident que deux formes équivalentes représentent les mémes nombres.

Ce qui caractérise une forme F dans ces considérations, ce sont ses coefﬁcients%
la notation des inconnues, au contraire, n’a aucune importance et 'on peut ainsi
remplacer dans I les lettres «/, 3/, 2, ... de nouveau par z,y; %, - - -

L’un des problémes les plus importants qu'on a & résoudre est maintenant le
suivant : Etant données deux formes F et F/, décider si elles sont équivalentes ou
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non. Et, pour compléter la solution, il faudra encore trouver, dans le cas ou il y a
équivalence, toutes les substitutions qui transforment F en F'.

Plus généralement, on peut demander & reconnaitre si I’ est contenue dans F,
mais nous nous bornerons ici 4 ajouter quelques remarques sur les conditions
d’équivalence seulement.

Dans certains cas, la solution compléte de ce probléme se présente sous la
forme suivante :

Pour que la forme F soit équivalente & F, il faut et il suffit que I'on ait

Il:I’l’ 12:1,2) crey I = Ij.

Iei 1, 1,, ..., I sont certains nombres qui dépendent d’'une maniére déter-
minée des coefficients de la forme F, et I, I, ..., I, dépendent de la méme
fagon des coefficients de F'.

On peut dire alors que I,, 15, ..., I forment un syst¢éme complet d’invariants
de la forme F, et, pour que deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit
qu’elles aient les mémes invariants.

On peut étendre facilement ces considérations au cas ou la forme I dépend de
plusieurs séries d’indéterminées, comme cela a lieu pour la forme bilinéaire du
n° 22. Et 'on peut aussi considérer simultanément plusieurs formes F, G, ...

qui dépendent des mémes indéterminées.

24. Pour en donner immédiatement un exemple, considérons m fonctions
linéaires
Xi= @i &1+ @2 X2+ ..+ Um+nTm+n

(i=1,2, ..., m),
et un second systéme analogue

! ! I ’
Xi=a; 1+ Qi s X2+ .+ Ui,mrnPm+n

(i=1,2, ..., m).

Comment pourra-t-on reconnaitre si les deux systémes sont équivalents ou non,
c’est-a-dire s’il est possible oui ou non de les transformer 'un dans I'autre par une
substitution de déterminant = 1? La réponse est ici immédiate d’aprés les déve-
loppements du n° 10. En effet, nous savons que, par une substitution de déter-
minant == 1, on peut transformer les X; dans les Y;

Y, = di.}’h
Y, = Boay1+daya,
Ys = fs,171+ Bsaye—+ ds s,

Y= Bm,l}’i - pm,m—l,}’m~1+ dm,}’ma
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oud,, d,, ..., dn sont des nombres positifs, et
olBir<d: [hk=1,2,...,(i—1]

Ces nombres d;, 8; x forment maintenant un systéme complet d’invariants, et,
pour que deux systémes soient équivalents, il faut et il suffit qu’ils admettent les
mémes invariants.

En effet, si les deux systémes sont équivalents, ils représentent les mémes
systémes de m nombres, et dés lors leurs invariants sont égaux, car nous avons
remarqué (n° 10) que ces invariants dépendent uniquement des divers systémes
de nombres représentés par les formes linéaires. Cette condition de I'égalité des
invariants est donc nécessaire pour I'équivalence, mais elle esl aussi suffisante
manifestement.

On voit que la solution a été obtenue ici en transformant les formes linéaires
X; dans les Y; qui affectent une forme particuliérement simple. Ce systéme des
Y; pourrait s’appeler un systéme réduit; il est unique et le méme pour tous les
systémes équivalents.

925. Revenons maintenant a la forme bilinéaire
I =1,2, ..., M
k=1,2,...,n
En opérant sur les zy, y; des substitutions de déterminants == 1, on obtiendra

F' =EE Gk TRY -

Nous allons montrer que, parmi ces formes équivalentes, il y en a toujours une,

une forme équivalente

parfaitement déterminée, qui affecte la forme trés simple

elx1y1—|— 62.2‘2‘}’2+- .ot EpZpYyps

et que nous appellerons la forme réduite. Ici ey, es, ..., €p sont des entiers
positifs, ex_, divise ex, et p est tout au plus égal au plus petit des nombres m
et n. Ensuite on reconnaitra facilement que la condition nécessaire et suffisante
pour I'équivalence de deux formes bilinéaires consiste en ce qu’elles admettent la
méme forme réduite. On peut donc considérer les nombres ey, ez, ..., €, comme
un systéme complet d’invariants de la forme bilinéaire F.
Considérons la matrice
faiell ou [[A]]
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formée par les coefficients de F. Nous désignerons par d, le plus grand commun
diviseur (pris positivement) des coefficients a;x, par d, le plus grand commun
diviseur des déterminants du second degré tels que

air  apy
)

Apr k. Ap

de méme, par dy le p. g. c. d. des déterminants du troisiéme degré, etc.
Si tous les déterminants du degré p ne sont pas nuls, mais si tous les détermi-
nants du degré p -+ 1 sont nuls, on aura ainsi la suite des p nombres

dy, dy ..., dp,

et nous supposerons alors dp ;= 0. Il est clair que d;_, divise dy et nous posons

2
ey=d ey = — “ee ep = e =o.
1 1 2 dl 2 > P d > p+k
Ces nombres e sont des entiers, nous les appellerons déja les invariants de F;
nous verrons plus loin que e;_, divise ez; p est tout au plus égal au plus petit des
nombres m et n.

Soit maintenant
Haikll ou [JA']

la matrice formée par les coefficients de la forme I’ équivalente a la forme F, et
dyle p. g. c. d. des déterminants de degré & de cette matrice. Il est clair que tout
déterminant de degré & de la matrice || A’ | est une fonction linéaire et homogéne
de divers déterminants de degré A de la matrice || A||. Donc d} est nécessairement
divisible par dx et tous les déterminants de degré p —+ 1 de || A’|| sont nuls. Mais,
pour la méme raison, dj doit étre divisible par d} ; donc

dy = dy,

et tous les déterminants du degré p de ||A’|| ne peuvent pas étre nuls. On voit
par 1a que les deux formes bilinéaires équivalentes F et F’ ont les mémes inva-
riants ey, €z, ..., €p.

I.’égalité des invariants est donc une condition nécessaire pour I'équivalence
de deux formes, qu’elle est aussi une condition suffisante; cela résulte ensuite
immédiatement de la proposition que nous avons énoncée déja, d’aprés laquelle la
forme F est équivalente & la forme réduite

LT Y1+ €Yot €T p Yy

En effet, d’aprés cela deux formes, dont les invariants sont égaux, sont équiva-
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lentes 4 une méme forme réduite, et, par conséquent, aussi équivalentes 'une a
'autre.

26. Nous avons & montrer maintenant comment on peut opérer cette réduction
de F a la forme réduite. Considérons la matrice

a1y, A2, A3, ..., Qin,
A2,1;, a2, Qa3 ..., CQap,

Gy rreey eerey ey eeeey
Amay Am2y Am3zy vy Amone

Par une substitution sur les xx, on peut d’abord réduire la premiére ligne &

817 0, 0 +.., O

3, étant le p. g. c. d. de ay,1, @43, -+, @y n. (Il va sans dire que nous n’em-
ployons que des substitutions de déterminants — == 1.

Si aprés cela 8, divise tous les autres coefficients de la premiére colonne, on
pourra, en remplagant y, par une expression de la forme

Y1+ Cz‘}’g—'r'- o= Com YVm,

sans changer ¥, ..., ¥n, obtenir une matrice transformée de la forme
3y '0 o ... o
(A) S 0 by byy ... byp
( 0 bus bms ... byn

Mais si 8, ne divisait pas les coefficients de la premiére colonne, on pourrait
diminuer ce coefficient 3, et le remplacer par 3, le p. g. c. d. des coefficients de
la premiére colonne, en opérant une substitution sur les ¥, et annuler en méme
temps les autres coefficients de la premiére colonne. Si 8, divise maintenant tous
les coefficients de la premiére ligne, on obtiendra encore une matrice de la forme
(A), en remplagant 2, par une expression

X1+ Coly ...+ Cpny,

sans changer s, ..., z,. Au contraire, si 3, ne divise pas ces coefficients, on
pourra le diminuer encore par une substitution sur les . Il est clair qu’aprés un
nombre fini d’opérations on obtiendra toujours une forme équivalente, dont la
matrice affecte la forme particuliére (A); mais on peut simplifier encore et obtenir
une matrice (A), dans laquelle 8, divise exactement tous les coefficients b .



SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 39

En effet, supposons que ¢, ne divise pas exactement un des coefficients b; 4. Il
suffira de remplacer 2, par -+ z, pour voir paraitre ce coefficient b; ; dans la
premiére colonne avec 8;. En reprenant alors les opérations de tout a I'heure, on
obtiendra un Tableau du type (A), mais dans lequel le coefficient 3, a une valeur
moindre. On voit donc qu’on peut diminuer ce coefficient tant qu’il ne divise pas
tous les b; z, et, aprés un nombre fini de transformations, on tombera nécessaire- -
ment sur une forme équivalente & F du type suivant

Xy T Xy e X
71 ey o 0 .. o
Y2 o bz,z bz,a ce b2,u
Y3 o bys b3, ... bs,n
Ym Y bm,z bm,:i ce by

et dans laquelle le coefficient ¢, divise tous les autres coefficients bi k.
Et il est clair immédiatement que ey est le p. g. .c. d. des coefficients a; . Si

maintenant les &; ; ne sont pas tous nuls, on pourra continuer la méme réduction
en opérant seulement sur les variables .z,

«ey Zny Yay o v ey ¥m. On obtiendra
ainsi une forme équivalente

Xy Xy Ty Zn
Y1 ey o (o) o
Y2 o €3 o e 0
Js (] 0 C3,3 e C3,n
.
Ym o O Cm3 .- Cmyn

ol ey est un multiple de e, et divise tous les Cike
En continuant ainsi, on obtiendra finalement la forme réduite

ey r Y1+ e X Ye+...+ EpTpype

Puisque e; , divise ¢4, 1l est immédiatement clair que le p. g. c. d. des déter-
minants de degré k de la matrice correspondante a cette forme réduite est

€169 ... €65 = dk,
d’ou I'on voit que les ¢ ont bien les valeurs indiquées précédemment.

27. Dans la pratique, et s'il s’agit seulement de calculer les invariants, on

pourra remplacer souvent avec avantage le procédé que nous venons d’indiquer

V. — Fac. de T. 2
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par le suivant. Aprés avoir obtenu une forme équivalente

x, @ Ty ... @Tp
Y1 | % o 0 o

Y2 o bgyg bgyg N bi,’l
J3 o bs,z b3,3 s bs,n
Ym o bm,? bm,s cee bm,n

dans laquelle &, ne divise pas nécessairement les b, 4, on continuera la méme
transformation sur les indéterminées Zy, ..., Zn, V2, + s Ymy «... De cette
fagon, on finira par obtenir une forme équivalente

~ N N ’ N N
G Z1Y1 T 0Ty Yo+ o 0pXp ¥p,y

dans laquelle 6, 63, ..., 8, sont des nombres positifs, et qu'on pourrait appeler
une forme normale. 1l est clair que le p. g. c. d. des déterminants de degré & de
la matrice correspondante, qui doit étre égal a d;, est ici simplement le p. g. c. d.
des divers produits & a & des nombres

d’ou 'on conclut, d’apres les explications du Chap. I (n°® 8-10), que les inva-
riants e,, €y, +.., €, sont simplement les nombres réduits de 8y, s, ..., Gp.
Ayant ainsi oblenu une forme normale, on en conclut donc sans difficulté les
invariants. On voit aussi que cette forme normale n’est pas unique comme la
forme réduite, mais il existe toujours un nombre fini de formes normales équi-
valentes & une forme donnée F.

On peut montrer facilement, d’'une fagon directe, que la forme normale est
équivalente & la forme réduite. Considérons pour cela une forme

F=¢izy;+ Sa 2y 2,
el posons
(81782):61} lSl,aglzm.

F'= dz| y| + mxy y,.
On peut maintenant transformer directement I en F/ par les substitutions
7y =azi+ Bz, 1=y,
@y =2+ 3@, =101+
U) ad — @‘Y =1,
(2) =By =1
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En effet, les conditions du probléme sont

(3) S + 8yyy = d,
(4) 811§’+82‘{8120,
(5) 382 + 3,8y = o,
(6) 3188 + 8,88 = m.

Pour y satisfaire, on prendra, pour o', ¥/, deux nombres premiers entre eux,
a

soumis a cette seule restriction que

(811'7 52“{') = (317 82) =d.

Cela peut se faire évidemment d’une infinit¢ de maniéres; le plus simple, c’est
de prendre o/ =+ =1.
On cherchera ensuite deux nombres « et y qui satisfont a la relation (3), puis

on prendra

’

oo
-
R

en sorte que la relation (5) se trouve vérifiée et en méme temps la relation (1),

car
~ ’ ~ ’
01 A% —+ Oy Y

d

ad — By = =1.

Par suite de ces valeurs de §3 et g, la relation (6) revient a

618?

L2 (3 — gy = m,

c’est-a-dire elle rentre dans la formule (2), car 8,3, = md. Il suffit donc, pour
achever la solution, de déterminer 3’ et ¢ par les relations (2) et (4) qui donnent
. ai‘( N 8y
B=—"g 7=+

Il est clair maintenant que, par une application répétée de la transformation

que nous venons d’indiquer, on pourra transformer une forme normale
A A A
QXL Y1+ 0T Va+. ..+ OpZp¥p

dans la forme réduite
e\ T Y1+ e+ .+ epxp .

28. On peut énoncer le résultat principal que nous venons d’obtenir sous une:
forme un peu différente; mais, pour simplifier, nous supposerons m =n et le
déterminant | a; ;| différent de zéro, en sorte que p = n.
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La torme bilinéaire

n n
F =22 aipzeyi =Xi 1+ X ys+. oo+ Xp ¥,
1 1

X[ =1 T+ @2 T+ ..+ AinTp
est réductible a la forme réduite
F=ex)y|+exyyy,+...+ ez y,
par les substitutions

n n
x; = E eirTp,  Yi= E Sik Ve
1 1

Supposons qu’on ait
n n
x; ZE PikTh, Vi =2 Gik Yk
1 1

Si I’on substitue ces valeurs des y; dans F/, le coefficient de y; est nécessaire-
ment égal a X; : donc

) X; = e,q1‘,-x’l+ezq2|,~xfz+..-+ enq;z,ix;z
ou bien

N X;=¢q1it1+ gaita+...+ qnitn, »

si ’on pose

(1) ty = e xy, ty = ex 2y, AU t, = e,2),.
On voit donc que toute substitution

Xi= @ @1+ Qie&y~+ ...+ AjaTn

(i=1,2,...,n)

peut étre remplacée par trois substitutions successives, la premiére (I), de déter-
minant == 1 introduisant les variables ¢, t,, ..., ,, la seconde affectant la forme
particuliére (II), tandis que la troisiéme

(M) x :217:,”/.-
1

a encore un déterminant égal & == 1.
1l est & peine nécessaire de dire que, dans cet énoncé, on pourrait remplacer

les invariants ey, €, ..., ¢, par les coefficients 81, 84y ..., 8, d’une forme nor-
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male équivalente a F. Et le cas p << n n’apporte non pluas unc modification; on
aura seulement alors ex = 0 ou 8 = o pour & > p.

7

Le nombre p que nous avons vu s’introduire dans I'étude de la forme bilinéaire

(=1,2,...,m
k=1,2,...,n
s'appelle le rang de la forme bilinéaire ou de la matrice des a; x-

Nous dirons quelquefois aussi que e,, e,, ..., e, sont les invariants de cette
matrice.

29. L'invariant e; a été défini d’abord par le quotient dj:d;_y; M. Smith a
obtenu encore une autre expression remarquable de cet invariant.

Considérons un déterminant quelconque du degré & de la matrice. Divisons ce
déterminant par le p. g. c. d. de ses propres mineurs, soit Ex enfin le p. g. c. d.
de tous les quotients qu’on obtient ainsi; alors le théoréme de M. Smith consiste
en ce qu'on a

E; = ey.

Pour éviter toute ambiguité, ajoutons que, lorsqu’un des déterminants de
degré k est nul, on doit adopter toujours la valeur zéro pour le quotient obtenu
en divisant le déterminant par le p. g. c. d. de ses mineurs, méme si ces derniers
étaient tous nuls.

Il convient du reste, dans ces considérations, de regarder zéro comme le
p- 8- c. d. de plusieurs nombres qui sont tous nuls. C’est seulement avec celte
convention que le principe du n° 6 (Chap. I) reste applicable au cas ol l'on
n’exclut pas la valeur zéro pour les nombres a, b, ¢, ..., L.

Nous allons démontrer d’abord un cas particulier du théoréme de M. Smith.
Supposons 2 m dans la matrice

a1'1 (li’,,,

=All

Amy -+ QAm.n

nous ferons voir que E,, = ¢,,= d,, : d,_,. Nous pouvons supposer que d,, n'est
pas nul, car on aurait, dans le cas contraire, E,, = e,=o0, et 'on peut écrire
(voir n°9)

FAN =B ><]|lCl,

| B|| étant une matrice du type m >< m, || C|| une matrice du méme type que || A ||
dont le plus grand diviseur est I'unité. On reconnait aisément que les matrices || A ||
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et || B|| ont les mémes invariants, car la forme bilinéaire de z,, ..., z,, ¥y -,
¥m, dont la matrice est || B|| complétée par n — m colonnes de zéros, est équi-
valente a la forme bilindaire dont la matrice est

A]|. Nous savons de plus qu’on
peut écrire

€& O o ... o
[¢] €5 (o] e (o]
1Bl =llull<| = <ol
3]
o o o em
ou |u|=|¢v|==1, donc
€1 o o ... [}
, o e . ... ©
lufl=t< Al = ’ o | UDd;
o o0 o €m
[[D}==|l¢] >< || G| étant une matrice du type m > n dont le plus grand diviseur

est Vunité.

Si Pon considére les divers déterminants du degré m —1 de ||A || qui ren-
ferment m — 1 colonnes données de cette matrice, on constate que le p. g. c. d.
de ces déterminants ne change pas si 'on multiplie la matrice par || «||~'. On en
conclut que le nombre E,, est le méme pour les deux matrices

HAT ev Jle]i=t>=< LAl

il suffira donc de prouver 'égalité E,, — e, dans le cas de la matrice

ey o0 o0 ... o© ]
o e o o
<D,
0O 0 0 ... enm
obtenue en multipliant par e, e, .. ., e, les m lignes de || D ||.

Soient {|©,]], ||®2], ... les diverses matrices du type m > m contenues dans
D|l; 84, 0., ... leurs déterminants; W, le p. g. c¢. d. des mineurs de || ©;] qui

.\ . 0; . (.
ne renferment pas la derniére ligne; en sorte que g est entier. Enfin, désignons
i
par @; le quotient obtenu en divisant le déterminant de

eg 0 O ... ©

o €y O

o T e

0O 0 0 ... €y
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D
(924

par le p. g. c. d. de ses mineurs; il s’ensuivra
E, = (o, ®, &3, ...).

Mais il est clair que le p. g. ¢. d. des mineurs de (1) est divisible par

eiey...em_y=dpn_,, et, d’autre part, ce p. g. c. d. est un diviseur de d,_, < ¥;

(car dp_y >< W, est le p. g. c. d. des mineurs qui ne renferment pas la derniére

. .. Ce emno fof] , .

ligne). Donc, »; divise ¢,0; et est divisible par —"1;,— = a—l On a donc nécessai-
z 1

rement

\
Wy Wy .
('—‘—) — ) =N X epn,
\ A %

et, d’autre part, e, est le p. g. ¢. d. des nombres ¢,0,= w; 3,

(T ﬁh m2?’2y .. -) = €m.
Le nombre E,,— (w,, ®,, ...) doit donc étre un multiple de N >< ¢, et un
diviseur de ¢,,, ce qui exige
N=i, E,=en. C. Q. F. D.

A l'aide de ce cas particulier, il est facile d’arriver au théoréme général.

Si, dans une matrice quelconque du type m >< n, on se propose de calculer le
nombre E, on peut commencer par choisir & colonnes verticales, puis diviser
chacun des déterminants du degré £ de cette matrice partielle du type m < k
(mzk) par le p. g. c. d. de ses propres mineurs. Soit Nile p. g c. d. des
quotients ainsi obtenus; alors, d’aprés ce que nous venons de voir, %; est le
ki®me invariant de la matrice partielle. Par conséquent, %; ne changera pas en
effectuant sur y,, ..., v, une substitution de déterminant == 1. Mais E; est évi-
demment le p. g. c. d. des divers nombres A, %, ... correspondant aux divers
groupes de k colonnes; donc E; ne change pas par cette substitution sur y,
Y2y «++y Ym. Par le méme raisonnement, on voit que E; ne change pas en effec-
tuant sur les x,, ..., x, une substitution de déterminant == 1. E; est donc le
méme pour toutes les formes équivalentes a I et, en considérant la forme réduite
ou une forme normale, on constate que Ez= ¢;.

30. La nouvelle expression des invariants conduit a plusieurs conséquences
importantes. Soient

€1, €3, ..., €p

les invariants d’une matrice || @; 4 || ou || A{]. Supprimons dans ||A || une colonne ou
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une ligne, désignons par || A’ || la matrice ainsi obtenue, et par
€y, ey ..., ey

ses Invariants. 1l est clair que ¢ S p et ensuite ¢ est divisible de e;.
Si, au lieu de supprimer une colonne, on avait multiplié les éléments de cette
7 )
colonne par un nombre entier N, les invariants de la nouvelle matrice || A" || seraient

" " n
ey, ey, ..., e€p,

et e, est divisible par e;. Soient en effet Py le p. g. c. d. des déterminants du
degré k de || A || qui ne renferment pasla colonne que I'on change, Q4 le p. g. c. d.
des déterminants qui renferment cette colonne, on aura

di=(Pg, Qx), dj.= Py, dy = (Pg, NQy),
dr—1=(Pr—1, Qs~1), dj_y = Pr, dpy =(Pr_1, NQz_y) :
donc
i/l_/c__(P/n NQ/»)_<P/€NQAyNP/;)_(PkyNd/.)__ P_L N):
dp — dy, - dy - dy; “\d )
de méme
dr_y :<Pk—x, >
i dr—y dp—1
Puisque :
&,Pk—l = & tep
d/c ) dlc~1 ke
est entier, 1l en est de méme de
& iy .
T d ok c. Q. F. D.

Il est facile maintenant d’établir les conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’une forme bilinéaire
G =22 bzl yi

soit contenue dans une forme

En effet, soient

les deux substitutions qui transforment F en G. On reconnait d’abord que le rang
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de G ne peut pas surpasser le rang de I¥; car un déterminant quelconque de la
matrice || b; 4 || est une fonction linéaire et homogéne des déterminants de (| i ]].
Chacune des substitutions qui transforment ' en G peut étre remplacée par unc
suite de trols substitutions comme au n* 28. Les substitutions de déterminants = 1

ne changent pas les invariants, mais une substitution telle que
ti— e,‘:l‘;'

a évidemment pour effet de multiplier les invariants par certains nombres entiers.
Les invariants de G sont donc divisibles par les invariants correspondants de I.
On reconnait facilement que cette condition, qui est nécessaire, est aussi sulfisante.

Tutorime XI. — Pour qu’une forme bilinéaire G soit contenue dans la
SJorme ¥, il faut et il suffit que le rang de G ne surpasse pasle rang de F, et
que les invariants de G soient divisibles par les invariants correspondants de F.

Ce résultat comprend aussi le cas de 'équivalence.

31. Considérons maintenant les systéemes de congruences linéaires

(| @igxi+ digry+. ATy =1 (mod M)

() |

Désignons par

(i=1,2,...,1n)

les invariants de la matrice du systéme et ceux de la matrice complétée. Nous
supposons que d, ne soit pas nul.

Posons
C,‘:(M,E[), ‘{,':(M, <),

C=ciezecnn T=r1vy2.Aa
alors on peut énoncer

Tratorime X1I. — Pour que le systéme (1) admette des solutions, il faut et il

suffit qu'on ait
C=T.

Si cette condition est satisfaite, le nombre des solutions est exactement = C.

En effet, d’aprés le théoréme VIII, le systéme (I) admettra des solutions seule-

ment dans le cas ot les plus grands diviseurs des deux matrices

| M o o ... o a1 ... aj,|
| o M o 0 as; A, n
0o o0 o M ap; An.n

V. — Fac. de T. 13
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<

et
1 M o o ... 0 «y v Ay U
“ o M o ... 0 @, ... Qg U
li
o o o ... M ay, ... apn u,

sont égaux.
Mais le premier de ces nombres est évidemment égal a

(M2, Me=tdy, Mr=2dly. .., Mdu_ydy)
:(1\1"‘, Mnr—1 e, M’l"?eleg “ee 1\16162 ceeCp—1,€1€2 ... e,,)

:('I\I,el‘)X(J\'l,82“)><...><(;\I,€n)= C,

et le second de ces nombres est pour la méme raison = I'. La premiére partie du
théoréme est ainsi démontrée. Pour obtenir le nombre des solutions dans le cas
C =T, il suffit de se rappeler que, par une substitution de déterminant ==

et, en remplagant les équations (1) par des combinaisons convenables, on peat ob-

tenir un systéme équivalent de la forme
eivi= f; (modM).
Or le nombre des solutions de ce dernier systéme est évidemment
(M, e;) < (M, ey)<...x(M,e,)=C.

Il est a remarquer que y;= (M, ¢;) divise ¢;= (M, ¢;), car ¢; divise ¢;. La con-

dition C =T exige donc qu’on ait

=i (f=1,2, ..., n).

32. On peut donner au théoréme XII une autre forme en supposant décom-

posé en facteurs premiers le module M.
Soient u, ax, 24 les exposants des plus hauates puissances d'un nombre premier p,

qui divisent respectivement M, dj, 84 Alors on a

(r) Up— Ay 2 Apq-— Ap—9Z...2 Q1 — Qy,
(2) Ay — Ag1 2 Ay — hp—z 2o e Z %k = g,
(3) arpzay.

(4) Ufpo— A foey 2 L fo— Lfoe -
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car nous savons que les rapports
Chatl €y Shrl ke dplOp, €4l

sont des entiers.

La condition

(dny dp—tM, dp_s M2, ..., M2) = (3, Sy M, Sps M2, ..., Mn)
devient maintenant pour chaque nombre premier p qui divise M
(5) (P, pln-atlh, pan—st20 | prUY = ( pPu, pou—iti ponoat2h . pry),

Supposons que, dans la série (2), le premier terme plus petit que L SOIL ot — %5y
alors la relation (5), qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les
congruences admetlent une solution pourle module p*, devient

%g = dg,

ct le nombre des solutions est alors p*+(2-9k. Cest ce que 'on trouvera par unc
discussion facile en s’aidant des inégalités (1), (2), (3), (4).
D’aprés cela, si 'on avait u > a,— a,_,, la condition devient 2, =«, et le
nombre des solutions est p*.. Ainsi, dans ce cas, il suffirait de calculer d,, et 3,,.
On voit facilement que si, dans la série

Ap-—=2p2 Api | — Ap1 2. .. 24— %2 0.

Ay
pour laquelle, comme module, le syst¢éme des congruences admet des solutions.

oy est le premier terme égal & zéro, p*+~%, est la plus haute puissance de p

C’est seulement pour préciser les idées que nous avons supposé au n° 31 quele
déterminant d, du systéme (1) n’était pas nul.

Et aussi, a proprement parler, ce n’est pas li une restriction, car, en ajoutant
des multiples de M aux coefficients, on peut toujours faire en sorte qu’il en soit
ainsi.

Mais la plus légere attention sulfit pour reconnaitre que le théoréme XI1 est
général et reste vral méme dans le cas ot 'on aurait dp,i= 0, & condition seule-
ment de se conformer a notre convention de prendre dans ce cas

€pi1= €pra=...=€p=0,
et de méme pour les invariants de la matrice complétée.

33. Considérons maintenant le systeme

ATy Qe n B = U; (mod M)

(i=1,2, ...,n).
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Désignons comme au n® 31 par

les invariants de la matrice et de la matrice complétée, puis posons

ci=(M,e), yi=(M, ),
C=cic...Cn,

F'=vyiy2.e Y0

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait des solutions est alors en-

core
C=Tr,

mais le nombre des solutions est C>< Mm™. En effet, on obtient un systéme

équivalent
eivi=fi (modM),

I=1,2 ..., 1
el Cnpty Pugay « 3 Yugpm restent arbitraires.
34. Soit enfin le systéme

ATy AT = U (mod M),

(i=1,2, ..., n+m),

et désignons toujours par

€= ——— (t=1,2, ..., 1)

12 di,_] ) b ’ )
o; .

= (f=1,2,..., 1)
0j—1

les invariants de la matrice et de la matrice complétée.
a condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait des solutions s’obtient a

’aide du théoréme VIII sous la forme

s (I\In+m7 Nr+m—1 d“ Ma+m-2 dz, vy Mm d”)
¢ a) ? = (]\[/H—nz, Mnr+m—1 81, Mn+m—2 82’ .., Mm—t BIH_I)

ou, aprés une réduction facile,

) ( M < (M, e1) < (M, e5) ... (M, en)
Q€
| = (M, &) < (M, &) <...5< (M, 2p41)-
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Mais, puisque (M, =4) divise (M, ¢;), on a nécessairement
(1) Ept1== 0 (modM).

Par conséquent Mg, divise M”~'3,,,, et au lieu de (2) on peut écrire

(I\/Ill+lll, Mar+m—1 dh e Mm dn)
— (Mn+m’ I\I'“’”l“lal, e meall)’
ce qui revient encore a
(2) C=r,

si’on pose comme précédemment

C=(M, e1)< (M, e)x<. .x<x (M, e,),
T'=(M, ) < (M, e)x...x(M,¢,).

Pour qu’il y ait des solutions, les conditions (1) et (2) sont nécessaires et suffi-
santes. Le nombre des conditions s’obtient sans difficulté ; il est égal a C.

35. Les méthodes développées a partir du n° 22 permettent de retrouver avec
facilité la plupart des résultats obtenus dans la premiére Partie de ce Chapitre.
Nous nous bornerons a déduire de cette facon le théoréme VIII sous une forme
plus générale. Considérons donc les équations non homogénes

I AT+ A oeXa—t oo Qi pTpn—+ Ajp+1= 0

(i=1,2,..,m)

sans faire aucune hypothése sur m et . Soient|| A || et || A’|| la matrice du systéme
et la matrice complétée. Sil'on prend k4 des m équations et que l'on considére
tous les déterminants du degré & qu’on peut former avec leurs coefficients, ces
déterminants appartiennent en partie a la matrice ||A’||. Mais, si le systéme (I)
admet une solution, on pourra remplacer les @; ,,, par leurs valeurs

— (@i T+ @22+ A Zn),

en sorte que chaque déterminant de [|A’|| s’exprime en fonction linéaire homo-
géne des déterminants de || A ||. Dans tous les £ équations, le p. g. c. d. des dé-
terminants de || A || est donc égal au p. g. ¢. d. des déterminants de || A’[. D’out
Von conclut que le p. g. c. d. de tous les déterminants du degré A est le méme
pour les deux matrices [[Al]| et || A’[|. Ce sontla des conditions nécessaires pour
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que le systéme (1) admette des solutions. Mais ces conditions ne sont pas loutes
indépendantes, comme cela résulte du théoréme suivant :

Tutorkme XII. — Powr que le systeme (1) admette une ou plusieurs solu-
tons, il faut et il suffit que le rang p de || A|| soit égal au rang de || A'|), et
que lep. g.c. d. des déterminants du degré p soit le méme pour les matrices

[ Al e[ A].

Nous avons a démontrer seulement que ces conditions sont suffisantes. Or, par
une substitution

n

Xp= E Al EVE,

1

et en remplacant les équations (I) par des combinaisons convenables, on peut ob-
tenir un systéme absolument équivalent
5 e v+ uyp=o, €39y 1+ Uy = 0, ey epVp—+ Uy=0,

(1)

( Upiq =0, Up+g = 0, ey U = 0.

Dans cette transformation les rangs de || A || et de || A’ || se conservent, de méme
que les p. g. ¢. d. des déterminants du degré &. Puisqu’on suppose que le rang
de || A’ |l est = p, les déterminants du degré p + 1

€1€3 ... Cplpyy, €1€3...€pUpH1Le, ..y €1€2...€5U,

doivent s’annuler; done

Upir)] = Upia==...= Uy =0,

ce qui montre que les équations (11) ne sont pas incompatibles. De plus, les dé-
terminants du degré p de la matrice || A'|| transformée

€1€3...€p, U1€3€3... €, € UUs€3...€Cp ..., €1€3...€p Uy

doivent étre divisibles par e,ey...ep. Done wy,uy, ... up sont divisibles par’
ey, €y, ..., €p respectivement, en sorte que les équations (II) sont satisfailes par
des valeurs entiéres de ¢y, v, ..., ¢0p. c. Q. F. D.

La plupart des résultats de ce Chapitre sont dus a M. Smith; un seul, le théo-
réme VIII avait éLé obtenu antérieurement par M. [. Heger. Le méme sujet a été
repris ensuite par M. Frobenius qui a introduit la forme bilinéaire. Le Mémoire
de M. Frobenius contient encore d’autres applications intéressantes a la théorie
algébrigue des formes bilinéaires.
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