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SUR LES EQUATIONS

ACUX

DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

A DEUX VARIABLES INDEPENDA‘NTES,

QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS,

PAR M. W. DE TANNENBERG,

Professeur au Lycée de Lyon.

— —

PREFACE.

Je me propose, dans ce travail, de déterminer les équations aux dérivées
partielles

(I) F(x,J’, Z, P (/):O

quiadmettent un groupe continu de transformations (ponctuelles). On sait
que M. Sophus Lie a résolu le probléme analogue pour les équations diffé-
rentielles ordinaires et montré comment ces équations en nombre infini
dérivent par une transformation ponctuelle d’'un nombre limité d’entre
elles, qu’ila appelées formes canoniques. Laméthode suivie par M. Sophus
Lie pourrait servir également pour la solution du probléme proposé; mais
il faudrait, pour cela, déterminer les ¢quations invariantes qui correspondent
a chacun des nombreux groupes ponctuels de I'espace & trois dimensions;
or la recherche de ces groupes constitue un probléme difficile, dont la solu-
tion n’a pas encore été publiée ('). On peut éviter cette détermination en
utilisant une remarque déja ancienne de M. Sophus Lie. L’illustre géomeétre
a montré, en effet, qu’il existe une correspondance remarquable entre les

(1) Dans la préface de l'ouvrage de MM. Lie et Engel sur la théorie des groupes, M. Lie
annonce que le calcul de tous les groupes ponctuels de l'espace & trois dimensions sera
développé dans le troisiéme volume.

V. — Fac. de T. B.1
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équations (1) et les équations ordinaires du troisi¢éme ordre

M

(2) Hiz,y,y',y",y")=o,

qui admettent un groupe de transformations de contact. Cette correspon-
dance permet de déduire tres simplement les équations cherchées (1) des
équations déja connues ( 2) dansle cas ot ces équations admettent un groupe
a plus de trois paramétres. Le travail actuel n’est autre chose que le déve-
loppement de cette idée.

Dans la premiére Partie, j'indique avec plus de précision le principe
fondamental, qui est l'origine de ce Mémoire, et je détermine, d’apres
M. Sophus Lie, les formes canoniques des équations différenticlles du troi-
siéme ordre qui admettent un groupe de transformations de contact a plus
de trois parametres. Ces formes sont au nombre de sept distinctes.

La seconde Partie, la seule qui contienne des résultats complétement
nouveaux, comprend la détermination des équations aux dérivées partielles
qui font I'objet de cette étude. Apres avoir choisi les équations canoniques
qui m’ont semblé les plus avantageuses, je me suis appliqué a les interpré-
ter géométriquement. La simplicité des résultats que j'ai ainsi obtenus me
donne lieu d’espérer que le calcul m’a bien guidé dans mon choix. En exa-
minant toutes les formes canoniques trouvées, on apercoit que :

Toute équation aux deérivées partielles du premier ordre a deux varia-
bles indépendantes, admettant un groupe ponctuel & plus de trois para-
métres, dérive, par une transformation ponctuelle (en général non homo-
graphique), d’une équation pour laquelle les tangentes aux courbes
intégrales appartiennent a un complexe.

Pour ne pas rompre 'unité de ce travail, je n’ai pas indiqué les équations
aux dérivées partielles qui admettent un groupe ponctuel & moins de quatre
paramétres. Il n’y a pas lieu en effet de les déduire des équations différen-
tielles du troisiéme ordre qui leur correspondent, car il est beaucoup plus
simple de les obtenir en appliquant la méthode générale dont j’ai parlé, et
qui est fondée sur la détermination des groupes ponctuels & un, deux et
trois parameétres. Ces équations se séparent d’ailleurs nettement des autres,
tant au point de vue analytique qu'au point de vue géométrique.

I’étude des caractéristiques des équations canoniques m’a conduit a
parler des courbes gauches qui admettent une transformation homogra-
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phique infinitésimale. Le dernier Chapitre est consacré a la détermination
de ces courbes.

Enfin je montre dans une Note comment quelques équations trés connues
peuvent étre ramenées 4 une de mes formes canoniques. Je me réserve
d’ailleurs, dans une publication prochaine, d'indiquer les moyens de recon-
naitre si une équation aux dérivées partielles admet un groupe de transfor-
mations et les intégrations a effectuer pour la ramener dans ce cas a sa
forme canonique.

Je tiens a remercier, en terminant, mon illustre maitre, M. Sophus Lie,
qui m’a initié avec tant de bienveillance & sa théorie des groupes de trans-
formations et a bien voulu me laisser ce sujet d’étude.
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PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE 1.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

1. On appelle élément d’une ligne C
(€ xz=f(8), y=g(), 5= h(t),

I'ensemble formé par un point de cette ligne et la tangente en ce point. Les
six quantités x, y, z, dr, dy, ds, qui déterminent complétement la position
de I’élément correspondant au point (x, y, ), sont dites les coordonnées
de cet élément. L’ensemble (2, d) d’un point 72 et d’une droite d passant
par ce point constitue évidemment un élément commun & une infinité de
lignes : nous appellerons pour cette raison un élément de ligne ou élément
linéaire (*).

Plusieurs éléments de ligne sont dits unis suivant une courbe si chacun
d’eux est un ¢lément de cette courbe.

Si 'on effectue une transformation ponctuelle

(1) x’:X(x'a]‘,s)’ )’":‘—Y(;E,)’,S), 5’:Z(.‘L‘,]’,Z),

on voit immédiatement que les courbes qui admettent un élément commun
(m, d) se changent en courbes ayant aussi un élément commun (72, d'); cet
élément est dit le correspondant ou le transformé de I'élément (m, d) par
rapport & la transformation (1). Si x, y, =, dz, dy, dz sont les coordon-
nées de (m, d), celles de (m’, d') sont données par les équations (1) et les

(1) Les notions fondamentales d’élément linéaire et d’élément de surface sont dues, comme
on sait, @ M. Sophus Lie.
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sulvantes
. 0X ,  9X X
dﬁ_%—dx+ Wdy—*« pE dz,
Y Y Y

Y1 4 vr % -

(2) d‘y—()xdfz_*—dyd“v_*—dzd’
,_ 0L, L . L
d»——%da?—f—d—};d)—f—a?d.ﬂ

A des éléments de ligne unis suivant une courbe G correspondent évi-
demment des éléments de ligne unis suivant la courbe C’ transformée de la
courbe C.

Supposons, en particulier, que les équations (1) définissent un groupe G &
7 parameétres et a trois variables x, y, z; dans ce cas, les équations (1) et
(2), considérées comme définissant des transformations  six variables indé-
pendantes z, y, z, dz, dy, dz, déterminent aussi un groupe a r parameétres.
Ce groupe est dit un groupe prolongé (') de Gj il indique la loi suivant
laquelle les transformations de G échangent entre eux les éléments linéaires
de I'espace. En outre, si le groupe G est engendré par les r transformations
infinitésimales

s 3 NY ey Y - :
le— gz(“’:)’:*’)&; +ni (2, y,3) oy +&i(z, y, *)E’ t=1,2,...,7r,
le groupe prolongé est engendré par

Xif +X; f, S=S(z,y, s, dz,dy,ds),

e Of o o
Xl =hGm vy Vg

ou

et
. 051‘ dEi dgi -
A= d—J}—dJJ—i— b}-d‘)’-f— Ede,

duiy, O

0 i g

n;

d d

. 9% 9 9%,
V= d_x d.l'—}— @dy-f‘ d—:‘ da.

2. On appelle élément d’une surface S I'ensemble (m, P) formé par un
point 7 de cette surface et le plan P tangent en ce point. Un élément linéaire

d’une courbe tracée sur la surface S sera appelé un élément linéaire de

(') Sopuus Lig, Theorie der Transformationsgruppen, t. I, p. 524.
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la surface. On peut dire alors que 'élément (12, P) est I'ensemble des élé-
ments linéaires de S issus du point nz. :

Les coordonnées «, y, = et les coefficients de direction /, m, n de la nor-
male au plan P sont les six coordonnées de 1’élément (m, P).

L’ensemble formé par un point quelconque et un plan quelconque passant
par ce point est évidemment un élément commun a une infinité de surfaces;
pour cette raison, nous ’appellerons un élément de surface.

Plusieurs éléments de surface sont dits unis suivant la surface S, si cha-
cun d’eux est un ¢lément de cette surface.

Supposons qu’on effectue une transformation ponctuelle quelconque

(1) d=X(2, y,5), yY=Y(x,y3), =Ly, =),

I'élément (m', P") qui est constitué par les transformés des éléments linéaires
de I'élément (m, P) est dit 'élément correspondant ou transformé de
(m, P) par rapport a la transformation (v). Si («, y, z, [, m, n) sont les
coordonnées de I’élément (m, P), celles de I’élément (m’, P") sont données
par I'identité

(2) ldx +~mdy +~nds =Udz' +~m' dy'+ n'ds,

équivalente au systéme

(09X Y L

ox ox ox

X aY /A

7 ! ! .

(3) m=—=1 Iy “+m ay - n Jy
n— l’?—)S —+m' QX —+ n' @,

v 0s 0z 0z

et 'on voit que :

Si plusieurs surfaces ont un élément commun (m, P), leurs transformées
ont également un élément commun, & savoir I'élément (m’, P). Des élé-
ments de surface unis suivant une surface S se transforment en éléments de
surface unis suivant la surface S’ transformée de S.

Supposons maintenant que les équations (1) définissent un groupe G a
r parameétres et & trois variables z, y, z; dans ce cas, les équations (1) et (3),
considérées comme définissant des transformations & six variables indé-
pendantes z, ¥, 3, [, m, n, déterminent aussi un groupe a r parametres. Ce
groupe est dit aussi un groupe prolongé du groupe G ilindique la loi sui-
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vant laquelle les transformations de G échangent entre eux les éléments de
surface de I'espace.

On démontre facilement que, si le groupe G est engendré par les 7 trans-
formations infinitésimales

Xf"g (x’,)/: )df+n1( ’V>")”I +: (7—"1)/’5)'0(2‘5’ l':I; 2y .57,

le groupe prolongé est engendré par

Xff"‘_ X;f’ f:f('r! NARD) l, m, nw),

ou
_ ()f af ., 9f
Nif=higr + PG Vg,
et
- dil ()nz d:l
.__< %, l&+ 9%
= oy oy dy ’

()’ ()Yh d‘al
Vi — — < 0% 0= -+ n I‘)

Au lieu de prendre pour coordonnées d'un élément de surfaee les six
quantités (x, y, 5, [, m, n), on peut choisir le systéme ¢quivalent (z, y, s,
— P, — q,1). Dans ce cas, les transformations finies du groupe prolongé
de G sont données par les relations

x'=X(x, y,3), y'=Y(,y,z), =1Lz, y,3),
plds —pdr —qdy)=dz'— p'dx' — ¢’ dy’,

et les transformations infinitésimales sont

. ”‘()f «.df . L
le—i—/.la;“f“ /Vz"()';’ J‘——f(x)];“’[” q)

ou
ﬂ_.__dCi d:: o dnz d . d
e Al re
L dE v d 00
Xi= dy dy dy’ dy — dy 79z

3. Considérons les ¢léments de ligne en nombre doublement infini qui
sont unis en un point quelconque s de I'espace. Une infinité simple (et con-
tinue) de ces éléments constitue ce que 1'on appelle un céne élémentaire.
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Appliquons & ces derniers une transformation ponctuelle quelconque

(1) x’:X(x,y,z), T':Y(J‘,y,i‘), G':Z(x,)’, )

La famille des éléments linéaires transformés détermine un second cone
élémentaire qui est dit le zransformé oule correspondant du premier rela-
tivement aux équations (1). Désignonsle premier cone par C, le second par
C’. L’élément de surface défini par les deux éléments linéaires (s, sa) et
(s, sb) du cdne C a pour transformé I'élément de surface déterminé par les
deux éléments linéaires (s', s'a’) et (s', s'0’) du cone /. De la on conclut
immédiatement que I’élément de surface (s, P) formé par le point (s) et le
plan tangent.au céne C suivant (sa) a pour transformé I'élément (s, P’),
formé par le point s’ et le plan tangent au cone C’ suivant s'a’.

On peut donc dire que :

Le cone élémentaire C est I’enveloppe des éléments de surface (s',P")
correspondant aux éléments de surface (s, P) du cone C. Les généra-
trices de contact de deux éléments de surface correspondants appartien-
nent a deux éléments linéaires correspondants.

Une relation entre x, y, z, dr, dy, dz (homogéne en dur, dy, dz)
(1) ®(x,y,z dx,dy,dz) =o,

fait évidemment correspondre & chaque point de I'espace un cone élémen-
taire C. L’équation (1) sera appelée U'équation du systéme des cones élé-
mentaires C. L’équation aux dérivées partielles

(2) F(z,y,5,p,q)=0

fait aussi correspondre & chaque point (,y, z) de I'espace un cone élémen-

taire déterminé T, a savoir celui qui est enveloppé par les éléments de sur-

face, dont les coordonnées (i, ¥, 5, — p, — ¢, 1) satisfont a I’équation (2).
L’équation du systeme des cones élémentaires T est 'équation

(1) Q(x, v, 5, dx, dy, ds) = o,
obtenue en éliminant p et ¢ entre 'équation (2) et les suivantes

drz  dy dz

o oF TR o
dp g pdp /dt]
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Les équations (1) et (2) sont liées de telle maniére que la connaissance
de l'une entraine évidemment celle de 'autre. Nous dirons que I'équa-
tion (1) est 'équation aux différentielles totales associée a 'équation (2).

Dans la suite, nous supposerons presque toujours une équation aux déri-
vées partielles, du premier ordre et a trois variables, définie par son équa-
tion associée. Nous verrons en effet que, pour la solution du probléme pro-
posé, la considération des formes (1) est plus avantageuse que celle des
formes (2).

CHAPITRE II.

SUR LES CARACTERISTIQUES D’UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
(NON LINEAIRE) '

(1) F(@, 7,2, p, q)=o.

CORRESPONDANCE ENTRE CES EQUATIONS ET LES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES ORDINAIRES DU TROISIEME ORDRE A DEUX VARIABLES.

I. On sait que les caractéristiques d’une équation aux dérivées par-
tielles
F(z, 5,5, p,q9) =0 (')
constituent une famille de courbes & trois paramétres. La réciproque de
cette proposition n’est pas vraie : une famille de courbes a trois paramétres
a, b, ¢, représentée par les équations

(1) f(x, v, 3,a,b, ¢c)=o, g(x, y, 5, a,b,c)=o,

ne coincide pas, en général, avec I'ensemble des caractéristiques d'une
équation aux dérivées partielles. Toutefois les équations (1) définissent des
courbes intégrales d'une équation aux dérivées partielles bien déterminée,
a savoir, I’équation associée a I'équation

®(z,y, 5 dz, dy, ds) =o,

(1) Comme lindique le titre, nous ne considérerons dans ce Chapitre que les équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Fac. de T. — V. B.z'P
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obtenue en éliminant a, b, ¢ entre les équations (1) et les suivantes

dfdx—i— dy—l—()fd;:o,

ox dy
98 dg g, _
ﬁd:c—k-@dy—}—adz_o.

Dans un Mémoire célébre ('), M. Sophus Lie a donné les conditions néces-
saires et suffisantes pour que les équations (1) représentent les caractéris-
tiques d’une équation aux dérivées partielles. Je vais rappeler ici ce ré-
sultat :

Turorime. — Pour que le systéme de courbes représenté par les équa-
tions (1) soit Pensdmble des caractéristiques d’une équation aux déri-
vées partielles, il faut et il suffit qu’en éliminant , y, = entre les
équations (1) et les suivantes

(2) dfda—i—gf—db—i-d—f

g JIg g ,
9a 55 56 da + =2 db + dc=o,

da b dc

dc =o,

on obtienne une équation linéaire en da, db, de, et non intégrable, a
savoir :
(3) A(a, b, ¢)da+B(a, b, ¢)db—+ C(a, b, c)dc =o.
D’abord la condition est nécessaire. En effet, supposons que les équa-
tions (1) représentent les caractéristiques de 'équation
F(z, 5, 2, p, ) =o.
Le systéme (1), considéré comme un systéme d’équations & six variables

@, ¥, 3, a, b, ¢, est alors équivalent & un systéme de la forme

ov ov
(4) V(z, y, 5, &, b') =o, 5&7”’_0’0—[7:0,
ound, b, ¢ désignent des fonctions de a, b, c.

Or, si 'on différentie les équations (4), en considérant z, y, 5 comme
constants, et si I'on élimine z, y, 5 entre les équations obtenues et les
équations (4), on obtient I'équation

db' — ¢’ da' = o,

qui est bien linéaire en da, db, dc (et non intégrable).

(1) Mathematische Annalen, t. V.
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Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que
I’équation (3) soit une conséquence des équations (1) et (2); je dis que les
¢quations (1) représentent les caractéristiques d’une certaine équation aux
dérivées partielles.

En effet, on sait qu'en remplacant a, b, ¢ par des fonctions convenable-
ment choisies de @, b, ¢, on peut ramener ’équation de Pfaff (3) ala forme
canonique '

(5) db—-cda:o.

Supposons que I'on ait fait cette réduction et mis en outre les équa-
tions (1) sous la forme

(6) V(xr Y S a, b):O,
(7) c—U(x, y, 3, a, b)y=o.

Cela posé, I'équation (5) est une conséquence des équations (6), (7) et
des suivantes

'A% av

(8) Ja—da—f-—db db___O,
ou aU0

(9) dc——d?da—d—b—db_o.

Or, I'équation (5) ne contient pas dc; donc, pour toutes les valeurs de x,
Y, %, @, b, c, satisfaisant aux équations (6) et (7), on a l'identité en da
et db,

[0V A%
db—cda_7\<—0; da + —d—b db),
c’est-a-dire
avV ov y 'A%
l-d—a_—c, }.d—b_l, d’ou 55#0.

On voit donc que, pour toutes les valeurs de x, ¥, 3, &, b, c satisfaisant
aux équations (6) et (7), on a

‘ﬁ—i—cdv
da 96

== 0,

Si donc on considére les deux systémes d’équations & six variables z, ¥,

~
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Z’ a, b7 C,
V(z,y,5,a,b)=o, V(z, y, 3 a, b) =o,

oy av
( C—U(-”,.)’,Z,a,b)zo, b;“‘c%_:o'

On peut affirmer que toute solution du premier systéme est une solution du
second. Les secondes équations des deux systémes étant linéairesen (¢), la
réciproque est évidente. Il résulte de la que les deux systémes sont équi-

valents et le théoréme est démontré.

2. La démonstration précédente met en évidence le fait suivant :
Si les équations

(1) f(x’]';;’ a, b,c)=o, S’(x,]',Z, a, b,c)=o

représentent les caractéristiques d’une équation aux dérivées partielles et
st les paramétres @, b, ¢ ont été choisis de maniére que I'équation

db—cda=o
soit une conséquence des équations
f=o, g=o, of =o, 0g =o,

9 da+idb+idc,

0=z 0b dc

on peut mettre le systeme (1) sous la forme

ov av

_ r— i
(2) V(z, y, 5, a, b) =o, V' = 9z T

=03’
il suffit pour cela de résoudre I'une des équations (1) par rapport a c et de
porter la valeur trouvée dans 'autre.

Nous dirons que le systéme (2) est, pour les caractéristiques, un systéme
d’équations normal. Il est clair, d'ailleurs, qu’il existe une infinité de sys-
témes normaux correspondant & la méme famille de caractéristiques.

Voyons maintenant comment on peut passer d’un systéme normal a un

autre.
Soit
oW AV
(3) W(z,y, 5, a',b')=o0, W’:W—I—C'W.—:o
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un systéme normal quelconque. Les équations (2) et (3) représentant Ia
méme famille de courbes, @', &', ¢’ sont des fonctions déterminées de a,
b, c¢. Considérons alors les équations (2) et (3) comme des équations a
six variables z, v, z, @, b, ¢; comme les systémes (2) et (3) sont équiva-
lents, I'équation

~db' — c¢'da’ = o,

qui est une conséquence des équations
W=0, W==o, W=o0, W =o,
est aussi une conséquence de
V —o, V' =o, oV —o, oV = o,
et, par suite,
(4) db' —c'db' = p(db— cda).

De 1a la régle suivante pour déduire toutes les formes normales d’une
forme normale déterminée (2).

On effectue sur les quantités @, b, ¢ la transformation de contact la plus
générale définie par l'identité (4); le systéme (2) devient alors

(5) o(z,v, 5,a, 0, ¢'y=o, bz, y, 5, a,b,c')=o0;

on résout ensuite 'une des équations (5) par rapport a ¢’ et 'on porte la
valeur trouvée dans I'autre ; le systéme (5) prend alors la forme suivante
U, 9U

U(x, v, z,a’,b')=o, da’+c —d-b~,:o,

qui est la forme normale la plus générale.

3. Je vais maintenant rappeler la correspondance établie, par M. S. Lie,
entre les équations aux dérivées partielles non linéaires F (x, y, z, p, ¢) =o,
et les équations différentielles ordinaires du troisitme ordre a4 deux va-

riables (*).

(1) Consulter a ce sujet Archives de Christiania, t. X, année 1884, p. 125-128.
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Supposons les caractéristiques de I'équation
(1) F(z, y, 5, p, g)=o,

définies par les équations

oV av

(2) V(z, v,z a, b) =o, Ju ey T o

L’équation

db—cda=o
est une conséquence des équations
A ' ) 0 0

. I T T \ N Y e v .

V=o, V' =o, oV = o, oV = o, ou o_()ada+dbdb+dcde,

donc, si 'on donne & x, y, z des valeurs déterminées et si 'on considére
(a, b, ¢) comme les coordonnées d’un élément linéaire du plan, on peut dire
que les équations (2) définissent un systéme d’éléments linéaires unis sui-
vant une courbe C. A tous les systémes de valeurs de z, y, z correspond
une famille de courbes C a trois paramétres , ¥ et z. L’équation différen-
tielle du troisieme ordre

(3) H<a, b,gg, %’g;—?):‘)’
dont les courbes intégrales constituent la famille des courbes C, est dite
I’équation différentielle du troisiéme ordre correspondant & la forme nor-
male (2). A chacune des formes normales que peut affecter le systéme des
équations des caractéristiques correspond ainsi une équation telle que (3).
Les équations qui viennent d’étre définies forment une catégorie remar-
quable d’équations différentielles du troisiéme ordre liées & 1’équation (r).
Il résulte, en effet, de ce qui a été dit au sujet du passage d’une forme nor-
male & une autre, qu’on peut obtenir toutes ces équations différentielles en-
appliquant & 1'une d’entre elles toutes les transformations de contact du
plan. Supposons alors que, parmi ces équations, on en choisisse une d’apreés
une loi déterminée; cette équation suffit pour faire connaitre toutes les
autres et peut, par conséquent, étre prise pour représenter toute la
famille.

Inversement, considérons une équation de troisieme ordre quelconque

/ db d*b  d¥b)
(]) H((l, b,%, W’ c~i—a§ - O.
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Supposons que les courbes intégrales soient représentées par I'équation
a trois paramétres x, y, 3,

V(z, y, 5, a, b) =o.

L’ensemble des éléments linéaires (a, b, c) des courbes intégrales est
défini par les équations

(2) V(.t, Y = Q, b):09
o 9V
(3) gz e =0

Si 'on considére @, b, ¢ comme des paramétres et z, y, z comme les
coordonnées d'un point de I’espace, on peut dire que les équations (2)
et (3) définissent la famille des caractéristiques d’une équation aux déri-
vées partielles déterminée

(4) F(z, y, 5, p, g)=o.

Cette équation est dite 'équation aux dérivées partielles correspondante
a I’équation V = o. A chaque équation représentant les courbes intégrales
de (1) correspond ainsi une équation aux dérivées partielles déterminée.
Toutes ces équations aux dérivées partielles constituent un ensemble que
j'appellerai (E). Or, pour obtenir toutes les formes distinctes que peut
prendre 1'équation du systéme des courbes intégrales, il suffit évidemment
d’appliquer toutes les transformations ponctuelles

CI?":ZX(.Z‘,}/, 5)’ )/':Y(.Z',}/, Z), G,ZZ(J,}’,Z)

aux paramétres x, y, 5 de I'équation (2); donc on obtient toutes les équa-
tions de ’ensemble (E) en appliquant & I'une quelconque d’entre elles
toutes les transformations ponctuelles de I’espace.

Supposons que, parmi les équations de 'ensemble (E), on en choisisse
une d’aprés une loi déterminée; cetie équation pourra étre prise pour
représenter toute la famille E.

Nous voyons donc qu’a une équation aux dérivées partielles

(1) F(z,y,5 p,q)=o0

correspond une certaine famille d’équations différentielles du troisiéme
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ordre

- ’

(2) H<a,b db d*b d“b)

‘da’ da*’ da*
et qu'inversement, a chaque équation différentielle de la forme (2) corres-
pond une famille d’équations de la forme (1). Chacune de ces familles est
complétement déterminée, quand on connait un de ses membres.
Considérons I'équation aux dérivées partielles qui correspond a l'inté-
grale générale .
V(z, y,3 a b)y=o0
de I'équation
H=o.

Cette équation aux dérivées partielles a pour associée une équation
®(x, y, 5, dz, dy, ds) = o,

que 'on peut former de la maniére suivante. Il suffit d’éliminer a, b, ¢
entre les équations

av av

V(z, y, 5, a, b) =o, 52 T¢o8

=0

et les suivantes
dV =o, d<%>+cd<ﬂ>:o,

d:idx-s—idy—y—-dd—_

oz dy ds;

ceci revient a éliminer a et b entre les trois équations

V=o, dV=o
et

av av {

da 96|

=

0 J z
PPAGARIES TACAD |
on peut donc dire que 'équation @ = o exprime la condition nécessaire et
suffisante pour que la courbe intégrale

V(z, y, 3 a b)=o
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soit tangente a la courbe infiniment voisine

ov ov ov .
dV_a—;dw+d7d) —|——d—zda_o.

En particulier, supposons V de la forme
V=b6—-U(a,y, z a)=o;

dans ce cas I'équation ® = o exprime la condition pour que I'équation a

une inconnue (@)

U oU o,

ait une racine double.
Exemple. — Considérons I'équation différentielle

d*b
(1) daz — @

et prenons l'intégrale générale sous la forme
(2) b=x-+ay+ a*s;

pour obtenir I’équation ® = o, correspondante a I’équation (2), il suffit
d’écrire que I’équation du deuxiéme degré
q q g

dr +ady +a*dz—=o

a une racine double, ce qui donne
(3) dy*—- 4 dz dz = o.

Cette équation peut prendre la forme

dy?+ (dz — dz)? — (dz + dz)*=o,

qui dérive, par une transformation ponctuelle évidente, de la forme
(4) dx?+ dy? + dz® = o.

On peut donc dire que la famille des équations aux dérivées partielles

qui correspond a Déquation (1), est représentée (voir p. 15) par
Fac. de T. — V. B.3
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I’équation
1-+pi4+qg?=0

associée a I’équation (4).

4. Je terminerai ce Chapitre par une remarque relative aux caracté-
ristiques d’une équation aux dérivées partielles. Pour la commodité du
langage, j'adopterai la définition suivante :

Soit T le cone élémentaire que 'équation

(1) F(x, 5,3 p,q)=0

fait correspondre & un point quelconque 72 de I'espace et soit S une surface
intégrale passant par m. Le plan tangent en m a la surface S touche le
cone T suivant une certaine génératrice w.; je dirai que I'élément linéaire
(m, 1) est un élément linéaire caractéristique de la surface S.

‘Cette notion nous permet d’énoncer d’une facon concise une propriété
bien connue des courbes caractéristiques de 1'équation (1) :

Une courbe caractéristique, tracée sur une surface intégrale S, est une
courbe dont chaque élément est un élément linéaire caractéristique de la
surface S.

Supposons maintenant qu'on effectue une transformation ponctuelle
quelconque

x/:X(l‘,)’, 3), )”:Y(x,}’, z)’ 5I:Z(x7)/, 5) :
I'équation (1) se change en une autre
(2) F'(2', y's 5" p's q') =0,

le point 7 en un point 7', la surface S en une surface intégrale S’ de I'équa-
tion (2).

Cela posé, il résulte immédiatement d’une remarque, faite au Chapitre
précédent, que :

1° Le cone élémentaire T a pour transformée le cone élémentaire T que
'équation (2) fait correspondre au point m’;

2° Les ¢léments linéaires caractéristiques de la surface S ont pour trans-
formés les éléments linéaires caractéristiques de la surface S'.

De 14 on déduit le théoréme suivant :

Lorsqu’on applique a tous les points de Uespace une transformation
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ponctuelle quelconque
x'=X(z, y, 3), y'=Y(x, y, 3), =1Lz, y, 5),
les caractéristiques de Uéquation aux déricées partielles
F(z, 7,3 p, q)=0

deviennent les caractéristiques de Uéquation aux dérivées partielles
{ransformée
F(z' v,z p,q)=o.

CHAPITRE IIL

GENERALITES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS (1).

1. Avant d’aborder 1'étude de ces équations, je rappellerai quelques
propositions fondamentales dues & M. Sophus Lie.

On dit qu'une multiplicité¢ M de points (z,, #,, ..., x,) admet une trans-
formation ponctuelle

(1) L= 0 (Lyy .y Ty)s [—1,2, ...,0N
si la multiplicité transformée M’ est identique & la multiplicité M.

Pour que la multiplicité représentée par les équations
(2) Fi(zyy ..., 2,) =0, k—=1,2, ..., n—m

admette toutes les transformations du groupe G engendré par les r

(1) Les résultats indiqués dans les deux premiers paragraphes sont extraits de I'Ouvrage
de M. Sophus Lie sur la théorie des groupes (Transformationsgruppen, t. 1, p. 459et
suiv.). Les notions importantes exposées dans les paragraphes suivants sont également dues
a4 M. Sophus Lie, mais se trouvent disséminées dans les nombreux Mémoires de 'illustre
géométre (Arch. Norv.).
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transformations in finitésimales

X[f:ZEjj(xl,...,xn) Jd%;’ i=1,2, ..., 7,

j=1
il faut et il suffit que chacune des équations
XiFk == 0

seit une conséquence des équations (2); en d’autres termes, il faut et il
suffit que la multiplicité (2.) admette chacune des transformations in fi-
nitésimales du groupe G.

9. Considérons maintenant une famille de multiplicités dépendant de p
parametres essentiels a,, ..., a,

(1) Fr(zy -y xnyaq, .. ,ap) =0, k:l,z,...,nf—m.

La condition pour que ces paramétres soient essentiels peut étre expri-
mée par le théoréme suivant :

Pour que les paramétres a,, a,, ..., a, de la famille de multiplicités,
représentée par les équations (1), soient des paramétres essentiels, il
faut et il suffit que la multiplicité de points (2, ..., %5 @y, ..., @p)
représentée par les équations (v) W’ admette pas de transformation infi-
nitésimale de la forme

P
9
Af:EAi(a“...,ap)(-)%e

i=1

La famille de multiplicités considérée admet la transformation ponc-
tuelle

(2) 2;=0;(Xyy - .05 Tn), [I=1,2, ...,

si le systéme d’équations (1) se change par cette transformation en un
nouveau systéme représentant la méme famille de multiplicités.

Supposons cette condition réalisée; alors on peut démontrer qua la
transformation (2) correspond dans 'espace & n -+ p dimensions une trans-
formation ponctuelle |

(2) Z; =i (X4, « o 0y X)),

(3) ay="dp(a, ..., ap)
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quilaisse invariante la multiplicité de points (,, ..., %,; a,, .. ., @,) repré-
sentée par les équations (1).

La position de chacune des multiplicités de la famille (1), étant déter-
minée par les paramétres @, , ..., @,, on peut dire que les équations (3 ) in-
diquent la loi suivant laquelle la transformation (2) échange entre elles les
multiplicités de la famille. Ces équations (3) définissent une transforma-
tion des paramétres a,, @,, ..., a,, que nous appellerons la transformation
conjuguée de la transformation (2).
~ En particulier, supposons que la famille de multiplicités, représentée par
les équations (1), admette toutes les transformations d’un groupe G. Dans
ce cas, les transformations conjuguées de celles du groupe G forment éga-
lement un groupe. On conclut de la que :

Pour que la famille de multiplicités représentée par les équations (1)
admette un groupe de transformations, il faut et il suffit que la multi-
plicité de points (z,, ..., x,; a,, ..., a,) définie par les mémes équations
admelte un groupe de transformations de la forme

X =i ( X1y -y Zy), ap=du(ay, .. ,ap), i=1,2,...,n, h=1,2,...,p,

’ v . . s . . . . . o, .
c’est-a-dire un groupe engendré par des transformations infinitésimales
de la forme

n P
d af
Xf:E?;',—(xi, ey ay) d—il 4+ Eoc,,(al, ce ) 51;1

a
i=1 h=1

3. Cela posé, on dit que I'équation aux dérivées partielles
(1) F(z, 7, %p,9)=0
admet la transformation ponctuelle
(2) x'=X(x, ¥, 3), Y =Y (=, y, 3), ' =1L(x,y, z)

ou que la transformation (2) laisse invariante 'équation (1), si cette der-
ni¢re, considérée comme une équation a cing variables indépendantes
(@, ¥, 5, p, ¢) admet la transformation prolongée de (2)

‘ x’:X(x‘, Ys 5)s }":Y(x’ Y5 5)s ZI:Z(x’ _}’,5),

(3)
? p' =P(z, Y 3P q)s q’:Q(x,)', Z, P q)s
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ol p’ et ¢’ sont des fonctions de «, y, z, p, ¢ définies par I'identité
ds' —p'dz' — q'dy' = p(dz — pda — qdy).

En d’autres termes, I'équation (1) admet la transformation (2) si
celle-ci, appliquée aux points de I'espace, a pour effet d’échanger entre eux
les cones élémentaires correspondant a I'équation (1) (Chap. I).

Il résulte d’un théoréme démontré au Chapitre 11 que, si la transforma-
tion (2) laisse invariante I’équation (1), elle échange entre elles les carac-
téristiques de I'équation. Réciproquement, si la transformation (2) échange
entre elles les caractéristiques de I’équation (1), elle laisse invariant I'en-
semble des cones élémentaires correspondant & I'équation (1) et, par suite,
laisse invariante I'équation (1). On peut donc dire que :

Si Uéquation (1) admel une transformation ponctuelle, I’ensemble
des caractéristiques admet aussi cetle transformaltion et réciproque-.
ment.

4. Pour reconnaitre si I'équation (1) admet un groupe de transforma-
tions, il suffit de chercher s’il existe un groupe de transformations a cinq
variables x, y, z, p, ¢ et de la forme (3) qui laisse invariante la multipli-
cité de points (x, y, 3, p, ¢) définie par 'équation (1).

A cet effet, on cherche & déterminer la transformation infinitésimale
prolongée

— o RN N 9 o

AN)=8(@, 3, 2) G (@, 00 5) G +UD y, 5) G o oo+ 5. ()

de maniére que I’équation
A(F)=o

soit une conséquence de I'équation (1).

Il résulte de ce que nous venons de dire au sujet des cones élémentaires
correspondant & I’équation (1), que I'on peut aussi employer la méthode
suivante :

On forme I’équation

(1) ®(x, y, 5, dz, dy, ds)—=o,

(1) Voir les valeurs de w ct y, p. 6.
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associée (voir p. 7) a I'équation (1) et I'on cherche les transformations
ponctuelles prolongées

. X d‘( 0X
ot — - I.— — =
x'=X(z, y, 5), dx__o dx dy d)/+dz dz,
Y aY Y
I - — —_—
Yy =Y(=z, vy, 3), dy' = o dx + 0y dy + 9 dz,
» N 7, /A ., 97 07
3 =1Z(x,y, 3), dz = p= dx - dﬂy dy + b ds,

qui laissent invariante la multiplicité de points (, ¥, %, dz, dy, dz) définie
par I'équation (1").
A cet effet, on détermine les transformations infinitésimales de la forme

, d ) )
Afzé(x’)',e)df—'”ﬂ(z,}’w) f+f(x Y 3) 52 f ddf + @ m{ +;()d,

telles que I’équation
Ad —o,

considérée comme une équation a six variables indépendantes x, y, z, dz,
dy, dz, soit une conséquence de I’équation (1').

Exemple. — Proposons-nous de chercher le groupe de I’équation aux
dérivées partielies associée a I'équation aux différentielles totales
dy\® ds
() (d—x> =%,

ou n est un nombre différent de

Désignons par

O LU o o
pVA S PR L SRl F i O ¥ P

une transformation infinitésimale laissant invariante I'équation (1). Les
équations qui déterminent £, v, { s’obtiennent en écrivant que I'équation
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c’est-a-dire
- > r
I *()idx-kﬁdy+$dz d—zdx—k%dy—*—?—zds
ox oy 0z x dy 03
T ds +(r—1) dw *_“
) / 0 ) %)
' 0 n _771 s

est une conséquence de I'équation (1).

Posons
dy _

la condition pour que I’équation (2) soit une conséquence de I’équation (1)

est alors exprimée par l'identité en x, ¥, 5, o,

RS S 0 L OE L 0t
a"'<dx+ady+a 3—z>+(n_!)(dx+ady+a 0;)
——,_l /d_ﬂ a?—n _|_.an(_9£
T a\dx dy 9s)’
¢’ est-a-dire
_f)_:_ —n _0_§ 1—n _d_c_ da 01) ()_E. J— 2 g
pie +dyoc +\:0,Z+(n—l)b;_’l(§;]+(n—l)dya+(ll I) 52
on on .,
anrt,

ot + 9=
Il résulte des hypothéses faites sur 7 que deux quelconques des expo-

sants de a sont distincts; lidentité précédente exige donc que
% 0, é'c_ =0,

oy =" e 95T 7 d0x ay
hi]a ., 0% on
—d—zﬁ—(n——l)(—);—-n-(—);::o.
De 1a on déduit
E—=ax +cy i=a'y -+ ¢ {=a's+¢
avec
a"—n(a—a)—a=o.

Si donc on pose
a—a=2",
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on trouve
E—=ax +cy, n=(a-+b)y + cy, = (a+nb)z—+c;.

L’équation proposée admet donc le groupe G défini par les cinq trans-
formations infinitésimales

of of of o o .o O . of

%: E” 2z’ $%+]5y+553’
Les transformations finies du groupe G sont données évidemment par
les formules

z' = azx + ¢, y = aby + c,, 3= ab"z + cy.

L’application de la méme méthode montre que, si 2 est égal a 'un des
nombres (—1, 3, 2), I’équation considérée admet un groupe a dix para-
métres et, si n est égala 1 ou o, 'équation admet un groupe infini. Plus loin
nous trouverons ces derniers résultats plus rapidement.

5. Passons maintenant & la recherche des équations aux dérivées par-
tielles qui admettent un groupe fini de transformations.
Remarquons d’abord qu’une équation linéaire

Pp+Qg¢=R,

admet forcément un groupe infini. En effet, cette équation admet dans
tous les cas le groupe infini engendré par les transformations infinitési-
males

9

ot p désigne une fonction arbitraire. Les équations aux dérivées partielles
que nous cherchons sont donc certainement des équations non linéaires.
Soit

(1) F(z, y, 2 p,q)=0

une équation aux dérivées partielles, non linéaire, admettant la transfor-
mation ponctuelle

(2) z'=X(=z, y, 5), Y'=Y(x,v, 5), 3 =7L(z,y, 3),
Fac. de T. — V. . BZ}
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et solent

_ oV ov
T Oda +C?fb

=0

(3) V(x, y, 5 a, b) =o, \'A

les équations des caractéristiques.

On a vu (Chap. IT) que '’ensemble des caractéristiques admet aussi la
transformation (2) : donc la multiplicité de points (z, y, z, a, b, ¢) définie
par les équations (3) admet une transformation ponctuelle de la forme

(2) ' =X(z,y, 3), y'=Y(z, v, 3), =1Lz, y, 3),
(4) a=A(a, b, ), b’ =B(a, b, c), ¢'=C(a, b, c).

En d’autres termes, le lieu des points («', y/, 2/, &, b', ¢’) défini par les
équations (2), (4) et (3) est identique a la multiplicité définie par les équa-
tions (3). Donc le systéme

(9) vz, y',5,a,d)=o, Vi(z',y', s, d, b, c)=o,

ou(x',y, 7, a, b, c)sont définies par les équations (2) et (4), est équi-
valent au systeme (3). Il résulte de la que le systéme (5), considéré comme
un systéme d’équations entre les six variables

~ ! ! !
x’y,“’aabac!

est, pour les caractéristiques, un systéme d’équations normal (voirp. 13).
Donc les fonctions &/, ¥, ¢’ de a, b, ¢ satisfont a 'identité

db' — ¢ da' = p(db — ¢ da).
Nous parvenons ainsi a ce résultat :

Si le systéeme de courbes représenté par les équations

oV av
V(xa}’r“;a)b)"oy 55_*—0%-—09
admet une transformation ponctuelle
(2) ' =X (z, ¥, 5), y=Y(x, v, 3), s =172(x,y, 3),

la transformation conjugude

(4) a=A(a,b,c), b'=B(a, b, c), ¢'=C(a, b, ¢),
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considérée comme échangeant les éléments linéaires (a, b, ¢) d’un plan,
est une transformation de contact.

Cela posé, considérons dans les équations (3) @, ¥, z comme des para-
métres, et @, b, c comme les coordonnées d'un point de I'espace. Ces équa-
tions définissent alors une famille de courbes T qui admet la transforma-
tion (4).

A chaque point (a, b, ¢) faisons maintenant correspondre dans le plan
des (a, b) I'élément linéaire (a, b, ¢); aux points d’une courbe T correspon-
dent les éléments linéaires unis suivant la courbe (¢), projection de T sur le
plan des points (@, b, 0). On peut donc dire que :

La famille des courbes () admet la transformation de contact (4).

Or les courbes () sont précisément les courbes intégrales de 1'équation

2 3

(6) H<a, b’g&b"g&?’ ;—Z(l—f):o,

que nous avons fait correspondre au systéme (3). Donc 'équation différen-
tielle (6) admet une transformation de contact. Réciproquement, si I’équa-
tion (6) admet une transformation de contact, la famille des caractéristiques
et, par suite, I'équation (1) admet une transformation ponctuelle. Pour
démontrer cette réciproque, il suffit de reprendre les raisonnements précé-
dents en sens inverse. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorine. — Si 'équation aux dérivées partielles
(1) F(z,y,5p,q)=0

admet une transformation ponctuelle, chacune des équations différen-
tielles

db d*b d*b
(2) H(a,b,ﬁlw;%§>——0

qui lui correspondent admet une transformation de contact. Récipro-
quement, si une équation de la forme (2) admet une transformation de
contact, chacune des équations (1) qui lui correspondent admet une
transformation ponctuelle.

Plus généralement :
St une équation aux dérivées partielles

(1) F(x,y,5 p,q)=o0
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admet un groupe a r paramétres essentiels, chacune des équations

4 db d?b d3b
H(a 0,50 G0 55 )

qui lui correspondent admet un groupe de transformations de contact
également a r paramétres essentiels, et réciproquement.

En effet, solent

(3) V(z, y, 5 a,b) =o, %}l—f-i—c%:o

les équations des caractéristiques de I'équation (1). Supposons que le sys-
teme (3) admette toutes les transformations d’un groupe G et désignons par
I'le groupe en a, b, ¢, conjugué du groupe G. Je dis que ces deux groupes
ont le méme nombre de paramétres essentiels ou, ce qui revient au méme,
que le nombre de transformations infinitésimales indépendantes est le méme
dans chacun des groupes. La démonstration est fondée sur la remarque
suivante :

Soient X fet A f

_ 9f of af _of af af

Xf—&b;‘i—ﬂay—FC&) Af—‘—d%—-l—ﬁ%-—{-}/—d-z

deux transformations infinitésimales conjuguées; ou bien ces deux transfor-
mations sont nulles identiquement, c’est-a-dire

g:n:t:a:ﬁ:y:o,

ou bien aucune des deux transformations n’est nulle identiquement.
En effet, le systéme (3) admet par hypothése la transformation infinité-
simale |
Xf+Af;

cette derniére ne peut se réduire a A f, car alors les parameétres @, b, ¢ ne
seraient pas essentiels (voir p. 20). Elle ne peut non plus se réduire a X £,
car alors la transformation infinitésimale X f laisserait invariante chacune
des caractéristiques de I’équation (1); par suite, les caractéristiques seraient
toutes des courbes intégrales de

de _ dy _ ds

£E 4
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et ne dépendraient donc que de deux paramétres arbitraires, ce qui est con-
traire a ’hypothése.

Cela posé, en s’appuyant sur la remarque précédente et en observant en
outre que les deux transformations infinitésimales

X f+eXyf+...+eX,.f, egAif+ed,f+...+eA.f M

sont conjuguées, on voit immeédiatement :

1° Que si r transformations infinitésimales de I'un des groupes sont indé-
pendantes, les 7 transformations conjuguées sont aussi indépendantes;

2° Que si r transformations infinitésimales de 1'un des groupes ne sont
pas indépendantes, les r transformations infinitésimales conjuguées ne sont
pas non plus indépendantes.

Le théoréme proposé est donc démontré.

Nous voyons done que la recherche des équations aux dérivées partielles

(M F(z,y,5p,q)=o0,

qui admettent un groupe fini de transformations (ponctuelles) peut étre
ramené & la recherche des équations différentielles du troisiéme ordre

: db d*b d*b

(2) H<a,b,%,(7a—_:) w):o,

qui admettent un groupe fini de transformations de contact. Ayant déter-
miné ces derniéres, on en déduit les premiéres au moyen de la régle déja
donnée (p. 16). Ce probléme une fois résolu, on connaitra toutes les équa-
tions de la forme (1) qui admettent un groupe de transformations. En effet,
M. Sophus Lie a démontré qu’une équation, telle que (2), ne peut admettre
un groupe infini de transformations de contact; done, une équation de la
forme (1) (non linéaire) ne peut admettre un groupe infini de transforma-
tions ponctuelles. D’autre part, comme je I'ai déja indiqué dans la préface,
nous nous bornerons a déterminer les équations qui admettent un groupe a
plus de trois parameétres.

(1) Les symboles X;f et A;f désignent deux transformées conjuguées; les coefficients
ey, €, ..., €, sont des constantes.
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CHAPITRE IV.

RECHERCHE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE

H(‘z" .7).7,’ .}’",.)’"’) =0

QUI ADMETTENT UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS DE CONTACT.

1. Le groupe des transformations de contact qu’admet une équation
différentielle du troisiéme ordre

I//):O

H(z,y, 5y, 7"y

étant forcément fini, il suffit, pour résoudre le probléeme actuel, de consi-
dérer successivement tous les groupes finis de transformations de contact
du plan et de chercher les équations différentielles du troisiéme ordre, que
chacun d’eux laisse invariantes. A la vérité, ces groupes sont en nombre
infini, mais on sait qu'ils dérivent tous, par une transformation de contact,
d'un petit nombre d’entre eux, appelés groupes canoniques. Tout revient
donc a déterminer les équations du troisiéme ordre, invariantes qui corres-
pondent aux groupes canoniques. En appliquant a ces équations toutes les
transformations de contact du plan, on obtient toutes les équations cher-
chées.

Les groupes canoniques se partagent, comme on sait ('), en deux caté-
gories : la premiére comprend les groupes dits irréductibles, la seconde se
compose de tous les groupes ponctuels prolonges.

Les groupes irréductibles sont au nombre de trois; le premier a dix para-
métres, le second sept et le troisiéme six. Désignons-les respectivement par
Gy, Gy, G;. Les fonctions caractéristiques des transformations infinitési-
males de G, sont les suivantes : '

Wi=1, Wo=2, W=y, W.=2, W;=ay, W=7 W,=y—izy,
s=x(y—i@), W=y (y—z2y) W= —ra)
En prenant seulement les six premiéres fonctions, on obtient celles qui

appartiennent & G; enfin, les sept premiéres sont celles de G,.
Passons aux groupes ponctuels prolongés.

(1) Transformationsgruppen, t. I, Chap. XXIIL
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Je commencerai par rappeler le principe qui a guidé M. Sophus Lie dans
le choix de leurs formes canoniques.

D’abord, on sait qu'un groupe a une variable  ne peut contenir qu’un,
deux ou trois paramétres.

Dans le premier cas, il est semblable au groupe

z'=x + a,
engendré par la transformation infinitésimale

d,
Xof= agi

dansle second cas, il est semblable au groupe
' —=ax + b,
défini par les transformations infinitésimales

d d
X'f:;lg’ Xﬂf:xd;ial

enfin, dans le troisiéme cas, il est semblable au groupe

dont les transformations infinitésimales sont

d d d
X, f= d-_i, ng-_—x;é, Xaf:xzd_{c.

M. Sophus Lie partage les groupes ponctuels du plan en deux classes : la
premiere comprend tous les groupes qui ne laissent invariante aucune
famille de courbes & un parametre

(1) o(x, y) =a,

la seconde comprend tous les autres groupes.

La seconde classe se subdivise elle-méme en plusieurs catégories. Consi-
dérons en effet un groupe G laissant invariante la famille de courbes (1).Le
groupe a une variable a, que nous avons appelé le groupe conjugué de G,
et qui indique la loi suivant laquelle les transformations de G échangent les
courbes de la famille, peut contenir o, 1, 2, 3 paramétres (dans le premier



B.32 DE TANNENBERG.

cas, il se réduit a la transformation identique). De la quatre catégories de
groupes de seconde classe.

Groupes ponctuels de la premiére classe. — Ces groupes sont tous
semblables & trois groupes homographiques G,, G, et G,.

G,. Gs. G;.
x' = ax + by +c, x'=ax + by +c, x,_aw+by+—c
I +px+qy
y=dxz+bx+c, y'=dxz-+by+c. ,:a____x—l—b'yﬁ.
: 1+ px -+ qy
ab' — ba'=1.

Le groupe a cinq paramétres G, est engendré par les transformations
infinitésimales

xs=%, xzf:%, Xsf:xz-—;, X, f=aw i’f—c_yg; Xof=y L.

Le groupe & six paramétres G, est engendré par

= Xas=U Xup=alls X—afls Xf=yih Xy

Enfin, le groupe & huit paramétres G, est engendré par six transforma-
tions infinitésimales du groupe G, et les deux suivantes

— f f _ of f
va—w<$5— +ydy> Xsf——y< dx+ydy>
Les groupes G,, G,, G, sont les groupes canoniques de la premiére classe.

Groupes ponctuels de la seconde classe. — Par un changement de va-
riables convenable, on peut toujours transformer un groupe ponctuel de la
seconde classe en un groupe semblable G laissant invariante la famille des
droites paralléles a axe des y

(1) x=a;
les transformations infinitésimales du groupe prennent alors la forme

Xpf =&(2) % + (2, y) %,
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et il est aisé de voir que les transformations infinitésimales réduites

, d
Xef =)
définissent elles-mémes un groupe, qui est précisément le groupe conjugué
de G. D’aprés ce que U'on a vu sur les groupes & une variable, on peut, par
un changement de variable de la forme

z'=9q(z), Y=y,

transformer le groupe G en un groupe semblable engendré par des trans-
formations infinitésimales de la forme

_ N/ of
Xpf=(a—+ bx +cx )-(); + nk(x,y)g;_-
On est donc conduit & prendre pour formes canoniques des groupes de la
seconde classe les formes suivantes :

Premiére catégorie. Deuxiéme catégorie.
RN 4 _of , of
ka—nk(x,y)dy; le_a;+9(x,y)5;,
k=1,2,...,r. ka:nk(x’y)%,
k—=2,3....,r.
Troisiéme catégorie. Quatriéme catégorie.
_ 9 4 _9 o
le— o +0,(z, )’) d_}’, X, f= oz 91(37’)’)0'.—}/1
. 9 ad ) d
X, :xd;ai—f—@z(x,y)a';—t; X, f= xd'—i-+92(x,y)a§>
....................... , P
< of X_,f:xza_g +03(x,y)3—§,
=@ ,
k=34, ...,71. ka:ﬂk(w;)’)%’
k—4,5,...,r.

En calculant les fonctions §(x, y) et n(z, y) de maniére & vérifier les
identités
(X;XA.):LXI—;—...+)\,.X,-, i,/{:I,Q,...,I‘,
Fac. de T. — V. B.5
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M. Sophus Lie est parvenu a donner aux formes canoniques des groupes
de la seconde classe les formes simples qui suivent.

Tableau des groupes ponctuels de la seconde classe.

Premiére catégorie.

s, >, o LIS
1. dy 2. ay’ ydy; Y Jy
2 oY U L
3 d)’, wd}” (Pl(x)d;( )' h. dy’ xd},’ cPl(x)duy’ }d.)/
I==1,2,...,r. T==1,2,...,7I.

Deuxiéme catégorie.

Y. pn U O pn.
5. oz Pl(x)dy 6. on’ ]0.}" P,(x)dy
I=1,2, ..., I=1,2,...,7.
. o o or Lo

oz’ a9y’ ydy’ ‘y?y

Les fonctions P;(x) constituent un systéme d’intégrales de 1'équation
différentielle & coefficients constants
ay -ty y
ay '(—1'&‘,— -+- a, Zi;:i -+ ...+ a,._vlzl; - (Z,.y = 0.

Troisiéme catégorie.

9. o€, x%+3_§
10 LA S

(1) ¢; désigne une fonction arbitraire de .
(2) m désigne une constante arbitraire,
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Quatriéme catégorie.

9of of of
14 %, x—_, xﬂ_d;.
15 o LU L9 o o LOf
‘ o oz Tox oy Yoy Y ay
of LU o L Jf
16. 0z’ oz oy T ow T gy

df+ f _d_f g_f_ x?é[_;_ 29[.

17. ay’ oz ydy’ dx J,dy
15 R AR RS e
19. ;%y zxg_jcf.+,,.‘?Z, x.(‘)’_f y‘ii, 3/: xg_;, 2 31; ‘”g

Cherchons maintenant les équations différentielles du troisiéme ordre qui
admettent un groupe de transformations ponctuelles. Les seuls groupes a
considérer sont ceux de la seconde classe, car les autres ne laissent inva-
riante aucunc équation différentielle du troisiéme ordre.

En appliquant la méthode générale donnée par M. Sophus Lie ('), on
trouve facilement que les seuls groupes contenant plus de cing paramétres,
qui laissent une équation du troisiéme ordre invariante, sont les suivants

af af df af df LOf

x = - oyt L, ozl

oz’ dx oy’ oy dy ay

o Lo L o f of
o o o o Yoy Yoy

I L f y o of o of oS
oz’ 0x g =2 ‘)’55/; ydy ()}’ x()_)/’ x b;’
o Lo f 0f U If af 9
oz’ Toz ‘ydy +_Q‘Z‘J/d ay’ xa;, xﬂ?)‘_}/ﬂ

Chacun des trois premiers groupes ne laisse invariante qu’une seule équa-
tion du troisiéme ordre, & savoir I'équation

(1)) y"=o.

(") Sopnus Lk, Mathematische Annalen, t. XXXII, p. 213.
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e quatriéme groupe laisse invariante 1’équation
(")) 2y y" —3y"=o,
dont les courbes intégrales ont pour équations
zy + ax + bx +c =o.

Nous verrons plus loin que, en appliquant a ces hyperboles une transfor-
mation de contact convenable, on peut les transformer en paraboles, a
savoir les paraboles représentées par

y=a + bz +cz (M.
Nous pourrons alors énoncer le théoréme suivant :
Tutorive. — Toute équation différentielle du troisiéme ordre
H(z,y, ¥, 0" y") =0
qui admet un groupe de transformations de contact, a plus de cinq pa-
ramétres, dérive, par une transformation de contact, de I’équation
]./// — 0.

Reste a déterminer les équations du troisieme ordre qui admettent un
groupe a4 moins de six paramétres.

E’gualz’ons qui admettent un groupe ponctuel contenant cing paramétres.

1. Les groupes a cinq paramétres appartenant a la premiére catégorie
ne laissent invariante aucune équation différentielle du troisiéme ordre.

2. Considérons donc les groupes a cinq paramétres appartenant a la se-
conde catégorie. A la premiére forme canonique ne correspond aucune
équation du troisiéme ordre invariante. Il n’en est pas de méme de la
forme

of . f 9 of I
(G) d$’ ]a;) Pl(x) (T}/’ Pg(.@) d—y, P3(.1‘)Uy,
ou P, P,, P, constituent un syst¢me d'intégrales de I'équation

m

ayy" + a1y’ + ayy' + asy =o.

Premier cas. — L’équation caractéristique a trois racines simples

(o By 7)-

(1) Soenus Lig, Transformationsgruppen, t. 11, p. 441.
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Le groupe G prend alors la forme

df df et d-_f_., eBx d_-_f, eYx gj; .
oy

YA TR 1%

effectuant le changement de variables défini par
z' — elf-2=, y = ye %z,
on trouve que le groupe G est semblable au suivant

of  of o o .o

3

o Yoy oy Tay Ty

qui peut alors étre pris comme groupe canonique.
Ce groupe laisse invariante une équation du troisi¢me ordre, et une seule,

a savoir I'équation
((2)) .2?)/’”»——('1——2)_}”’:0,
qui a pour courbes intégrales les courbes représentées par

y=a+bx+ca".

Deuxiéme cas. — L’équation caractéristique a une racine double.

Le groupe devient

df df eazdf, $euxo_f, e{ix%.

— 2

ox )’@’ dy dy dy

Comme dans le cas précédent, on trouve facilement que ce groupe est
semblable au suivant

o, oo L

b

e’”l—)Z
o’ Yoy oy Tay oy

)

que nous prendrons comme groupe canonique. L’équation du troisiéme
ordre invariante est ici

(3 Y=y =o;
les courbes intégrales sont représentées par
y=a+ br+ce®.

Troisiéme cas. — L’équation caractéristique a unc racine triple.



B.38 DE TANNENBERG.

Le grbupe devient

o LU = O = 9f .
0w Yoy oy T gy TG

il est, dans tous les cas, semblable au suivant

o o o LU L

50

oz’ Y dy’ oy ay’ dy
qui ne laisse invariante que I’équation
y!// — 0.

3. Examinons maintenant les groupes & cinq paramétres appartenant a
la troisiéme catégorie.
Le groupe
9 o of  of . If

2%, Y 9 2 U
oz’ oz’ ay’ J dy’ Y

laisse invariante une équation du troisiéme ordre, et une seule, & savoir

I'équation déja trouvée

(1) 2y y" =3y =o.
Les groupes

O O L o o

o’ T oy dy’ oz’ dx

of Lo o, o, Lo
o) Toy Yoy o2 Fox

ne fournissent pas non plus d’équation du troisitme ordre nouvelle, car ils
ne laissent invariante que 1’équation

(1) y'=o.

Quant au groupe

U, Lo

) ) X ’ 3 f
oy dy dy Oz dx

+ (3 y -+ x?) g} ,
il ne laisse pas d’équation du troisi¢éme ordre invariante.

4. Reste & examiner les groupes a cinq paramétres de la quatriéme ca-
tégorie.
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Le groupe

X =

of of o L, Of af  of af
SRR A T T R

%’
ne laisse pas d’équation du troisiéme ordre invariante.

Le groupe
of of L Of af  odf

_’_’ X = —_

ox or’ T oz’ Yoy oy
est semblable au groupe

o Lo A o
oz’ Tz oy Yo Vo
qui a déja été étudié.
En résumé, les équations invariantes

H{z, v,y y', y")=o,

qui correspondent aux groupes canoniques & cinq paramétres, sont, d'une
part, les équations déja trouvées ((1)) et ((1”)), d’autre part, les deux équa-
tions

((2)) ay"— (n—2)y" =o,
((3)) yr— y// —o0.

Nous verrons plus tard que ces équations ne peuvent admetire un groupe
de transformations de contact a plus de cinq paramétres (').
Remarquons, d’ailleurs, que I'équation ((2)) est I'équation différentielle
des courbes
y=a-+bx+czx";

I'équation ((3)) est I’équation différentielle des suivantes

y=a-+bx + ce®.

E'guations qui admelttent un groupe ponctuel de quatre paramétres.

1. Considérons d’abord les groupes a4 quatre paramétres de la premiére
catégorie.

(1) Pourvu que n#—1, o, 1,2,
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Le groupe

Jd afr of
S el @ L vy

ne laisse invariante aucune équation différenticlle du troisiéme ordre.
Le groupe

A of

of of
oy’ "oy oy Y

dy
laisse invariante une équation du troisiéme ordre, et une seule, a savoir

(4 y_ (=)

qui a pour courbes intégrales les courbes représentées par
y=a—+bx+co(x).

2. Passons aux groupes de la deuxiéme catégorie. Le premier de ces
groupes est le suivant

- of of of of
(G) oz Py (z) dy’ P, () oy’ [Ts(-r)?)/
ouP,, P,, P, constituent un systéme d’intégrales de I'équation

/8

ayy" +a y"+ a,y' 4 azy —o.
Comme précédemment, on trouve aisément que ce groupc est sem-
blable a
. A 9f  of of
(Gy) 0z -t-ma ()—)” 'd—y: 1‘@7 W’

si I’équation caractéristique a trois racines simples; a

o U L
(Gg) (}_‘Z‘_‘_" d—);’ dy; x()y’ e d‘)’,

si 'équation caractéristique a une racine double; ou enfin, a

N

. af  _of of af 2 Of
((13) oz “x—_}’@: T)’, xd] x d}’,



