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SUR QUELQUES
INEGALITES DE LA LONGITUDE DE LA LUNE,

PAR M. H. ANDOYER,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Toulouse.

Y

1. Amené¢ par des considérations théoriques a étudier les séries qui
représentent les coefficients des principales inégalités de la longitude de la
Lune, je n’ai pas tardé a reconnaitre que les résultats que je trouvais ces-
saient de concorder avec ceux donnés par Delaunay, & partir du huitiéme
ordre inclusivement. Les coefficients sur lesquels porte le désaccord résul-
tent donc uniquement, dans I'ccuvre de Delaunay, du Chapitre X de sa
Théorie du mouvement de la Lune, intitulé : Reckerches supplémentaires
sur la longitude de la Lune; c’est dans ce Chapitre seul, en effet, que sont
calculés les termes dont I'ordre est supérieur au septiéme.

En conséquence, je me propose simplement, dans ce Mémoire, de pu-
blier les résultats quej’ai obtenus en calculant, avec la méme approximation
que Delaunay, les coefficients des inégalités de la longitude de la Lune qui
ne dépendent que du rapport des moyens mouvements du Soleil et de la
Lune, ainsi que de la premiére puissance de I'excentricité de la Lune; je
donne aussi, dans les mémes conditions, la partie du mouvement du pé-
rigée lunaire qui ne dépend que du rapport des moyens mouvements du
Soleil et de la Lune.

Ces résultats ont été obtenus concordants par 'emploi de deux méthodes
absolument distinctes, ce qui donne toute la garantie désirable pour leur
exactitude. J'exposerai successivement ces deux méthodes, dontla premiére
m’est propre, et dont la seconde est empruntée, avec des modifications de
nulle importance, au beau Mémoire : Researches in the lunar theory,

publié par M. G.-W. Hill, au tome ldel’ American Journal of Mathematics.
Fac.de T. — VL. J.1



J.2 If. ANDOYER.

Je dois, d’ailleurs, adresser ici mes vifs remerciements & M. Saint-
Blancat, de I'Observatoire de Toulouse, qui a bien voulu m’aider & déter-
miner exactement 'un des nombres les plus pénibles a obtenir.

2. Le probléeme que je me propose de résoudre peut étre énoncé ainsi :

Eudier le mouvement de la Lune sous Uaction de la Terre et du
Soleil seuls, en supposant en outre : 1° que Uon néglige les dimensions
de ces trois corps; 2° que la masse M de la Lune est absolument négli-
geable, et que celle de la Terre, M, est négligeable en comparaison de
celle du Soleil, M'; 3° que le Soleil décrit, d’un mouvement uniforme,
une circonférence autour de la Terre; 4° que le mouvement de la Lune
s'effectue dans le plan de cette circonférence; 5° enfin, que l’on néglige
le rapport des dimensions des orbites de la Lune et du Soleil.

Dans ces conditions, soit choisi comme plan du mouvement le plan
des zy, les axes de coordonnées ayant des directions fixes et I'origine O
étant la Terre. Soient 7 et ¢ le rayon vecteur et la longitude de la Lune;
@' le rayon vecteur constant du Soleil et N'= n't + ¢, sa longitude, »’ et
¢, ¢tant des constantes, ¢ représentant le temps; soit enfin f le coefficient
d’attraction. La fonction des forces dont dépend le mouvement étudié est
alors, en posant H=9¢ — N,

M+ M,
—

’ -1
fM; —|—M’[(a’2+r2—za’rcosH) 2—12-051—1]%-

a/‘.'

Or fM'=n"a"? en vertu des hypotheses faites; jappelle 2 le moyen
mouvement de la Lune, et je détermine @ par la condition

JM+M)=na?;

I'expression de la fonction des forces deviendra, en ne conservant que les
termes qui contiennent les coordonnées de la Lune et qui sont indépendants
,
du rapport —,
n2ad 11/2 r2 ]

M[——-—i——/—a(x—}—Scoszﬂ)
o 4

Les équations du mouvement sont donc, en employant la forme de La-
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grange, ct représentant les dérivées a 'aide d’accents,

nad n'2p

r’'—ry'?+ —
r? 2

(1+3cos2H)=o,
ar' v+ r(¢"+2n"?sinall) =o.

Je vais ¢liminer 7 entre ces deux équations, et j'obtiendrai ainsi I'équa-
tion différentielle qui détermine la seule longitude.
Différentiant la seconde équation, il vient

20" P+ (30" + 2n"2sin2H) + r[¢" -+ 3n2(¢'—n')cosaH] —o.

< . . cyiqe e ., 1 n?*a®
‘ntre ces trois ¢quations, J’ellmlne r, ', r” en considérant —5— comme unce
constante; on obtient aisément

23
n-a
5’2
1‘3

b =20 " —30" 4 for 4 an22—In'

—6n'2¢"sinol + 6n'2¢'(2¢'— n') cos2 H + §n'* cos411.

Je prends les dérivées logarithmiques, et je remarque que, en vertu de
la seconde des équations du mouvement, on a

o'+ 3n"sinal
J

,./
T 2¢!
7 se trouve alors complétement éliminé, et 'on obtient finalement I'équa-

tion suivante ne contenant plus que la longitude et ses dérivées

o= ()/2‘,lv+ vlh V”— izip/ V”V”/'— %ILIQ ‘)72()//_!__ %V”:}_’_ %'l’k "//
+ n'2sinaH(— 320" 4 18n ¢3 — 33 /202 — 2Ll 4 L1228 pld)
+n'2cos2H(—150"20" 210/ ¢’ ¢")
+ n't sinfH(— g2+ 42n/v")
+ n'*cos{ H(— 4tv")
+ n'¢ sin6 H(— £%).

3. Conformément a la méthode générale que j’ai exposée dans mon Mé-
moire Sur les formules générales de la Mécanique céleste, publié au
t. IV des Annales de la Faculié des Sciences de Toulouse, je vais intégrer
cette équation par la méthode des coefficients indéterminés de la fagon sui-
vante.

Soit N = nt + ¢,, ¢, étant une constante arbitraire, » le moyen mouve-
ment de la Lune qui joue aussi le role de constante arbitraire d'intégration;
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je fais K=N— N, et soit G un argument, déterminé par la suite des
opérations mémes, de la forme g¢ + @, @ étant une constante arbitraire,
& un coefficient convenablement déterminé. On pourra alors poser
¢ = N + A, X étant une série de la forme suivante

A=2h,,sin(pK 4+ ¢G),

oli je supposerai que p et ¢ peuvent prendre toutes les valeurs entiéres pos-
sibles (les valeurs de p étant d’ailleurs nécessairement paires, puisque les
multiples pairs de H figurent seuls dans 1'équation), et ou I'on aura, en
outre, pour la symétrie et la commodité des calculs,

Ap—g=— Apge

Ces cocfficients A,, seront fournis par 'application de la méthode des
coefficients indéterminés, ainsi que je vais le faire voir. Ils dépendront
d’ailleurs d’une constante arbitraire nouvelle (correspondant a I'excentri-
cité), et que je prendrai égale au coefficient A, de sinG; appelant ¢ cette
constante, on aura donc A, , = ¢. Alors chacun des autres coefficients 2,

est de la forme
My = €O+ Ay D),

les A, étant eux-mémes des séries ordonnées suivant les puissances du
rapport m des moyens mouvements du Soleil et de la Lune.
De méme, la quantité g est de la forme
b

g=n(go+ ¥+ gret+...),

les g; étant des séries analogues aux A\ .

J’ajoute d’ailleurs qu’en disant que les formules qui sont ainsi fournies
vérifient les équations du mouvement, j’entends simplement que le calcul
peut étre poussé assez loin pour que, aprés substitution de ces formules
dans les équations, les résidus soient d'un ordre aussi ¢levé qu’on voudra
par rapport aux quantités m et ¢, considérées comme petites du premier
ordre. ’

Comme je l'ai dit plus haut, je me propose simplement ici de calculer

avec la méme approximation que Delaunay g,, les A, et les A7 ,.

4. L’¢quation dont dépend A est aisée a former. Remplacant ¢ par N+ A
et, par suite, H par K + A dans I’équation qui donne ¢, il viendra, en dé-
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veloppant le tout par rapport aux puissances de A et de ses dérivées,

0= nr?A\V 4 N (nt— 3n2n't4 Lllp't)

+ 2an WAV — LW N+ NN (4n®— 3nn'?)
4+ MY LLATAT - 20078 - W2AT (62— $0/2) 4 4NN + NN
+ 0 sin6K[— & + PN+ ... e e e ]
4R cosbK[— 23+ TR e ]
+n'* sinfK[— gn?+ 3nn'+ N (—18n + %2 n')

4+ LN — N2+ X2 (7202 — A5 nn') 4+ 2N (1440 — 45 n')

— 590N + 72BN A (—gbni4-6onn') ...l ]
+ n' cosAK[— YN 4+ M(—36n2+2Enn')+ QAN (— 72n + 42 n')

+ 1113207 — 362A'2 4+ A* (96 n?— Gonn')

HRN(1g2n —60R ) b ]
+n't sinaK[— 33n*+18n3n/— 32n2n24 Hin't

— 2Ln )" 4+ N (— 6613+ 54n%n'— 32 nn'?)

— 2NN A2 AN (3o — 27 nn')

-+ N2 (—ggn?+ 54nn' — 332 n'?)

+ A2(33n*—36n%n'+ 32n2n/?— Ziip't)

+ 2L X0+ WAV (6on — 27 n') + N3 (— 66n +18n')

+ A2 (132n*—108n2n'+ 33 nn'?)

-+ ZLRNAT — LLLQ2QA"2 - 30AN2 N + A3A" (— 202+ 18 nn')

— BN X2X2 (198 n2— 108 nn' + 33 n'?)

+ M(—r11nt+12nPn’—n2p/2 4 Slph

— InMN 4+ BNN (— bon +18n") + A2A3(132n — 362')

+ MN(—44nP+36n2R —11nR'?) . ]
+ n'2cos2K[N (—15n2+ L nn')

—+ A(—33n*+36n3n'—33n2n'24 23 p't)

— 2 QN+ NN (—3on+21n')

-+ A (—132n*+108n%n'— 33 nn'?)

— ZLANNT 4+ LN — 15020 + XX (3o n®— 27 nn')

+ M2 (—198n?+ 108 nn'— 32 n'?)

“+ A (22n*— 24ndn' 110202 — $Ln't)

+7nMA" + RN A (6on — 27n") + A3 (— 1320 + 361

+ WA (88n*—r7g2nn'+ 22nn'?)

+ 7RNAT— BLQ3N"24- 3022 A 20" + AN (— 1002+ gnn')

— 33A\* 4+ WA2 (13202 — 20’ +1110'?)

+ A (—2pt4-2tpdn — p2pf2 - BUp/4)y L 1
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5. Je remplace maintenant, dans cette équation, A par sa valeur, que je
supposeral écrite, pour plus de simplicité, sous la forme £, sin'V,; puis je
développe le résultat de la substitution suivant les sinus des arguments V,.

Le cocfficient de sin'V, (V, étant un argument quelconque) doit étre
¢galé & zéro, ce qui donne I’équation générale écrite ci-dessous, propre a
déterminer par approximations successives chacun des cocfficients 2.

Dans cette équation, on a désigné par k,n le coefficient du temps dans

n'
largument 'V, de facon que le rapport — = m des moyens mouvements

du Soleil et de la Lune figure seul a la place de n et #’. En outre, le
premier membre se compose de plusicurs parties dont les unes ne corres-
pondent qu’a certaines valeurs indiquées de V,, ct dont les autres sont les
sommes des termes correspondant & toutes les permutations distinctes pos-
sibles d’arguments V,, V, , ... vérifiant des conditions indiquées.

I’équation s’écrit alors sous la forme suivante, claire d’elle-méme en
vertu des explications qui précédent,

0 =1, [k} + k2(— 14+ 3m>— 11 m*)]

V,==2K) inﬁ(—»’?—+917z;%1)z2+%n1‘)

V) ==4K) Emi(—5+Em)

V,=+6K) EZmb(-- &)

Vp, V4 =Vp) + 2\ hp, hp, [2kp K — Bk kp = kp ey (— 4+ 3m?)]
+ 2, }*Pa}-pa[kmkpak;a — kp ki K,

+ Gk kL kK kp KR (— 6 - 3m?)]
+ b Ap hp hp (— b hp Kp, Kp K2

-+ )‘Pl}‘l’e )\Pa)\Ps)\l’s(_ AVP: kﬁi kps kPak;s)z

VptVp, = VppbK) - mSE|— 230, 1299 %, — 7290, 0, b, . ¥

Vp+Vp,+..=V,=4K) —+ m’*E-‘:lpj Uedt kg = kp (— 9 +42m) —18 4 £2m ]
+ hphp [ 1 ko 5 kp, kp,
+kp (— 36+ 42m) = (— 36 + Em)]
+ Dp hphp [ kY — 18 kp Ky,
Ehp(—72+%m) — 48 + 3om]
ko, Ap hp Ay [ BLA2 =36 kp k),

+kp, (—96+30m)=(—48+30m)]
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Vp+Vp=Vpx2K)  + mﬂz;x,,l[:t 2RS4 k2 (A — %m)
=k, (— 33 +29m — m?)
— 3 4 18m — BEmP 4 HEmt]
“+ Ay hp [+—A,, k.= e kLK,
2L kp + kplA,,E(m-—Tm)
ikpl(la——zlm)
=k kp (— 82 4 2ym — 3Em?)
+ kp (— 66 + 54 m — 22 m?)
+ <—ﬁ$—+18m—ﬁm*+%ﬁm*>]
+)‘~pl)‘-1)i)tps[”27,l kptkpa 111 /\2 /‘ 5/{1“/(1]2/{’%“
2L =k, ,,,(30—— Tm)
=+ kp‘k,,ﬂk,,a(-— 33 +gm)
+ k3 (15 — 3 m)
= kp (— 66 + 5hm — 2P m? )
—11+12m— Ltm?4 f—‘—?m*]
+Dp b b by [ kp kD N kR Ry 15k Ky L,
T R kp kpkpkp,
4+ Tk}, kp k(30 — 3 m)
~+ kp kp, kp,(— 66 + 18m)
= &} (10— gm)
ikﬁxkp:(— 99+54m——34—3m2)
+ kp (— 44 4+ 36m — 11m?)
(= P+ 6m — P m? 4 Flomty]
-+ )‘I’x;‘l’i}'l)a)‘l’l}‘l’s[; /\.I’lkﬁ: 7 k; ]‘P“+ IOA‘PIAP*/‘IN
- ﬁkpxklhlipx kps
Fiky S kp k) (20—9gm)
=+ k,,ik,,skpa(—- 66 -+ 18m)
+ k3 (5 —§m)
+ kp kp,(— 66 4 36 m — Ll m?)
= hy (—22 +18m — Lt m?)

— U 2 —m2y Bmt]

6. Un coup d'eeil jeté sur cette équation montre tout de suite que A, est
d’ordre | p| par rapport & m, et que A, est d’ordre p par rapport & m si p
est positif, dordre — p — 1 si p est negatlf.

Appliquant alors I'équation précédente et utilisant la remarque qui pré-
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céde, on obtient immédiatement les formules qui sont écrites ci-dessous
pour déterminer les quantités que j’ai en vue avec 'approximation que j’ai
déja indiquée et qui est celle de Delaunay.

Dans ces formules, les termes utiles sont seuls écrits; j'indique en méme
temps jusqu'a quel ordre inclusivement elles permettent de calculer les
inconnues sans qu’il soit nécessaire de les compléter; d’ailleurs, dans les
résultats, je n’ai pas toujours atteint cet ordre, puisque je m’en tiens a
Papproximation de Delaunay.

On a ainsi, en posant .. =1 — m pour simplifier 'écriture,

Ay y jusqu’au neuviéme ordre :

o= 2 [16p*+ p(— 4+ 6m2— 1 m*)]
[ 2 gm — S+ 3]
4 20 10, [1600 w8 + pd (— 64 + 48 m?)]
= (2506)° [— 1296 p° —+ p*(— 96 +24m?)]
) [ - (18 ) 18 — $2m)
4+ m2AL [~ 1683 + p? (120 — 108 m)
+ (132 —108m + 33m?) — 32 - 18m — B2 m2 4 23 mt]
4+ m2 (A2} )2[ 375wt + p2 (162 — 54m) 4 p2(— 398 4~ 270 m — 33 m?)
+p(—1324+108m — 33m?) + 3 — 54m + L2m?— 12 mt]

ALY jusqu’au onziéme ordre :

o= A2, [256p*+ p2(— 16 + 24 m? — L1 mt)]

+mt[—§+iEm]
+ (A2 [— 11205+ p3(— 32 4 24m?)]
+ A AL, [8160 p3 + p3 (— 192 + 144 m?)]
o+ (U)*H0% [ — 8330128+ it (— 768 -+ rg2m?)]
-+ (A5) [— 2561°]
+ mo 143
- m (U 2 [— 242+ 72 — 5]
+ m* i, [21pP 4+ p* (30 — 27m)

o p(— 66+ Bhm — 3pmt) — 3+ 18m — 32m?+ Him']
+ m*h0, [— 567 ¢+ p? (270 — 243 m)

+ (198 —162m + 2 m?) — 32 +18m — 32 m2+ 3 mt]
-+ m2AP M0, [1776 pt + p3 (1044 — 432 m) + p2(— 600 + 540m)

+ p(— 264 + 216m — 66 m?) + 66 — g2m + 33m? — 2im*]
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+ m* (A )*[852p* + p3(— 1092 + 360m) + p*(— 912 + S4om — 66m*)
+ (264 — 216m + 66m?) 4 22 — 24m +11m* — g m*]

Ay, jusqu’au neuvieme ordre :

o= AL, [1296 p* + p2(— 36 + 54m?— L532 m#)]
+ mS[— S
+ RO [— gBops -+ uF (— 192 + 144 )]
- (A0 [ 48120+ 2 (— 96 + 24m?)]
S m A, [ 2 (— 18 4 KEm) — 18 + KEm)]
+ m2A 0 [168p? + p? (120 — 108 m)
+ p(—132 +108m — 33m?) — 32 - 18m — Em> 4 $iim*]
+ m2 (M) )2 [— 6gpt + p? (162 — 54m) + p?(— 138 + 54m — 32t m?)
+ p(—132 +108m — 33m?) — 32 4+ 18m — 32 m? + Himt]

g0 jusqu’au dixiéme ordre (en faisant V,= G et remarquant que Ay, =1):

o= gt+gi(—1+3imr—LTlmt)
+ 200 [—hp(ep — &) —22p7 (2 — £0)°
+44pP (2 — )2+ a2 pt (220 — o)
+p(2p— 80)* (8 — 6m?) + pi (2 — &) (— 16 + 12m%)]
+ AR [Ap(2p + go)* + 2207 (22 + £0)?
—h4p*(2p + o) — 32pt (22 + £0)
Hp(2p 4+ 80) (— 8+ 6m*) 4 p*(2p + &) (16 —12m?)]
+ R AL [—8p(hp — o) — 88p2 (4p — £0)°
+352p® (4pr — go)*+ Sr2pt (hpr — &)
+p(dp— 807 (16 —12m?) + p2 (4 — o) (— 64 + 48m?)]
RO [8p (b + g0) + 882 (hpr + &)
— 3522 (A + &) —S12p* (4 + &)
(bt &) (—16 +12m7) + p* (4 + &) (64 — 48m?)]
+ (A90)*[8p* g5 — 68opt g5+ p? g5 (— 48 +12m7)]
+ (A0 [32p2 g5 — 10880t gf + p? g5 (— 192 + 48 m?)]
+ AN [~ 16p2 (2 — )" — 88pP (2 — £0)°
+ 2896 pt (2 — go)2+ 16003 (22 — £9)

+ pF(2p — 80)7(96 — 24m?) 4 p?(2p — g0) (— 192 + 48 m*)]
Fac. de T.— VI. J.2
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AV A AL 162 (2 4 80)* + 882 (22 + £0)°
— 2896 p* (21 + £0)* — 1600 % (211 + ) _
P (2p 4 £0)(— 96 4+ 24m?) + pP (2 4 g0) (192 — 48 m?)]
= 0900 [— hp2 (hp— 80) — G4 2 (b — g0)°
—164pt (Ap — go)* —112p® (41r — o)
(G — 80)* (24 — 6m2) + P (G — g0) (— 96 + 24 m*)]
+ QA AR (e + £0) + 8417 (4 4 £0)?
H164pt (hp+g0)* +1r2pP (Gp + £0)
(A ) (= 24+ 6mt) = (G 4+ g0) (96 — 24 m*)]
(M)A, [— 384 p2 g2 '
+ (A9 PAPL, [96pP (22 — g0)* — 1922 (2t — £0)]
+ (100200 [—961° (211 + £0)* + 19224 (2.1 + 80)]
+ (M) [— 9bpt g2 ]

+m L [ (G — &)+ (i — 80) (— 9+ Hm) +18 — 45m]
A+ m R U G+ 80+ (G4 g0) (9 — Hm) — 18 + 4P m]
+ m* AL, [— Lot — 34ap2+ pu(— 288 +gom) + 144 —gom]
A mA AR [ (2 — 80) =18 (2 — &) + LA

+ (2 —g0) (36 —*2m) + p(72 —22m) — 52 + 43m |
4+ m R A [— AT (2 g0) 18 (o + gy) — L

(2 +20) (— 36 +5m) 4+ p(—72+ Em)+72 —43m]

+ mP (AR [ g3 + 198 2 + (376 — 180m) — 288 +180m]
+m R[5 (2 — go)’ + (20 — $0)* (— P +3Tm)
+ (2 — &) (—33 +27m —32m?) + 32 —18m + 332 m? — 3 m* ]

+ A [— 2 (2 + £0)3 + (2 + g0) (42 — 2l m)

+(2p+80) (33 —27m + Em?) — 32 +18m — P m?+ i mt
A+ AR [ p2 gt 4+ ngd (6o — a7 m) + 84 ud
+ go(— 30+ 27m) + p2(—120 +108m)
+ p(— 264 + 216m — 66m?) + 66 — 7am + 33 m?— L mt
AL [— (g — g0) — 222 (. — 20)* — 1683 (20 )
22— g0) (2 — £0)* (— Bo 4 27 m)
+ P2 — go) (240 —108m) — 336 3



SUR QUELQUES INEGALITES DE LA LONGITUDE DE LA LUNE. Jorn

+ (2p— &o)2 (15 — Fm)
+p(2p— go) (396 — 216 m + 33 m?) + p*(240 — 216 m)
+ (2 — go) (— 66 + 54m — 22m?)+ p (264 — 216m + 66m*)
— 33+ 36m — 33im?4 23imt]
4+ m2 AR [Bp (o 4 g0)° + 2222 (2 1+ §0)* -+ 168 (2 + £0)
— 3 (2p+ &)+ p(2p + £0)* (60 —27m)
+ p2(2p + go) (— 240 +108m) + 3363
4 (2p 4+ &) (— 15 + Em)
+ p(2p—+ o) (— 396 + 216 m — 33m?) + p*(— 240 + 216m)
4+ (212 + o) (66 — Bhm + 32 m?) + p(— 264 + 216m — 66m?)
+ 33— 36m + 32m?— 2P mt]
+ m2 R0 ML [ (A — g0)* + S (G — §0)* 2107 (dpe — o)
+ 23 (G — go) + (b — &) (— 30 -+ 3tm)
-+ p*(4p— &o) (60 — 27 m) — fap?
(b — go)H(—15 + 3 m)
+ p(bp— &0) (— 198 + 108 m — 33 m?) + p2(— 60 +- 4m)
—|—([;pugo)(—66+54m——3—2ime)—|—;L(132—108m+33172'3)
+ 33 —36m -+ 2m?2— Timt]
+ m2 R 0 [— (b &) — 2 (4 8o — 21 pP (A + 80)
— 21(4p+ 0) + (b £0)* (30 — &Tm)
+ (4 + Zo) (— 60 +27m) 4+ fop?
+ (b 80)* (15 —3tm)
+ (4 + o) (198 —108m + 3 m?) + p? (60 — S4m)
+ (b =+ o) (66 — Bhm + 32m?) + p(— 132 +108m — 33m?)
— 33 4+ 36m —3Em*+ HEmi]
- m2 AP A0, [1350p2 g5+ 5232 pf 4+ pg 2(120 — 54m) + p3(216 + 432m)
+ g2(— 60 + 54m) + p2(— 4368 + 2808 m — 264 m?)
+ p(— 528 + 432m — 132m?) 4132 — 144m + 66 m* — H2 mt]
= m2 (M), [ p(ap — &) — 201 p2 (2 — &)* + 1027 (20 — o) — 474 1!
— 2 (2p— &)+ p (212 — 80)* (60 —27m)
+ (2 — &) (— 756 + 270m) -+ p? (324 — 108m)
+ (2 — &) (15 —F'm)
4+ p(2p— o) (— 396 + 216 m — 33m?)
-+ p2 (1308 — 756 m + ggm?)
+ (2pr—go) (198 —162m + 3P m?) 4 p.(— 264 -+ 216m — 66 m?)
— 33 +36m—32m?+ 2im*]
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(IS [— Hp (o £0) 201 p2 (2 £0)*— 1623 (20 + 80) + 74P
+ B2 (2p 4+ g0)P+ p(2p + o) (— 60 + 27m)
+ pr(2p 4+ g,) (756 — 250 m) + p? (— 324 + 108 m)
+ (2p+g) (=15 +Fm)
(24 go) (396 — 216 m + 33m?)
+ p2(— 1308 + 756 m — ggm?)
“+(2p+go) (—198+162m — 32 m?)+ (264 — 216 m + 66 m?)
+ 33 —36m + P m2—2k3mt]
+m?(09))° [— 786 p7 g7 — 3480
+ gy (—120 4+ 54m) + pd(— 4296 + 1296 m)
+ g3(60 —54m)+ p2 (2304 —1512m +132m?)
+ (528 — 432m +132m2) — 132 + 144 m — 66 m® + 22 m¢]

Ay, jusqu’au huitiéme ordre :

o= WL[(ep—g0)+(2p—g) (—1-+im*— 5 m)]
+ AN [—hpgi—oapigl+4hpigi3apt g
+ P& (8 —6m?) + p? go(—16 +12m?)]
+ 20 [—8p(2p + ) — 88 (2pn + &)
+ 352p3 (2 + 80)* -+ Sr2pt (21 + £0)
+p(2p 4+ £0)? (16— 12m?) 4 p2 (2 + go) (— 64 + 48m?)]
+RNAL [Ap(hp — g0) +22p?(pr — £0)°
— G4 P (b — 80)*— 32" (hr — o)
+ p(hpr— o) (— 8+ 6m?) + p2 (4 — &) (16 —12m?)]
RO ALL [8p (6 — go)* + 882 (6 — g)°
— 352p2(6p — g0)* — Sr2pt (6p — )
+ p(6p— g9)2(—16 +12m?) + p2(6p — go) (64 — 48m?)]
AL [—16p% g5 — 882 gf+ 28961 g7 + 1600 p° g,
+ p?g5(96 — 24m?) + 2 gy (— 192 + 48m?)]
-+ (A0 APL, [Bp? (2 — &) — 68opt (20 — &0)*
4+ pi(2p — £0)*(— 48 +12m?)]
4 (A2 )AL [B2p? (2 — go)* —108Bopt (2 — o)
+ P2 — &) (— 192 + 48m?)]
A ARV [— 4p? (2 + £0)' — GAp® (22 + £0)°
— 164 pt (2 4+ go)? — 11205 (2 4 o)
+pr(2p + g0) (24 — 6m?) + pP(2p + &) (— 96 + 24m?)]
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AL AV AL [16p2 (G — g0)* + 88 (4 — £0)°
— 2896 p* (4 — &0)2 — 160005 (4t — 80)
+ 24— 80)2(— 96 +24m?) + P (hp— &) (192 — 48m?)]
S RPN, T4 (61 — g0) + G413 (61 — £0)°
+164p4 (6p — g0)* +112p° (62 — 80)
+ P2 (6 — o) (— 24 + 6m*) + p? (6p. — g,) (96 — 24m*)]
-+ (A0)*[96p° g5 — 1920 &0 ]
- (AP, AR, [— 384 (2 — g0)*]
+ (A0 AL [— 960 (4 — £0)*+192p* (G pr — &0)]
+ ()AL [—96pt (212 — £0)*]
= mAA) [T (2 + £0)2 (2 + 80) (— 9 +4pm) +18 — HEm]
- mONEL, [4 (612 — g0)'+ (6 — g0) (9 — Him) — 18 + 2m]
=m0, [ — 18 g+ 1 P+ 50 (36 — Em) 4+ (72 — AEm) — 72 + 45 m]
A+ mA A A [— L (2 — go)2— 342 p2 + p(— 288 + gom) + 144 — gom ]
+ m A AL [ A (G — &)+ 18p (b — &) — P2
+ (hp—g0) (=36 +42m) + p(—72 + 5 m) +72 — 45m]
+ mt (A2 [ (2 — g0)* 4+ 198 2+ (576 —180m ) — 288 +180m ]
+ m [ gi 4 g0 (= 45 m)
+ go(— 33 +27m —32m?) + 33 —18m + FEm?— Him']
2 [— 3G — go P+ (b — g0)? (35 — 3m)
+ (bpr—g0) (33 —27ym +33m?) — 33 4+ 18m — 33 m2 4 33 m*]
+ mAA0 [— Ap gt — 2222 g — 1683 g,
+5gh + g (— 60+ 27m) ++ p?go (240 —108m) — 336°
+ &3(15 — 3m) + . g,(396 — 216m + 33 m?) + p? (240 — 216m)
+ So(— 66 + 54m — 332 m?) + p(264 — 216 m + 66m?)
— 33+ 36m — 2Eim*+4 ZEmt]
+ 2 AR AL [rrrp?(2p — o)+ p(2p — g0)* (60 — 27 m) + 84 p?
+ (2 — g0)2(— 30 +27m)~+ p2(—r120 + 108 M)
+ p(— 264 + 216 m — 66m?) + 66 — y2m + 33m? — 242 mt]
+mAA AL [ (2 + g0+ B pP (2 + &0) 213 (20 + £0)
3 (ap -k g0) - p(2pn §0)* (— 30+ 3 m)
+ pA(2p+ &) (60 — 27m) — fopd
+ (2p+ £0)2(— 15+ 2lm)
+p(2p+ go) (—198 +108m — 23Em?) + p2(— 6o + S4m)
+ (2@ + &) (— 66 +54m — 3Em?) 4+ (132 — 108 m + 33 m?)
+ 33 — 36m + 3Em?— 23 mt]
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AL [ p(Gp — £0)*+ 22202 (G — £0)*+ 1682 (412 — o)
=3 (hp— &)+ p(4p — £0)* (60 — 27 m)
+ (4 — go) (— 240 +108m) + 3363
+ (dp— &) (— 15 + 3 m)
A (4 — go) (— 396 + 216m — 33m?) + p2(— 240 + 216m)
+ (4pr—g0)(66 —34m—+ 22 m?) + p(— 264 + 216 m — 66 m?)
+ 33 —36m + 22m?— 23 mt)
H AL [— (B —80) — 1P p2 (6 — g0)* — 21 2 (B — g0)
— 26— g0)°+ (6 — £0)* (30 — Fm)
+ (6 — go) (— 60+ 27m) + fap?
+ (6 — £0)* (15 — 4 m)
+ (6 — go) (198 —108m + 32 m?) + p2 (60 — 54m)
4+ (6 — g4) (66 — B54m +33m?) 4+ pu(—132 + 108 m — 33m?)
— 33 +36m — 3Em24 2Eimt]
+mE AP [ gt — 201 P gl 16207 gy — f7h pt
— g+ pgs(6o—aym)
+ p2go(— 756 + 270m) + p? (324 — 108 m)
+ g3 (15— 3m)
+ 1 go(— 396 + 216m — 33m?) + 2 (1308 — 756 m + ggm?)
+ £0(198 — 162m + 2 m?) ++ p(— 264 + 216 m — 66 m?)
— 33 4 36m— 3Fm?*+ 2imt]
+ mAAP AR [1350p2 (2 — go)2 + 523apt
+ p(2p — g0)% (120 — 34 m)+ p3 (216 + 432m)
+ (21— 80)*(— 60+ 54m) + 2 (— 4368 + 2808 m — 264 m?)
+ p(—528 + 432m —132 m?) + 132 — 144 m + 66 m* — F2mt]
+ om0 M [ R (hp—g0)* 201 p? (hp—g0)* —162p° (hp— g0) + 474
+ 58— g0)’ + (4 — 80)* (— 60 +-27m)
+ pE(Ap— £0) (796 — 270m) + p3(— 324 + 108 m)
+ (A — &) (— 15 + 3 m)
+ (4P — 80) (396 — 216 m 4 33 m?)

—+ p2(— 1308 + 756 m — ggm?)
+ (bp—go)(—198+162m —22 m?) + (264 — 216 m + 66 m?)
+33 —36m + 32im?— 2 3mt]

e mt ()00, [— 786 (21 — g0)? — 3480
+p(2p— g9)*(—120 + 54 m) + p3(-- 4296 + 1296 m )
+(2p—g)* (60— 54m )+ p2(2304 —1d12m +132m?)
+ (528 —432m +132m?) — 132 + 144 m — 66 m?* -+ FEm*]



(0)
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jusqu’au huitieme ordre :

)-(20,)1[(21*‘*‘&’0)"—*-(21~’~+g0)2(—1+§m2“%m£)]
+ 200 [Apgs —22p2 g0 —AApP gl + 32pt g
+ pgi(— 8+ 6m?) + p2 Oo(—16+12m2)]
+ MO AL [—8p(2p — go)t — 882 (2 — &)
“+ 3523 (21— o)+ Sr2pt (21— o)
+ (2 —g0) (16 —12m?) + p2(2p — &) (— 64 + 48m?)]
RO M [Ap G+ g0t +22p2 (G + 80)°
— B4 G g0)— B2t (G + £0)
+ G+ 80) (— 8 4+ 6m?) + 2 (hp + &) (16 —12m?)]
+ AL A [16p2 gl — 88l gl — 2896t g2 1600 P g
+ p2 g (— 96 + 24m?) + ¥ go (-~ 192 + 48 m?)]
AL [ A (ep — go) — 44 (2 — £)°
—164pt (2p— o) — 1125 (2 — o)
(2 — 0)* (24 — 6m®) 4 3 (201 — o) (— 96 + 24 m2)]
+ (AR B2 (2 + o) — 68op* (2 + £o)2+ 2 (21 + £0)* (— 48 +12m7)]
+(?‘°’)3[ 96p* gl —192p* g0
L, [ 33 (gt — o) (2 — g0) (— 9 -+ H3m) + 18— ¥ m]
[ g — 18 g0 1T
+ 50(36 —EEm) -+ p(— 72+ Em) + 72 —45m]
-+ mr A gl 4 g (B —2m)
+ S (—33-{-2/”1——3—3171‘3)— 334 181;1-—'—’}m2-|—~f;#§-m‘]
+ AL [— A (G o )P+ (b + &0 ) (P —Fm)
-l—(_/hu. 80) (33 — 27 m—}-%’im?)——%-k 18m — 33m?+

amt]

4+ MmN [— B gl 4+ 222p2 g2 — 1683 g
+ Lot 4+ pgi(60 —27m) + p2 g (250 — 108 m) + 336 3
+ g (— 13+ Fm) +p.ge (396 —216 m+ 33m?) + p2 (— 240 +216m)
+ Zo(— 66+ 54m — 332 m?)+ pu(— 264 + 216 m — 66 m?)
+ 33 — 36m + 3Em?— 23 mt]

- ( 9
+ m2AP A0 [ (2 — go)P+ 1L

(op—go) 212 (2 — o)
+ 2 (op— g+ p(op — g0)*(— 30+ 3m)
+pi(2p — go) (60 —27m) — fapd
(2 — o) (—15 + m)
+p(2p—g0)(—198 +108m — 33 m?) + p2 (— 6o + 54m)
+(2p — 50)(— 66 +554m — 232 m?)+ (132 — 108 m + 33 m?)
+ 33 — 36m + Fm? — 22 mt)]
+m2 2P [1rp ()‘u—l—go)?—i—[,L(QIJ.—}‘OO) (60 —27m) + 84u?
+ (2 + g9)*(— 30 4+ 27m) + p2(—120 + 108 M)
+ (=264 +216m — 66m?) + 66 — 72am + 33m*— L2 m*]
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+ (50 [ 86 4 20107 g3+ 1620 g+ 76
— gl +pgi(—6o+2a7m)
“+ 280 (— 756 - 270 m)+ p3 (— 324 4108 m)
+ g3 (—15+3m)
+ 8o (— 396 + 216 m — 33m?) + P2 (—1308 + 756 m — gg m?)
+ 80(198 — 162m + 92 m?) + p. (264 — 216 m + 66 m?)
+ 33 —36m 4 3Em2— 2t3 4]

..................................................................

7\“” ", jusqu’au septiéme ordre :

o= ML [(4p—go)"+ (hir — 80)*(— 1+ m2— 15lm")]
+ A0 [—8pgt —88u2el + 3523 g2 4+ S1apt g,
+ g (16 —12m?) + p2 gy (— 64 + 48m?)] ‘
F AN AL A — g0 —22p2 (2 — &)
— 44 (2 — &)+ 32 pt (20— &)
F (2 — g0) (=8 +6m?) 4+ p2 (2 — o) (— 16 + 12 m%)]
AN AL [Ap (6 — g0)t + 2207 (6 — g,)?
—44p* (6p — £0)'— 32p" (6p — )
+ (6 —50)*(—8+6m*)+ 2 (6 — g,) (16 —12.m?)]
+ (A0 [ dprgl — G4 p2 gl — 164 pt gt — 1123 gy
+p2g3 (28 — 6m?) + gy (— 96 + 24 m?)]
H A0 200NN [16p (2p — &) — 88p? (2p — gy)?
— 2896 (2 — g9)2+ 16005 (21 — o)
(2 — 50) (— 96 + 24m?) P (21 — g) (— 192 + 48m?)]
+ (A0 A0L, B (hpr — g£6)— 680 (G1r — £0)2+ p2 (4 — £0)* (— 48 +12m2)]
+ (00201 [—96p° (2p — &0)*—192p* (22 — £9)]
+m [ — et 4+ gy (— 9 +4Eim) +18 — m]
+m*)(°) )‘("0)1[ ”1(2“ go)"—ISU.(Q‘u &o )_m

+ (2p—g0) (36 — 42 m)+p(—~2+%m)—|—72—45m]
+m YL [ (2 — g0)P 4 (2 — £0) (2 — 3im)
+(2p—g0)(—33+27m —32m?) — 32 +18m — 3 m2+4 23t

+m 0L [— 5 (6 — 80)+ (6pr — £0)2 (4 —2m)
+(6p—80)(33 —27m +32m?) — 32 118 m — 33 m24- 243 mt]
-+ m”‘z"h[ = Hé’o + el +2apts,
g pgd(— 30+ 3 m) + p2gy (60 — 27m) — fo s
—+—gg(——15—|—277m)—l—pgo(—198+108m—%7712)—%‘11."(—60—4;—5_’;771)
4+ &o(— 66 +54m — 23 m?)+ p (132 —108 m -+ 33 m?)
+33 —36m + 3tm?— Eimt]
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+ P00 [ — B (o — g0)3 22202 (2 — )7 — 1683 (2 — g3)
21 (2p — 80)+ (2 p — £0)* (60 — 27 m)
+p2 (2 — g0) (240 —108m) + 336 3
+ (2p— 80 (—15 + 3'm)
+p(ap— g0) (396 — 216m + 33 m?)+ p?(— 240 + 216m)
+(2p—8y)(—66+51m—32m?)+ u(—264 +216m — 66 m?)
+ 33 —36m + EEm?— 2Imt]
=m0 [ p2 (G — g0)*+ p (e — £0)? (60 — 27m) + 84 p?
+ (4P — &) (— 30+ 27m) + p2(—120 4108 M)
4 p(— 264 4 216 m — 66 m?) + 66 — 72m +33m2— 23 m ]
+m2 (2000 [B e (ap— 80P 201t (21— 80) 1627 (2 — go) + 474
— 52 2p—g0)+ (2 — ) (— 60 + 27 m)
+pP(2p — go)(— 796 + 270 m) + 3 (— 324 +108m)
(o — &) (=15 + Ym)
+p(2p— g9) (— 396 + 216 m — 33 m?)

+ p2(—1308 + 756 m — ggm?)
+ (2p—go) (198—162m + 32 m?)+ (267 — 216 m - 66 m*)
+ 33 — 36m + 32m?— 23]

A" jusqu’au sixiéme ordre :
0 =20 [(Ap+ go)'+ (bt + g0) (— 14+ dm2 — Ll m4)]
+ 200 [8pgs —88pgd — 35apiel + Srapt g,
P (—16 4+ 12m?) 4 2 g (— 64 + 48m?)]
+ AN [Ap (u 4 g0 —22p2 (ap+ g0)?
—A44pP (2 + o)+ B2 pt (2 + )
(2 80) (= 8+ 6m®) + p? (2p 4+ gy) (— 16 +12m?)]
+ () [Apr el —4hpt gl +16hptgl — 1apig,
gl (— 2 - 6m?) - g, (— 96 + 24 m?)]
A gy (— g Hm)—18+ m]
=m0 R (2 0P+ (2 4 802 (3 —2m)
+ (p+g)(—33+27m — 3P m?) — 32 18m — 33 m2 - 2iimt ]
=m0 [Fpgd — Hutgl a1 plg,
AT+ pgs (30 — Fm) - plg (60 —a7m) + fap
+g§(15—%m)+pgo(~—198+108m——%3m2)+1J.2(60———5_’|.m)
+ &o(— 66 +54m —22m?) + u(—132 4 108 m — 33 m?)
— 334 36m — 32m? - 253 ;4]

Fac. de T. — VL. J.3
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AL, jusqu’au huitiéme ordre (deux formules sont ainsi réunies en une
seule) :

0= ML [(6p2 = £0)' 4 (611 2= g0)* (— 1 -+ 7 — 13t m?)]
+ f“” [Fr2pg5 —198p2 g0 - 11883 g7 + 2592 g,
Fugi(— 24 +18m?) + pu2 gy (—144 + 108 m?)]
+ AL [8u(2p = go) — 882 (2 = g, )3
— 35op3(ap £ g0)2+ Srept (2 £ o)
Hp(2p T g0) (—16 +12m?) 4 pP (2 go) (— 64 + 48m*)]
)‘(70:1"01*1[4P-(4#+co) —2op?(fp = g)?
— AP G o) + 3ot (4 &)
G g0 (— B 6m) & (G g) (—16 12 m0%)]
+ KR [F16p2gs — 264383 1136 ubgl — gbopsg,
280 (— 96 + 24m?) + pdg, (— 576 1! 4m )]
H )AL [Ap? p £ g0 ) — 447 (2 == g, )
+164pt (2p T go)2—rrapt (2 = gy)
(g g0)H (— af 6P (3 g,) (— 96 -+ 24 m?)]
+ (A0 [ 32pPgs —192p4g0]
w183
+mA QL [ (o 2 20)P + (2 = o) (— 9 + 23m) — 18 + 43 m |
—+ m* )\(0\[+171g2_18HO‘ I’4 ‘U.

+&o(—36 +m)y p(—72 +4Em) £ (— 72+ 4dm))]
0L 5 (Gp 2 o)+ (G g0) (8 — 3 m)
+(ApEg)(—33 +27m — 23 m?) — 33 4+ (8m — 33 m2+4 243 m*
+ m2A0 [Blugd om20aplg? + 168 g,
+ 3 gy pgi (6o —27m)+ pig,(240 —108m) == 336 3
g1 (15 — 3 m)
+ 8o (— 396 + 216m — 33m?) = p? (240 — 216 m)
+g0(—66+04nz——nz ) = p(— 264 + 216 m — 66 m?)
= (— 33+ 36m— 3Em?+ 2imt))]
AL, [ (2 ) — L R (2 ) 21 (2 )
21(29+g0)3+y‘(21‘—-oo) (30 —2tm)
+ (2= go) (60 — 29 m) + fapd
+ (2= g0) (15— 3 m)
+ P2 go)(—198 + 108m — 32m?) + p2(60 — 34m)
+ (2= g0)(—66 +54m —32m?*) 4 (—132 +108m — 33 m?)
— 33 +36m —32m? 4 2Rimt)
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+m (A0 ) (B gl o 81 g} + 162 p3g, 138
+ 2ot ugd(60—27m)+ pig,(—276+54m)p3(324 —108m)
=+ 0“‘(10—-‘171)
+ 1 go(— 396 + 216m — 33 m?) = p? (— 276 +-108 m — 33 m?)
+ Zo(— 66 + 54m — 32im?) = u(— 264 + 216m — 66 m*)
£ (— 33+ 36m — 32 m?+ 23mh)]

7. La résolution de ces équations par la méthode des approximations
successives fournit aisément les valeurs des inconnues développées suivant
les puissances de m. On trouvera plus loin ces valeurs qu'il est inutile de
transcrire ici: elles sont, en effet, identiques a celles que fournit la deuxiéme
méthode que j’ai employée et que je vais exposer maintenant. Comme je
'ai déja dit, d’ailleurs, cette méthode n’est\que le développement de celle
donnée par M. Hill dans son Mémoire : Researches in the lunar theory
(American Journal of Mathematics, t. 1). Toutefois, pour plus de
clarté, je vais en reprendre I'exposition dés le début et sous une forme un
peu différente, qui me permettra d’appliquer aisément les procédés de réso-
lution qui m’ont déja servi.

Le probléme a résoudre est le méme que précédemment. Je prends les
¢quations du mouvement sous leur forme habituelle (voir mon Mémoire,

déja cité)
t d(r?) f(M+MO) B

~ /(dR)—r—

d _1dr  f(M+My) 1R _
A

ol, comme on I’a déja vu, et en gardant toutes les notations déja employées,

\
o
m

(1+3coszH) et (a’R)_g[—{d —q—de

n-

R=

4 v

J’élimine f entre ces deux équations; il vient, en représentant les dérivées
a 'aide d’accents,

217'”—+—1’2——I v — f(dR)-——zr——— o.

Comme les coordonnées du Soleil ne figurent dans R que par N’, & cause
deH=v¢—N',ona

f(dR) —R— %n"’fr’ sinz2 H de.
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D’ailleurs, on a toujours I'équation employée antérieurement
d 22,/ 35,72 52 o3 —
Ft(’ ¢y +3n"2r2sinaH —o,

de sorte que celle déja obtenue peut s’écrire finalement sous la forme
arr’ 2 — 2 —an'rto' — 3p/272(1 4 3 cos2H) = const.

Ce sont ces deux derniéres équations que je vais utiliser.
Je fais toujours ¢ = N + A et je remplace 7 et ¢ par

x = rcos},

y=rsin},

de sorte que les nouvelles inconnues sont les coordonnées rectangulaires de
la Lune dans son mouvement relatif par rapport a des axes mobiles, O.r
¢tant la position moyenne du rayon vecteur de la Lune.

Les équations deviennent alors

d .
(72['1(‘”2 + ) +axy'— 2yl +3n2zxycos2K + 3n"2 (22— y?)sina K=o,

2(x2" +yy") + 2yt —2(n+n') (zy —2'y)

— (224 y?) (R + 200+ 3n"2) — $n2 (22— y?) cos2 K+ gn'2.xy sin2 K = const.

8. On peut développer . et y comme j’ai développé X dans la premicre
méthode; je pose done
r=o(1+ Zx,cosV,),

y=oaXy,sinV,,

les V, étant les mémes arguments que précédemment (o exclu), et la sy-
métrie des séries étant toujours supposée conservée. Le terme constant, «,
dans z est unc constante arbitraire qui s'introduit comme conséquence de
la méthode employée : on la déterminerait aisément en revenant aux équa-
tions primitives. D’ailleurs, il y a une autre constante arbitraire véritable
(correspondant & 'excentricité) que jappellerai v et que je prendrai égale
au coefficient de sin G dans —}o—;, de sorte que y, , =1.

Alors les cocfficients x, ,, y,, seront de la forme

— gl (0) 2) .2 e
Tp,qg =0 1Lyl Zpy0* + wplgnt ),

(2)

Yo =0Ty ypgnt 4+ yent+...),
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i)

l(f,\' le"'/’

y‘[qu étant analogues aux AY) . De méme, g sera de la forme
g=n(gw+ g+ gmn' +8@n"+...),

les g, étant analogues aux gi; g doit, d’ailleurs, coincider avec g,, de
sorte que j'écrirai simplement g, partout.

Je substitue maintenant ces valeurs dans les deux équations; le résultat
s¢ développe, pour la premiére, suivant les sinus des arguments V, et, pour
la deuxiéme, suivant les cosinus des mémes angles. J'égale alors a zéro les
coefficients de sin'V, et cosV, dans ces deux résultats de substitution (la
valeur o de V, étant exclue), et j’obtiens les deux équations suivantes, que

I'on comprendra comme celle qui donne A,

Vp,+=Vp,=Vp) 2kp(hp— kp) Zp Y pot Kp (¥ p ) p:— Zp, Zp,)]
vl’lb;vpz = V/;?';; 2K) -+ ’7122[%xl’1yl7ei— %(-/Vpnyl)s_{_ xlh xl’e)] =0,
VI’\’J_ Vl’z:vl’) E[(AAI’I k[’a_ /{/‘-3 —l—2m— %’n‘l) (t}’plk}/’ll‘:_— 'Tl’x"l‘[’:

- 2(1 -+ ’n)(kl’1 - A‘I’e)xl’uyp-:]

Vp,+Vp,=Vp52K) 4+ m2E[5(Vp, Y po ™ Zp, Xp,) T2y Yp,] = 0.

Dans ces équations, V, et V, peuvent prendre la valeur o : il est clair,
e —— e B o

dailleurs, que, si V, = o, on doit faire x, =1, y, = o.

Dans la premiére ligne de chacune de ces équations, je mets en évidence

_ . . .. Vo, { o .
les termes qui proviennent de la combinaison = {\ ; puis, entre les
V. ? v’ ’

équations ainsi écrites, j’élimine x, mis en évidence : jobticns I'équation
suivante propre a déterminer y,

A ,—e—V;z:V; . . .
' ' ,> 2APETZL/‘P1/‘I’~:(.)/I'1.),I)E_ ‘z‘l’lxl’a)

Vo Vp, #0

/f)(kz 143 1722))’ _ +kp(k/%_I+%m2)z(/‘.l’l_kl)i)‘rl’wvl’-:
PP T 2 S

Vp,+Vp,=Vp2K) +m?[3h,E 3L+ 14+ 2m+im?)]

1 , 1. -
= Z(?‘yl’l.} I’s+ ?"rl’txl’ii al’l.)/ﬂ:)‘

Quant & ., je reprendrai, pour le déterminer, la premicre des deux
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équations obtenues plus haut en I’écrivant sous la forme

A,
Ly,

Ty T —
4 9 Vv

Vp‘ -+ Vl’a = Vp)

Voo Vp, #o F2(kp,— kp)2p, Y p,+ 2 (Vp, Vi — Lp Xp,)

1)

m

VI’:‘*‘V[’Z:V’)'T_zK) + /‘f—[;E(%ypnyl)i_l_%‘z’l)xxl’zixl’xyl’i)'

- w

Telles sont les deux équations fondamentales que je vais appliquer; on
voit, d’ailleurs, avec quelle facilité le calcul relatif a x, pourra étre achevé

quand on aura fait celui qui donne y,, les mémes quantités se reproduisant
dans les deux équations.

9. Si maintenant on remarque que

2y,sinV,
VNS Ve
1+ 2x,co8V,

) =arc tang% —arctang

on obtient aisément la relation suivante pour déterminer %,

Ap=Yp

Vp +VP2+"'=VP 1 . .
‘V1 2 l—‘I‘Ph)rpi—l_%yl’typeypa—'xpt.yl’zypa.yp‘_*_%yl’xyﬁz‘yl’ayﬂ.i.yl’s-*."'
py Vpy ooy Z0

( + xi’n“"p:)’pa - xl’lxl’z‘r!’a.}/i’s -+ 2x,:,-73p3)’p3)’p‘)'p5

+ xl’x ‘Tpiwlla xl’u’"[’s

Cette relation déterminera en particulier la relation qui existe entre ¢ et v;

. . &
s1 'on fait 5 = 0, o sera de la forme

0 =0, + 082+ g,e"+. ...

10. Les coefficients que je me propose de déterminer sont, comme pré-
cédemment, ceux de la forme xV, ¥, )., ¥y, et, en outre, g,; on
fera d’ailleurs, sur 'ordre de ces coefficients, les mémes remarques que
celles faites sur 'ordre de 1%, A3 les conclusions seront les mémes.

On peut alors écrire les équations suivantes, dans lesquelles les termes
utiles figurent seuls : j'indique en méme temps jusqu'a quel ordre elles
permettent de calculer les inconnues sans qu'il soit nécessaire de les com-
pléter.
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Vi, Ay, jusqu’au neuviéme ordre :
Apr(bpr—1+3m?)y P,
=320 (Y @y @y ) —vapt (Gt — 14 §m?) (20 ¥ + 2% y,)
+mE(Qu - 6pP+§ 4+ 3m 4+ Fm?) [ — () + (2))?]

FmAgp —6p2— 3§ —3m —gm?) [0 — 0+ HOr00) + 3 (@) — 2P, ¥ ]
i
‘Tz.b:_n"’.)"{‘z(),o”_?’ﬂ(lz oyzgl)+x+,oy'0) "'(.7(20,)0.}/(40,)0‘*'x(20,)0‘”(ko,)0)
3Im? .
T L= )+ (@4)7)
3m? (0 10 (0) 1 (0) (0) 4,(0)
‘"W[x —Yiot 3 ()’ )+§(x2,)‘_x 0) 2.0
e i
P =050 — 20 ¥+ 20y Y [— () + (22T +. . ..

Yivs ©hs Ny jusqu’au onziéme ordre :
167 (16 p? — 1 +- 3 m?) y{0))
=160 (730" — (2100)7] -+ 9615 Ay %+ 2l 2i8y)
—32p2 (16> — 1+ Em?) (20, 3, + 2, ¥\
+ m* (18 4 24 p2 4 3 - 3m+—m2)

(0) (0) {0) z0), 22 ) o) (01 yio
X2y + ¥ — 20)’1,0 0 a0 T X0 Y00 — 200 v)
+m2(18y—24y2———3m—rm2)
) 0) 0) (0 0) ns(0) 0
< (2} — X6 +}/( o+x b & ’—x( 0)"40 x(aoof()
e
o) (0 (0) ,o; (0)
Co0="2F)40 _“/ip*(xno ‘ ‘l"xso)’
0y (0) 0 2000 (0)
+3 [(.}’ ‘T 0) ]“‘(}’2 0)’ oxs,o)
me
200 (0) (0) <0) (o) (0) 29, ), (0) 1,(0)
+16p. ZyotYa0—Fa0 + X502, Z50Y 00— L0)%0)
3 m?
0) __ (0) (o (0; () 2(0) 4(0)
6 (z$h J’ .7 0ot Xy 0 Xy, — Xy oy Zi0Y 2,0
1
T e e e,
3000 003 f()) . nl0) (0) (0) (0)
Lo =X 20.720 Z,0Y6,0t Zg0)s,

+2 (o) (}’(0))2—1—(&“0)) ]+2x ’0},(0) [(},(0) (xto)) :I“*'
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Yins Tioy Moy jusqu'au neuvieme ordre :

s

3602 (362 — 1+ §m?) y{,
=96 (i — 2L 20)) 122 (36p2 — 1+ Im?) (— 20,y + 20, y L,
+m2(27p 4 542+ 3+ 3m + $m?)

X[xlo’ +y‘!.°,)0 z()’z,o)z 2(‘7" )+ r("oo}/o’]
o R IN cecesrereeas e e e et ettt bt et et et

0 (0) _ A0 (0 0 10) 1,(0)
Z, = 35“’ + p( 20] 200 Y 0) T ¥L0) 0 '_‘x>01r

+'8%(x&°,h+y () H(@0) )P+ 2 40)

e e e
Ao =00 — 2000 — T0y 0y 30 )P+ (290 y, +
2, jusqu’au dixieme ordre :

gi(gs —1+3im?)
=280 op(ep— go)()’m 2,—x+x(00x2,—1 Foap(2pg0) (L y R+ ady ay
4P (bpr—80) oy o+ 2L ) Hhp(Gpg0) (V0 y 0+ a0, 20)]
+ go(gi—r1+3m?)
X [— (bpr— o) (2} (20,’—1‘*“7(20)05”2,—1)_(4.“~+oo)(‘rz oy ey
— (8 — &) (@ ¥ L YO @ly) — (8 g0) (2% p0h + >0 x“”l )]
+m (3504380 + 5+ 3m+gm?)
=< [‘”(20,)—1_}'(20,)—1 _ 1,u)) —i—a‘“” x“” +x‘° __}, (0) 1,(0

(0) ,,(0) (0) .(0) {0) ,,{0) i 4 /(0) a(0)
—Va0Yem1 T Xy 0%y m — Ty oY ko1 T Y208,

— ¥y + a2 + 2 ol —}/,0)03:2‘ ]
+m?(3g,o—- 382 —3—3m—im?)
< [@), — y + 0, + @0 2, — 20 — yi0 Z)
— P e, ey — it
- )'(20,1).7"40,)1 -+ x(z% x(ao,"i - x‘zooﬂ ~0)1 +J'(20,)0x(4q)1]
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Py

z,’, jusqu’au septi¢me ordre

01

o

L= ‘:9‘9 + 33— (Gp — oo)(xz 0.72,—1 —+ 1/\20]0392 1)
— (l;p.—{— gu)(x;oi)),rzo; +)r0) x“”
— (B — &) (@00 L + )02l ))]
_.T{zo.o)’z : xﬂ,"ox, L )/(‘zoz)y(zm — xPh ) LVZ({)«)y(AO.\'—l — &Vt
7 Bl — P — A e — Y
5 _}2,0}(0»_1_’_%,90%‘ _—T‘?()Oy-o,—l_’_}(”"’l‘l()) )
2
— D oS e et — el
— P e L — )
I I SR TN et et e et o tae e et e

g, jusqu’au septiéme ordre :

= A+ By, + B2, + Cylt, + Cald) + Dy + Dalt) | ..
en faisant

A=1+42(— P, )2 (2],

B = it} + 2 (— i)+ 23 2% ) + 32 [ ) — (),
B=— b+ 2ifrith — o9t + 3 [0 — ()],
C=—afp),

C= ¥

D=—2 + (90 + (252,

D'=— %% + 2290, v
Yooy Ty s Ny, jusqu’au huitiéme ordre :

(2 — &) [(2pr — &) — 1+ 3m2 ]y |
=202 — 8 [2p80 (VY0 + 200 200) + 2 p(hp — g0) (PP V0L + 2, 20,
+Hap(2p 4 g0) (VY -+ 20 2P))
A (6 — &0) L0yl + 2 20l )]
+(2p— %) [(QH—*go)?—I—i—%m-]
X [= (24 80) (200 + 0% %)) — (B — &) (240, ¥, + y0, a0,)

— (bp+g0) (22,00 + y“’ ) — (1o — o) (2 y0 L, + ¥y 2 )]
Fac. de T. — V1. J/;
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T (2p —g0) 12— &)+ Bm - i)

X (g —1— (0:)}’2,—1‘*‘[”0)z(m|+xzoy{20)—1_)’(20}x(20,‘—1
— PP e al, — 2y 4y 2l
- '(so,i).}’a,—i_“ rro) x(é())—l (40)0.7(40,)—1_ (' 0‘1'(40,)—1
[ — g0) — Hap — g0) — & — 3m — tm?]
X (L = YU P el — 2, — B o
y10>+x(o)x(o)+a.(o) .7(40,) o)
--)"‘20,0)/ —1—“3-"(0) 6 _‘1’2,0.}'(60,)~1+)'§0,)o‘[{£)—1)
Heenn. e e e
w0 __ 25" (0) 1 )
Ly = J)—x"“'z’["‘(24""+g0)(x(-20,)u+)’(‘.’0,)0x(00,1
= (6p— o) (2 y L+ y 0y 2l )
—(6H+ao)(xiu7(20]1+y+.o 3]
— S L — Y — ) — Oy — 2l e
‘ 2
_1_2%;;(;(1“) _'_)_‘07'0) —i—1‘00x2 20)9—1_‘) oo
s \ —.72 0.72,1 (20)0‘14(-0‘ “’“(0 .)-, 0)‘”‘0)1)
“Zfﬁz(‘r' -‘1—‘4,~1 )'{2(:)()‘75(),--1+‘1'(0) $(o) _‘x‘oo)z,—x_)\zob 0]1
_).(,‘%__'_x(o (0)_]_x(0) ) i)xm))
[ Ceee . ..

. 1
210 = G_(AJ'>01—1+ Bol i+ Bl 4+ Cy 0l + G2l + Dy oy D 4,

xy, A jusquiau huitieme ordre :
2 |) [ 2,1

(24 o) [(2p + o) — 1+ 3m2 ]y )
=202p+ g [2p 50 (¥ — 2P, 20))
+hp(2p— OO)(.}’@;O.}/Q,_I‘*‘J’, xf”i)
(b 4 20) (L0 a2 )]
+(2p g [(2p+ &) — 14 §m?]
X [(2pt— o) (22 — —r9eZin)
— (6p—80) (20 y2L +y 2P ) — (6p 4 g0) (22, ¥4+ i, 2]
+m2[%(zp—|—g0)+%(2p+g0)2+%+3m+%m2]

0) (0 10) 400 Y, 2

< (2§ 1+1‘_.72 o.)’ ZooZ2,—1— Xy 0Y2,-1 T Vo o%s 4
£10) 1,(0) (0) .00) 2000 210) 0 2

_’209.1'*‘“ 0 %21 Zo0Yer — Yoo xeh )
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IR+ 8) —Hap+ ) = 3m — m?]

= (20 — — 0+ w’—i—x‘”x”’—x(,‘% yO)x
(0 210) (o) oy (0) (0
+y0yeh + 2P, e — z —Yaoxe)
+.......................................‘...........
PYTRu
ot . 28 ) 1 (0) (0) (0
Xy 1= > 2,1+§[(2P*_g0)(xz,o_yz,o‘ro,1)

— (6p.— cO)(xlo,)o (22)—1“"7’ 2,‘1
—(G}L—i—go)(x"” )’(40‘1 ]20*771,1)]

+ Y5 — &0, P — - 07(2(:)—1““1'(0)0“' _y[zo,‘oya, 2
4 g 2H717:g (.x“" T r22) ’22)_1_}_@.0) J.(o) __x;o)oy 5 +y(0)

.)’(0) "‘x' Y+ 2y e Yo xPh)
— 2 w"__ﬁgo (x(o) _‘),<0) _*_}, _|_x(0) x(o) _1.(0) ___] 0) J’“”

(0) 4.(0) (0) (0 _ .(0)
F Va0l Tao Xy — 20.72, Yoexrh)

)(0 J—

= AR B B 4 Oy O+ Dyt Dty

Yl @1 ALL jusqu'au septiéme ordre :

(p—g)?[(hpr — go)*— 1+ 3m2] ¥y,
=2(4p—g0) [2p(p — &) (YL 0L, — 2P, @)
Hhpg iy 2 20
Fap(6p—g) (¥Rl + 2 a0l )]
+ (hpr—go)[(bpr — g0 — 1+ 2m?]

X [go (20 y 8y — @) y)

— G5 (200 + ¥z ) — (8 — go) (2, ¥ioL, + ¥, 28

+ m? S (4p— g0)+3(4p. o)+ 2+ 3m -+ 2m?]
< (200 P — ) S — i)+ i ol
—')’(20:3}%,—1 + a0 2 x(ooyk,,_l Y 0

4, —l
+m3(hp —g0) — 34— £0)*— 3 — 3m — {m?)

t0) (0) (0) a/(0) (0) (0) 2,00} (0)
X (2Pl —yP, + Yoyl +aiall, — ZooYiin — Yo 2L,
(0) 1,0} (0) ,,(0) (01 40— 01 glo)
Yo Ye Xy ey — 2Py Yao®g

4

R T T T S T

2,0 ¥a.—1
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) . | et (00 Ll go (200 0 — y0) g0
-1 — 5 SolXy0)a,—1 — Va,0%3,—1
. 7l (0) (0)
(hp—+ go) (2 RN
_— (0) _ (0)
Bp— &) (L0 yily + e ))]
40D 00 n0) n(0) __ a0) _ a(0) (00 . i )
T ) a0)2,01 T X0 Xy b0 T Xy 0%, y~o7e, L0 6.—1
3 m?
e ‘0) (0) . 0) (0) (0‘ (0) \o) (0
ﬁﬁu—”( 2,-1 Y217 Va0 H XLy 0Ty + Vool
2000 gl L) a0 00 o)
)z )/+—1 Zoo Xyl 2y ¥yl — Y, aly)
3 m?
- 0)  __ Ap0) 00 plo) et ,(or (0) .i0)
A (zgl, Yol iyl + 2% h—1 ™ L) — Y2 0%y
-4 "h 50
(0) 4.0 0] (0) (0) () 00 .00
e Vel E X e Xy L — 2oy — v ey l)
A e

/.‘;{[l:—(z\v LA By B -Gy - G Dy Dl -

YU, WY jusquau sixieme ordre :

G+ 2) A+ go)P—1+3m? ]y

=24+ g [ A (O — s 2)) +2p(2p+ g W= )]

~—
—
P
S
1w

+ (Gp+ g[G4+ g0)° — 14+ 3m?]
X[(_/;‘U. 130 (‘ZJO) —V“’ «1‘(0)1)—%00(—-1',0}/‘20]-4—}70 ‘1)—,
2[5+ &)+ 2(A 4+ g0)P+ 3+ 3m 4+ fm?

pe (x’zo)l _\_L),) _1_1-‘!):) _‘_',L.(aol)a.[()f{?l +,.LKO) +1 (H xU )

/ .
NI A S (4 N (0 () u0)
Ay = 5 .7+.1+ y [ — )0)(‘1’74.0—3';,1»‘100.1)

(0) , .
O(ﬂ‘rvuy +/})Ur)l)l

;0) o a(0) /o _ (0) o0
RN T AV S ST Ty Ty

3 m? .
“+ = . (xéo’)l +L‘,(2({)l +,7 —}—1’0) rlm _‘_1) 0 _+_, n; J‘O’ )

xS
e S e e

210 = (\7‘°'|—+—B1“” + B+ Dy D ).
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Vil Loty Ayl jusqu’au huitiéme ordre :

(6= g0)?[(6p 2= g0)* — 1+ 3m ]y,
=2(6p £ £0)[6p 50+ 20, 2}
+ap(Apr T g0) (R ¥V — 2% Z0ky)
+Ap(op E g0) (P — 2 20k)]
+ (6p = ) [(6p == g0)* — 14 3m?]
><L+<6;i+bo><m+y(° 29))
(2 80) (— Y 0 @Ph) - (1 T g0 @ — )]
2 [3(6p = g)) + 3 (6pEg))+ 3 +3m+ m?]
R A e N o R A i i S L S BTN AN

. 0) 4,00) 0) (0
RERSSY S GV S N SN +E(»o)' L4 8el,)

e S S
. 6= o
] — S50 (o) 0), 0)
"u”.i]——'—,)— Pl [ E (Gp I g0) (20, FrPhad))
+(2f’*i30)(_x0) V(O =] ‘w)']’ L)
(0) 0)
+(°U'+a0)(*7‘ao.yz,—l_]*oxzﬂﬂ
(0) 01 ) 0) (0) a(0) (0) (0) (0
Eyer— Lo +}70}/4:1 Xy 0Ly +1+.7+,o}’-, R A SN
3 m?
x'o A0) 4 ,‘0\ '0) 2n(0) +1‘° (0) o
46‘ui0'0( T o A==t G S 0 Loy =Ly Yis &g
. , ) (
+)'(20.)0)'(20.)=1 + xy x(‘;nﬂ -+ ‘rz 0)(70 -+ y70)0‘1(\)"‘l)
B TS
S 0) I ) /TS
20l = [%) HByPL +B x)L, +D.7(20,):1 + D'rl,
) N o) 200 gl ) (0) 2
‘*‘}’o,iu"xs, + 20000+ 2y 20 — 2P [3 (L) (201
(0) 01 1, (0) (0) (0) )2 ]
+ro,—1/ )/60—1—2(1’,0)/ + .z 0}2 0) — ¥ [(%”o> 4+ 3 (P
T ].

Li. Ces équations, résolues par la méthode des approximations succes-
sives, donnent les valeurs ¢erites ci-dessous des inconnues développées sui-
vant les puissances de 72; comme je l'ai dit, d’ailleurs, les valeurs des 4, et
de g, obtenues ainsi sont identiques a celles que fournit I'application de la
premiére méthode. Enfin je fais remarquer encore une fois que les calculs
ont ¢té menés de facon a obtenir, dans les valeurs des &, et de g,, la méme
approximation que Delaunay.
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Voici les résultats :

L0)
'“z,o

200
v 4.0

(0}

Ye.o

~ -
11 59 893 ., 2835 16671997
— m? 4 —=m? S m* - ms =L m®
e R s on g
211202789 . 83566343101 15 423 753 283
"‘—r_‘-—r/Tin'—l— . A4 = mé 4 / =
212,385 213,.36,52 2113753
1 , 1 475 8032171
—_——m?— _9‘ mP— — m*— _479. 5 L mb
2 22,3 32 23,33 ol3 34
20334845 . 49114763 8300239 033
—_ __”_4__4_)”‘_ MﬂflS_ ___9.___”
a12 35 213,365 212 37,52
o 59 . 893 . 2835 . 8304449
- m? S 3m —+ s TRl + o S
102859909 . 3748175 501* " 475 281653*
I8 209909 oy 2T T2 00L s A2 2010
21,355 212 36 52 28,37, 5%
25 371 104023
—mh 4 mi+ ————m?
29 25.3.5 28,3252
5561611 5208 846 601
e 9, B m .,
28,3353 214 33, 54

25 811 121549 3421109 .
—mt ——=m®+ =~ mb mi—. ..
o 21.3.5 28,32, 52 27.33.53 ’

201 649

647 623
_29_ mk —+ 5 4/

2.3.57 28,35
31363 361 - 82679012 303" s .
23050 0 T Ty gns e

3

769 6 157097

7

213.3 212.3.5.7’" +...,
%?—?ms—i—...,

3915 . 664571 .
s 2“.3.5.7m e

4
Iﬁiz_me__zf_f_ma__[lo?lm,*___265;:g3
2 2 97 2

6
213, 3 216,32

__ 66702 631253" b — 29 726 828 924 189* e

218. 33 223.3k

7

12 822 631 b 1273 925 965 m

me+ ...

4.

-

..
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35 o 12 ?133
2

(o) 1 3 , 10
B = A i

%

618911

2]0

7187 759n16+ 1235127 413 |

md—+ m’—+. ..
2133 23203 ’

75 3013m,‘_ 280 879
210 o1k

N
@

0742201 33620~9109
T T ot 32 m 219 33 A

a0y 19 “m 4+ §Z m?—+ 48 76I m3 4 4/0 887

Y= 53 2.3 29,32
128267143 2064 622069
214./33 n’ —+ 213 34
6 155 897 818 7 17 53 393 048 083 583
7355 15 35 52 mé. ..,

m*

) o 199 , 31721]3_311311”1,‘
271 2t 20 2103 210,32

107 695 621 . 84717323 . 1235291

o -
n — nm'
915 33 ol1l 3% 222 35 5 +

730\—.—“/72—5—%65—7;1 482;7 l+18§10§237n
130 463 405 b 4 4 389108 607

glk 33 o16 L34

1391770912 969 389929802 993 113*

921 33 223 36,5

md .

HA0)
) 2,1 —

y 17 1103 591361 s
m?—+ 23.3m:‘—|— D m*+ NI TR
19835 681 13 208 27 6009

ok 3% m? 218, 32 5 T+,

5 85 6 103

.’I)H)) —_ ,n2+
25

3 ., 635765 s
25.3m + 05,32 + 212 33 mn

12445843 . 325461413 m

+ 21$.3$ 218. 33 R

17 . 16 5 ., 896
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[2. Dans ces formules, les nombres marqués d’un astérisque sont ceux
qui different des coefficients correspondants donnés par Delaunay dans sa
Théorie de la Lune (Mémoires de I’ Académie des Sciences, 1. XXVIII
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et XXIX, sauf pour la valeur de g, que I'on trouve aux Comptes rendus
de UAcadémice des Sciences, t. LXXIV). Comme je I'ai annoncé au début,
ce sont tous les coefficients qui correspondent (en tenant compte de 'excen-
tricité ) aux termes d’un ordre supérieur au septiéme, et qui, par suite, ré-
sultent du Chap. X de P'ceuvre de Delaunay, intitulé : Recherches sup-

plémentaires sur la longitude de la Lune.

(0)
2,0

donné exactement dans la Théorie de la Lune de de Pontécoulant, et qu’en
transformant convenablement les résultats donnés par M. Hill dans le Mé-
moire que j’ai déja cité, on retrouve les mémes valeurs que ci-dessus pour
les quantités Ay, A0y, AL,

Je me propose de continuer trés prochainement ces recherches en consi-

Je ferai remarquer, en outre, que le coefficient de m® dans A\, se trouve

dérant, d'une part, d’autres inégalités de la longitude de la Lune non moins
importantes, et, d’autre part, en ¢tudiant, au point de vue du calcul numé-
rique, les formules et développements en série que 'on rencontre dans ce
Mémoire.
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