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SUR LES LOIS GENERALES

DE

L'INDUCTION ELECTRODYNAMIQUE,

PAR M. P. DUHEM,

Chargé d’un Cours complémentaire de Physique mathématique et de Cristallographie
a la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCTION.

En 1874, M. H. von Helmholtz (') a donné des formules qui repré-
sentent les lois générales de l'induction électromagnétique entre conduc-
teurs d’étendue finie en tout sens. Ces formules, I'illustre physicien les a
posées presque sans aucune démonstration. Nous nous proposons, dans cet
écrit, de les déduire d’hypotheses trés simples sur les phénoménes d’induc-
tion. La méthode que nous suivrons est analogue a celle que nous avons
adoptée, au Livre XII1 de nos Lecons sur I Electricité et le Magnétisme,
pour étudier I'induction entre courants linéaires.

(1) H. Hewmuovrrz, Ueber die Theorie der Elekirodynamik. 111'* Abhandlung : Die
elektrodynamischen Krifte in bewegten Leitern (Borchardt's Journal, t. LXXVIII,
p- 309; 187%. Helmholts wissenschaftliche Abhandlungen, t. I, p. 745).

Fac. de T. — VIL B.1
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CHAPITRE .

CONSIDERATIONS GENERALES.

Soit de un ¢lément conducteur, que nous supposerons isolrope; soit p la
résistance spécifique de la maliére qui forme cet élément; soient u, ¢, w
les composantes, suivant trois axes de coordonnées rectangulaires, du flux
électrique en un point de cet élément. Lorsque 1’élément en question fait
partic d’un systéme de courants électriques uniformes, immobiles et con-

stants, on a
( pu
(
\

!

d
*a}—(cv t @)"f—f?x,

0
—_ @(CV*!"O) +‘.Dy,

(1) pv =
)
pw=— 5= (eV+0)—+ o,

¢ ¢tant la constante des lois de Coulomb;

V la fonction potentielle électrostatique;

® une quantité qui dépend de la mati¢re qui forme le conducteur dans un
trés petit rayon autour du point (z, y, z);

©4y Dyy P trois quantités qui dépendent des phénoménes thermo-électriques
et hydro-électriques dont I'élément est le si¢ge, quantités que nous sup-
posons déterminées par la théorie des courants thermo-électriques et
hydro-électriques.
Lorsque I'élément dw fait partie d’un systeme de conducteurs mobiles,

traversés par des courants variables, ces égalités ne sont plus exactes.
Tout d’abord, 1’élément dw, faisant maintenant partie d'un systéme

variable, peut étre déformable; quelle que soit la déformation infiniment

petite que subit 'élément de pendant le temps d¢, on sait que l'on peut

toujours trouver trois axes rectangulaires Oz, Oy, Oz, invariablement

liés a la matiére qui forme I'¢lément dw, qui demeurent rectangulaires

pendant la déformation. Si, dans I'élément dw, on découpe, avant la

déformation, un cube dont les arétes soient paralléles aux axes O, Oy,
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Oz, il se transforme, par la déformation, en un parallélépipéde rectangle
dont les arétes sont paralléles aux nouvelles positions des mémes axes. La
transformation infiniment petite de 'élément do se compose de trois trans-
lations, respectivement paralléles aux axes Ox, Oy, Oz; de trois rota-
tions autour des mémes axes; enfin, de rots dilatations suivant ces axes.

Les axes en question sont les axes principaux de dilatation en un point
de I'élément dw.

Si l’élément do ne se déforme pas, on pourra prendre pour axes princi-
paux de dilatation en un point de cet élément trois droites rectangulaires
quelconques invariablement liées & la matiére qui forme cet élément.

Considérons donc un élément dw qui fasse partie d’un systéme de con-
ducteurs mobiles, traversés par des courants variables.

Soient Oz, Oy, Oz les axes principaux de dilatation de 'élément de.

Les égalités (1), devenues inexactes, devront étre remplacées par les

¢galiteés
. , b ; .
\pu:——-&E(EV—l—@)—F?I—f— Cas
. 0 T [N
(1 bis)y CPY = ay(s\"+@>+’9y+kw
9 .
:P“':"B’; (EV—F(‘))—!—@:*"V:’

Exr &y &g Etant ce que nous nommerons les composantes de la force élec-
tromotrice d’induction au point (x,y, z), a Uinstant t.

Ce sont ces quantités ¢, ¢&,, &, que nous allons chercher a déterminer en
suivant une série d’hypotheses et de déductions analogues a celles qui nous
ont fait connaitre les lois de I'induction électrodynamique dans les conduc-
teurs linéaires.

L’hypothese fondamentale que nous ferons est la suivante :

Supposons que le systéme conducteur étudié soit formé par les élé-
ments dw, do,, do,, ....

Nous admelttrons que U'on a

‘det:o“li +0l +...,
(2) ¢ Cypdt=0my+ 0my~+...,
(C:dt:rSrz, +0ony 4. ..,

les quantités 8ly, 8my, Sny, dépendant uniquement des valeurs qu’ont, au
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temps t, les paramétres qui définissent, au point de vue de Z’Elect/'ody-
namique, ’état du systéme des deux éléments do, doy, et des variations
que ces paramélres subissent pendant le temps dt.

Quels sont ces paramétres?

Soient O,z), O,y}, O,z les axes principaux de dilatation de I’élément
dw,. Nous dirons que le systéme form¢é par les deux éléments dw, da, est
défini au point de vue de UElectrodynamigque, lorsqu’on connaitra :

1° Le volume do;

2° Les paramétres a, 3, ... qui déterminent la forme de la surface qui le
limite;

3° Les composantes u, ¢, w, suivant Oz, Oy, Oz, du flux électrique en
un point de I'élément do;

4° Le volume dw, ;

5° Les paramétres a,, B,, ... qui déterminent la forme de la surface qui
la limite;

6° Les composantes u}, ¢}, w|, suivant O,z’, O, y,, O,z, du flux élec-
trique en un point de 'élément dw, ;

7° La distance  d'un point O de I'élément do & un point O, de I'élé-
ment dw, ;

8° Les angles (r,z), (r,y), (r,z) que la droite OO, fait avec les
axes Oz, Oy, Oz, angles dont deux seulement sont arbitraires, grice a

la relation
cos*(r, x) + cos?(r,y) +cos?(r,s) =1;

9° Les neuf cosinus

cos(zy, x), cos(xy,y), cos(z),s),

cos(yi, x), cos(yy,y), cos(yy,s),
cos(sy, x), cos(s), y), cos(z),s),

dont trois seulement sont arbitraires, grace aux relations

cos?(xy, x) + cos*(x, y) + cos?(z), 3) =1,

€08 (), ) + cos*(y, y) + cos? (¥}, ) =1,

cos?(3}, x) + cos?(s}, y) + cos?(z), 5) =1,
cos (¥}, ) cos(zy, z)+ cos(y), ¥) cos(zy, ¥) + cos(y}, 5) cos(s), 5) =o,
cos (s}, x)cos(x}, ) + cos(s}, y)cos(xy,y) + cos(s), z) cos(x),3)=o,

cos(zy, x) cos(y}, x) + cos(x, y) cos(yy, y) + cos(z), 5) cos(yy, 5) =o.
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Nous admettons donc que 8, ém,, én, dépendent uniquement des para-
métres que nous venons d’énumeérer et des variations que ces paramétres
¢prouvent pendant le temps dt.

De plus, il est évident :

1° Que, st P’élément dos, est invariable de forme, chacune des quan-
tités ¢l,, ém,, on, doit garder une valeur indépendante de l'orientation
initiale des axes O,z, O,y,, O,z
2° Que, st ’élément dw est invariable de forme, la grandeur géomeé-

au sein de I'¢lément dw,;

trique dont &/, m,, dn, sont les composantes est indépendante, en gran-
deur et direction, de I'orientation initiale des axes Oz, Oy, Oz au sein de
I’élément do.

Ces principes vont nous servir 4 déterminer la forme des quantités &/,,
om,, 8n,.

I. La premiere proposition que nous démontrerons, au sujet de ces
quantités, est la suivante :

Les trois quantités 8l,, 6m,, én, sont des fonctions linéaires et homo-
génes des variations subies pendant le temps dt par les paramétres indé-
pendants qui définissent le systéme des deux éléments dw et dw,.

Soient a, b, ..., I ces paramétres indépendants; pour la proposition que
nous avons en vue de démontrer, il est inutile de les désigner plus explici-

tement. Pendant le temps d¢, ces paramétres subissent des variations da,
db, ..., dl, etl'on a

oly, = f(a, b, ...,1l,da,db, ..., dl),
om,=g(a, b,...,l,da,db, ..., dl),
on, = h(a, b, ...,l,da,db, ..., dl.

Si p est la résistance spécifique de I'élément de et U, V, W les compo-
santes du flux qu’engendrerait, en un point de cet élément, I'induction de
I’élément dw,, nous aurons

eU dt= f(a,b,...,l,da,db, ...,dl),
oVdt=g(a,b,...,l,da,db, ..., dl),
oWdt=h(a,b,. .,l,da,db, ..., dl).

Tracons une surface plane AB, d’aire @, invariablement li¢e aux axes O z,
Oy, Oz et partageant en deux 1'élément dw. Soit N la direction de la nor-
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male & la face positive de cette surface. Dans le temps dt, Pinduction
exercée par I'élément da transporte du coté négatif au coté positif de
cette surface une quantité d’électricité

dQ =Q[U cos(N, z) + Vcos(N, ») +Wecos(N, 5)] dt
ou bien
dQ:S;[ fla, b, ..., l,da,db, ...,dl)cos(N,x)
+g(a, b, ..., L, da,db, ..., dl)cos(N, y)
+h(a, b, ..., da,db, ..., dl) cos(N, 3)].

A la suite de I'élément de temps d¢, prenons un second élément de
temps D¢, pendant lequel les paramétres a, b, ..., [ subissent de nou-
velles variations Da, Db, ..., DI. La déformation que I'élément de a subie
pendant le temps d¢ a fait prendre a sa résistance spécifique une nouvelle
valeur (p -+ dp) et & la surface AB une nouvelle aire (Q + dQ).

Nous supposerons que les axes principaux de dilatation pendant le
temps d¢ soient encore axes principaux de dilatation pendant le temps Dz.
Pendant le temps Dz et par Peffet de 'induction due a I’élément dw,, la
surface AB est traversée par une quantité d’électricité

Q4+ dQ

DO ="

[ fla+da,b+db,...,14dl,Da,Db,...,DI)cos(N,x)
+g(a-+da,b+db, ..., +dl, Da, Db, ..., Dl)cos(N, y)

+ h(a-+da,b+db, ...,l+dl, Da,Db, ...,DIl)cos(N, 5)].
Considérons maintenant 1’élément de temps
At =—d¢t + Dt.

Pendant ce temps, les paramétres @, b, ..., [ subissent des varia-
uons (da + Da), (db+Db), ..., (dl+ DI). L'induction exercée par
I'élément de, met en mouvement, au travers de la surface AB, une quan-
tité d’électricité

AQ:%[ Sfla, b, ..., da+Da,db+ Db, ..,dl+ DI)cos(N, x)
i +g(a,b, ..., l,da—i—Da,db—i-Db, -, dl+Dl)cos(N, y)
+ h(a, b, ..., l,da+Da,db+Db, ...,dl+ DI)cos(N, 3)].

Or on a évidemment
AQ = dQ + DQ.
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Si, dans cette égalité, on remplace chacune des trois quantités dQ, DQ,
AQ par sa valeur et si I'on néglige les infiniment petits d’ordre supérieur,
on trouve I'égalité

[ fla,b,...,1 da, db, ..., dl)
+ f(a, b, ..., 1, Da, Do, ..., D)

—f(a, b, ..., ,da+Da,db+ Db, ...,dl+DIl)]cos(N, x)
+[ &g(ab,..., 1 da, db, ..., dl)
+g(a, b, ..., 1, Da, Db, ..., D)

—g(a,b,...,l,da+Da,db+Db, ..., dl+ Dl)]cos(N, y)
+[ A(a,b,..., 1 da, dab, ..., dl)
+ h(a, b, ..., 1, Da, Do, ..., D)

— h(a,b,...,l,da+Da,db-+Db, ...,dl+Dl)]cos(N, 5) = o.

Cette égalité doit demeurer vraie de quelque maniére qu’on oriente la
surface plane AB; si nous faisons

cos(N, z) =1, cos(N, y)=o, cos(N, z) =o,
nous aurons la premiére des égalités

f(ay b, ..., da,db,...,dl)y+f(a,b,...,I,Da,Db, ..., DI
=f(a,b,...,l,da+Da,db+Db, ...,dl+DI),

gla, b, ..., da,db, ...,dl)+g(a,b,...,l,Da,Db, ..., DI
=g(a,b,...,,da+ Da,db+ Db, ...,dl+ DI,

h(a, b, ..., l,da,db,...,dl)+h(a,b,...,1,Da, Db, ..., DI)
=h(a, b,...,l,da+Da,db + Db, ...,dl+ DI);

les deux derniéres se démontrent d’une maniére analogue.
Ces égalités démontrent la proposition que nous avons énoncée.
II. Cette proposition établie, arrivons a celle-ci :

- Les trois quantités dl,, dm,, én, sont fonctions linéaires et homogeénes
des quatre quantités dw,, 8\, dw,, Op., dw,, v, dw,; SN,, Sy, Ov, élant
les trois dilatations principales en un point de Uélément dw,; elles ne
dépendent pas des autres paramétres qui fizent la forme de Uélé-
ment dw,, non plus que des variations de ces parameétres.

Découpons 1'élément dw, en un nombre illimité n de cubes dw),
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de\, ..., do{”, dont les dimensions soient infiniment petites par rap-
port a celles de I'élément dw,; qui soient tous égaux entre eux et égaux
a un méme cube infiniment petit, choisi une fois pour toutes; qui aient
tous leurs arétes paralléles aux axes O, ), O,y}, O,z,.

Si nous considérons l'un des paramétres qui définissent le sys—
tme dw''dw et le paramétre correspondant qui figure dans la défini-
tion du systtme do} dw, ces deux paramétres ne different que d’une
quantité infiniment petite par rapport a leur propre valeur; dans le
temps di, ces deux parametres éprouvent des variations qui ne différent
que d’une quantité infiniment petite par rapport a leur propre valeur. Si
donc l'on désigne par 81}, 81Y les quantités analogues a &/,, qui sont rela-
tives & 'induction des éléments dw’, dw?’ sur 'élément dw, ces quantités
auront une différence infiniment petite par rapport a elles-mémes, en sorte
que I'on peut écrire

Mais, d’autre part, de I’hypothése marquée par les égalités (2), on
déduit aisément que P'on doit avoir

Bly== Ol - 3l 4 . . B,
On a donc

(3) 3ly= ndl, = ol %’;‘1
Cherchons maintenant quelle doit étre la forme de 7.

Parmi les parametres qui définissent le systéme dw dw, nous n’avons
plus & faire figurer aucune variable propre a représenter la forme ou le
volume de I'élément dw, puisque nous savons que celui-ci est un petit
cube, choisi une fois pour toutes, dont les arétes sont paralléles a O,
0,y,, O,3,.

Le volume et la forme de ’élément dw’, sont ainsi complétement définis.

Pour achever la définition du systeme dwo do), il suffit de se donner,
outre les parameétres qui déterminent le volume et la forme de I'élé-
ment dw, les grandeurs

w, ¢, w, uwy, ey, Wi,
r, cos(r,x), cos(r,y), cos(r,sz),

cos(xy, x), ..., cos(s),z).
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Ces parameétres, qui différent infiniment peu de ceux qui servent d
définir le systéme dw dos,, seront, pour plus de briéveté, désignés par
a, by ..., k.

Pour définir la variation que le syst¢tme dwdw, subit pendant le
temps dt, il suffit de connaitre, d’une part, les variations éa, &b, ..., 8k,
et, d’autre part, le changement de forme de I'élément dw’; or ce dernier
changement est entiérement défini par la connaissance des trois dilatations
principales ¢X,, Sp,, v,. Si donc nous appliquons la proposition démon-
trée au n° I, nous pourrons écrire

oly =A'da +B'db+...+K'dk + L' 0k + M' o, -+ N’ évy,

A, B, ..., K, L/, M, N’ devenant, lorsque le cube type est choisi, des
fonctions des seules variables a, b, ..., k. Il en est de méme des quantités
A’ B’ K’
A-—d-—a)_,l, B_Ry sy K—d_ﬁill,
L’ M’ . N
L _— am—,l, LI —_ H’ h — d_ug’l,

moyennant lesquelles I'égalité précédente, jointe & 1'égalité (3), donne
(4) dly=(Ada+ Bdb~+...+Kdk)dw,+ Lok do, + Moy, do, + N ov, dw,,

ce qui démontre la proposition énoncée, du moins en ce qui concerne la
quantité ¢/,; une démonstration analogue s’applique aux quantités dm,,
on,.

III. Voici une nouvelle proposition, analogue a la précédente :

Les quantités 8l,, 8m,, dn, sont des fonctions linéaires des trois dila-
lations principales S\, S, &v en un point de Uélément de; elles ne
dépendent ni du volume des, ni de la forme de la surface qui limite
cel élément.

Partageons I'élément de en un nombre illimité n de cubes do’, dw’, . . .,
dw=™; ayant tous leurs dimensions infiniment petites par rapport a celles de
I'élément dar; tous égaux entre eux et égaux & un méme cube, choisi une
Jois pour loutes; ayant tous leurs arétes respectivement paralléles aux
axes Ox, Oy, Oz.

Les paramétres qui définissent le systeme dw, do® et ceux qui défi-
nissent le systéme dw, dw? ne different les uns des autres que de quan-

Fac. de T. — VII. B.2
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tités infiniment petites par rapport 4 eux-mémes; les variations de ces
parametres sont les mémes pour les deux systémes, aux infiniment petits
d’ordre supérieur prés. Si nous supposons que la résistance spécifique soit
la méme en tout point de I’élément do, nous voyons que l'induction de
I'élément dw, engendrera sensiblement le méme flux électrique (U, V, W)
en un point de I’élément dw” et en un point de 'élément dw'’; -ce sera le
flux électrique que I'induction de I'élément dw, engendre en un point quel-
conque de I'élément de. ‘

La quantité pUdt aura donc la méme valeur, que I'on prenne pour
¢lément induit I'élément d, ou que l'on prenne I'un des éléments do’,
ds’, ..., ds"™, I'élément do’ par exemple.

Or, dans le premier cas, la quantité p U dz n’est autre chose que la quan-
tit¢ 3/, dont nous voulons déterminer la forme:; dans le second cas, elle
représente la quantité 87, qui est, pour le systéme do’ dw,, analogue a la
quantité 3/,. On a donc

(5) ol,= 6[;.

Déterminons la forme de la quantité &/,.

Parmi les paramétres qui définissent le syst¢me do’ dw,, nous n'avons
plus & faire figurer aucune grandeur propre a représenter la forme ou le
volume de I'élément dw’, puisque nous savons que celui-ci est un cube,
chotsi une fois pour toutes, dont les arétes sont paralléles & Oz, Oy, Ox.
Le volume et la forme de I'élément dw’ sont ainsi complétement définis.

Pour achever la définition du systéme d&’ dw,, il suffit de se donner :

1° Les paramétres qui déterminent le volume et la forme de 1'élé-
ment do, ;

2° Les grandeurs

u, ¢, w, uy, ¢, o,
r, cos(r,z), cos(r,y), cos(r,s),

cos(x',x), ..., cos(s),s).

Pour abréger, nous désignerons ces paramétres, qui sont sensiblement
les mémes pour le systéme do dw, et pour le systéme dw' dw,, par a,
b, ... k.

Pour définir la variation que le systétme do’dw, subit pendant le
temps d¢, il suffit de connaitre, d’une part, les variations 8a’, 80/, ...,
¢k, et, d’autre part, le changement de forme de I'élément do’; or ce
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dernier changement est complétement défini par la connaissance des trois
dilatations principales &4, i, &v en un point de 'élément dw’ ou de I'élé-
ment de. Si donc nous faisons usage de la proposition démontrée au n° I,
nous pourrons écrire

ol =A"da' +B'b'+. ..+ K' 0k'+ L' 0k + M’ o + N’ dv,

A, B, ..., K, L', M, N’ dépendant uniquement du cube normal do’ et

des variables ', &', ..., k'
L’égalité (5) donne alors

(6) 81, = A’ 6a’ + B’ 8b" 4. .. 4+ K' 0k’ - L' 0) + M’ 0. - N’ o,

Les quantités A’, B/, ..., K’, L', M’, N" étant indépendantes du volume et
de la forme de I'élément dw, 1'égalité (6) démontre la proposition énoncée,
du moins en ce qui concerne la quantité ¢/, ; une démonstration analogue
s'applique aux quantités Sm, et dn,.

Si nous réunissons les résultats exprimés par les égalités (4) et (6), nous
voyons que I'on peut écrire

{ 0l = (M0 + VB +...4+ S0y

(7) z —+ L O + I O + IT 0y + £ 4 0k + Iy Oy + T, Oy ) dy,

les quantités
o‘o, Ul&, c ey @,

£, I, I, Ly, Ny, I,

dépendant des seules variables o, 3, ..., v, qui désignent abréviativement

les variables
u, v, w, uy, ¢, w,

r, cos(r,x), cos(r,y), cos(r,s),

cos(&), x), ..., cos(s},s).

Pour &m, et dn,, on peut écrire des égalités analogues a 'égalité (7).
IV. Nous allons maintenant déterminer de quelle maniére les quan-
tités 81,, om,, on, dépendent de

’ ’ ’ ’ U N ’
uy, ¢, wy, du}, dv, v,

et, pour y parvenir, nous allons nous appuyer sur une /sypothése nouvelle.
Imaginons un conducteur cylindrique, de section extrémement petite,
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traversé par un courant quelconque. Ce conducteur peut n’étre pas homo-
géne et la nature de la substance qui le forme peut méme varier d'un point
a 'autre d’une maniére discontinue; par exemple, il peut étre formé par
une corde dont les torons sont les uns de cuivre, les autres de laiton, les
autres de maillechort, etc. De méme, les composantes du flux électrique
peuvent varier d’une maniére continue ou discontinue d’un point a I'autre
de la section droite de ce cylindre.

Soient Q, une section droite de ce conducteur, menée par un point P, et
dQ, un élément de cette section.

Si 'on considére, dans le conducteur cylindrique dont il s’agit, un seg-
ment de hauteur ds compris entre deux sections droites infiniment voi-
sines, on admet que ce segment exercera les mémes actions qu’un segment
de méme grandeur, de méme forme, dans lequel le flux électrique, unifor-
mément distribué aux divers points de la surface ,, aurait pour compo-
santes, en chaque point de cette surface,

, I , , I , ' 1 '
=g Su1 @, Y=g Sv, @, =g Sw, dg,.

Cette hypothése va nous permettre de démontrer la proposition sui-
vante :

Les quantités 3l,, dm,, on, sont fonctions linéaires et homogénes des

stx variables
wy, vy, wi, ou, d¢, dw.

Nous pouvons, sans altérer 'expression de &/, supposer que 1'élé-
ment do, a la forme d’un prisme droit & base rectangle et que les arétes
de ce prisme sont en méme temps les axes principaux de dilatation O, z,
0,y, O0,7,. Soit « la hauteur de ce prisme, dirigée suivant O, /. Soient
B1, 7. ses arétes de bases, dirigées respectivement suivant O, 5, et O, z’.

La base de ce prisme sera
dQ,=f,y;.

Le volume de ce prisme sera
de, = o, dQ,.

Les trois dilatations principales seront

0 0
Oal’ 6\“‘: %, 6\)1: .l’..
1

o, =
1 7

oy
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Pour le systétme de cet élément inducteur de, et d'un élément induit
quelconque da, nous aurons

(SL=[ A, vy, w))da B, (u, ¢}, %)) 0b +...4 K, («}, v}, w}) ok
(8) « 4Ly (u, 0}, w)) Ohy =My (wey, ¢, w)) Oy —+ Ny (), vy, w)) oy
+ U, (u}, ¢y, ) 0u -+ Vi (1, ¢, w)) 60 +W (1}, ¢}, v)) 0| T o, Q.

Les lettres a, b, ..., k désignent les paramétres qui dépendent du seul
élément dw, ct aussi ceux qui fixent la position relative des deux systémes
d’axes Oz, Oy, Os, O,z,, O,y,, O,z,. Les fonctions ou nous n’avons
mis cn évidence que les seules variables u;, ¢, w, peuvent dépendre aussi
des variables a, b, ..., k.

Mettons cote & cote un certain nombre d’éléments analogues a dw,, dans
lesquels les dilatations principales aient toutes la méme grandeur et la
méme direction que dans dw,. Leur ensemble constituera un élément

cylindrique, de base
Q= SdSZ“

de longueur «,, pour lequel les quantités

a, b, ..., k, oda, 0Jb, ., 0k, Jddy, duy, Oy,

auront exactement ou sensiblement la méme valeur que pour chacun des
éléments dw,.

D’aprés 'hypothése exprimée par la premiére égalité (2), ce faisceau
d’éléments exerce la méme action inductrice qu'un élément unique dII,
pour lequel la quantité analogue a ¢/, aurait une valeur

(9) 3(,:251,.

D’autre part, d’aprés I’hypothése précédente, il est équivalent a un élé-
ment unique pour lequel les quantités a, b, ..., k auraient les mémes
valeurs que pour I'un quelconque des éléments dw,, et au sein duquel le
flux aurait pour composantes

, I , f 1 ’ ’ I Y
(10) <p1:§lSu,dSll, %:51 SVl dQ,, x1:ESW1 ds,.
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On doit done avoir

L= A9, Vi, 74) da +Bi(o, 1, %)) 00+ + K, UYL

(re) « +L1(91x’ L!/1"'/:1)6)\1'*“Ml(?/n 4’,1’7“’1)8[-*1 -+ Nl(:,DIU lIJ/p ”/.,'1)’3‘/1
\ + Ui(o}, 4, '/,'1)8(?/1_"‘”(9'1’ Vi 7)) 8'*!),1 +Wi(o}, ¥, "/,/1)57./1]1153»

Calculons les quantités 8¢, 8/, 87/ ; nous aurons

< I ;A SN Qe N
9= g(ul B+ du d) — o bul deQ, Soa’Ql.
. =
Mais
0dQ2y = (O, + 0v,) dQ,
et
Sad.q,: (81 + 0v,) Sdﬂl;
on a donc
N I Ny
9= & Soul dQ,

EETY

\ et de méme

Sy I N

(12) I 0'[I:§ ory de,
N 7 I N
oy =q Sow‘dQ[.

Les égalités (10), (11) et (12) nous donnent 'expression de 3¢ ,.
L égalité (8), qui fait connaitre 8/,, peut s’écrire

N w, dQ, v, dQ, w|d,
Oll_. [Al < dgl ) dp.l ) dgl oa +. ..

wy dQ, v, dQ | dQ\ | .
—+—W,< 49, A%, Td, o', | o, dQ,.

Remplacons les deux membres de I'égalité (9) par les expressions que
nous venons d’obtenir et identifions les termes qui, dans les deux membres,
dépendent des mémes variations; nous obtiendrons deux types d’identités :

1° Les fonctions A, B,, ..., K,, L,, M,, N, vérifieront des identités du

type suivant
/ w, d, v, dQ, W, dQ,
\SA'< a2, e, aw, )™
{

(13)

S u, d, S o\ d, S w, dQ, \
— A, e >
| S e, b dQ, S dQ,

dfd;



~
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2° Les fonctions U,, V,, W, vérifient des identités du type suivant

i W, dQ, ¢ dQ, W dQ, ,
SU1< a9 Taa, de, )0

(14) ' Ly S u, d, S o) d€2, qu 82, S S 42,

1

\ - Sdﬁl) Sd.Q,, Safszl

Les égalités du type (13) nous enseignent que les fonctions

Ay (u), v, o) dQ,,
B, (u), ¢}, w)) dQy,

K, (4}, ¢}, w)) dLQ,,
L, (u), ¢}, w)) dQ,,
M, (u), v, w}) dR,
N, (u, ¢}, w)) d,

sont des fonctions linéaires et homogénes des quatre quantités

W, dQy, ¢, dQ, w,|dQ, dQ,.

i

D’ailleurs ¢/, ne peut contenir aucun terme indépendant de o', ¢, o,

Su., 3, 8
Jui,Jl7J

toute la durée du temps dt, il ne pourra donner lieu & aucune induction en

w\, car, si 'élément do, ne renferme aucun courant pendant

I'élément do. Donc les quantités
Al: Bl’ c ey Kl, Ll) hlh Nl

sont des fonctions linéaires et homogeénes de «,, ¢, o'|.
Les égalités du type (14) montrent que les quantités

U, (u, v}, w)) ou| d,,
V, (u), ¢}, w))ov| dQ,
W, (), o), ) o', d,

sont des fonctions linéaires et homogeénes des sept quantités

wy dQ,, v, dQ,, W dQ,
ouy, dQy, ov' dQ,, v dQ,,
dQ,.
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Il faut et il suffit pour cela que les quantités U,, V,, W, soient indépen-
dantes de u,, ¢, o).

Nous avons donc, comme nous I’avions annoncé,

0l =[A;da + B, db+...+ K, Sk + L, 0% -+ M, S, + N, dv,
+ U, 0w+ V, ¢v, + W, ow| ] doy,

A, B, ..., K, L,M, N, étant des fonctions linéaires et homogénes des

variables «|, ¢, @' et U, V,, W, ¢étant indépendants des mémes variables.
On démontrerait de méme que Sm,, Sn, présentent une forme analogue.
V. 1l s’agit maintenant de savoir comment ¢/, dépend des variables

w, ¢, w, ou, 0v, Oow.

Nous nous appuierons sur une nouvelle Aypothése.

Imaginons un élément induit de ayant la forme d'un prisme droit a base
rectangle; « est sa hauteur; B, y sont les deux dimensions de sa base; I'aire
de sa base est dQ = Bv; son volume est do = a dQ.

Les trois dimensions a, 8, ¥ coincident avec les axes principaux de di-
latation, en sorte que 'on a

0
a=2% =P, =%
x A 7
Soit p la résistance spécifique de cet élément. Soient u, ¢, & les compo-
santes du flux qui le parcourt. L’induction qu’y engendre I'élément dw, y

produirait un flux dont les composantes ©, ©, ¥ auraient pour valeur

00 dt =3dl,,
po dt =dm,,
0 ®@dt=2dn,.

Accolons cote a cote un certain nombre de semblables éléments dw,
dw’, dw”, ... prismatiques ayant la méme longueur «, les mémes direc-
tions d’axes principaux de la dilatation, les mémes dilatations principales,
mais pouvant étre formés de substances différentes. Leur ensemble forme
un élément cylindrique complexe, hétérogéne, dII, qui a, en chaque
point, pour axes principaux de dilatation les directions Oz, Oy, Os;
qui a pour dilatations principales A, @, v; qui a pour hauteur a et pour

base Q = SdQ.
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Remplagons cet élément JII par un autre élément, possédant les diverses
propriétés que nous venons d’énumérer, mais ayant une structure homo-

\ L 1.t ) e I 'Y .
géne. Supposons que la conductibilité spécifique  de cet élément soit la

oy 7. ¢ ;. I I I e
moyenne des conductibilités spécifiques PRI AR des éléments dw, dw’,

Jo” PP
’ 1 dQ
o\ Bk

Imaginons que cet élément soit parcouru par un flux homogéne et que
les composantes ¢, ¢, 7 de ce flux soient données par les formules

P

-G

:(—12811(19, V=& Qrae, ;:%Sm{sz.

-

Dans cet élément dII, 'induction de I'élément do, engendrerait un
flux (@, W, X); nous admettrons que 'on a

o=gQuvae, wv=5Qva,  X=gSwa

-

Cette hypothése va nous servir a démontrer le théoréme suivant :
Les quantités 8l,, 8m,, 8n, sont indépendantes de u, o, w, Su, &, w.
Pour le systéme dw de,, nous avons évidemment

8l,= A(u,¢,w)da-+ B(u, e, w)ob+...+K(u, ¢, w)dk
+ L (u, 0, 0) 0% = M(w, ¢, w) 0+ N(u, ¢, ) 0v
+ U

(uy ¢, w) 0w+ V(u, ¢, w)d0 -+ W(u, ¢, w)ow,

a, b, ..., k désignant ici les parametres qui dépendent exclusivement de

I’élément do, et aussi ceux qui fixent la situation relative des deux sys-

temes d’axes Oz, Oy, Oz, O,x), O,y,, O,z|. Les fonctions ot nous

n’avons fait figurer que «, ¢, w peuvent dépendre aussi de a, b, ..., k.
Pour le groupe dll do,, les quantités a, b, ..., k auront la méme valeur

FICEEE\Y L .
que pour le groupe dw dw,; soit ¢¢, la quantité analogue a 8l, pour lc
groupe dIl de,. Nous aurons

0L, = A(cp,dg,y)&a+B(’,o,xp,x)ﬁb-’r-...-i.-K(qo,L}z,x)Bk
+ Lo, ¥, %) oA +M(o, 4, 7) du+ N(e,b,7)dv
-+ U(o, Yy %) 99 =+ V(o, b, 7) &) + W(o, 4, %) 9.
Fac. de T. — VIL ‘ B.3
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Mais nous avons
0O dt —dl,,

R®dt=4¢,.

L’identité que nous avons admise

1 — i S V) dQ
devient done

C 50
Q. 0
_m\]:S_O—ldQ

ou encore, en vertu de 'égalité qui définit R,
) ’

Séﬁdg
p .

W= T 5
N\

Si P'on remplace dans cette identité &¢, et 8/, par leurs valeurs, en

0])SCI‘V§IIll cn oulre quc

\ ] oy N\ . I A
=g ou d2, ol = = \ v dQ2, 0y == o 1 dQ,
on trouve une suite d’identités qui apparticnnent & deux types différents :

1° Les fonctions A, B, ..., K, L, M, N vérifient des identités du type

Q )
S Nvde Nwae SdSZ_SL‘(udSZ 0d2 wdf) I

SdQ’SlO’SdO 0 dQ’ dQ’ dQ
- [22F4 =&

2° Les fonctions U, V, W vérifient des identités du type

) Sudsz-svdsz szsz S‘m Saud.Q
J > b -
2 C Q P dQ
Sdp SdQ Sd S

— S U<” dQ odQ w dQ) d oudQ

(15) A o

(16)

WO AL a9 ) o T dQ

P

Lidentité (15) nous apprend que I'expression

&/ua’ﬂ ¢ dQ ﬂ»‘dQ)iﬂ
‘(dsz’ dQ’ dQ ) o
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est linéaire et homogéne par rapport aux cingq quantités

wdQ, vdQ, wdQ, dQ, %

I faut et il suffit pour cela que la fonction A(u, ¢, w) soit indépendante
de u, ¢, w. Une démonstration analogue prouverait que les quantités

Blu,e,0), ... , K(u, e, ),
L(w,o,00), M(u,v,o), N(u,v,w)

sont toutes indépendantes de «, o, w.
L’identité (16) nous apprend que I'expression

U/udQ e dQ wdQ\ dudQ dQ
(dsz TAQ TdQT) A9 o

est linéaire et homogeéne par rapport aux six quantités
wd, ¢dQ, wdQ, dQ, dud, d_Q

Il faut et il suffit pour cela que la fonction U soit identiquement nulle. Une

démonstration analogue prouverait que les fonctions V et W sont identi-

quement nulles.
On voit donc que 'on a simplement

0l,=Ada +Bdb—+...+Kok+ Ldk+ Mdu-+ No,

les fonctions A, B, ..., K, L, M, N ne dépendant pas des variables «, ¢, .
VI. Résumons les résultats obtenus dans ce qui précéde.

La quantité ol, est de la forme

(17) 0= (Ada+Bdb—+...... + K, ok
+ L, ok +~M, op. + N, ov
-+ L 0+ M 0p + N 0vy) &) + O dee
+(A;0a+By0b +...... + K, ok
+ L, ok +M, o + N, ov
+ L, 0k, + M), o)+ Nj 0w, ) ¢} +Q d¢)
+ (Azda+Bycb +—...... + K, ok
+ L3 0A +M; 0o + N oy
+ L 02, + MY dpy + N &) o) + @ o) | dw,.



B.20 P. DUHEM.
Les quantités .

Ay By ..., Ky Ly M, N; L, M, N, 0, v,
sont des fonctions des seules variables

a, b, ..., k.

Para, b, ..., k, il faut entendre les paramétres suivants :

, r,

cos(r, x), cos(r, y), cos(r, z),

(18) ¢ cos(xy, x), cos(xy,y), cos(x),s),
cos(y, ), cos( )y, ), cos (), %),

cos(zy, x), cos(s), y), cos(z), z).

w
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CHAPITRE 1I.

APPLICATION DES LOIS DE L’INDUCTION ENTRE CONDUCTEURS LINEAIRES.

Il nous faut maintenant déterminer comment les fonctions
Ai’ Bi; ceey Kiy Li, Mi’ Ni; LL? M;’ N;’ 07 ’@r @

dépendent des variables qui figurent dans le tableau (18) du Chapitre pré-
cédent.
Ces fonctions ne dépendent ni de la forme des éléments dw, dw,, ni des

quantités
u, o, o d, ¢, w,

ou, d¢, Oow, Jdu, J¢, v ;
’ ’ ’ 1 12 1

on peut donc, pour déterminer ces fonctions, choisir arbitrairement toutes
ces variables.

Nous supposerons que I'élément dw, ait la forme d’un prisme droit ayant
une de ses dimensions «, dirigée suivant O)x}, trés grande par rapport
aux deux autres, 3, et y,, qui sont dirigées suivant Oy et O, z’.

Nous supposerons en outre que I'on ait

. ro__ N N
¢, =0, W, = o, gy, = o, ow, = o.

-

Nous admettrons qu’un tel élément inducteur est assimilable ¢ un élé-
ment de courant linéaire, dirigé suivant O’ z, ayant pour longueur «,, et
traversé par un courant d’intensité ‘

Ji=u\ By

Nous supposerons ensuite que I'élément dw ait la forme d’un prisme
droit ayant une de ses dimensions «, dirigée suivant Oz, trés grande par
rapport aux deux autres, {3 et y, qui sont dirigées suivant Oy ct Oz. L’in-
duction due & I'élément dw, y détermine un flux dont la composante, dans
la direction Oz, a pour valeur U,, en sorte que cette induction transporte
d’une extrémité & 'autre de cet élément, dans le temps d?, une quantité¢

d’électricité
dQl - 67 Ul d[)
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qui peut encore s’écrire, en vertu de la définition de &/,

ol

dQ, = — 5y.
p
Nous admetirons que cetle quantité d’électricité est aussi celle que

Uinduction de Uélément dw, transporterait, dans le temps dt, d’une
extrémitlé a Uautre d’un élément linéaire de longueur o, de résistance

R =22, dirigé suivant Oz.
By °
Ces deux hypothéses vont nous servir a déterminer, dans &/,, les termes
qui dépendent de et Su,.
En effet, d’aprés les résultats obtenus au Chapitre précédent, nous
devons avoir

(1) RdQ,=adl,=xdw [(A, da+ B, 00 +
+ Ly0% + M, ou + N, dv
+ Lok + M oy + N ovy) e, + © o, ].

D’autre part, si nous appliquons aux deux éléments dw, dw, les lois de
I'induction électrodynamique entre éléments de courants linéaires, nous
aurons [Tome 111, p. 120, égalité (2)]

A ([r—2 , + 2 , J '
(2) RdQ,:—?oz[]2 cos(l',w)cos(l',1~l)+iT-cos(x‘,x‘)]’—.‘aoz,:,.

Dans cette formule, A représente la constante d’Helmholtz; cette méme
lettre A va figurer dauns certaines de nos équations pour représenter a la
fois la constante d’Helmholtz et la dilatation suivant Oz en un point de
I'élément dar; le lecteur évitera sans peine toute confusion.

Nous allons identifier ces deux expressions (1) et (2) de Rd(Q),. Remar-
quons pour cela que nous avons

cos(r, ) =cos(r, x) cos(x|,z)-+cos(r, y) cos(xy, y)+cos(r, =)
o cos(r, x\)=cos(r, x)dcos(x\,r)+cos(r, y)dcos(x,,v)+cos(r, z)dcos(x),s)
+cos(x, x)dcos(r, )+ cos(.xy,y)dcos(r, ¥)+ cos(x,s)dcos(r
~ Ay
nx = o o,
0o, = o, Ohy, 98, = 31 9py, 01 =71 97,
3,7, = dw,,
lel‘,151719

3(Jyoy) = dw, du) + |, ddw,.



SUR LES LOIS GENERALES DE L’INDUCTION ELECTRODYNAMIQUE. B.23
Nous avons donc

(3) [(Ayda~+Bydb +...... + K, ok
+L; 6A + M, dp + N, dv
+ L 0%y -+ M| 0t + N 0v,) o, + U ) ] dws,

= :% [ ! ;—r)\ [2cos(r, ) cos(x), z) + cos(r, y) cos(.zy, y)

-+ cos(r, ) cos(x), 5)]u, dw,d cos(r, x)

— A , R
cos(r, x)cos(x), y)u', do,dcos(r,y)

+ .
-+ 2—’ cos(r, x)cos(x), 5)u| dw,dcos(r, 3)
) -k, 1+A7 ,
-+ cos*(r, x) + u dw, 0 cos(x, z)
2r 2r
-+ ; cos(r,z)cos(r, y)u| de scos(xy, y)
-+ ; cos(ry x)cos(r 5)u, dw, dcos(x), 3)

— % l;,} cos(r, x) [cos(r, x)cos(xy, )+ cos(r,y) cos(x',,by)

~+ cos(r, z)cos(xy, z)]

1+ A , , N
+ cos(w,,w)s U, dw, or
! ; cos (7, z) [cos(r, x) cos(xry, ) + cos(r, y) cos(z), y)
+cos(r, 5)cos(xy, 5)]
-+ 1:—1.}. cos(.ry, w); [0(«, dw,) + | dw, 87\]],

Si, au lieu de prendre pour 1'élément do, un prisme allongé suivant
O,z et parcouru par un flux paralléele a O,z), nous avions placé 1’élé-
ment et le flux suivant O,y ou suivant O,z), nous aurions obtenu de
méme la forme des quantités

[(Ayda+Bydb +...... + K, ok

+ Ly 04 +M, d + N, dv

+ L), 0+ M}, 0, -+ Nj 0v) oy + © 0 ] dw,,
[(Ayda 4By 06 +...... +K;0k

+ L3 6h + M, o +N; dv

+ L' oAy + M, 0py + N} dv,) o' + W 8w, ] dy,

ce qui aurait achevé de déterminer &/,.
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.

Iin prenant I'élément de non plus paralléle a 'axe Oz, mais parallele a
'axe Oy ou a I'axe Oz, on déterminerait de méme &m,, on,.
Ces quantités 8/,, ¢m,, ¢n, peuvent se mettre sous une forme trés simple.
Soient u«,, ¢,, w, les composantes du flux en un point de I'élément dw,
suivant les axes principaux de dilatation Ox, Oy, Oz de I'élément dw.
Nous aurons
wy = uy cos(ay, &) + ¢, cos(yy, x) -+ cos (3], x),
¢ = u cos (', v) + ¢ cos(0, ») 4+ w cos(5y, ¥),

wy == iy cos (2, 5) 4 ¢y cos(¥), 5) 4+ ) cos(s), 3).

Posons
. 1+ 2w 1—A />, —x Vi— 7y G — 3 XTy— &
(U, = - 4+ ! w4 J DRSS Pad B
\ 2 r 2 r r r r?
) 1A 1—h/x,— 2 Yi—Yy 5, — 3 Yi—
4 oV, = 44 ! u,+ e w, )
(4) ! 2 r 2 r ! r - ! [
., 14 A 1—A[/xy—x Vi— YV 5y — = 55— 5
'“,: L < ! w4 ey 2 (vl> L=,
2 2 r r r r?
et nous aurons
2
\ ol, =— —;[6( U, do,) + U, dw, oL ],
. N o . , N
(5) Com;=— ;[o(\'1 dw)) + V, dw,dp.],
N RE N - - N
on, — - ?[r)(“l({wl)—:—“,dmi ov].

Telle est la forme trés simple sous laquelle peuvent étre mises les lois de
I'induction électrodynamique lorsque I'on prend a chaque instant pour
axes de coordonnées les axes principaux de dilatation de I’élément induit.

Ce choix particulier d’axes de coordonnées peut, dans certains cas, étre
incommode ; nous allons donc chercher les formules que I'on doit substituer
aux formules (5), lorsque I'on prend pour axes de coordonnées trois axes
rectangulaires quelconques O%, Oy, O assujettis seculement a demeurer,
pendant le temps dt, invariablement liés & la matiére qui forme I'élé-
ment dw.

Le flux qui parcourt I'élément dw, a pour composantes, suivant OZ,
O, OF,
\ o= u, cos(&, &) + ¢y cos(&, ) + wycos(§, 3),
)»
)

(6) « by=u, cos(n, ) + ¢, cos(n,y) -+ w,cos(n,

7 by
( 71 =u, cos(g, x) + ¢y cos(, ) +wicos(E, 5
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Soient L, éM,, &N, les quantités, analogues a 81,, &m,, n,, qui sont
relatives aux axes OZ, Ox, O; on voit sans peine que I'on doit avoir

0L, = 0/, cos (£, &) + dm, cos(&, y) + on, cos(&, 3),

(7) ? oM, == J{, cos (n, x) + dm, cos(n, y) + dn, cos(n, ),
6Ny =9, cos (L, &) + dmy cos(E, y) + Ony cos (%, 5).
Posons
1+2 o 1 — )k —k n— & — &6—&
d)’__g_._ri—*- 2 (ll iy 11' b 1I 50) 1"2 ’
! — A/ —E — - L
(8) /qfl:I_tZ_“_F] )<“1 cpl—f—m - nde G ; :XI>LE—’
2 7 2 7 7 / r
I+ dy, 1 —r[E—E n—mn, &G —¢ & -
X‘*“;* Tt < PR (O X‘) e

Nous verrons sans peine que I'on a, en vertu des égalités (4) et (6),

| @, == U, cos(&, x) + V, cos(g, y) + W, cos(§ z),
(9) « W, =U, cos(n, x) + V,cos(n,y) + W,cos(n, 5),
( X, = U, cos(%, o) +V,cos(g, ¥) + W, cos(Z, =).

Drailleurs, comme les axes O&, Oy, O sont, comme les axes Ox, Oy,
Oz, invariablement liés a I’élément dw, les neuf cosinus

cos(&, x), cos(é, ), cos(E, z),

cos(n, x), cos(n,y), cos(n,s),

cos(g, x), cos(%, ¥), cos(Z, z)
demeurent invariables pendant le temps d¢, en sorte que les égalités (q)
permettent d’écrire

3(U,dw,) cos(&, @) + d(V,dw,) cos (&, y) + (W, dw,) cos (%, 3) =0(®, dw,),
(10) o(Uydwy) cos(n, ) + 3(V,dw,) cos(n,y) + (W, dw,) cos(n, z) = 8(¥, dw, ),
\ 0(Uy dw,) cos(&, x) +3(Vidwm,) cos(L, )+ o(W,dw,) cos (%, 5) = (X, dm,).

Considérons la quantité
U, cos(&, x) dh + V,cos(&, y) o + W, cos (&, 5) dv.
Nous pourrons I’écrire, en vertu des égalités

“ U, =@, cos(¢, ) + W, cos(n, ) + X, cos(Z, x),
(9 bis) « Vi =®,cos(&, y)+ W cos(n, y)+ X, cos(g, y),

W, =®, cos(& z)+ W, cos(n, 5) + X, cos(g, ),
Fac. de T. — VII. B.4
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(ui se déduisent des égalités (g), sous la forme suivante

(11) Ujcos(E, x)doh+ V,ycos(& y)op + W, cos(&, 3)dv

= ®,[cos*(§, x) ok + cos? (&, ¥) Op. + cos? (_, 3

-W,[cos(&, x) cos(n, z) Ok + cos(Z, y) cos(n, y) O -+ cos (
-+ X, [cos(E, x) cos (&, x) 0k + cos(&, y

ycos(Z, y) o —+ cos(E

ov]

z)cos(n, z)ov]
z)cos(Z, z)dv].

Soient f, £, & les composantes, par rapport aux axes O, Oy, O, du
déplacement éprouvé, pendant le temps d¢, par un point matériel (%, v, {)

appartenant a I'élément de. On sait que 'on a

0,

s)cos(n, 5) 0y,

0 2 » [N [

(1{ = cos?(, x) 0k -+ cos?(&, y) op + cos? (&, 3)

;ﬁ’— = cos (&, x) cos(n, x) Ok + cos (£, y) cos(n, y) op + cos (%,

()/l o NEEN - N r

P cos (¢, x) cos (&, x) 3k + cos(&, 3) cos (&, y) o + cos (&, ) cos(%, =) dv.

L’égalité (11) devient donc la premiére des trois égalités

U, cos (&, a) 0k -+ V,cos(&, y) du + Wcos(5,5) oy
:cb/jf u,-i’+x1§f_—’,

U, cos(n, z) ok + V,cos(n, y)op + W, cos(-n, z) 0y

(12) { 8 9 oh
__(I) () ‘f—lp X15£7

U, cos(Z, @) 0k -+ V, cos (&, y) e + W, cos(%, z) ov

9 dh
_‘Dld{—*—q’:(), dey)

les deux autres se démontrent de méme.
Les égalités (5), (7), (10) et (12) donnent

J‘ oL, == — 3“- o(D dw,) =+ (I)l ()f -+ ILI =X - o dw, |,

\ oz Xz ) e
i M — ___i N P df _ ())'3’ o ()/Z>

(15> ( OMI— - 5 [O(]'I“ldlﬁl)+<(p1 E)T) -+ ‘F d—!—]' I Xl(ja dw, B
N A« J dg oh

N = [O(Xl dw,) -+ <<1J 0’:+q),(), +X,(Z> o, |.

Ces formules nous donnent les lois générales de 1'induction ¢lectrodyna-
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mique; elles supposent les axes des coordonnées O, O, OUinvariable-
ment liés & la matiére qui forme I'élément induit.

Cherchons maintenant & écrire les équations qui conviennent a trois axes
de coordonnées OE, Ov, O, fixes dans I’espace.

Dans ce cas, les équations (10) ne seront plus exactes. La premiére de
ces équations, par exemple, devra étre remplacée par

(10 bis) (0(U;dwmy)cos(Z, x) +0(Vidw,)cos(Z, y) + (Wi dw,)cos (3, 2)
10 OLs
| 4 U,do,0cos(t, ) +V,dw, 6 cos(£, ) + W, de, dcos (%, 5) = 3 (@, dwy).

Soient w, o', ” les composantes de la rotation éprouvée par l'é¢lé-
ment dw,, pendant le temps d¢, autour des trois axes paralleles a O%,
O, O issus d’un point de I'élément. On voit aisément que 'on a

dcos(Z, x) == cos({, x)w'— cos(n, x)w’,
9¢0s(Z, y) =cos(L y)n' — cos(n, y)m’,

"

0cos(&, 5)=-cos(%, 5)w' —cos(n, 3)n'".
Dés lors, en vertu des égalités (g), on a
U,dcos(5 x)+ V,0cos(,y) +Wydcos(Ez) =X 0 — T,
et I'égalité (1o bis) devient la premiere des égalités
! 0(U,dw,)cos(&, )+ 0(V,dw,) cos(sy) +0(W,dw,) cos(f, =)
=0(0,dw,) — (X0 - ¥ ) do,

o(U,dw,) cos(n, )+ 0(V,dw,) cos(n, y) + (W, dw,) cos(n, 3)

(10 ter)
=0(¥ dw,) — (®,0" — X, 0) dw,,

6(U,dw,)cos (g, ) +0(V,dw,) cos(L,y) + (W, dw,) cos (&, 5)
=0 X, dw;) — (¥,0 — D,0) dw,.

Les deux autres égalités (10 Zer) se démontrent comme la premiére.
Telles sont les égalités que I'on doit substituer aux égalités (10) sil'on
veut regarder les axes O%, Oy, O{ comme fixes dans I'espace.
D’autre part, on voit sans peine que ’on doit remplacer

g L dg
oh oh ,

- par —d‘: -+ »,
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ol

o1
Jaf
dn
9
Jg
I8
7e

par

par

par

par

oh

on
%[ ',
L

On voit alors que, lorsqu’on prend pour axes de coordonnées un triedre
trirectangle fixe dans I'espace, on retrouve les égalités (13) comme expres-
sion des lois de 'induction électrodynamique. Ce sont les égalités données

par M. H. von Helmholtz.



