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SUR LE SYSTEME D’'EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES

AUXQUELLES SATISFAIT LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE
A DEUX VARIABLES F, (o, 8, 8',7; 2, 7),

Par M. R. LE VAVASSEUR,

Professeur au Lycée de Moulins.

Le présent travail est une modeste contribution a I'étude du systéme
d’¢quations aux dérivées partielles simultanées (S) auxquelles satisfait la
sériec hypergéométrique a deux variables F, (o, B, §, v; 2, ).

I1 est divisé en cinq Chapitres.

Dans le Chapitre I, je m’occupe des relations qui existent entre la fonc-
I, («, B, 8, v; =, y) et ses contigués. Je démontre que toute fonction con-
tigué, Fi(a+p,B+q,8 +¢,vy+r;x,¥), p, g, ¢ et r étant des
nombres entiers, est une fonction linéaire et homogéne de F,, de % et de

Fy

% » les coefficients étant des fonctions rationnelles de x et de y. Yen dé-

~

duis, par une voie naturelle, les équations aux dérivées partielles du second
ordre auxquelles satisfait la fonction F,. En suivant une marche identique,
j’étudie de la méme facon les dix intégrales particuliéres bien connues
qu’on obtient en donnant & g et %, dans I’expression

h
f w1 — w)7 % (1 —ua) B — uy) P duy,
les valeurs o, 1, %, — — -
z Yy
Dans le Chapitre II, j’établis un Tableau de 64 intégrales du systéme
Fac. de T. — VIL F.1



F.2 R. LE VAVASSEUR.

(S) analogue au Tableau des 24 intégrales de Kummer relatif a I'équation
différentielle du second ordre a laquelle satisfait la série hypergéométrique
de Gauss, F(«, 8, v; z). Clest le développement d’une Note que M. Gour-
sat a fait publier dans les Comptes rendus de U Académie des Sciences.
Le Chapitre III est occupé par la recherche des relations qui existent
entre trois ou quatre des dix intégrales précédemment citées, lorsqu’elles
ne sont pas distinctes. J'ai insisté sur ce fait que les relations en question
dépendent des positions de « et y. J'ai dressé quatorze Tableaux distincts
de relations, je n'ai écrit que celles qu’on ne peut déduire simplement des
relations déja trouvées. J'ai adopté un systéme de numérotage qui permet
de trouver immédiatement dans I'un des Tableaux la relation qui existe
entre tel groupe que I'on voudra, de trois ou quatre intégrales non dis-

tinctes.
Soit
o(u)=u*"u—1)0"Y(u—ax)y(u—y)y3,
RY y 1
ml:f o(u)du, o)z:f o(u)du, au,::[ p(u)du;
L] 0 “0
enfin
Wy (J:z
Moy 2o

M. Picard a démontré que si x et y, considérées comme fonctions de £ et
de v, ¢taient des fonctions uniformes de £ et de v, les dix nombres
a+b—1, a+c—1, a+d—1, b+c—1, b+d—1, c+d—1,
2—b—c—d,2—c—d—a, 2—d—a—0b, 2—a—b—c devaient
étre les inverses de nombres entiers. Je me suis proposé, dans le Cha-
pitre IV, de trouver tous les groupes de quatre nombres a, b, ¢, d, jouis-
sant de cette propriété.

Dans le Chapitre V, j'¢tablis le groupe du systéme (S) en suivant la
méthode de M. Picard; puis, considérant la forme quadratique ternaire, a
indéterminées conjuguées que ce groupe laisse inaltérée, j’établis que son
déterminant invariant ne peut s’annuler qu’en méme temps que tous ses
premiers mineurs, répondant ainsi & une question que M. Picard a posée
dansune Note insérée au Bulletin de la Société mathématique de France,
t. XV, année 1886-18387, p. 148.

Je cherche ensuite dans quels cas le systéme (S) aura son intégrale gé-
nérale algébrique. ‘

> 00—
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CHAPITRE I.

1. Considérons 'expression
U= w1 — a1 (1 — ux) B (1 — uy)¥,

dans laquelle on suppose que z prend des valeurs réelles appartenant a
I'intervalle (o, 1). Je choisis pour I'argument de u et pour 'argument de
(1 — u) la valeur zéro. = et y sont des valeurs complexes ou réelles, mais,
si elles sont réelles, inféricures 4 1. Comme arguments de (1 — zx) et de
(1 —uy), je choisis ceux qui s’annulent en méme temps que u. Les
nombres a, 3, ', ¥ sont réels ou imaginaires. La partie réelle de « et celle
de (y — ) sont assujetties & étre positives.
Dans ces conditions, I'intégrale définie

1
(I)(o(, ﬁ1 BI’ & 1‘1]) :f Udu
0

a un sens. C’est une fonction bien déterminée de x et de y, Sil’on regarde
la portion indéfinie de 'axe réel X qui est a droite du point (+ 1) comme
une coupure, que ne pourront franchir ni le point z, nile point y, ® scra
une fonction uniforme de x et de y.

On a, en particulier,

1
D(a, B, B y;0,0) :f Wt —u)r et du =B (a, y — a),
0

en posant
I'(p)T'(g)

B D =150y

T'(p) :fwxi’—‘e'xdx M.

Nous définirons, avec M. Appell (*), 'expression (2, k) par 'égalité

(MEY=22+1) ... (A +k—1).

(*) Voir le Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnigue de M. C. Jordan, t. I, p. 1
190, 19I.

(?) Voir Journal de Mathématiques pures et appliquées de Liouville, t. VIII, année
1882, p. 173 et suivantes.

77



F.4 R. LE VAVASSEUR.

Par convention, le symbole (A, o), qui n’a pas de sens par lui-méme,
représentera 1.
On voit alors immédiatement que 1'on a

()”H'”(I)(OC, B’ B/, ./; x, )’)
d;l'md.)'"

=B, m)(B,n)®(a+m—+n,B+m,B +n, y+m-+n;x, y).

En conséquence, si nous posons

(I)(OC,B,@’,“/;J',_)’):B(O!,“/—- o) @ (, 5,5/,7;%)’),
en sorte que
D (a,8,p,7;00)=1,

on déduit aisément de I'égalité précédente pour cette nouvelle fonction @,
la formule suivante :

o @, (a, 3,8, y; 2, ¥)
()xln ()vyn

(“’nl+"l)(ﬁ'm)(@,9’l)
— (i) m-+n m,B 4+n,y+m s, ).
G+ ) (oI, By B R 5 )

On conclut de 14, en observant que m! = (1, m),

1[0y (e, B, B Y52, ) __(aym+n)(B,m) (B, n)
m!ln! dx™ dy*" TI0 0 (g, m e+ n) (1, m) (1, n)

et, par conséquent, la fonction @, sera représentée, pour x et y voisins de
lorigine, par la série

m=—w n=»

Fl(x, @, }3!’7; ‘L,’y) — 2 Z (9(’ 7)Z+’l) (@’ ’71)(@’, Il) (Z"IJ’"-

(7, m=+n) (1, m) (1,n)

m=0 n=0

M. Appell a démontré que cette série est convergente sous les condi-
tions |z | <1, |y | <1, quelles que soient les valeurs de «, 8, 3 ety (). Elle
servira donc & définir la fonction ®, (o, 3, ', v; z,¥), quelles que soient
les valeurs de «, 3, B et y, tant qu’on aura |z | <71, |y | <T.

2. Soit p un nombre entier quelconque. Dans ce qui va suivre, pour
abréger, je désignerai par ®(a + p), ®(B +p), P(B'+p), ®(y+p) les
expressions ® (a+p, 8, B, v; », ¥), ®(%, B+p, B, v; = y)
®(a,B,8 +p, vz, ¥), ®(x, B, §', Y+ p; 2, ), respectivement.

(1) Voir le Mémoire de M. Appell, loc. cit.
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De méme, ¢ désignant un autre nombre entier, ® (« + p, 8 + ¢) repré-
sentera @ (e + p, B+ ¢, 8,75 ©,¥), et ainsi de suite.
Jemploierai les mémes abréviations pour la sériec It (o, B, B/, v32,))-

1
~ .o . " . - © Udu
Cela pos¢, si la partie réelle de « est supérieure a 1, l’lntegrale/ -
o

aura un sens ainsi que @ (« — 1) et 'on verra sans difficulté qu’on a

S|
/ Udu :d)(oc—-l) —+ @,

Jy U

De méme, si la partie véelle de (y — a) est supérieure & 1, intégrale

' Udu
[ ——— aura un sens, ainsi que ® (y — 1) et 'on aura précisément
0
1 11
Udu
=®(y—1).
fo 1—u (v )

Ik L g5,

ux

On a aussl

" Udu_

I—uy

=@ (' +1)

0

1
f Uudu =®— @ (y+1).
0

Ensuite on trouvera aisément les relations suivantes :
Do +1)=P(y —1) — D,
OB —1)=2®(y+1)—(r—1)0,
OB —0)=y@(y+1)—(y—1)P.

Les trois derniéres relations donnent immédiatement, si 'on suppose
<1, et|y|< 1, en tenant compte de la formule

xr

I'(a)T(y —

q)(a,ﬁ, :3'»}’31‘,}’): F(Y) a)Fl(a’139r6/77;Lza)’);

qui a lieu dans les conditions données,

(1) aFi(a+1)=(y—0)F (y—1) +0+a—pF,
(2) P —1)=(y—a)xF (y+1)—y(x—0F,
(3) TF(B—0)=(y—a)yFi(y+1)—y(y —1)F.
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3. De I'équation

U=w (1= u)!=2 (1 —uz ) B (1 — uy)-F,
je déduis

"_U_U<“—'+I+a—7+ Br . By )

due u 1—u I—ux T—uy

Intégrant les deux membres de cette équation, multipliés par du , depuis o

Jusqu’a 1, on trouve (en supposant toujours les parties réelles de 2 ot
de v — « supérieures & 1)

(=) [P(a—=1) + @] —(y —a—1)B(y —1) + B2 ®(B +1) + 3y ©(B'+1) =0,
et, par suite,

g (y—a)Fi(a—1)+(a—1)F,— (y — 1) F,(y — 1)

D i +B2F (B +1)+ 8 yF (B +1)=o0.

De méme, on a

d(uU):uU<%+I+a-y—l— pr + By >

du 11— u 1— wa I—uy

Multiplions les deux membres de cette équation par du et intégrons de o
jusqu’a 1, il vient

BOE+D)+BOE + )= —a—)@(y—0)+ (1 +B+5—y)®
et, par suite,
(G)  BE@E+0)+BFE+)=G—)F (@ —0)+0++p—F,
Enfin, en partant de I’équation

d(w2U) _ 2U<a+r+1+a—y+ pr @'y)
u

du T—u 1— ux I—uy

multipliant les deux nombres par du, puis intégrant de o 4 1, on trouve

[(2y—B—B' —a—n)xy =By —Bz]®—(y—B—B)zy®(y +1)
—(y—a—1)xy®(y—1)+Ly@B+1)+p2x®P +1)=o,
et, par suite,
(y—a)(y —B—F)xyFi(y +1)

(6) =2y —B—pf'—a—1)zy— 5.7 ﬁx]?Fn—V(y—I)wFi(y—l)
+ByyFi(B+1)+Bya2F (B +
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Nous avons ainsi obtenu six équations linéaires et homogénes entre I,
l“,(oc - I>’ F‘<‘8— |>’ F‘<Q/'_ I)? Fi(Y - ')7 Fl(a + I>’ Fq('ﬁ -+ '))
I, (8 + 1), F, (y + 1), les coefficients étant des polynomes entiers en « et
en y. La suite des calculs montrera que ces six relations sont distinctes.
Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :

Tuiorine. — Entre la fonction ¥, et trois quelcongques des huit fonc-
tions contigués F, (o —1), F (B —1), F, (' — 1), F.i (y — 1), F,(a+1),
1, (B +1), B, (B +1), Fi(y+1), existe une relation linéaire et homo-
géne dont les coefficients sont des polynémes entiers en x el eny.

4. Posons
(o, m + n)(B,m)(p', n)

m n
u mn— X } ?

(y,m=4n)(1,m)(1,n) ¢

d’oul

m—en=wu

Fi(ot, 3, 8752, )= 2 Z Uppp = S Upn-

m=0 n=0

On a alors
5 . 1
1‘1(5 +I):}i+ B Smumm

F,(B'+1)=F,+ é-, Snu,,,,,
ct

-

Fi(y —n=F+ = N ()t

Drailleurs, on voit immédiatement que

JdF,
MUy, = & ——>

Jox
S Ry =y (f;;’ .
Donc
x JF
F,(B+1):F,+%5;‘,
Y a - dF
h(@+1>:Fl+5—’,d—;,
R I _JF, JoF,
R =Rt (5 )

On déduit de la que les huit fonctions contigués pourront s’exprimer



F.8 R. LE VAVASSEUR.

. -, . JoF JF , .
en fonction linéaire et homogéne de F,, de 2 et de ()—y‘; les coefficients

dx
élant des polyndmes entiers en x et en y.
On a le Tableau suivant :

. :
(r= ) Fila =)= (7= 2= b = B) Pt (1 —2) Ity (s — ) OB

(=3B R —0=(—p—F—aa) i+ ol — ) 0t i ) 20,

(7=3—=FVF (B —1)=(y—B—B'—ay)F,+ (1 — )’)%ﬁt‘ +y(1—x) o,

or
—) = JF oF
V=BG =0=G=—0Rh+ap +r 50

. JoF JF

o:Fl(oc—l-l)_ozh—;—xd_‘;_,_),dfi,
? . JoF
f’l’l(ﬁ"‘l)—ﬁl‘i—i—x-d_f‘,
ﬁ/F(@/“‘I):@/F—!—T’()h,
1 ! F, ”_d_y

NI , F1 ,‘1

De la formation effective de ce Tableau résulte que les équations (1),
(2), -+, (6) sont bien distinctes, ainsi que nous I'avions annoncé.

». La méthode que nous venons d’appliquer, pour trouver les huit

premiéres fonctions contigués en fonction linéaire et homogéne de F,, de
or JoF . . .

—— et de =, s’applique aussi aux suivantes.

dx oy

Soit a calculer
. Q(a+ p, B+aq, B'+4q', y+r),

P> 9, ¢’ et r étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. On part de la
formule

Q(a+p,B+q,B+q,y+r)

1
:f utHP= (L — @)Y= r=p— (1 — g ) =B-7 (1 — wy)B-9du;
0

si p est négatif, il faudra supposer que la partie réelle de a est supérieure 4
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— p; de méme, si (r — p) est négatif, il faudra supposer que la partie
réelle de y — « est supérieure a p — r.

Sous ces conditions seulement, I'intégrale du second membre a un sens.
Cette intégrale peut s’écrire

1
f UuwP(1—u)—P(1—ux)y?(1—uy)9du.
0 .

On décomposera alors la fonction rationnelle de «,
uP(1—u)P(1—ux) 7(1—uy) 7
en ses éléments simples. Supposons que I'on ait

uP (1 —u)—P(1—ux)7(1— u_y)"l'
U1
"Z ahuh+2 ul (I—-u)iL +E(I—uw)" Z(I—uy)“

(hy A, ., v, v’ étant des entiers positifs); on aura alors a calculer des inté-
grales de la forme

7 fuhUdu’ fUd“ f('U—dZ)” f(IECZI;)V f(X-I—JLLitt;’)”

Or on a identiquement

d(uh+1Uy lh+1U<a—|—h+1+a——y+ Br B’y>

du u 1—u 1—ux  1—uy)

i [(x—gw—‘: G —Iiw—l <a:1 e T IE,'Z;)
] = ey [ e By B
-z;i [(1— E_y)““‘— - (r— Ey)"'—‘ [0‘:1 + IT—OC-:)’ + Ifix + (ﬁlj-:’:yl)y]'
Enfin

L(L)o L (et ey, be By

du \ -1 ur-1 u 1—u I— ux I—uy

Multipliant par du les deux membres de I'une quelconque de ces équa-
tions, et intégrant, de 0 & 1, le premier membre est nul, et les équations

obtenues, toute réduction faite, permettront de calculer les intégrales (7),
Fac. de T. — VII. F.2
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pourvu que 'on ait déja calculé les intégrales analogues, ot les exposants
h,k, ., v, v solent moindres.

On passe ensuite des formules concernant la fonction ® aux formules
concernant la fonction F,, sans aucune difficulté.

Ces derniéres formules se trouvent ainsi démontrées pour certaines va-
leurs de «, 8, 8, v. Néanmoins, elles ont lieu pour toute valeur de a, 3,
p’, v. Il suffit, pour s’en convaincre, d’observer qu'on peut les vérifier
directement, en partant de la formule

F,=
11— Umns

et que, dans le calcul de vérification, on n’a aucune restriction a faire sur
les valeurs de «, B, 3" et y.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tukorime. — Toute fonction contigué F,(a+ p, B+q, B'+q', v+71)

. <o oF oF
est une fonction linéaire et homogéne de ¥, de S-* et de d—y‘, les coef-

ficients étant des fonctions rationnelles de x et de y.

Je donne ici le Tableau des fonctions contigués obtenues en remplacant
dans F, deux des quantités o, 8, ', ypara =1, B =1, f'2=1, vy £ 1.

(y—a)(y—B—B")Fi(a—1,8—1)
=[(y—=B—08)y—a—Bx—F)y)—(y—B8—pF —a)(a—1)2z]F,
JoF,

+(1+y—a——ﬁ—{s”)x(1-—x)§;

+ [ =B =By — (a—D2] 1=y 5

(7= ) (y— B — BV Fi(ar— 1,6/ 1)

=y —=BF=B)y—a=Be—=B)=(y—B—F—a)(a—0)y]F,
iy —a— B0 -G

(= B— Bz — (= 1y] (1 —2)

(y-—-I)Fl(o(—l,}l—I)‘_—(y——l——ﬁm_ﬁ’y)Fl—}—x([—x)%% +y(1——y)%§};
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5(7—x)F,(a—I,ﬁ—i—l):[y—oc——(l-a—@—oc)x—-f)’y]@F,
oF, JoF,
+(1+§3—a)x(1—-—x)-d—x +@y(1—y)3)—’-,
S’(*/—oc)F,(oc—-I,{3’+~1):[y-—a-—(1+B’——a)ywﬁx]ﬁ’F,

+(I+@,_a)y(l_3’)%}%+5’~l‘([—x)9_li;

dx
(y—a+1)(y—a)(y—B—B)Fi(a—1,y+1)
=[(y—=B8—p8)(y—a—Bax—Py)—(a—1)(y—a—0B—PF)]yF,

=B =)z — (a7 —2) T
I — =By — (=70 =) 5

(y—B—=8)(y—=8—-pf+F@—1p—1
=[(y—=B—B)(y—=BF—pF+1)+a(Py+p=)
—a(y—B—B'+1)(z+y)—a(f+p —a—1)ry]F
B E—a—Nay+ =By (g~ B—2B)z](1—2) T

B+ E—a— @y + (=B + (g —2f— BTG

(*/—1)F1(ﬁ-—1,~/—I):(y—x—ocx)F1+(I—~a?)<w% —f—y%)

(y—)F (B —1,y—1)=(y—1—ay)Fi+(1—y) <x% +y"%§r'>

)

a(ly —p—B"Fi(a+1,5—1)
:“[(5+@’—a—-x)x+(«/—5_@')][?1_(5+B,_a_l)w(l_m)%%
+[(B+5'_“—‘)x}’—(V—“—')x—i—(‘/—@—5'))’]%%,
a(y —B—p)Fi(a+1,p—1)
:a[(ﬁ—!—ﬁ’~—a—l)y—|—(y—-ﬁ——@')]}?l_(@_‘_@/_a_l)y(l_y)%%
JF,

~[B+f—a—nzy—(y—a—0y+(y—B—F)2z] 57
BE(B—1, B ) =BF - (r — )

B8 Fi(ﬁ—l—l,ﬁ'——l):@FI_F(x_)’)%;
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(7—a)(y—ﬁ—-@’)(7—5—6’+1)yFn(5—1,7+1)
=[x(e—y)zy + a(By +p'z) + +(y—pB— B+ —B—pF+a)ylyF,
= )ay + 1=y —galy(—a) 20

+ U7 —0)ay — (7 —B)z + (y— 28 — '+ 1)) 7 (1 — ) O

PECE
(1 =a) (=B =B (y =B =P +1)aF (B —1,741)
=la(a—y)ay + a(By +B'e) + ()= f— B4 1) () — b — &'+ a).0]yF
o=+ 0= p)e =81y 0—

+[(‘/—a)x}‘—(y—ﬁ’)y+(‘/—25’—5+r>?ﬁ] 7(1 —w)%F ;

a(y— 1) F (a1, ,_1,—<,_,+ Bz M>ah

IT—x 11—y

—+—[a—(y—a—1)li+ﬁ+&]x

— X 1—x I—')/

! JdF,
+[a—(y—a_.1)$+ I(S_xx_i_ IB_,Vy] .

Bl — D) (—2)Fy(B-+1,7—1) .
=== (=D el3F (6 — (= a— 1) 2] 2 4 g O,

B (7= 1) (1= y) Ky (B 41,7 —1)
:[7—1~(y—a—1>y]5’F1+[5’—(7—a—1)y]y(%‘+f>’ o

ap(1—2)Fi(a+1,8+1)=af F,+ (a + 3 ——7+1)x?+6 dl;,

o' (1= y)Fi (ot +1, 5/+1)_a(3F1+(oc+@/—/+1)yd + Bz dF

a(y—ﬁ——@’)F,(oc+l,y+1):ayF,+y[(x——1)%%—i—(y——l)%];
! ! ! 7n2 Fl 90F1
BRI =) Fi(B+ 1,8+ 1) =pB (2 — y)F,+ Bl o B

Bl =B,y +0)=y Byt ye—n) 2L,

F,
By — ) Fi(B' 41,7 +1) =By Fy -+ y(y — 1) 2

_[)7
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6. Revenons a la formule démontrée au n° 1, savoir :

dm+n F1(a. B’ 5/’ y: x,}’)
ox™ d)’”

(a m 4 n) (B, m)(p’
(7, m+n)

n
? )Fl(a—|—m+n,(3+m, B'+n,y+m+nyx,y).

De cette formule et du théoréme énoncé au numéro précédent résulte le
théoréme suivant :

Les dérivées partielles d’ordre supérieur a 1 de la fonction ¥, peu-
JF ()F
vent s'exprimer en fonction linéaire et homogeéne de F,, (le —elde
les coefficients étant des fonctions rationnelles de x et dey.
En particulier, si nous calculons les dérivées partielles du second ordre,
en suivant toujours la méme méthode de calcul, nous obtenons le systéme
d’équations aux dérivées partielles qui suit :

x(r—x)(w—y) +[*/(w —¥)—(a+B+1)2*+ (a+f— 5'+'>M+{3’J10h

~Br— ) O e — k=,

8) (yl—y)y— x)—~+[y(y—x)—(a+@'+l>y + (' — E“>+I)chrf>a]dPl

JF
—Br(—2) 5t —ap () —a)F, =0,

dF1

(2 —

O'F, —poF oF, "~

) dxdy 5

Cest ce systéeme d’équations aux dérivées partielles que nous allons prin-
cipalement étudier dans le présent travail. Nous en possédons déja une
intégrale particuliére. Proposons-nous d’en trouver d’autres.

7. Envisageons pour cela I'intégrale définie

k
W(a,B,8,7;5,0)= [ W (1 — )Yt —uz)B(r—uy)-Fdu,

5

(1) Voir le Mémoire de M. Appell, loc. cit. — Pour I'étude de la derniére équatiovn aux
dérivées partielles, prise isolément, voir le Chapitre III de la [I° Partie des Lecons sur la
théorie générale des surfaces de M. Darboux.
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ol g et h sont deux constantes quelconques, réelles ou imaginaires. Nous
prendrons pour le chemin que suit # pour aller du point g au point /, une
courbe arbitraire, donnée une fois pour toutes. Si elle part du point o, ou
si elle y aboutit, on supposera la partie réelle de « plus grande que zéro; si
elle part du point (+ 1), ou si elle y aboutit, on devra supposer la partie
réelle de (y — &) supérieure a zéro. Si elle part du point a l'infini, ou si elle
'y aboutit, il faudra que la partie réelle de (1 + B + B’ — v) soit supérieure
a zéro. Si les points g, /& ne coincident ni I'un ni Pautre, ni avec le point o,
ni avec le point (4-1), ni avec le point 4 infini, «, 3, B’ et ¥ sont arbi-
traires; mais le chemin que suit z ne doit passer ni par le point o, ni par le
point + 1, ni par le point a 'infini. De plus, I; et )i/ ne devront pas se
trouver sur ce chemin. :
Cela posé, on a, comme pour la fonction @, d’abord

nn q"(a,ﬁ, 6/,7; x, ,Y) —
da dyn -

(B,m) (B, MY (a+m~+n,B4+m,B +n,y+m—n;z, ).

Iinsuite, en posant

U(w)=u (1 — a2 (1 — uz) B (1 —uy)-F,

on trouve

(9) T(z+1)= W(y—1)-—-1Y,
(10) ‘P"(B—x):x@"(y+l)—(x;l)‘lf,
(11) : Y @E—n)=y¥(y+1)—(r—mY,
puis
(12) 5 (a0 —1)[F(a—D+W]—(y —a—1)W(y —1)

! +BaW(B +1)+ B yW (B +1)=U(A)—U(g),
w3y BBV

| =(—a—DW(y—D++B+8—p¥+ArUh)—gU(s).
Enfin

S [(2y—B—f —a—1)zy—By—B2]¥—(y—B—8")zy¥(y+1)
(14) —(y—a—0)ayW¥W(y—)+By¥(B+1)+p ¥ (B +1)

( = 12U (k) — g2 U(g).

Il résulte de 1a que, entre la fonction W' et trois quelconques des huit pre-
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micres fonctions contigués, il existe bien encore une relation linéaire, mais
clle n’est plus toujours homogene.
Drailleurs, si de la formule

W T
‘l—(@—'—l):/ U du ’
&

I1—ux

on retranche membre 4 membre la formule

A
v :f U du,
&

il vient )
"uUd x oW
‘If(ﬁ—i—l)—-llf_—_i-xf iu_ul;:B-d—;-
On a donc -
YBE+1N=" Ed
J
m(5'+1)_w+g%—
Donc

. v o
BW(B-+1)+ B (B )=(8 ) P Gy 5

=(y—a—)W(y—0)+0+B+p =) W+AU(R)—gU(s),
et, par suite,

(1= %= OVl =)=y =¥ 2 5o -y 55+ £ () — AU,

On voit donc que toute fonction
W(atm,BEp,xp,yxn;zy)

et, en particulier, toute dérivée partielle de W' d’ordre supérieur a un,

ov
pourra s’exprimer linéairement en fonction de W, de o—

v
— et de =~ Seule-
dy
ment on n’aura pas toujours une fonction linéaire et homogene. Les cocffi-
cients de I, de — et de Ej seront encore des fonctions rationnelles de =
IF 13 4
et de y; le terme 1ndependant de ¥, de et de 3y Sera, en général, une
fonction transcendante de x et de y.
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Si nous cherchons en particulier I'expression des dérivées partielles du
second ordre de W', on arrive au résultat suivant :

o

r(1—2)(z—y) 7 +[},(x_y)—(x +a—|—@)1-2+(1—e—o:-i-ﬁ_@f)x_y—k@'y]%—‘f

—Br(— G —aBla— )W = (e —y)[ ELZELTD A0 BUA,

1—gx 1—hax

‘HI;‘ .
) ( —y)(y—x)%y—z +[v(y—x)—(r+a+ﬁ’)y2+(1+a+§’—6)'rf+5w]%—f.

, owr , . a g1i—g)U(g) Nh(i—n)U(R)
—8' (=) Gy — B (e W=y -y | ) RE= B,
OW o 0% 0u
azoy =" 9z " Py

(z—y)

De la résulte ce fait important : lorsque les inle'gralesf Udu et

0
et
j U du ont un sens, elles satisfont au systéme d’équations aux dérivées
+1

partielles (8);4en effet, on a alors partie réelle de « > o, partie réelle de

[V p—

¢y — ) > o, partie réelle de (1 + § + 3'— y) > o. Les seconds membres
des deux premiéres équations aux dérivées partielles qui précédent s’annu-
lent donc pour g =0, 1, h === .

8. D’autres solutions particuliéres vont nous étre fournies par I'intégrale

A

I(a, 3,872, ¥) —_—fxu“-’(l —u) -t (t—ux)PBr—uy)Fdu.

Ici encore, g et A sont des constantes quelconques. Donnons a4 « une
valeur arbitraire, complexe ou réelle, et choisissons un chemin quelconque

. . h .. .
allant du point g au point —x} en observant les conditions suivantes.

Si g = o, ou g =1, on devra supposer la partie réelle de a, ou la partie
réelle de (y — «) supérieure a zéro. Sinon, a et y seront arbitraires. Si
h = 1, on devra supposer que la partie réelle de § est inférieure & 1. Enfin,
si g = o, la partie réelle de (1 + 3 + ' — y) devra étre supérieure a zéro.
En tous cas le chemin ne devra passer ni par le point o, ni par le point + 1,

. . 1 I . . N . . . . . .
ni par les points —, —» ni par le point a I'infini; si 'on fait ensuite varier @
p p zy ]
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d’une fagon continue, le chemin suivi par « devra varier en satisfaisant
toujours aux conditions précédentes.

Cela posé, on a pour la fonction I, en faisant pour a, 3, 3" et y les res-
trictions nécessaires, les formules suivantes :

I(te+1)=1I(y —1) —1,
IB—1)=zl(y+1)—(z—1)l,
I —1n)=yl(y+1)—(y—0l,

(oz—l)[l(oc—1)+I]—(y—o¢—1)l(y—I)+5.TI(@—|—I)+{3'}/I({3’+I) =U <£> —U(g),

BI(E+1)+ BB +1)
h h
=G —a—DI—0+(+p+g—l+30(%) = sU(s),

[(2y—B8—f —a—nay—By—p'2]l—(y=53—=38ayl(y+1)
IZ2
(g ama =D BB+ Fal(F =10 (3 ) — U (o).

11 résulte de la qu’entre la fonction L et ses contigués prises trois par trois
il existe encore une relation linéaire, mais non toujours homogene.
D’autre part, les formules

h /
ﬁl(ﬁ+1):5[+x%+5U(£>,

B’I(ﬁ’+r)=5’l+yg—;’

0l dal
(y—a—Dly—1) =@ —nl+az5 +yyy+.~‘,’U(é>’)

nous permettent d’affirmer que ces mémes fonctions contigués, et en
particulier les dérivées particlles de I d’ordre supérieur a un, sont des

fonctions linéaires (mais non toujours homogénes) de I, de % et de %

Les coefficients de I, de Z;% et de g}/ seront des fonctions rationnelles de x

et de et le terme indépendant de 1 d—l, a sera en général une fonction
Y, P ' 9z Jy g

transcendante de x et de y.
Si nous cherchons en particulier 'expression des dérivées partielles du
Fac. de T. — VIIL F.3
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second ordre de I, on tombe sur les équations suivantes :
021 . , )
;70(1—:c)(x—y)5;2 +ly(z—y)—(2+B+1 a2+ (2+B—5 —i—x)x‘)'—{—@y]a;

I
—B8y =0 P Bz — )1

_Ble—y)st—gU(g) IN[G=2—1)(y—=) B ylz—1)

1— oo x—h x—hy

2]
Ya—y)(y—=) gy2 -+ [y(}/—x)-—(a+ B+ [)).2_|_(o(+ﬁ’_ﬁ+ Nxy+pBx] 3—)1/
—px(1—a) (())—i —af(y — )1

oy —mnult
5’(y—r)g(1——g)U(g)+ﬁ(I y) A /')U<x>

1— gy x—hy

>

01 %) SN N R I
== g0y~ Pay — B =y 20— WU(3):
Les seconds membres de ces trois équations aux dérivées partielles
s'annulent sil'on y fait 4 =1, g = 0, 1, % en tenant compte des conditions
auxquelles doivent alors satisfaire o, 3, B’ et Y.

1 1
Donc, lorsque les inte’grales‘fodu,f Udu,f U du ont un sens,
0 1 1

elles satisfont au systeme d’équations aux dérivées partielles (8).
h

. ] . ] ’ ; ' . \
Drailleurs 1'étude de I'intégrale f Udu se réduira & permuter dans les

§ A

x
résultats précédemment obtenus pour l’intégralef Udu ala fois z et y
p

1
~ . . . , L4
d’une part, § et 3’ d’autre part. Et, par suite, si les mlegralesf U du,
0

1

y e . ) . , .
[ Udu, f U du ont un sens, elles salisfont auz équations aux déri-
“1 1

;
¢ées partielles (8).
]i
T ¥ ,
Y. Il nous reste enfina étudicr U'intégrale [ "Udu = J(«,8,8,v; , ),

ol g et & sont des constantes quelconques, de module fini et différent de



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F.19

zéro. Si g =1 ou b =1, on devra avoir (partie réelle de 3) <1 ou (partie
réelle de 8') <1 respectivement; x et y étant donnés, on choisira pour le
chemin que doit décrire le point z une courbe quelconque partant du

. . . h .. . .
point % pour aboutir au point 5 o I'assujettissant & ne passer ni par le
. .o . . . 11 . . « 1se .
point o, ni par le point 1, ni par les points —, —» ni par le point a I'infini.
Si ensuite « et y tiennent 4 varier d'une facon continue, on fera varier
)
d’une facon continue les extrémités du chemin arbitrairement choisi, en

tenant toujours compte des conditions précédentes.
Cela posé, on a tout d’abord

Ja+1)= J(y—1)—],

JR—1)=xJ(y+1)—(xz—1)),

JE' =) =yIy+0)—(—0l
(z—D[e—1)+I]—=(v—2—=0I(y —1) +BxI(B+1)+ 3 yI(3 +1)

“u(t)-o(2)
BIB+1)+3J(B +1)
:(Y—x—-l)J(‘/—-I)-i—(I—l—@-‘l'-ﬁr—y)J—l—;U(;) —

£

U

‘
/.\
& [9g
N———

=
x

[(2y—B—B —a2—1ay—By—=F2l—(y—38—38)=yd(y+n)
—(y—a—0zyJ(y —0)+pyI@E+1)+B2J(E +1)

_ Pyl _& (8.
oy Y x? x>

On peut donc énoncer, pour la fonction J, le méme théoréme que pour
les fonctions W et I. D’autre part, on a

«

/ _ aJ g g
, , ey aJ h__[(h

o 2 o
(y—a—ndy—1)=F =0+ 5=+ ay’

Les huit premiéres fonctions contigués s’expriment donc linéairement

en fonction de J, de I ot de d—J La méme méthode de calcul s’applique
dx dy

d’ailleurs aux fonctions contigués suivantes, et en particulier aux dérivées
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partielles de J d’ordre supérieur a un. Ainsi, si 'on fait le calcul pour les
dérivées secondes, on trouve

w0~xﬂw~ﬁg%+Iﬂw~y%%a+6+0w”%a+5—&+4My+ﬂyh%
— By G — Bla— )

(£ [Ee ) _g=am e Bh(l_f»)f@(lﬁ)’

yo—m-x)g)—:{ Iy — ) — (24 B 1)y ok (s B — B )y + B ;,"—;

—Ha(—a) B af(y— )]
To (] — o ‘g I —
:ﬁ g(1 c)U<x>( ) ;£(1~h)U<ﬁ> [@x(J——y)_ (y—oz—l)(y—x)"’
xr—gy ¥ y y—hx y—h

] o L 0F

55 a—nu(}) 3 Eu—ou(f)
y —hz x—gy

A la seule inspection de ces équations, on voit que si 'on suppose que
1

¥
l’mte'gralef U du a un sens, elle satisfait aux équations aux dérivées par-
1 .

x
tielles (8).

En résumé, nous avons trouvé dix intégrales particulieres du systeme
des équations aux dérivées partielles (8).

Ces dix intégrales ont déja été signalées depuis longtemps par M. Pi-
card (*). La méthode ici exposée permet d’établir d’une facon nette les re-
lations qui lient la fonction de x et de y définie par I'une de ces dix
intégrales, ses dérivées partielles du premier ordre, et les fonctions conti-
gués qui s’y rattachent.

(1) Sur une extension aux fonctions de deuw variables du probléme de Riemann re-
latif auw fonctions hypergéométrigues, par M. Emile Picard (Annales de {’Ecole Nor-
male supérieure, t. X, année 1881, 2° série, p. 305 et suiv.).
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CHAPITRE. I1.

10. J'ai lintention d’¢tablir dans le présent Chapitre un Tableau de
60 intégrales du systéme (8) analogue au Tableau des 24 intégrales de
Kummer relatif a I'équation différentielle du second ordre  laquelle satis-
fait la série hypergéométrique de Gauss, F(«, §, v; ). Ce Tableau a été
signalé par M. Goursat dans une Note parue aux Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences.

Pour abréger, je désignerai par argz celui des arguments de x qui est
compris entre — 7 et + .

Reprenons l’intégralef U du, telle que nous 'avons définie au n° 1 du

Chapitre I. Posons u=1—9¢, d'oit ¢ =1 — u; ¢ et (1 — ¢) seront réels,
positifs, on pourra poser arge = o, arg(1 —¢) = o.

On a

PR (S

xr —1

or, d’aprés nos conventions, 'argument de 1 — ux varie de o darg(1 — x);
v

d’autre part, les points 1 — x, 1 — —— sont dans des régions différentes

du plan, 'un au-dessus de I'axe réel X, 'autre au-dessous. On peut donc
choisir pour arguments de (1 — xz) et de <1 — xv—f;> ceux qui sont com-

pris entre (— w) et (+ =), car leur produit aura encore un argument com-
pris entre (— w) et (+ ), comme celui de (1 — ux).

La formule 1 — uy = (1 — ) <1 — %) donne lieu aux mémes con-

clusions. On a alors

1 1 ,
[ vdu=(—a)yt—yy# [ vv-“—‘u—v)a—l(x—iﬁ(l— 2V a.
0 : o x—1

y——I

x

=<

Sous la condition qu’on ait simultanément |x Y ) <,
— 1

Y
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cette derniére intégrale pourra étre remplacée par un développement en
série défini par I'équation

1 4 —_— —R
f oY1 (1 — )t (I vz > B(I vy ) B do
0 \ X —1 y—]

—B(a, *(—oz)F1<y—oc, B, By ——, L)

X —1 y—1I

J'emploierai les mémes notations que M. Goursat (*). C, et C, seront
les cercles de rayon égal a I'unité décrits des points o et + 1 comme cen-
tres; E, et E, seront les portions de plan limitées par la corde commune
a ces deux circonférences, prolongée indéfiniment, E, contenant le point o,
E, le point (4 1). Cela posé, si z et y sont simultanément dans la région
E, et & I'intérieur du cercle C,, on a identiquement

(13) Fi(a, B, 8/, 75 % )’):(1_“”)_@(’_‘)’)—S,F1<Y'—Of,v 8,8, 73 ;i!> %)7

avec les conditions
—n<<arg(1—z)<<-+m,
—r<<arg(t—y)<-+m (*).

11. Posons maintenant

Tandis que « parcourt le segment rectiligne o——(+ 1), le point ¢ par-

court un arc OM(+1) =L d’une circonférence qui passe par les trois
X —1

points o, 1,

u(1—z)
I

4 . . x .
De la formule ¢ = ————, jetirc ¢ = —— el,enposantx = £ +- iy,

I1—xr—+vx

u(r—&) (1—ul)—iu(1— u)n
(1—ué)+n? ?

[ G

je conclus de la que ¢ et  sont dans des régions différentes du plan. D’ail-
leurs

1 — U = —>
I—9¢

X — 1

(1) Sur Uéquation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la série hyper-
géométrique (Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, Supplément au t. X,
année 1881, 2° série, p. 11).

(2) Cette formule a été donnée par M. Appell (loc. cit.).
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x

donc x et <1 — > sont dans la méme région, et, par suite, (1— x) et

X —1

<1 ——= ) dans des régions différentes. On peut donc choisir pour cha-
xr—1

cune de ces quantités des arguments compris entre (—m) et (+7), le

produit (1 — x)<1 —

> aura encore un argument compris entre
xr—1
4

(1——x)<1—vxil>

argey — arg arg (1 (4 i .
argy —arg(1— x) +arg( 1 — g

nous permet de

(—m=) et (+ =), et la formule =

poser

I— ¢

L'égalité 1 — u = nous permet de définir 'argument de (1 — ¢)

r—vy
xr—1

par la formule

5@(1—9):;173(1—‘; z >

xr —1

On a d’autre part
T—y
() ——
X — I

I—u‘y:—q; :(1——111‘)(1———02—_'—}/>-

On posera
arg<1 — a_*_—_y) —arg(1—uy) —arg(1 — ux);
x—1)

-7

— 1

. . . . x . .,
cela revient a choisir pour argument de {1 — ¢— celui qui s’annule

pour ¢ =o. L’argument d’un facteur une fois choisi, on le laisse varier
d’'une fagon continue, méme si, dans sa variation, il franchit 1'une des
limites (— =), (+ ©).

Cela posé, on aura

+1 - A
f Udu:(l—x)—“fv““(l—V)Y-“—’<1— °x _>B+$ Y[l_‘_(‘l:_))] Bd‘,,
A L a—r, x—1

L’intégrale du second membre est prise le long de I'arc de circonfé-

. /\ .
rence L. On ne peut pas toujours remplacer I'arc L = OM 1 que décrit le
point ¢ par le segment rectiligne o

(=4 1). Il est vrai que I'on n’a pas a

’ . .o . X — 1 . N .
se préoccuper du point critique ¢ = —— qui correspond & u = =, et qui,
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. <N . . o xr — 1 .
par suite, est sur 'arc OM'1 ; mais le point critique ¢ = » qul corres-

pond & u = —, pourrait &tre situé a P'intérieur de 'aire O 1 MO (fig. 1).

On aurait alors, en posant, pour abréger,

V = g1 (1 — p)y—0%-1 <I vz >§+B'—Y [1 B 2&2_ ,V)]_Bl,

xr—1 X —1
z=t .
deV:(l—e”"B')fA deV—i—e”“B'f Vdy.
L 0 0
Maintenant, imaginons que l'on ait ’%‘< I, "Z::{< I, en sorte
Xr—1

. xr—1 . ,oe
que les deux points » —— solent extérieurs au cercle C,. Alors I'arc

=)
/\ /\
OM'1 devra étre plus grand que I'arc OM 1, tandis que I'aire O 1MO sera

tout entiére a I'intérieur de C,. Donc le point ;:I

ne pourra pas étre

situé dans cette aire. Alors on aura

o1 1 ) — oA\ —8
/ Udu:(l—w)‘“f pa=1 (1 — p)v—a-1 (1— or >ﬁ+(5 Y(I——(’x y) SdV,
J A z—1 x—1

et d’ailleurs

1 e B 4
f A=t (§ — )Y—%—1 (1— v >f3 B Y(I_ o y) de
0 xr — 1 xr—1

=B(ay— k(07 =5, 8,7 ;75 =7 )

b
xr—1 & —1

Si donc z est a la fois dans E, et dans C,, et plus rapproché de y que
de 1, et si y est lui-méme dans C,, on aura

(16) Fi(a, B: ﬁ'ﬁ;%}’)—‘—('-@'“ﬂ(%}'—5—5', 5’77;1,‘2]’ z—-——{/)( )

(1) Cette formule a été donnée par M. Appell (Zoc. cit.).
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avec
—rm<<arg(t—x) <<+ .

— __ donne des résultats ana-

1—y oy

logues. Il suffit de permuter, dans ce qui précede, z et y, 8 et 8. ,
Si donc x et y sont a la foisa l'intérieur de C,, si, en outre, y est dans la

région E, et plus rapproché du point = que du point 1, on aura

La formule de transformation « =

(17) Fl(a,ﬁ,-@’,*/;-ny)t(f—y)*“ﬂ(a,5,7—5~5’,7;j,:’f),il>
avec
—rn<<arg(1—y)<<+m.

12. Soit maintenant

I—¢
i =

I—¢x

Tandis que u parcourt le segment rectiligne o (+1), le point ¢ dé-

. SN . , . I
crira 'are A = oM1 d’une circonférence passant par les points o, 1, = Je

choisis comme argumentsde (1 — x) et (1 — ) ceux qui sont compris entre
(— =) et (+ ), o, si ces quantités sont réelles.

¢ et z sont dans la méme région du plan, ¢ et 1 — = dans des régions dif-
férentes. Je choisis pour argument de ¢ celui qui est compris entre (— =)
et (+ w). Alors la formule

O(lr—ux
t—ue= I(— ".17)
nous permet de poser )
arg (1 — ea) = arge -+ arg (1 — ).
On a, d’autre part,
z@(x — )= z_n“_g(l — va).

y —x . e, ., ..
L’argument de <I = 1) se trouve ainsi déterminé par la condition

qu’il s’annule pour ¢ = 0. On a alors

1
f Udu=(1 —J‘)Y—ﬂ—ﬁ([_‘),)_‘gr

¥

/ Y2 (1— )1 (1 —p ) B+B—Y (1_ o $>_B'd(,,
A Jy—1

On ne pourra remplacer I'arc de circonférence A par le segment recti-
Fac. de T. — VII. F.4
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ligne o—— (+ 1) quesi le point critique ¢ = ;:; n’est passur 'aire o1 Mo;
c’est ce qui a lieu sil’on a
—x
fa] <, ;//——1 |<I.

D’ailleurs
1

f PY=% (1 — ) Ft (1 — g ) BBy <I — L= x>—ﬁ’ §
0

y—1

=B (a,y—a)F, <y—a,7~@—ﬁ’,ﬁ’,y;x,§:f>-
Par suite, si « et y sont simultanément dans C; et si, en méme temps,
y est plus voisin de z que du point + 1, on aura
(18) B B, B, 730, 9) = (1= a1 ) B (7ot =B/, B 5 o L)
avec
—rn<<arg(r—x)<<-+ 7,
—n<<arg(1—y)<<—+=.

4

Si I'on pose u = ll:v)’, il suffira de permuter, dans les résultats que

nous venons d’obtenir, z et y d'une part, 3 et 8" de I'autre, en sorte que, si
x et y sont simultanément & 'intérieur de C,, = étant plus voisin de y que
du point (+1), ona

2 — 1

(Ig) F1(OC, 57 @',“/;1")")”—‘('—1’)"‘3(1—1}’)’{_“"3'1“1 <7#a75v?_@~@,77; 1"‘_2’})/)

avec
—rm<<arg(t—x) <<+ =,

—r<<arg(1—y)<<+T.

13. En résumé, posons
1
f Udu=B (e, y — 2)o,.
0

Si @ et y sont tous les deux & I'intérieur de C,, on a
o =F (o, 3,8 752, 5)-

Lorsque x et y sont simultanément dans la région E,

@1:(1—:1:)—5(1-—)/)43'14‘1(7.._a,@,@/’y; x Y >

b
x—1 y—
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avec :
—r<arg(r—ax) <<+ 7.

—n<arg(1—y)<<-+rm.

Si x est dans la région E,, et plus voisin du point ) que du point (+ 1),

oy =(1—x)*F, (rx, y—38—5,8.y; L, x———z>

xr—1 xr—1I

avec
—n<arg(t—x) <<+ 7.

Si y est pris dans la région E, et plus voisin de x que de (+-1),

y—x v
Y1y —1

".’1:(1_ly)—aFl<‘x,5’7—5_lgl’7; >’ [— = <arg(t—y)<+r].

Si x est a 'intérieur de C, et y plus voisin de x que de (+ 1),

P (I - I)Y—a_ﬁ(l _},)—3 Fl <7 oY — 5 - p” @,, Ya -ﬂ;_;,:f)a

[—r<arg(1—x)<<+T],
[— < arg(1—y) <-+ 7).

Enfin, si y est a U'intérieur de C, et y plus voisin de x que de (+ 1),

o= (1—y)—2=F(1—x)BF, <y —a, By —B8—P, 7% :T, _)’>:

x
[—r<arg(l—a2) <+ 7],
[—r<arg(1—y) <+T7].
4. Envisageons maintenant I'intégrale

—®

f W= (1 — )2 (1 — uxe) B (1 — wy)~¥du,
0

u est réel et négatif. Son argument pourra étre pris soit égal a (+ =), soil
égal & (— =). On posera

arg(1— u) =o.

Pour arguments de 1 — ux et de 1 — uy, on choisit ceux qui s’annulent
pour # = o.
On doit avoir

(Partie réelle de ) > o, Partie réelle de (1 + 3 +8"—y) > o.
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Les variables x et y seront assujetties & ne pas franchir le segment
(—=)—o.

A ces conditions, I'intégrale a un sens et définit une fonction uniforme
de z et de y.

Choisissons d’abord (+ =) pour argument de z. Posons

¢

I—¢

p étant une quantité réelle appartenant a 'intervalle (o,1).
q PP )

On posera
arge = o, arg(1—¢) —o.

Pour arguments de 1 — ¢(1 —x) et de 1 — ¢(1 — y), il faudra prendre
ceux qui s’annulent pour ¢ = o; et alors on a
o1

/ Udu= e"”‘/ e (L BB Y 1 — (1 — 2)] B[ 1 — e(1— )= ¥de,
0 <o

ou bien

1w

f Udu=e*™B(a, 14+ 3+ B'— ) c,.
0
D’ailleurs, en se reportant aux formules (15), (16), (17), (18) et (19),
on voit que, si x et y sont simultanément dans C,,
Oe=F (2, BB 14+a+8+03 —y51—a, 1— y).

Si z et y sont simultanément dans E,,

g By (1 B 8= BBt By T S

)
T Vv

avec
(—m<arge <+ T7),

(—m<<argy <+ w).

Si x est dans la région E, et plus voisin de y que de 'origine,

, xr—1 x— )
s=x*F (o, 1+a—9,B8,1+2+B+p —7y; —0 -
9 / Vi —

x

avec
(—rm<<argaxr <-+m).



SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F. 29
Si y est dans la région E, et plus voisin de = que de l'origine

cpzzy”a]d‘1<o£,@,l+ot——"/,l+0(+@+i3’._..‘,;vv7‘v7 ‘V;'>

avec
(—m<argy <—+m).

Si « est 4 I'intérieur de C, et  plus voisin de « que de I'origine,

) - ) -
Gy =ty I<1<I BB =1 a—y B et By, J_V >’

v

Si v est a lintérieur de G, et z plus voisin de ue de lorigine
Y p Yq g

gy = x—By1+B-Y F,(I +B+B =Bt a—yta+p+P—7; "I?—;'y» I—y>'

Dans ces deux derniéres formules, on a

(—rw<<arger <<-+T),
(—r<argy <--T%).

Rappelons que, si 'on prend argu = + =,
f cUdu=er**mB(o, 1+ 3+ B — 7)o,
0
et, si l'on prend argu = — ,
f Udu—=—e*"B(a, 1+ P+ B'—7) %
0
15. Prenons maintenant I'intégrale
+
f W= (1 — w)T (1 — ux) 81— uy)yBdu.
+1
On prendra I'argument de u égal a zéro. Celui de (1 — u), quantité
réelle négative, pourra étre pris égal soit & (+ ), soita (— ).
Observons que les points x et y sont assyjeitis a ne pas prendre de
valeurs réelles comprises entre o et 1. Pour rendre la fonction uniforme,
nous interdirons aux variables z et y de franchir le segment rectiligne

0 —— (+ o). On pourra donc choisir pour argument de 1 — wx, 1 — wy
ceux (ui sont compris enire (— w) et (4 ).
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On a, bien entendu,

Partie réelle de (y —a)>o,
Partie réelle de (1+ B8+ p'— 7)>o.

Cela posé, soit u = é, ¢ étant réel, et appartenant a lintervalle (o, 1).
Soit aussi arge = o.

Supposons qu’on choisisse + = pour argument de 1 — w, de sorte que

-

S |
1— 1 — eiT — avec arg(r—¢)=—o.
; ,

D’ailleurs

Y ¢

{ — —

Y

I—uxr=(—ux) ; ‘2", I_u‘)/:(_‘y)T.

Comme (— z) et <1 — ;—c> sont dans des régions différentes, je puis choisir
pour arguments de (— x) et de 1 — %ceux qui sont compris entre (— =)

et (+ =). Méme remarque pour les arguments de (— y) et de (1 — f/)
\
Alors

+ +1 o _B o ‘B,
f Ud":e"'{_“—”"“(—‘U)‘B(—}’)—B'f ‘;B+5’"Y(I—")Y"“—l<l—5> <I _h’> -
+1 0
Drailleurs, on a, sous les conditions (| >1, |y >,
1 »\ — >\ — B
/ OB+B=Y (1 w)Y—1—1<1_‘—> B<1—-‘_> " v
0 z \ J
=B (1848 7 =) Py (1645, 8, 5, 1 +B -+ B — D)
Si donc on pose, avec la condition arg(1— u) =+ =,
+ =
f Udu=ev-2-vamB (1 48 + B'—y,y —a)es,
+1
avec la condition arg(1 — u) = — =,
“+»
f Udu:e“““””‘B(l—i—ﬁ—i—ﬁ’—y,y—a)qas,
+1

on aura pour ¢, les formes suivantes.
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Si « et  sont tous les deux extérieurs au cercle C,,

93 =(—2)B(—=y) ¥ Fx(' +B+B =B B P f; %)

%

Ici, on a
—rn<arg(—x)<<+ T,

—rn<<arg(—y)<<-+= .

Si « et  sont tous les deux extérieurs au cercle C,,

du= (1= ) B1— )P F (= 0,8, 1B B

Je dis qu’on a

(—m<arg(t—2)<(+7), (=m)<larg(t—y)(+m)-

En effet, reportons-nous & la formule (15); le facteur (1 — z)=% provient
du produit (— x>—¥3<1 — ;—?>_B; or Pargument de (— x) a été choisi entre
(— =) et (+ =), et dans la formule (15) <aprés qu’on y a changé z en j—t>,
le facteur <1 - i—) a aussi son argument compris entre (-— ) et (+ 7).

D’ailleurs (— x) et (1 — i) sont dans des régions différentes, on a donc
— _ R 1
arg(1— x)=arg(— x)+ arg<1——;>, C. Q. F. D.

. [ ] . . 1
Si z est extérieur au cercle C,, et y plus voisin de - que de 1,

1 v—u
—a yYia—a)

9y = (— @) +B=Y(—y) B (1—a) =B F1<1+5+5’—7s 1=, B 1B — a3

avec
—rn<arg( —x)<+T,
—r<<arg( —y)<-+r,
—n<<arg(l—az)<<—+T.

. , . 1 .. 1
Si y est extérieur au cercle C,, et — plus voisin de — que de 1,
Y x

Oy = (— y )Y (— ) B (1 — y)YimE

N _ BBy XY !
P14 540 =B B Sl )

)
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avec
—rn<arg( —x)<<+m,
—r<<arg( —))<+T,
—rn<<arg(r—y)<<+T.

. - . 1 .. 1
Si x est extérieur a C, et 7 plus voisin de — que de 1,

o= (— a)* V(1 — 2)Y-2-B(q —y)—f3'F1 <y———oc, t—ot, 3, 14+B+3"—o; al_v’ ;%—:-—%

avec
—rn<<arg( —x)<<—+T,
—rn<<arg(i—z)<< -+,
—m<<arg(i—y)<<-+ m.

Si y est extérieur a C,, et i plus voisin de I; que de 1,

V—r

0y== —}')“—Y(l—y)Y—i—ﬁ’(x——x)~3F,<y——o:, B, 1—o, 14+B+B'—o;

—nm<<arg( —y)<<+m,
—rm<<arg(i—z)< -+,
—rm<<arg(r1—y) <<+ 7.

16. Examinons actuellement I'intégrale

1

fl w1 (1 — u)V= (1 — wx) B (1 — wy)PF du.

0

. ' , e \ . . .. . 1 .
Nous faisons décrire & u le chemin qui va de I'origine au point —en droite

ligne. Si o est 'argument de (— x ), supposé compris entre (— =) et (+7),
et si 'on veut, pour 'argument de «, un argument compris, lui aussi, entre
(— =) et (+ ), il faudra poser argu = © — o, sile point (— ) est dans

la région supéricure du plan, et argu = — =

dans la région inférieure.
Dans le premier, on écrira

‘@ = etiT

— v étant réel, et appartenant a l'intervalle (o, 1),

)

yi—a) y

)

w, si le point (— x) est
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et, dans le deuxié¢me cas,

)

. (¢ , , ' PR T
u—=e"im =2 ¢ étant réel et appartenant a l'intervalle (o, 1).
4 .. y <
I —u =1 — —:on choisira 'argument qui s’annule pour ¢ = o;
x
1—uxr=1—v;arg(1 — uxr)=arg(1— ¢)=o;

v .. .
I—uy =1-— % : on choisira 'argument qui s’annule pour ¢ = o.

On doit avoir
Partie réelle de («)> o,

Partie réelle de (1— 3)> o,
x est assujelti & ne pas prendre de valeurs réelles comprises entre o et 1, de

facon que le point (+ 1) ne soit pas sur le parcours de la variable «. Le

. I . A . r
point — ne devra pas, lui non plus, étre situé sur ce parcours.
Y
Supposons que (— x) soit dans la région supérieure du plan; alors
argu —=m — El?g(— x),

et
1

x 1 Y—%—1 sy \ =8
f Udu:em’-n:(_x)—xf Vd—l(l—v)"'5<1—-— £> <l—(—}> gdv.
Jo 0 x *

Drailleurs, sous les conditions l l; ' <, l % ’ <,

1 o _a
f v“"(l—~t’)‘5<x———;~'>y * 1<1—v%> de
0

::B(oc,l—ﬁ)F,(oz,1+9¢_«/,5/’1+1_‘3;;,l).

pa
On peut donc poser, si 'ona argu = = — arg(— x),

1
f Udu=e*"B(a, 1—§)q¢,,
0

e, sil'on a argu = — © — arg(— x),

1

[ Udu=e"%"B(a, 1— 3)q,,
Jo
lintégrale ¢, pouvant, d’ailleurs, prendre les formes suivantes :

Fac. de T. — VIIL. F.5
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Si x est extérieur au cercle C,, et y plus voisin de lorigine que le
point x,

1
95:(*x)““F,<oc,l+a-—-'/, & 1"""—5;_"}:)

x x
avece

(—m)<arg(— x) <+ .

Si z est extérieur au cercle C, ety plus voisin de I'origine que du point x,

C?,r:(~;1?)1+3'"Y(I—J‘)Y”“_‘(y———x)‘?F,(l—-—(5,I—f—a—}/,ﬁr, 1+ a—f3; ! 4

On a toujours
—n<arg(—ax) <<+ 7.
D’autre part,
—_— —— ] —_—
arg(r— )= arg<1 — ;) “+arg(— x);
donc

—n<<arg(1—x) <<+ .

Enfin

arg(y — x) =5r_g<l — %) + arg(— ).

Si z est extérieur au cercle C,, et y plus voisin de 1 que =,

, , 1 I —
Q,‘:(]—x)_“pl<fx,7—6_5’B’I_‘—a_‘-ﬁ;x_x,[—i)
avec

—n<<arg(t—z) <<+ 7.

Si y est plus voisin de 1 que de «, et aussi plus voisin de o que de =,

— 1
%:(y—x)‘“F1<a,!+a—-7, 7—B—8) !+a—5;9y’_$’y_%>
avec

arg(y—.v):ﬁé(n—— g) + arg(— x).

Si x est extérieur a C, et y plus voisin de 1 que de x,

9= (— 2B BV (1= 2)1=*B(y — ) F F, ( BB BB e o T ;)
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avec
—rn<<arg (—x)<—+m,

—m<<arg(l —x) <<+,

arg(y —x) = aTg<1 - Z> + arg(— ).

x

Enfin, si y est a la fois plus voisin des points 1 et o que x,

%:(—x)@+ﬁ'“Y(I~x)Y“°‘“(y~x)“f“‘"3'Fx(I—~.3,I+x~7,y—5—§’, o — By Y, Z)

1—x X
avec
—rn<<arg (—x)<<-+m,
—rn<arg(i—z) <<+,

awg(y — o) =arg (1= L) -+ arg(— o).

x

1

¥
L'intégrale f U du donne lieu a des considérations analogues. 11 suffit
0

de permuter dans les résultats précédents « et y d’une part, B et B’ de
lautre.

Silon aargu = — arg(— y)

1

¥
f Udu=e*"B(a, 1—3') s,
[}

et s1 'on agr_gu=—;1t—- ﬁ?g(—y)

1

y
f Udu=e *"B(a, 1—3') ¢,
0

I'intégrale 9, pouvant d’ailleurs prendre les formes suivantes.
Si y est extérieur au cercle C, et x plus voisin de I'origine que y,

@5:—_(_}»)—1171(0:, B8, t+~a-—v, I—{—a_gl;;’;)
avec

—n<<arg(—y)<<—+m.
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Si y est extérieur au cercle C, et plus voisin de I'origine que de y,

%:(—y>‘+3—Y(I—y)Y—“"(w—y)'BF‘<’—5” Brtta—y 1+a—f] xiy’ T_I—;>

avec
—r<<arg (—y)<<-+m,
—r<<arg(t—y)<<-+m,

x

arg(x —y) :aTé<l- ;) +arg(— y).

Si y est extérieur au cercle C, et z plus voisin de 1 que y,

1—X I
<ps—_—(1~y)“°‘F,<a, Bry—B—8, 1+a—p]; =y ,_y>

avec
—r<<arg(i1—y) <<+ .

Si z est plus voisin de 1 et de o que de y,

¢ = (x—y)™F, /a,7—5~ﬁ’,l+a—% e — 5 2 ,1-_1>

.17—}/ .l'—J’

avec
x

arg(z —y) :5@<1 — ;) + arg(— y).

Si y est extérieur a C,, et x plus voisin de 1 que de y,

95 = (— y)B (1 — y)1-2-B (2 — y)-BF, <1 — BBy BB, 1+a—B ;:y' %)

avec
—rn<<arg (—y)<+m,
—n<<arg(1 —y)<<-+ T,
_— @€ e
arg(r —y)= arg(r — 3/> + arg(— y).

Enfin, si z est & la fois plus voisin des points 1 et o que y,

;. 1T —x
%= ()P P17 —y)Y—“*‘(r—y)‘—s“B’Fa<l A e T sl o ]__—y>
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avec
' —rn<<arg (—y)<<+m,
—r<arg(r—y) <+,
X

arg(x—y)zaTg(l— ;) + arg(— y).

17. Soit a étudier I'intégrale

fw W= (1 — )2 (1 — wa) B (1 — uy)¥ du.
1

x

Ici nous poserons u = ;l;, ¢ étant une quantité réelle appartenant a I'in-
tervalle (o, 1); on aura donc
argu — — arg.r.
On doit donc avoir

Partie réelle de (r—B)>o,
Partie réellede (1+838+3'— y)>o.

D’autre part,

I
I—u=1— —;
v

il ne faut pas que cette quantité puisse devenir nulle. z est donc assujetti
a ne pas prendre de valeurs réelles supérieures a 1.

De méme
_ Yy .
I—uy =1— ~—;

J

il ne faut pas que ce facteur puisse s’annuler. Donc = est assujetti & ne pas

prendre de valeurs réelles comprises entre o et 1, c’est-a-dire que z el y ne

devront pas se trouver en ligne droite avec l'origine, du méme coté par

rapport & l'origine, ) étant compris entre l'origine et le point .
Maintenant

I—yx
I1—u=—(—1) 'x,

v

Pour argument de 1 — oz, je choisis celui qui s’annule pour ¢ = o. Si 'on
veut que I’argument de 1 — u soit compris entre — = et + =, si x esl dans
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la partie supérieure du plan, il faudra poser

1 — X L I— X
(—uU=—e" " — et 1—u=e "
v o

lorsque z sera dans la partie inférieure.

—uy =0 (1-e2);

v

De méme

on choisira pour argument de 1 — vS celui qui s’annule pour ¢ =o. De
plus, si l'on veut que 'argument de 1 — « y soit compris entre — = et -+ =,

.x . , .
st est dans la partie supérieure du plan, on posera

x—lty:e””;y-—(I— v§>;

vax

. . x .o , . , .
si, au contraire, 5 est dans la partie inférieure du plan, on écrira

1— zty:e_"‘“%(l— (jy—x)

Sil'on pose z =% +in, y =%+ iy,

@z &+ nn'+i(ng' —En')
y o (% +mn")

Si § est dans la partie supérieure du plan, on a

ng' —&n' > o.
Par suite, si 'on parcourt le périmétre du triangle Oy dans le sens Oxy,
on a l'aire du triangle ¢ sa droite. On aura l'aire du triangle @ sa gauche
si le point § est sur la partie inférieure du plan.

Enfin,

On aura alors

1 _nr
/ U= e ey v3+ﬁ'—v<1_v>-3<n_m)r-“"<1~ $> s
7 0
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les valeurs de ¢, ¢/, ¢” étant déterminées ainsi qu’il suit :

Si arg(1 — ux)=—=-+m, g =—1I,
Si arg(1 —ux)=—m, € =—41.
Si 7 est dans la partie supérieure du plan, gl = —1.
Si p est dans la partie inférieure du plan, g =+
Si x est dans la partie supérieure du plan, g = —+1.
Si x est dans la partie inférieure du plan, g'=—1.

Drailleurs, sous les conditions || <1,

<,

1 R’
[ pBB=Y (1 — ¢)=B (1 — p )T (1 — v§> ﬁdu

=0

:B(1+§+B’—~/,1—{3)F1<1+ﬁ+{3’—y,x—i—oc——*,ﬁ’, 2+§'——y;x,§>-
En résumé,

f U du = esBin+efinve’(y—a—1)in B (1 + @ 4 k6’ — 1= ﬁ)f?e,
1

X

v, ayant 'une des six formes qui suivent.
Si z est dans C, et plus voisin de l'origine que v,

%:mlﬂ’:’—‘{y*B'F,(l—}-ﬁ—k@’—y, 1+oa—y,8,2+03 —y;x, —;)

avec
—rn<<arger <<—+mw

et

argy = argx — arg —
r= ;

Si z est plus voisin de 'origine que de 1 et de y,

0y =Y (1 —Z) -2t (y — 2)—F F1<1 —B,14+a—y, B2+ —y; x—m~, l >

—1 r—y

On a d’abord
—mn<<argw <+,

puis
—rn<<arg(i1—x)<—+m,
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Y

arg(y——x)::ﬁ?é(; —»1) + argz.

Si z est dans la région E, et — plus voisin de 1 que =,
y x

x  x(y—1)

s = 2B =Y y=F (1 — 2)1-B-B-1F, [I Rl el e R e L e %],

avec

I—I,y(l?——l)

—n<<argr <-4+ T,
— —x
argy =arge — arg;,

—rn<<arg(t—z) <+ T.

Si L oest plus voisin de 1 et de o que de 4
y x

= BTy B (a1 B 1 a1y B 2

avec

(1 —) x ]

x—y = x—y
— T <argr <-4 T,

argy — argx — arg -
p— y,

arg(y-——x):z?g(%—1> + arg.r.

Si z est dans C, et si - est plus voisin de 1 que de -,
Y X

Qg = XY (1 — )W -o—B(y —2)FF, [1 —B1—a, 8248 —y; 2, &_—”],

avee

L —y

—rn<<argxr <-+m,
—n<<arg(t —z)<<+m,

,

arg(y—w):a—@(%? —1> —l—zﬁéw.

. . .. TP I . . 1
Enfin, siz est plus voisin de 'origine que y, et}—/ plus voisin de 1 que de o

L I [ R AR s

x(y—1) vr]
y(r—1) y

>y — |



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC, F. 41
avec
—rn<argr <<-+m,
—n<<arg(r—ax)<<—+m,

— [ X
argy —argx — arg<;>,

arg(‘y—x):a’g’(% —1> -+ arga.

Pour obtenir les résultats concernant l’intégrale/ Udu, il n’y a qu'a
1

. ’ 1 4 Y
permuter, dans ce qui precede, x et y, B et B .

On a donc

[ Udu e B (4 g B g1 5,
1

, ¢ ct ¢” étant déterminés comme il suit :

[Q]

Siarg(t—uy)=-+m, gf=—1,
Siarg(1—uy)=—m, ¢ =+1.
Si% est dans la partie supérieure du plan, ¢ =—1,
Si% est dans la partie inférieure du plan, ¢ =—+1,

Si y est dans la partie supérieure du plan, &= 41,
Si y est dans la partie inférieure du plan, ¢'=——1.

9, aura, d’ailleurs, I’'une des six formes ci-jointes :
Si y est dans le cercle C, et plus voisin de 'origine que x,

@v:y‘+‘3"7x“ﬁF1<I R =y Brta—y a2 oy L, y);

Si y est plus voisin de l'origine que de 1 et de x,

9"7:)’Hﬁ"y(‘_)’)”“—l(‘”—}’)'ﬁFﬂ<I_5', Bri+a—y,24+06—7y; yi ot y11>;

Si y est dans la région E,, et é plus voisin de 1 que yl,
1= y'+B=T2=B(1— y)y-1-B-F'F, [1+ B+B—7. 81— a+p—y; LEZD ];

ax(y—1) y—"1
Fac. de T. — VIL F.6
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.1 .. 1
Si'— est plus voisin de 1 ct de o que de =

x Y

y 1g:@]

y—a, y—zx |’

o=y BT 1Y (2 — y - IB-BF, [‘+B+ﬁ’—7, 1— oty 1a—, 2 B—;
Siy est dans C,, et si —;; est plus voisin de 1 que de J—I/,

%:w*ﬂu—MP*Wx—nﬁﬂf—&ﬁu~m2+@—wﬂ%5?ﬂd;

. .. y e s I .. I
Enfin, si y est plus voisin de I'origine que x, et e plus voisin de 1 que a

<P7:y1+B—Yxﬁ'-l(x_y)1—ﬁ—{3’(1—)f)Y—a—1Fl[I_@,, l—a,l—i—oz—-y,z-y-ﬁ_«/;! l(_x_—-n_)]

17,1'()"—1)

Dans ces formules, on a

—n<argy <+m,
—n<arg(1—y)< +m,

argz —argy — arg%;

—_— X —_—
arg(x —y)= arg(; — 1> +arg y.

18. Nous arrivons a l'intégrale

1
+.

f ud—1 (1 — u)Y=%1 (1 — ux)B(r— uy)—ﬁ'du.
+1

On doit avoir
Partie réelle de (y —«) > o,

Partie réelle de (1 — (3) >o.

, . \ . . . . . . 1
On fera décrire & u le chemin rectiligne qui va 'du point 1 au point —;

X —1 } . ’
, ¢ étant une variable réelle

on posera, en conséquence, ¥ =1 — ¢

appartenant  l'intervalle (o,1). Ce facteur ne doit pas s’annuler. Or I'équa-
. ’ . \ I . LR

tion © = o0 equivauta x =1 — I—_——V; donc x est assujettl a ne pas prendre

de valeurs réelles négatives.
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De méme
1——uy:(1——y)[1—v%:——__—i;]-

. . 21—
Ce dernier facteur ne doit pas s’annuler; (r=7)

y(—x)

prendre de valeur réelle, positive, comprise entre zéro et 1. Géométrique-

est assujetti & ne pas

ment, les points‘%, éne devront pas étre en ligne droite avec le point + 1,
| l 1 d I
¥ etant plus pres de 1 que —-
Passons aux arguments.

xr—1
uUu=—1—¢

; on prendra pour argument de # celui qui s’annule

pour ¢ = o.
—

I
1—u=—

. . ;e I
¢; six est dans la partie supéricure du plan, - ost dans

1I—X 1 .
o Si x est dans la

la partie inférieure; il en est de méme de

partie supérieure du plan, on posera donc

_IT—X
(1 —u—etr' T —— s’>7
X
et si x est dans la partie inférieure,

1
I—u—e'"

z
1—X
X
+ =. L’argument de ¢ est égal a zéro.

1 — ux = (1 — z)(1— ¢); posons arg (1 — ¢) = o. Choisissons pour ar-
gument de (1 — ) celui quiest compris entre — = et + w; alors

en choisissant pour argument de celul qui est compris entre — w ct

arg(1 — wur) = arg(1 — ).
Remarquons que I'on a

I—x

argz = arg(1 — x) — arg )

(1—uy)=(0—y) [I— ‘;L((I'—:—;))] - On prendra pour argument de (1 — )
celui qui est compris entre — = et + =, et pour argument de 1 — (=)

e 2(1=7)
celui qui s’annule pour ¢ = o.
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On arrive alors aux résultats suivants :
Si z est dans la partie supéricure du plan,

1

fl Udu:e(Y'“‘””‘B(*/—- oy, 1— B) 043
1

Siz est dans la partic inférieure du plan,
1

f Udu=el=2=0mB(y — o, 1— B) oy;
1

Drailleurs, ¢, prend les six formes qui suivent :

a ~ I N I
Stz est dans E,, ct — plus pres de 1 que -,
<z Y

93 = (1 — &)1=3-Bra=1 (1 — y)BF, [7— #1—a By —a—p; T L ;E__y-ﬂ

les arguments de z, 1 — z, 1 — y étant compris entre — w et + 7;

. I . . I
Si - est dans C, et — plus voisin de 1 que de o

a

0= (1 — x )¥=*=B2l+f~v(x — y)-BF, [1— Byt—o,Br+y—a—B;1—a, ‘E/IT_:Q) ;

Stz est dans C, plus prés de 1 que y,

0= (1= B ) B (7 — oy~ 5 8B 1y —a— 51—, ==

1

Si @ est plus voisin de 1 que de y, J—Z plus voisin de 1 que de )—I,,

9 =(1— )17 B(1— y )14 F (2 — y)*=TF, [7— Brme BBy —a— by }—(VL__}L)J

Si z est dans la région E,, plus voisin de 1 que de y,

xr —1 I—x:l

gs=(1— &)Y~ *Bab+B—(z — y)-BF, [I—ﬁ,r—ﬁ & B,I+7~a—ﬁ,—,y_J
Si enfin z est plus voisin de 1 que y, et é plus voisin de 1 que)—ll,

(Ps_(l_x)_{ —af xB“'?’"Y(I——)’)B_l(x—y)l —B- BF I:I—ﬁ, I—a, y— B 5,1 I+/_0(—ﬁ’ x:i ;:((I[:frg]



SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F.45

Dans ces formules, les arguments de , 1 — x, 1 — ) sont compris entre
— 7w etl + =,
On a, d’autre part,

yi—=)

T — )/):I -+ argx -+ alg(l-y)

we (s — ) =g | 1

En permutant, dans ces résultats, « et y, 8 et §’, on aura ceux qui con-

1
4

Y
cernent 'intégrale U.du.
+1
Les voici : siy est dans la partie supérieure du plan,

1

Y
f Udu—= e(Y—u—UiTEB(Y — o, 1 — @')%;
1

Si y est dans la partie inférieure du plan,

1

Y
f Udu=e 0-%D"B(y —a, 1 — ') 0,
1

@, pourra prendre 'une des six formes qui suivent :

Si y est dans E,, 3/1- plus voisin de 1 que 3-;,

xo— ) y—n];

(1— x) ¥

9g= (1—y)Y~2=By2-Y(1—2)-BF, [y—oc, Byr—o, 1+y—a—f;
Si y est dans C,, etiplus preés de 1 que ;13’

99:(1—y)Y—a—B’yi+B—Y(y—x)—BF,{1——@’, Byt—a,14+y—a—pB'; z—;]_;;/), I—y];

Si y est, dans C,, plus voisin de 1 que z,

o1 (1 =y 5B (1) PR (=, By —B— B 1y —a— B L )
Si y est plus voisin de 1 que de z et;/plus voisin de 1 que de é,

= (=B (@b (= TRy — g = BBy e D L
.Z'—y x y
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Si y est, dans la région E,, plus voisin de 1 que de x,

’ ’ )

Qoz(l_l},)y—u—s’yﬁ-f—,&'—y(y_x.)_ﬁF](I_S/’ 5, Y‘—@_@’, I+‘/—-’X—k3/' ;:);/ J'.V_I>.

Ef, . I I d 1 l PRI 1 1
nin, Sl)/eStPUS\OlSlI] ¢ I qucx, ;/pusw)lsm(e I que ;7

0y (1— ) 1=2=8 yBeB=Y (1— )8 =1y — ) —B-F'F, [[—5’,«/—5—5', 1oty 1y — a— ply 2D ~7'_’]-

’)/(]—.T)’ r—1
Dans ces formules, les arguments de y, 1 — z, 1 — y sont compris entre

—wet+x,etl’ona

arg(y—x):@[l——j((:—:';;]+5@y+@(1—x).

19. Reste enfin 4 étudier I'intégrale

1

¥
f W (1 — w)=* (1 — ux) B (1— wy )P du.
3

Jx
En premier lieu, on doit avoir

Partie réelle de (1— 3 ) > o.
Partie réelle de (1— ') > o.

Le chemin décrit par « sera le segment rectiligne allant de

T

%

« I
a — .
Y
Posons

¢ étant réel et appartenant & I'intervalle (o, 1). Ce facteur ne doit pas s’an-

nuler. OrI'égalité 1 — ¢ Y ; z

. « X 1 .. .
= o revient a y=1— 5t la condition revient
donc géométriquement  la suivante : les points & et y ne doivent pas étre
a la fois en ligne droite avec I'origine, et de part et d’autre de 'origine.

D’ailleurs 1 — v =

r—1 [1 — v—l:f—] ne doit pas non plus s’annuler.
z y(i—2x)

Or l’équation
o =T
1 ‘v G ) =o
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peut s’écrire

on en conclut que le point 1 ne doit pas se trouver sur le segment de droite
. I 1
quiva de — a -
xr ¥

_w(y—=)
Y
celui qui est compris entre — 7 et + 7, et comme argument de 1 —

I . . .
Dans la formule = — [I ], je choisis comme argument de x

o(y—=x)

celui qui s’annule pour ¢ = 0; on a donc

ar lt“—é‘l’—_ I—-V‘I“V—L-x— ——aT—.r I**"ll—xn_I I—Vu 3
gu=arg 5 gz, = =ik

et 'on aura

arg(1 — u)=arg(1— ~ arg y—%
g(l { ._arg I ;_Z‘— —|—ag I—‘)m]’

1—ux=2"% d’ou arg(l—uw)—_:ﬁr_g<1—f>-
e Y
Enfin
11— uy:e”"‘u(l— o).
¥
On posera

e=-+1 si % est dans la partie inférieure du plan,

e=——1 si % est dans la partie supérieure du plan.
Alors on a

1

7
f Udu= e =B (1 — B, 1— ') 0,
1

¢, pouvant d’ailleurs se mettre sous les six formes suivantes :

. .. y e e I .. I
Si y est plus voisin de & que de 'origine, et — Plus voisin de S que de 1,
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Si z est plus voisin de y que de 'origine et que de 1,

910= () — 2)B=¥ (2 —pyr-a xBJ”ﬁ"YFx(I-—ﬁ,y—@— pht+ra—y,2—p—p% x;‘y’ :__f>;
_ plus voisin de — ~ que de 1,

Si y est plus voisin de x que de 1, et aussi — 5

o= (y — ) =B (1 B ()P B 1By 1y — BB a— B T, T,

Si y est plus voisin de x que de 'origine et de 1,

= (y = 2 (e B (1= B gy — = B2 — B — s T, L),

e .. 1 . . 1
Siz est plus voisin de y que de 1, et — plus voisin de y que de 1,

, B BB " oY Yy —
cpm:('}/—x)"‘g‘ﬁ (y—1)7—* 3]/3 BF=Y(x—1)B ’F,[l——lﬁ’,y—-5—ﬁ',l—-o’, —B—p'; V(I——Z) ITZT]

Enfin, si x est plus voisin de y que de l'origine, et — plus voisin de ~ ~ que

de 1,
L y—= x*,y],

| e A N AL =
Dans ces formules, les arguments de = et de (« — 1) sont compris entre

— el + .
On a d’autre part

argy :@%—i—;ﬁ%x,

. ) —: zy—1 Y _
arg(y —1) _arg<y g >+arg +arg(z —1),
arg(y—x):a?g(%—1> + argz.

20. En résumé, voici le Tableau des soixante intégrales annoncé au début
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de ce Chapitre :

FI(OC, k3, @/’ 75 L )’),

(I—I)—B([—‘}’)—ﬁ'l“l <')/—0(, B, B,, y;—x‘_i_l, Ty—"i—;)v

X —1

(1 —x)*F, <oz, y—p—B8,8%7; ;f_—;, x——y>’

o
I

\ - ' — '
(1—)') 0‘F1<0(, (3’7—5—5’7; :)}//—I ’ yll,)’

(I_'l’)Y_a_B(I—Ly)‘ﬁ,F1<y —“,7—5 - 5“ IB,’ V2R gf:f,)a

()R (= By — B B s T v )
! 131(29 ﬁ, ﬁys I+a+i3+5,_7; I—x, I-—J’),

by B (1B B B BB T -";Ij,

\

x-“l<’.<oc,1+oc—~,5’,1—Fa+§+{3'—y;‘r—:—l,u)y
X x Vi

3"“F,<o:, B,I—l—oc—*/,l—%—oc—i—ﬁ—i—ﬁ’—y;ﬁy;xa y—y———l—>,

N

lr”B’—YLy—B'Fi(I +B+p—y1+a—y, B8 14+ 4+B+p —yi1—u, y—-r*),

| )f‘*B‘Y-r‘ﬁF1<I+ BB — 7Byt a—y, 14a+B+p —y; x;y”_},\;

1

<—.r>-ﬁ<—y>--B'Fl<I+B+@'—~/, BB B - )
|

(I—*.T)‘B([—y)—ﬁ/F1<./_a’ B, B, 1+p+p —a; I-ixj Iiy)’

- (—x)”ﬁ"‘f(——y)'ﬁ'(l—x)‘-’"“?’—B'Fi[I-l—ﬁ-&— B —y,1—a, B, 1+ B+ p —a; 1—_‘—; ;Z(T_%rj]
i

)BT (— ) B (1 — f‘Y—l—ﬁ—B’F[ = - ey L, L
(=¥ (=) F(1—y) 1 +B+p =y Br—a - f P Hra—y) =yl

(1= @b e = ) B |y — a1, B BB T %]

() (T — ) B, (g — e, B, 1 — g YT L.
(@ ¥) (=) 701 —x) 1(? o, By 1—ot, 1+ B+ B — o =)’ y>’
Fac.de T. — VIL F7
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(—z)_“[“l<o¢,x—|—x-—~/, @’,1—}-9(_@;5,%),

(—x)l+ﬁ/—*f(1—x)v—°‘~l(y—x)-B'F,<1—5,1+a—y,5’,l+a—9 s L )

Il—xr y—x

(o Ry =B =g 8 a g L, 100,

I—x 1—x

Pu=
(y—f)—aF,<a,1+a—y,7—5—5’,1+a—@;;:;,yzx>,

. . Vo ] —
(I—1>>Y‘°‘“5‘<~1‘>‘3+‘3‘Y<y—~r)'ﬁF1<‘—5,‘/—S—B,5,I+a—5;;’ i—;>
(y—J‘)l's“ﬁ‘(-—;{;)ﬁ’*ﬁ'”\'([—r)Y—“—lF 5 I+ o — _5 ﬁ’ I+ —IB I_—) Y.
. . 1 ’ 727 ’ a T2 x
’ —aF - _g. L

F (=) “Fi(a, Brrta—y1+a 5,y7y>,
4 i ’ va I
(_v,,)l—Pﬁ"Y(l—;y)‘x—l-l(‘l‘_]’)_?’lﬁ(I—B s Bt a—y, 14+ a—f'; f—y’ — V>7
—ay . . Y
(=) ¥ (2, 8,7~ — 1+ 2 — -, I_y)
¥s=
X — 1
(x__v)aF,ch y—B— }3,1+o:—a/,1+a—§3, )’ x—v>
(1 —y)Y*“‘ﬁ'(—y)ﬁ*@'—Y(w—)')-F*F1<1— BBy —B—p1+a—pl Jf:; %)
<x—y)‘—ﬁ'ﬁ'(—y)ﬁ*ﬁ'”(l—y)Y—“—‘F1<I—-@’, e e e :‘:>,
| x’+3'-Yy—B’F,<1+5+ﬁ’—y,I+oz—-y, B2+B'—y; ., §>:

' x x
x‘+5'—Y(1——w)Y-°‘—'(y—x)—ﬁ'F,<1—-ﬁ,1—|—a—7, @’,2+B’—7:x_l,x_y>,
Ay GBI [ 1 66—y 8 s S T ),

9= { )

2 BT y BT (y — 2)Y-B-F1 F, [“*—5—!—{3'-“”/, I+a—y, 1+a,2+ 0 —y; M, .._x_J,

z—y xr—y

2B (1 — 2 )28y — 2)-BF, [1 —B,1—a, B, 2+ B —y; zU—y) —_Y)],

\\ zi+ﬁ/"Y(y —x)l—ﬁ—ﬁ"yﬁ“(l—xﬂ““" F, [1-—-@, 1+o—y, 1—o,2+ 3 — y_((-;/;li, ‘f],
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PR E, (1B By B a— 2 By L y)’
\

YRt e-B(r— yyr-1-B-8F, [’+5+5'—7, Bor—a, 2+8—y: y'.z- Ej::i vy_l]’

Yy Yz By (2 — y)r--B-FF, [‘+5 B i —a it —y, 2+ B — s = J’(I—J’)],

y—x y—x

s

y+E-Y(y ——y)Y—d*ﬁ'(x——y)—ﬁF, [1—;3’, Byr—a, 2+ B —y; 3;(1%2), )’],

Ps—

\

yBY (@ — y )1 =B-B Bt (1 — y)r-a-t [ B it a— gy 2 By L, W ETD) >].

x x(y—1)]’

(P A e Tha=t =

x x(1—y)

(1= b By (@ — ) B 1= 1= 1y — i, ZEE)),

(1—x)Y—d—ﬁ(I—y)—ﬁ'F,<y—a, y—B—8, B’,I—i—y—a—ﬁ;l—x, y—1>’

X —1

(1 —a)r-2-B(1— y)r-2-B (z — y)-TF, [y—a,r—a,y—ﬁ—z', ry—a— i, yy“_—;')],

xr —1 x—l)

» — ’

(1) Bab Y (o ) B 1By B B 1y — 2 —

(1= )1=4=B(z —y ) =B=F by (1—y )b~ ’F,[I—ﬁ,l—a y—B—p 1y—a—p; L2, ——zg:;ﬁj,

;‘:(I—y)Y~°‘—ﬁ'y1-Y(1—x)‘3F,[y—cx, B, 1—a, 1+y—a—{3,£<1—y) y—r]’

Q9= (

(1—y)~*F(1—a)-BF, [*/—a, By —B—B1+y—a—p; 7L

y(i—z) y

(1—y )Y~ 2=F y1+B-v(y —2)-BF, [I—B’, Byr—o, 14y —a—B'; ‘%_)y)a I—-}’]‘

—1I
—I, l—y N

(I—W-“-@'(I—x)Y-“-B<y—x>“-YF1[w—o«,y—ﬁ—ﬁ',I—a,wy—a_@/;x;l__f)»;:‘;J’
(I——y)Y‘o“p'yﬁ+B"‘{(y__x)—}3F [I_ ,’ s ) TP ,, I+y—a— /; '—I_y ’ ﬁy——l]’
1B By BBy —a s L T

| (=B (y — ) BBy BBy (1 — ) B F1[I——ﬁ',y—ﬁ3—6’, 1—a, 1+y—oa—0'; z(1—y) y—-_l]

y(—z) o—1



F.52 K. LE VAVASSEUR.

BB il a1 /B : . 2 P
(y — ) BBt +b—v (2 — 1)Y— 1JB IF1[1——PG,1——a,1+oc——/,2——(L—,6, 5 "1‘7(1——1‘)],

(y—x)'—ﬁ—ﬁ')ﬂ*-ﬁ—\’(y——I)Y—“—’x?'“'F,[l——ﬁ’, T a—y1—a,2—03—f; #J)—), %]a

(y — )\ —B-F(x — 1)y-2-1 2B+ -y F,[I —B,y—B—pf 1 +a—y,2—0—0; o :“": ::;]»

L—Y V—ua
- b

(.y~r)‘—ﬁ—5’(y—I)Y‘“”ﬁ*ﬁ"YF:[I—ﬁ’, tto—yy—=B—FL2=Pp—0 T—0

P19=

(y_x)l-ﬁ—ﬁ’(x_I)Y—a—BrB+B’—Y(J'_1)3—1[4‘1[1—(5, 1—o,y—B—05,2—05—F5; ‘[ — 7 e

8 ¢ 8 ' ! z ! 7] wr, Y T ) —
\\ (y—;r)"ﬁ‘r‘(y-—l)ﬂ’““—ﬁLy@ﬂ*"‘f(lz'—l)ﬁ“F,[1—p A—6—pB1—a,2—0—5 :)'(l*-r)’%l—x]'
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CHAPITRE HI.

21. Les dix intégrales précédentes ne sont pas distinctes. Entre quatre
’entre elles existe certainement une relation linéaire. Parfois méme, si on
les prend trois par trois, certains groupes, pour des positions convenable-
ment choisies de z et de y dans le plan, seront composés de trois intégrales
non distinctes, entre lesquelles, par conséquent, il existera une rvelation
linéaire et homogene. Le point capital que je désire bien mettre en évidence,
¢’est que fes relations cherchées ne subsistent pas pour toutes les positions
de x et de y dansle plan. C'est ce que je vais d’abord établir.

Rendons-nous compte, en premier lieu, des chemins suivis par les points
1—u, 1 —ux, 1 — uy quand le point « suit un chemin déterminé. Nous
n’examinerons que les cas particuliers nécessaires pour la suite.

1° Le point z va sur 'axe réel X, de o a 1 ( fig. 2); le point 1 — « va
sur X, de 1 4 03 le point 1 — ux va en ligne droite du point 1 au point
(1—a) et, de méme, le point 1 — uy va en ligne droite du point 1 au

point 1 — v.

2° Le point u va sur X de +1 & +90 ( fig. 3); le point (1 — «) va sur
X de o & (—»); 1 — ux va de (1 — «) a l'infini sur la droite (1, 1 — 2);
t — uy va de (—y) alinfini sur la droite (1, 1 — y).

3° Le point  vasur X de o a (— ) ( fig. 4); le point (1 — «) va sur
X de 4714 + o0; le point (1— ux) va de 1 & I'infini sur la droite (1, 1 —z);
le point 1 — uy va de 1 a linfini sur la droite (1, 1 — y).
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/0 Y o 1 2 _I_ A\ e g ; 1 )] a p)
4° w va en ligne droite de 0 & (fig. 5); 1—u va en ligne droite de 1 a

1= i—uxrvasur Xderao

.

9

1—uy va en ligne droite de 1 & 1 —

pa
Fig. 4.
-uy 1-uz
@
/
Y \\\ / .
/ 7
——= \o
A 1/
/ \\\ /’ \
/ey / \3
LT Y
- -

5° wu va en ligne droite de o é;’ (fig-5);

1— u va en ligne droite de 1 &
. . N X .
1— —; T—ux va en ligne droite de 1 a 1= et (t—uy)vasur X de1 ao.

‘o . . 1 L . . .
6° u va en ligne droite de ra — (fig.6); 1— wvaen ligne droite de o a
1

1— —; 1— ux va en ligne droite de r — . a 05 1 — uy va en ligne droite
der—-yair— Y

. . . . I a .
»° u va en ligne droite du point 1 au point 5 (fig.6); 1—uva en ligne
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&

¥

<

. . I . . .
droite deo a 1 — 51— wrvacen ligne droitede 1 —x a1 — =; ct 1—uy

va en ligne droite de 1 — y ao.

. . LR . R . 1 _
8° u va en ligne droite de — & I'infini sur la droite <o, ;) (fig. 7), sans

.. | SR . . 1
passer par l'origine; 1 — « va de 1 — — a 'infini sur la droite <1, 1 — —-):
x £z

sans passer par le point 1; + —ux va sur X de 0 & (—%); 1—uy vader— QI—/

a I'infini sur la droite (1, 1— ‘Z>, sans passer par le point 1.
X

. . | S . ..
9° u va en ligne droite de — a I'infini, sans passer par I'origine; 1 — u va
< . y ’ I
. . I . . . 1
en ligne droite de 1 — 5 I'infini sur la droite <1, 1— ;>, sans passer par

le point 1; 1— wr va de 1 —; a 'infini sur la droite <1, 1 — §>, sans
passer par le point 1. Enfin 1 — «y va sur X de 0 & (— ).

1
x

10° u va en ligne droite de — a )_1/ (fig. 8); 1— u va en ligne droite de
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1, 1 \ x ) Y . : .
I——at——; 1—urvadeod1—=;et1 — u)fde I— = a o, toujours
en ligne droite.

Fig. 8.
Pzeg
1 Y
—
1,
/—zw J
c< 1
NN
-2

ax
J — 1-

w E2

11° Sile point « décrit une circonférence de rayon g autour de o comme
centre, le point 1— u décrit, dans le méme sens, une circonférence de
méme rayon autour de 1 comme centre; 1 — wx déerit, dans le méme sens,
autour du point 1 comme centre une circonférence de rayon plx|; et 1 — wy
décrit, dans le méme sens, autour du point 1 comme centre une circonfé-
rence de rayon p|y|.

12° Le point « décrit une circonférence de rayon g autour du point 1
comme centre; 1 — « décrit, dans le méme sens, une circonférence de
-ayon g autour de l'origine comme centre; 1 — wx décrit, dans le méme
sens, une circonférence de rayon glx| autour du point (1 — z) comme
centre; 1 — uy déerit, dans le méme sens, une circonférence de rayon p|y|
autour du point (1 — y) comme centre.

. . , . . I . ,
13° Le point « décrit du point — comme centre une circonférence de

. , . . . 1
rayon gj le point 1 — « décrit, dans le méme sens, autour du point 1 — -

comme centre une circonférence de rayon ¢; le point 1 — wx déerit, dans le
méme sens, autour de o comme centre une circonférence de rayon g|x;

. 1} . A . L%
enfin le point 1 — wy décrit, dans le méme sens, autour du point 1 — = une
circonférence de rayon ¢|y|.

. .. I . ,
14° Le pomt « décrit autour de ; comme centre une circonférence de
I} . A 1
ayon g3 1 — u décrit, dans le méme sens, autour de 1 — - comme centre
Y
une circonférence de rayon g3 1 — wx déerit, dans le méme sens, autour de
b . ' ' .
[ — J comme centre une circonférence de rayon g|z|; enfin 1 — wy décril

autour de o comme centre une circonférence de rayon g! y|.
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22. Précisons maintenant les arguments choisis pour «, 1 — «, 1 — ux,
1 — uy dans les dix intégrales que nous aurons a considérer.

1
1° Dans l’intégrale[ Udu, on a
]
argu —o, arg(r— u) =o.

I’argument de (1 — ux) reste compris entre o et arg (1 — x);
L’argument de (1 — uy) reste compris entre o et arg(1 — y).
On posera

1 .
f Udu=B(a, y—a)e;=1{,.
0

2° Dans I'intégrale fﬂ Udu,

argu ==+, arg(1— u) —=o.

L’argument de (1 — wx) varie entre o et argz;
L’argament de (1 — uy’) varie entre o et argy.
Soit

b= B(ot, 1+ B+ ' — )9,

on aura, en posant (o) = €7,

f Udu=—(a)d, si argu =+,
0

f Udu=(—a){, si argu —-— 7.
0

3° Dans 1’intégralef wUdu,

+1

argu —o, arg(1—u)==m.

L’argument de (1 — ux) varie entre arg(— ) et arg(1 — z);
L’argument de (1 — uy) varie entre arg(— y) et arg(1 — y).
Sil'on pose
$B=BU+B+0' —y, 7 —a)os,
Fac. de T. — VIL F.8
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on aura

e
f Udu=(y—a—1), si arg(1—u) =rm,
+

1

-+

Udu= (14 a—y)d, si arg(r— u) =—r.

Y+t

1
4° Dans I'intégrale f‘rU du,
0

I —_—
argu — arg — —xrn—arg(—x);

on prendra le signe + si x est dans la partie inférieure du plan, le signe —
si z est dans la partie supérieure. L’argument de (1 — «) varie entre o et

P I 9 R 8 . .
arg (1 — ;) L’argument de 1 — ux est nul; argument de 1 — wy varie de

\ Yy
oaarg( 1 — =)
« (- o < xr

Soit

bi=B(a, 1—0B)o,:

si x est dans la partie supérieure du plan,

1
fo du —=(— a)dy,;
0

si z est dans la partie inférieure du plan,

1
fyU du=(a){,.
0

1
5° Dans I'intégrale fyUdu,
0
_—_ [ —_—
argu —arg— ==X 1 —arg(—y).
& g(—=y)

L’argument de (1 — z) varie entre o et é?é‘(l — 3_1/>’ I'argument de

1 — ux varie entre o et @(I — -;), 'argument de 1 — «y est nul.

Soit
b;=B(a, 1— (3 )o;:
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si y est dans la partie supérieure du plan,

f;Udu:(~0‘)% ;

si y est dans la partie inférieure du plan,

_f;Udu: (o) s,

6° Dans l'intégrale f” Udu, on a

1

x

— I
argu — arg — — — ar .
gu=arg — gx
L’argument de (1 — «) varie entre

—— —_—— =TT — .
arg<1 .Z‘> et 8I'g< l‘> =T arg.x;

I'argument de (1 — wy) varie entre

(Y are— LY = —are{Z):
arg(l m) et arg( x>__i7r arg<y>,

Pargument de 1 — wx est égal a &= =.

Soit
be=BU+ B+ p' — Ys 1— B) 0,
on aura
-+ o
f Udu=[eB + B+ "(y — a—1)]ds,
1
¥
avec
e==—1 si arg(1— ux) =+ m,
e==—+41 si arg(1— ux)=—m,
4 - -
g=—1 si " est dans la partie supérieure du plan,
=41 si 5 est dans la partie inférieure du plan,
=1 si x est dans la partie supérieure du plan,

=1 si # est dans la partie inférieure du plan.

F.59
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7° Dans I'intégrale f Udu, on a
1

argu — d_ré’yl = @y.

I’argument de (1 — «) varie entre

aTg(I l> et arr< D)t argys
5 el—5)=7* ¥
largument de (1 — ux) varie entre

arg<1—;> et arg(——;)::‘:ﬁ——ar ;;

I'argument de 1 — wy est égal & == =.
Soit

aQ

bi=BO+B+p' —y, 1— 5o,

on aura

fnUdu-_—.[sB-i—s’ﬁ'—i— " (y—a—1)]d,
1
Y

avec
E—=—1 si é est dans la partie supérieure du plan,

E=—=—+1 si % est dans la partie inférieure du plan,

gf=—1 si arg(1—uy) =+,
=1 si arg(1—uy) —=—m,
=1 si y est dans la partie supérieure du plan,
=—1 si y est dans la partie inférieure du plan.

1

8o Passons a I'intégrale wa du.

1

1

L’argument de « varie de o & arg—; on a

arg(1— ux) = arg(1—.r).
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L’argument de (1 — u) est égal &

S 1 —f 11—
arg{1— — | ==*+=m -+ arg .

] o 1 _ _JY ) s
Si le segment de droite <I Y, 1 x) ne coupe pas l'axe réel X, ou le

coupe @ droite du point o, 'argument de (1 — uy) varie entre arg(1— y)
arg(1— 2.
et arg <1 £>
. . _ . 2/_ o , . R
Si le segment de droite <1 Yy 1 x> coupe l'axe réel X @ gauche du
point o, si ¥ est sur la partie supérieure duplan, largument de 1 — uy
; — Tro J . ; i S
varie entre arg(1— y) et arg<1 — ;) — am; tandis que, si y est sur la
partie inférieure du plan, 'argument de 1 — wy varie entre arg(1 — y) et

Er%<1 — %) -+ 2T.

Si maintenant I'on pose
Yy = B(y—ot, 1— 3)9s

on a, si x est dans la partie supérieure du plan,
1
X
f Udu=(y —a—1)ls,
1
et, si x est dans la partie inférieure du plan,

1
frUdu:(l—i- o — 7).
1

1

A . ' .5/
9° De méme pour I'intégrale / Udu.
1
. T 1
L’argument de « varie de o & arg_; on a

arg(1— uy) =arg(1— y);

'argument de (1 — u) est égal &
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Si le segment de droite <1 —Z, 1 — ;) ne coupe pas l'axe réel X, ou le
coupe a droite du point o, 'argument de 1 — ux varie entre arg(1 — x) el
_ xx
arg(1— =)

f(1=3)

Si le segment de droite <1 —x, 1— §> coupe X @ gauche du point o, si

x est sur la partie supérieure du plan, on a
e — x
arg(1— x)Zarg(1— ur)zarg<1 - 5;) —a2T;
si x est sur la partie inférieure du plan, on a

(1 — o) Sarg(1— we) Sing(1— 7 ) o
Soit
b= B(y—a 1— "),
si y est sur la partie supérieure du plan,
i

[;Udu:(y—oc—l)%;

“1

si y est sur la partie inférieure du plan,

1

[;Udu:(r—k—oc*y)%‘

vl

1

10° Enfin envisageons l'intégrale fyU du.
1
D’abord
arg(1 — ux) = arg(x — f)
= S )

puis

—uy)—=arg(1— L) = arg (Y —2).
arg(t uy)__arg<1 I>Hin—i—arg< > >

. . oy I I 1}
Ensuite, si le segment rectiligne (;, }—/) ne rencontre pas l'axe réel X, ou
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le rencontre en un point situé a droite du point o, 'argument de u« variera

e — 1 . 1 1 . . } y

entre arg — et arg—; s1 ce segment { — —> eoupe X en un point situe a
£ Y z y

gauche du point o, on aura, si  est sur la partie supérieure du plan,
arg— Zargu>—om+ arg-;
g ZarguZ g5
si & est sur la partie inférieure du plan,

e L< < Pl
arg—Sargus+ 2T+ arg—-
x Y

R . e 1 1 s
De méme, si le segment rectiligne <1 — =1 — ~> ne coupe pas l'axe
z Y

réel X, ou le rencontre en un point situé @ droite de o, 'argument de 1 — «

variera entre arg<1 — l> et arg<1 — i)- S'il coupe I'axe réel en un point
Z Yy

situé a gauche de o, si « est sur la partie supérieure du plan,

I —_— 1
arg(l— ;,)iarg(l— u)S+2m -+ arg(l— -;,);

si z est sur la partie inférieure du plan,

J— T —_— I
arg<1— E)iarg(l— u)Z—om—+ arg<1~ y>

/

Soit
bie=B(a—5, 1— 532,

s ; est sur la partie supérieure du plan,

1
‘?
j Udu=(1—38")d,y;
s % est sur la partie inférieure du plan,

1
[yUdu:(I—kﬁ’)Hbm.
Ju
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. . 1 ’ . P >
23. Les droites Ox, O — sont également inclinées sur X ( fig
plus, — est sur la tangente au point 1, a la circonférence passant par les

Fig. 9.

points o, 1, x, de sorte que, sil’on fait varier , en I'assujettissant a rester

1 — —X> a pour équation
x

meut sur la tangente au point 1 a cette circonférence.

. B . . . I
sur une circonférence quelconque passant par les points o, 1, le point — se
La droite qui joint le point 1 —y au point<

(5 et 5" désignent deux quantités imaginaires conjuguées). Nous avons be-
soin de savoir en quelle région se trouve son point d’intersection avec X.

Soit { I'abscisse de ce point d’intersection. On a

zx'(y —y') +ay' — yxr'— yy'(x — 2')
l'ul//(y—y/)—l—él'y'—yil'l

Jx

Supposons que le point z soit fixe et le point y variable, I'équation

yy(x —2")=axx'(y —y') + xy'— yx'

représente précisément le cercle qui passe par les points o, 1, x, et

xx'(y —y)+ay —yr'=o

est I'équation de la tangente a ce cercle a I'origine.
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En faisant y =y’ = {, on trouve, en posant x = ¢ + i7,

L.
2N

rence o, 1, z, et du méme cdté de la tangente en o que la circonférence.

Sinon { est positif.
2y (2 — )

D’ailleurs
— 1=
< xx' (y —y') +xy —yx"”’
(Iui.

L 1T)

€ —1 sera donc positif dans la région du plan séparée par la tangente

ne contient pas la circonférence, et négatif dans I'autre.
. I , . .
Avec le point — les résultats sont encore plus simples. Soient A ( fig

. 1 o , ...
la droite <I, f>, B la paralltle & A menée par I'origine.

51201 soo

Si — est dans la région séparée par B et ne contenant pas A, la droite

Y
(I — ), 1— l) coupe X & droite du point 1.
I'.9

Fac. de T. — VIIL.,
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<. 1 . . Y
Si 5 est dans la bande comprise entre A et B, la droite <1 — ¥, [— %>
coupe X & gauche de o.
~. I r . ' ' Y . .
Si— est dans la région séparée par A, quinc contient pas B, la droite
Y
. Yy e )
1—y, 1— <) coupe X enlre o et 1.
< Y z P
Des considérations analogues nous indiqueront en quelle région sera le
point d'intersection de la droite <1*— €, T — y> avec X. Il suffit de per-

muter x et y dans ce qui précede.
1° Supposons z ct ) tous les deux dans la partie inférieure du plan.

- I . ' ro. ' ’
Supposons y situé dans la région séparée par B et ne contenant pas A.

. ’ . I v ' I} .
Ol] Vo1t que 3 neCCSS&llI‘elDent, — est daHS la Teglon SepaI‘ee PHI‘ A/ qUI
X

ne contient pas B’ ( fig. 12). Ainsi la droite (1—}/, I— %) coupe X
Fig. 12.
A
A
AN
x

droite de 1 ct la droite <I —x,1— ;) coupe X entre o et 1. D’ailleurs,

. ¥ 1T s , . .
puisque le triangle o — 5 est & gauche de I'observateur qui parcourt dans
Y

I I . N . . . E
le sens o — 5 son périmétre, c’est que :- est dans la partie inféricure du plan.

D’autre part, « est dans la partie inférieure du plan; il en est de méme

1o —Y . Y ; Sy : d
de — = Or(—y)et <~— ;) sont simultanément dans la partie supc-
x

. LT — . . — A,
ricure, donc le point Y est, lui aussi, comme ——;-/ = « dans la partie infé-

| — R

X . xZ
ricure du plan.

Bref, le triangle (0, I—y, 1 — %) est & gauche de I'observateur.
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Voici alors le schéma des chemins que parcourront les variables «,

T — U, T—Uur, \ —uy.

TasLeav 1.

Chemin de ( /)

Chemin de (1-za) Chemin de(l-u‘y)

Si le pointi vient sur B la droite <I — ;, I —y) devient parallele a X.

e T . v
Si = entre dans la bande AB, la droite <1 — %, 1——y> coupcra X a gauche

du point o. Mais le segment <1 — %, I— y> reste tout entier dans la partie

supérieure du plan. Ces deux cas rentrent donc dans le premier.
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Dans le Tableau U, on suppose toujours que x, ¥, ; sont dans la partie

. S, i | .. , , . .
mféricure du plan, mais 5 est dans la région séparée par A qui ne contient

TasLesv IT.

Cheminde () Chémin de (1- w)

e
Chemin de {1-zx) Chemin de (1-2y)

pas B. Alors le segment <1 — Ly 1 — fy) coupe X a gauche de o. Le point ;I—
est a l'intérienr du triangle <0 I 71) (fig.13).

Dans le Tableau III, % vient sur la partic supérieure du plan, 1 — —r/

asse aussi dans la partie supérieure; le segment <1 — )V, 1 — %) coupe le

scgment (o0, 1) entre o et 1, ete. On obtient de la sorte quatorze Tableaux.

24. Voici maintenant comment nous allons opérer. Imaginons un sys-
teme de trois ou quatre intégrales qui, pour les positions de et de y con-
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sidérées, ne soient pas distinctes. Supposons qu'il existe dans I'un des qua-
torze Tableaux précédents une aire dont les cotés rectilignes correspondent

Taprese 1.

Chemin de ( z)
ad

D

J

Chemin‘de (1-ux) Chemin de(l-uy)

aux intégrales envisagées, telle que ces cotés ne se coupent pas, telle enfin
qu’a 'intérieur de cette aire la fonction

U=u*"1(1— )% (1— uz)=B(1— uy)=?,

considérée comme fonction de u, soit holomorphe.
Nous supposons que 1'on a

Partie réelle de o« > o,

Partie réelle de (y — o) > o,

Partie réelle de (1—f) > o,

Partie réelle de (1— ') > o,

Partie réelle de (1+ 5+ f'— ) > o.
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Alors les intégrales de la formch du, C étant un arc de circonférence
C .

~ . . . . I I
de rayon infiniment petit ayant pour centres les pomnts o, 1, —> —; ou un
zy

arc de circonférence de rayon infiniment grand ayant pour centre o, sont
des quantités infiniment petites, qui deviennent nulles 4 la limite.

Tasreauv IV,

Chemin de ( =) Cheminde (1-w)

Chemin de (1-uax) Chemin de ( l-uy)

L’aire trouvée, on forme un Tablcau dans lequel, en suivant d’une fagon
continue sur les schémas des Tableaux précédents, les cheminsde u, 1 — «,
1 — ux, 1 — uy, onindiquera si les arguments de u, 1 — u, 1 — ux, 1 — uy
sont bien ceux que nous avons choisis pour préciser la définition des fonc-
tions Y, sy ..., 4,y ou de combien ils en different. N désignant 'argu-
ment normal choisi, on aura & écrire si 'argument trouvé est N ou N + 2%
ouN — 2x. Si argument trouvé est o, + =, ou — =, on l'écrira dans le
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ableau. Le Tableau formé¢, on en déduit immédiatement la relation par

T
Fapplication du théoreme de Cauchy.

TasLEAU V.

Cheminde ( z¢ )

Chemin de ( 1-uy)

Chemin de (1= wz)

Premier exemple. — Soit & trouver, dans le Tableau I, 1a relation qui

existe entre ¢, ¢,, ¢,. Considérons I'aire

ab.p.cd.t.ef .

Formons le Tableau suivant -

Chemin, argu arg (r—u). arg (1 — ux). arg (r — uy).
ab ... o o N N
edo....o o —+7 N N

—T o N N
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Nous reportant alors au n° 22, nous obtenons la formule

Ui+ (y—a—1)dy—(—a)by=o,
(qu'on peut écrire
()b — (}’)dr’s— dy=o,
(o) = eim, (y)=ei™,

Deuxieme exemple. — Proposons-nous d’obtenir la relation qui existe

TasLeau VI.

Chemin de (1-22)

Chemin de (1-2 ) Chemin de(l-u,‘y)

entre by, b, 4y, ¥;. Jenvisage, toujours dans le premier Tableau, laire

]

ab.rpcp.ba.d. fe.tdjn.ef kl.mwys. lk.gh.oiq. hg,
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et je forme le Tableau qui suit :

Chemin. argu. arg(1—u). arg (1 —ux). arg (1— wy).
ab ... ..., o o N N
ba ... ... ... . ... o —am N N
fe.o.... ... e —T —or N N
ef ceiiiiiiit. +7 o N-+oam N+orm
P N N N+on 2T
koo N N N-+om o
hoo....o. ... N N 2T N
hg . ool N N o N

TasLeav VIL

o
e @@ \

Chemin de (z ) Cheminde (1-2)

J
Chemin de (1~zx) Chemin de (l-uy)

De ce Tableau, je déduis la formule

[t—(Ca—29)]d+ [(a — 2y) — (a — 2B — 28")] s
A lla—2f —2p") — (a —2B)]Ys+ [(a — 2B) — ()[4 =0,

Fac de T. — VIl F.io
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formule qui peut s’écrire

(5 —l—@/)qﬂsin(y —a)m + % Sin(ﬁ—}— @r__?)ﬂ_
— (7 +B) businBr — (y — )by sinf'm =o.

Troisiéme exemple. — Soit encore a trouver la relation qui existe
entre 4, 4., 4, {,. Envisageons l'aire

ab.rpcp.ba. ). fe.td.jiqg. kg (TableauI),

TasLeav VI

&
Chemin de (1=ux) Chemin de(l-uy)

et formons le Tableau suivant :

Chemin. argu. arg(r—u). arg(1 — ux). arg(t—uwy)-
ab ... o o N N
ba.............. 0 —oT N N
Jeo oo —m —oT N N
Gl N N 4 N
R N N o N



~
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D’ou la formule
[t—(Ca—2P]d+(a—29)by— (=B =B +14+a—y)b— (2)§ =0,
qu’on peut écrire
20, sin(y —a)w + (— )b — ()4 + (— B —p")bs=o.
Remarque. — Au cas ot deux chemins rectilignes se croisent, la relation

TasLeav IX.

Chemin de (1-uxc) Chemin de (1 ~uy)

correspondant & l'aire ou ce fait se produit se déduira des relations déja
trouvées par voie d’é¢limination.

Voici les quatorze Tableaux de relations. Je désigne par (ijk ) la relation
qui existe entre J;, 4, 4, quand elles ne sont pas distinctes; par (Zjk/k) la
relation qui existe entre §;, 4, 4y et .
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TasLeav I (voir page 67).

(1,23 ()h—dh—(n)h=o, [(ot) = exim],
(1,2, 4,5) (5—!—B’)L‘glsin(y—a)n-i—%sin(ﬁ—i—ﬁ’—}/)n

— (7 +8")YusinBr — (7 —B)ssinf'm =o,
(1,2,5,6) 20, sin(y — a) 7+ (— )% — ()% (— B — B de=o,

TasLeau X.

Chemin de (1-z) Chemin de ( l-uj)

(L,2,4,7) (3)disin(y —a)m+,sin(B —y)m— (y)d, sinfr — g, sin3' 7 = o,
(,2,49) [(B+B)sin(y —a)r—(y—a—B)sinB'n],
+dosin(B+B'—y)m— (7 + B )b, sinBr + (— 3) Y sinB'w=o,
(1,2,4,10) (B8 By sin(y — a) 7+, sin(3+pB'—y)m
—(Pasin(B+B)m+(y—a—B—3),sinf'r=o,
(1,2,5,6) (3’)4},sin(y»—oz)w+¢gsin(5’~—y)n~('/)%sinﬁ/ﬁ—-%sinﬁﬁ:o,



SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F.77
(1,2,3,8) (B)isin(y —a—B)m+dpsin(f+p'—y)n
—(y—B)YssinB'm + (B')dssinBr=o,

(l, 2) 5, 10) (B—i— 5’)‘.[.}1 Sin(y——a)ﬁ—{_q/2 Sin(@—l—' BI_}/)TE
— (VYssin(B+p)m — (y — o)y sinfBr = o,

(1,2,6,7) Y;sin(y —a)w — Yy sinynr — (— B')ds sinfBr — (B) ¢, sinf'n =o,

TasLeav XI.

Cheminde (1-2)

Chemin de (1-zx) Chemin de (1-z¥)

(1,2,6,8) bi—(—a)bo—(y—a—B—5)bs—(y —a)ys=o,

(1,2,6,9) {Yysin(y —a—f')m+ dysin(f'— y)n — g sinfBr + Yy sinf'n = o,

(1,2,6,10) ¢, sin(y —a)m — Yy sinym — Yg sin(B + B')w + (y — a) Yy, sinf’'w =o,

(1,2,7,8) Yysin(y —a—B)m+ Yysin(B—y)n — ¢, sinf'm + Yy sinfr = o,

(L2,7,9) gi—(2)— (B +B' +a—y)b—(a—y)by=0,

(1,2,7,10) ¢, sin(y —a)w — Yy sinym — by sin(B + ') w
—(y—a—B—0")d,sinfr=o,
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(1,2,8,9) dysin(y —a—p3—B)mw+ $osin(B+ B'—y)m+ (B')dssinB
+ (—B)Yysin3’'=o,
(1,2,8,10) dysin(y — & — B — B')7 -+ du sin (B -+ B'— y)m + Yy sin(B + )=
+(y—a—B—pB),sinf'n=o,
(1,2,9,10) 4ysin(y —a — B — B )m+ Ly sin(B -+ B8'— y)w + Yy sin(B + )7
— (y — )Yy sinBr =o,
TasLeav XII.

Cheminde (1-w)

Chemin de (1-ux) Chemin de(l-uy)

(1,3,4,3) dysin(B+p'—a)m+dysin(y —3 —3)m— (B )dusinBn
— (—pB)d;sinB'mr=o,
(]yS,ZhG) 4’1—(“-‘}’)%—(“)%"—(0“‘7‘“@_@’)%:0,
(1,3,4,7) dysin(B—o)m+dsysin(y —B)m — &, sinBn — (— y)d; sin3’'n —o,
(,3,4,9) [(B'—a)sindn —(— 3 —3")sinan]d, —d;sin(B +p'—y)m
— (B sinfBr 4+ (— B — 7)Yy sin3'm=o,
(1,3,4,10) 4, sin(B +B'—a)m + Yssin(y — 3 —B')m
— 4 sin(B+ 3 )+ (—a—B—p"),sinf'r=o,
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(1,3,8,6) Y;sin(p'—a)m+ Yysin(y — B')mw —dysinB'nm — (—y) s sinBr=o,
(1,3,5,7) dr—(y =)+ (B+ B —a—y)p— (—a)s=o,
(1,3,5,8) (—B)Yssin(B'—a)m+ Yysin(y —B—3")n

— (= B)ssinB'm+ (B’ — y)dgsinfrn=o,
(1,3,5,10) ¢y sin(B+B'—a)m + ¢y sin(y.—ﬁ —B)m—Yssin(B+p')w

— (— )¢y, sinfBr =o,

Tasreav XI1II.

P
[,

Cheminde (1-w )

Cheminde (1-ux) Chemin de (1-uy )

(1,3,6,7) dysinan — Yssinynr + (—y — B )b sinfBr+ (B —y) s sinf'n=o,
(1,3,6,9) Yysinan—+ (B )dssin(B'—y)n+ (B —y)desinBa—(B'—y)dysinf' n=o,
(1,3,6,10) Y, sinan — Yy sinym + (— y) P sin (B + ') — (— o)y sinf’'m = o,
(1,3,7,8) ¢ sincx7r—|—(ﬁ)upg,'sin(lB——y)Tr—F(B——;/)Lp7 sinB't—(B—vy)dssinfrn=o,
(1,3,7,9) 20y sinan — (s + (B + B — )b+ (—y)ds=o0,

(1,3,7,10) Y sinar—g;sinyn+(—y)dssin(B+B)n+ (—a—B—p")§y,sin fr=o,
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(1,3,8,9) (y—B—B"disinen + (7)Y sin(B+ 3 —y)=
— (B") s sinBn — (— B) Yy sinfp'n =o,

(1,3,8,10) (y — B —B') by sinom + () g sin(B +B'— )7
—Jasin(B 4+ B)E — (7 —a— B — B)dosing'm = o,

(1,3,9,10) (y — B — By sinam + () sin(B + ' — y)m
— o sin(B + B+ (7 — o)y, sinfr =o,

TasLeav X1V.

Chemin de ( w ) Chemin de ( 1-w)

Chemin de ( 1-uax) Chemin de (l-uy)

(11&"5)6) LPlSin(}l_a)n—*—(B’)"p’*Sin(B’—'Y)Tr_(ﬁr"")/)qusinB’T[
—(—y)dssin(B+B'—y)m=o,

(1,08,5,7) dysin(y —a)m— (y — B sinfBn + (— B)Yssin(B -y)w
—(_7)\P75in(5+ﬁl~—y)n:0,

(1,!&,6,7) (7)4’1Sin("/'_“)”_(7)%5“1}’75—(—@’)%sin(ﬁ—}/)ﬁ
—(B—7)sinf'm=o,

(1,[;,6,9) [('y—a)sin(ﬁ’—y)ﬂ_F(_6’)Sinaﬂ]q}1_(y)%sin(ﬁy_y)n

+ (— B Yssin(B+p'—y)m— Yy sinf'n=o,
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(1,4,6,10) ¢, sin('y—oz)q'r—q/,.sinyrr—(—y)u[;6 sin(B +B3'—y)m
—(—a— )4 sinfin=o,
(1,4,7,9) [sin(y — a)r+(—a—B)sin(B —y)n]ys— (y — B) s sinfn
— (=) ¥rsin(B+ ' —y)r— (=B —y)ssin(B—y)n=o0,
(1,4,7,10) ¢, sin(y —a)m — g, sinymr — (— y) §y sin(B + ' — y)=
—(—a—B—=B")Yysin(B —y)r=o,
(1,4,8) 411—(0!)%—(0(—7)%:0,
(1,4,9,10) 4y — (o) — (. — 7)o+ (— B')dyy=0o0,
(1,8,6,7) (P)rsin(y —a)m — (y) s sinym — (y — B') s sinfBr
— (B sin(f'—y)m=o,
(1,5,6,8) ¢ysin(f'—a)r — ssinp'm+ (— B )Y sin(y —B — p)m
—i—kIJBSin('y—ﬁ’)'rc:o,
(1,5,6,10) ¢, sin(y—oc)ﬁ—%sinyn—(—y)% sin(B+p'—y)n

+(—a)d,sin(B'—y)mr =o,
(1,5,7,8) {ysin(y— a—B)m+gysin(f—y)m

—(B—y9)Yrsin(B +B'— y)7 + Yg sinfBr =o,
(1,3,7,10) $ysin(y —a)m — Yy sinym — (— )¢, sin(B+B'—y)w
—(y —a— B —B")ypsinffn =o,
(1,5,8,10) 4y — () by — (x — )by — (— B 1o =0,
(1,3,9) ‘4’1*‘(“)%“(“—7)%:0;
(1,6,7,8) L}qsinom—|—(—ﬁ’)%sin(@—y)ﬂ:—i—(ﬁ—~y)up7sin@’n—upssiny1r:o,
(1,6,7,9) ysinam~+ (y — 8')ds sinfr + (B) gy sin(B' — y)m — Yy sinyr = o,
(1,6,8,9) dysinarm + gsin(B + ' —y)m+ (B )Yy sin(p' — y) 7
—(B'—y)ysinf'm=o,
(1,6,8,10) ¢y sinam + ¢ sin(B + ' — y)m — Yy sinyn— (— a) Yy, sinf'r =o,
(1,6,9,10) ¢ sinam + ¢4 sin(B+p'—y)m—dysinyr —(y —a) Yy, sin(B'—y)n=o,
{1,7,8,9) Lp,sinozrr—r—4/7sin(ﬁ+Q’——y)7‘r-—(y—ﬁ)%sin@n
+(—B)desin(f —y)mr=o,
(1,7,8,10) 4, sinar + §; sin(f + ' — y)m — Ys sinyn
+(y—a—B—F")Yysin(B—y)n=o,
(1,7,9,10) ¢y sinom—+ g, sin(B+B'—y)m—, sinym~+(2y—a—B—B") Yy, sinfir —o,
(2,3,8,5) Yasin(B+ ' —a)r + (B + B )y sin(y — o)m
— (e + B )Yy sinPr — (¢ — B) Yy sinp'm =o,
(2,3,4,6) (—oc)%—i—zi%sin(y—oc)ﬂ:—(oc)%—f—(a-—y~ﬁ—ﬁ’)%:o,

(2,3,4,7) d,zzsin(f)—a)ﬂ+(ﬁ)’%sin(y—oc)'n:—(oz)%sinﬁﬂ-—(a—y)%sinﬁ’rr:o,
Fac. de T. — VIL F.i1
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(2’3yl|"8) (—a)q)?—‘_(}’_a)LPB_(a)th—(a_?)kPS:O,
(2,3,6,9) [(B+ (' — a)sinBr — (— B')sinan]ds
+[(2f+B')sin(y —a)mr— (y —a)sinf'n] Y,
— (a+ B+ By sinfr+ (e — y)dy sinf’'m =o,
(2,3,4,10) dosin(B+ B — o)+ (B + ') Yssin(y —a)m
— (@) sin(B + B)w + (— B — B )Yy sinf'n=o,
(2,3,3,6) dosin(B' —a)m+ (B )Yssin(y — a)m — (a)d;sinf'n
—(a—y)YssinBr=o,
(2,3,5,8) dosin(Bf'—a)n+ (B + B )ssin(y —a—B)n
— (o) YssinB'm+ (B+ B+ a—y)dgsinBr=o,
(2,3,5,9) (— )b+ (7 —a)ys— (o) s — (@ — 7))y =00,
(2,3,5,10) dysin(B+ B — o)+ (B + B )Yssin(y —a)n
— (a)Yssin(B + 3')w — ¢y, sinffmw = o,
(2,3,6,7) dosinan + Yysin(a —y)m + (« — 3'— 7)Y sin 3w
+(a+3—7y)¥;sinf'm=o,
(2,3,6,9) dysinam + (B )dssin(a + 3 — ) + (a2 + ' — y)¥s sin B
— (2 =+ B —y)YssinB'm=o,
(2,3,6,10) Yy sinam + Pysin(ax —y) 7w+ (¢ — y)bs sin(B + B')m — &y, sinf'w —o,
(2,3,7,8) dysinan + (B)dssin(a+ 3 —y)m+ (a2 + B —y)Y;sinp'n
—(x+B—7)YsgsinB3r=o,
(2,3,7,9) 20dpsinan — (y — )3+ (2 + 3 + B’ — )b+ (x — y) Yy —o,
(2,3,7,10) Yy sinam + Yysin(a — y)mw + (¢ — 7) ¥, sin(B + B)w
: + (—3—38")d,sin3r =o,
(2,3,8,9) Ypsinan 4+ (B + 3" )dssin(a+3+ 3 —y)m
— (2 4+ B+ 2B —y)lssinBr — (a+ B — y) Yy sinf'w =o,
(2,3,8,10) Yysinam + (B + B )y sin(a+ B+ B —y)m »
— (e BB — )b sin(B + ) — dy, sinf'm =o,
(2,3,9,10) dysinan + (B + B )dysin(a +B+ 3 —y)m
—(a+B3+83 —y)sin(B+B')w+ (B + By, sinfrn—=o,
(2,8,3,6) (—3)Ya— (B )Y+ 20dssin3'm+ (8 —y)bs==o,
(2,4,5,8) %sin(@—i—@’—y)n—i—(a—}-B’)%sin(y—x—ﬁjﬁ
—(y—B)ssinB'm+ (a+ 38+ 3 —vy)lssin(y —a)n—=o,
(2,4,5,9) besin(B+3'—y)mr—(y+ B ), sinfBn
+[(a+B+B)sin(y —a)n— (v — B)sinf' n]d;
+ (2 + B+ 3 —y)ysin(y —a)n=o,

(2,8,6,7) bo— Y+ (B—B" —y)s+2i(B —y)d:sin3'm=o,
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(2,4,6,8) (—a)y— () +(y —a—B —B")s+ 2idgsin(y —a)mr=o,
(2,4,6,9) [(y —B)sin(y —a)m— (—a)sinB'n]ys— (y)d,sin(y —a—f')m
+[B)sin(y —a)r —(y —a— B —B')sinp'n]s
+ 20y sinf'msin(a — y)w = o,
(2,4,6,10) by — g, + (B +B"— y)ds— 2i(— x) gy sinf’'m =o,
(2,5,7,8) dysin(B—p)m+ ()Y, sin(y —a—3)rw
— Yy sinB'm+ (¢ + 3 —y)dgsin(y —a)r=o,
(2,5,7,9) [(—B)sin(B—y)r—+ (a)sin(y —a)m]ys—(y — )¢, sinfn
+[(a+ B+ B —y)sin(y —a)yn— (—B)sinB'n]Y;
+ (x—7y)Ygsin(y —a)mr=o,
(2, l",7, 10) 4’2_4’#4‘(3_*_5{_7)%+(_a_5/)¢10:0,
(2,4,8,9) (a)b,sin(y—a—B—03")n+ssin(B+p' —y)n
+[(B")sinBr+ (a—y)sin(y —a—B—B' )] bs+(—B)Yesinp’'n = o,
(2,4,8,10) Yysin(B + ' —y)n+ (a)dsin(y —a— B —03)w
+(a+ B+ —y)dgsin(y —a)yn+ (y—a—B—3" )y, sinf'm=o,
(2,4,9,10) dysin(B+pB'—y)m— (a)Yysin(e + B+ pB'—y)7m
+(a+ B+ B —y)dysin(y —a)w
+[(y—a2—B—3)sinf'm —(B)sin(y —a)n]d,,=o,
(2,5,6,8) Yysin(p'—a)m— (a)Yssinp'm + Ysin(y —oa—B)7
+ (B")Yssin(y —a)m=o,
(2,5,6,9) Yysin(B'—y)m+ (a)dssin(y —a —B')n — d;sinfn
+ (a+B'—y)ysin(y —a)m =o,
(2,5,6,10) %—%+(5+ﬁ'—7)%—(5'——0!)4'10:0,
(2,3,7)  da—ds+(B+p —p)dri=0,
(2,5,8,9) Yesin(B+p'—y)m+ (a)Yssin(y —a—pB—03")n
+ (B )YssinBr + (¢ + B'— y)dysin(y —a — B)n =o,
(2,8,8,10) Ypsin(B + B —y)m + (x)dssin(y —a — B —3')w
+(a+ B+ —y)sgsin(y —a)m + Yyysin(y —a —B)n=o,
(2,5,9,10) dosin(B+B'—y)n+ (a)Yssin(y —a—B —p")=n
+(0t+ﬁ+@'—}’)‘-PsSin(Y_a)ﬁ_(}’_“)q"losmﬁﬁ:‘)’
(2,6,7,8) dysinanm + (— ' )dssin(x +B —y)m+ (e + 3 —y)dssinf'n
+ dysin(ae —y)w=o,
(2,6,7,9) Yysinam + (y — o — B") g sinfBr + (B) Y, sin(o + B’ — y)7
_ + Yy sin(a — y)mw=o,
(2,6,8,9) Yysinam + ggsin(a + B+ 3" —y)mw+ (B )dgsin(a + ' —y)m
— (¢ +p'—7y)esinfB'n=o,
(2,6,8,10) Y, sinam + ggsin(a+ B + B'— y)7 + Ygsin(a — y)w— Yy sinf'wr =o,
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(2,6,9,10) ¢, sinan -+ §, sin(a + 3+ B'—y)m + Yo sin(a — y)x
+ (7 —a)dysin(y —a— B )m=o,
(2,7,8,9) -%sinom—;—%sin(oz—f—ﬁ—i—ﬁ’—y)n——(y—cx—ﬁ)%sinﬁn
+ (—B)Yssin(a+ —y)n=o,
(2,7,8,10) Y, sinan + ¢, sin(a+ 3+ f'—y)7 + Yysin(ae — y) =
+(y—a—=B—=p3)sin(a+p—y)n=o,
(2,7,9,10) ¢, sinan + ¢, sin(a + B+ 3'—y)mw+ Y, sin(a —y)m
+ (27 —2a —B —B") Yy, sinfr=o,
(3,54,5,6) %sin(y—a)rr—i—(@’)%sin(ﬁ’—oc)?r~(ﬁ’—a)%sinﬁ’n
+ (—7)ssin(e — B — B w=o,
(3, 0,3,7) Yssin(y —a)m— (¢ —B) Y, sinfr+ (— B)Yssin(f — o)
+(=7)drsin(e—B —p)m=o,
(3,5,3,8) dysin(y —8—p")m+ (a—B),sin(f' — a)n
~(~ﬁ)qusinB’ﬂ:—i—(a—y)npssin(f)—i—{s’—a)n:o,
(3,8,3,9) dysin(y —B —B" ) — (B") Y, sinfr
+[(a)sin(@—|—;3’~—oc)7‘r—(—ﬁ)sin,6/n]%
+ (a—y)desin(f +p' —a)r=o,
(3,4,6,7) %sin(y—oc)n-npksinom—l—(—{3’—y)¢ﬁsin(a—ﬁ)n
—(B—=a—y);sinBr=o,
(3,4,6,9) [(oc)sin(y—a)n—(ﬁ’—y)sinﬁ’ﬁ]%—(a)up;sinan
—|—[(a—f>—ﬁ’——y)sinom—(ﬁ’~y)sinﬁn]%—%—(ﬁ/—y)%sin@’w:o,
(3,4,6,10) %sin(y—‘a)n—%sinan+(~y)¢ssin(a—5—ﬁ’)n
+(—2a) Yy, sinf'm =o,
(3,4,7,8) %sin(y—@)n—(a—@)upy,sinan—(~7)¢7sin§3’rc
+ (. —y)dgsin(f —a)r=o,
(3,4,7,9) [(y—a)sin&n—(B—y)sinan]xpg—21'%sinoc7rsin67r
+[(—B’—y)sinaﬂ:—(B—kﬁ’—y—a)sinan]%—!—(—y)%sin(oz—ﬁ)n:o,
(3,4,7,10) q/ssin(y—oc)n—q;,,sina‘rt—i—(———y)q/7 sin(aa — B3 —f")n
+(—a—L—pF)ysin(a—p)r=o,
(3,48,9) (y)upssin(@—i—5’—y)n+(a+7—5-5’)%sinan
—|—[(oc—ﬁ——ﬁ’)sinom—(5’)sin5n]xps—(-—B)ngsinB’ﬂ::o,
(3,4,8,10) %sin(y—(5—5’)7:—(0:-—5—5/)% sinom
+(ac—y)%sin(@—1—(3’—a)7r+(-—a—ﬁ—ﬁ’)q),osinﬁ’n:o,
(3,4,9,10) %sin(y—ﬁ—ﬁ’)n—(a——@—ﬁ’)dﬂsinan
+(a—y)osin(B +B'— )7
+(——(3—ﬁ’)[(—ﬁ’)sinarc—(ﬁ—i—@’—a)sinﬁn]qqo:o,
(3,5,6,7) x};asin(y—a)n—xpssinan—(a—B’—y)%sinﬁﬂ:
+(B—y)dssin(a— B )r=o,
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(3,5,6,9) {ssin(y —p')m— (¢ — ') s sinar — (— y) Y sinBn
' + (a—y)Yysin(f' — a)w =o,
(3,3,6,10) Yssin(y —a)m — g5 sinan + (— y)Yssin(e —  — B')x
— (—a)Yyesin(a — B'Yyw =o,
(3,5,7,8) {ssin(y —a—B)n— (— B)Yssinan -+ (— )¢, sin(a — p')x
+ (a2 —y)Ygsinr—o,
(3,5,7,9) (y —o)bs—2idssinan — (B+ ' —a — y) b, — (a — y) Yy =0,
(3,3,7,10) Yssin(y —a)m — Yssinar + (— y) Yy sin(a — g — B«
‘ —(—B—B")y,sinfr=o,
(3,3,8,9) dYssin(y —B—p)m— (¢ — B — p')Yssinan
+ (B'—y)¥ssinfn + (¢ — B — y) Yy sin(B' — a)m =o,
(3,5,8,10) Y;sin(y —p —B')w — (¢ — B — B')Yssinar
—l—(oc—-y)upssin(ﬁ—i-ﬁ’—a)ﬂ—l—(—{3—-ﬁ’)upmsin(ﬁ’—a)7r:o,
(3,5,9,10) ssin(y ——p')m — (ot — B — B') Yy sinan
+ (e —y)Yssin(B 4+ ' — ) — (— a)dy, sinfr =o,
(3,6,7,9) ¢+ 20(—B")Yssinf — (B — )1 — gs=0,
(3,6,8) %—(—"B“B')%-%ZO,
(3,6,9,10) 43— (=B — B )bs— o+ (7 — . — )Yy, =o,
(3,7,8,9) (B)s— (— B —2issinBr — (— B)ds=o,
(3,7,8,10) ‘-Ps_(—f)—ﬁ/)%—%_(“/““—Qﬁ_ﬁ/)q’lozoy
(3,7,9,10) s— (— B — B )Yr— Yo+ 20(y —a— B — B )y, sinfir = o,
(4,5,6,7) %*%-(5*5/—}’)%+(F3—B'—7)4‘7:0,
(4,5,6,8) (a)d,sin(f'—a)m — Yssinf'n
+ (=B dssin(y — B — )1+ (a — p')ssin(y —a)n=o,
(4,5,6,9) (B)usin(B'—y)m + [(@)sin(y — o)z — (B'— ) sinf'n] s
— (=P sin(B+ ' —y)m+ (2 — )y sin(y — a)m=o,
(4,5,7,8) (oc)up,,sin(y—a—@)rc-l—%sin(ﬁ—y)rc
+(B—=y)rsin(y —B—B)m+(x+B—y)dssin(y —a)r—o,
(%, 5,7,9) () usinfBr + [(e¢ + ) sin(a — y) 7w -+ sin(y — B)m] s
+(B =) drsin(B+p —y)m+(a+B—y)desin(a—y)n=o,
(4,5,8,9) dy— s+ (—9)s— (— 7)) =0,
(5 3,10) (o) — (a)gs— (— B )Yyo=o,
(4,6,7,8) (@) sinam — (— B')dysin(y — B)7 + (B — y) 4y sinf'n
+ (a)Yssin(a —y)w=o,
(4,6,7,9) %sinom—i—[(y——a-—ﬁ’)sin,@n—(ﬁ‘B’—y)sinaﬂ:]%
—l—[(ﬁ—ﬁ’)sin(a—y)ﬂ'—i—(ﬁ——a—y)sinﬁ’ﬂ]up,+%sin(a—7)7‘r:o,



F.86 R. LE VAVASSEUR.

(4,6,8,9) Y,sinar + (—a)Yssin(B+p —y)w
+[(—y)sinan+(B'—a)sin(B'—y)n]ds—(B'—a—1y)dysinB'n=o,
(h,6,8,10) (), sinarm + Ygsin(B + B’ —y)w
+ (a)Ygsin(a —y)n — (— @)y, sinf'nw =o,
(5,6,9,10) (a)y, sinam + ggsin(B + B'— y)w + (a) s sin(a —y)7
+(—o)[(y —B")sin(y —a)m — (—a)sinf'n]d,=o,
(4,7,8,9) (a)d,sinam + ¢;sin(B+p'—y)m
+ [(¢ —y)sinar — (y — B) sinBn] s+ (— B)dy sin(B — y)m=o,
(4,7,8,10) (a)Y, sinar + d;sin(B+ p'—y)w
+ (a)lgsin(a — )T+ (y —a— 3 — B )y sin(B —y)n=o,
(4,7,9,10) ()Y, sinam + b, sin(B + B'— y)m + (a) Yy sin(a —y)m
+[(2y —a—B —B")sinfr — (— B') sinan]d,,=o,
(8,6,7,8) dssinar + (— B )dssin(a+ B —7y)w
+ (B —y)Yssin(B — a)m+ Ygsin(a —y)m =o,
(5,6,7,9) Ussinar + (y —a — B")Yssinfn
+ (B — )y sin(B'— y)m + Yo sin(x —y)m =0,
(5,6,8,9) Ussinamw + (—a)dssin(B+ 3 —y)w
+ (B'—a)gsin(B'— y)m + (B’ — y)dysin(a — B'Yyr =o,
(8,6,8,10) (a)Yssinan + Yesin(f+p' —y)m
(o) sin (o — 7)7 + by sin(a — B = o,
(5,6,9,10) (a)yssinar + ssin(B + ' —y)w
+ (a)dysin(a —y)m+ (y — @)y sin(y — B )m=o,
(5,7,8,9) (a)dssinan +¢,;sin(B+p'—y)n
—(y—B)dssinBr+ (¢ —P)Ypsin(ax + 3 —y)n=o,
(3,7,8,10) (a)Yssinanm + ¢, sin(B +p' —y)w
+ (a)gsin(a—y)n+(y — B — B )Yy sin(a+ 3 —y)r=o,
(5,7,9,10) (a)y;ssinoanw + $ysin(B +p'—y)w
+ (a)Ygsin(az — )T+ (27 —aa — 3 — )Yy sinfm =o,
(6,7,8,9) (B—PB)Ys—(B—B)Yri+Ys—ds=0,
(6,7,10) %——%—(7~0‘—@)%o:0,
(8,9,10)  Ys— g+ (y—a— B )by=o.

TasLeau II (voir page 68).

(1,2,3), (1,2,4,5), (1,2,4,6), (1,2, 4,7) (voir le Tableau I).

(1,2,4,9) Yysin(y —oa—B )T+ (—B)dasin(B+p —y)w
—(y—B—B)YusinfBr +ysinf’'n=o,

(1,2,4,10), (1,2,5,6), (1,2, 5,8) (voir le Tableau I).
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(1,2,3,9) (¢+p+B —y)h+2idysin(y—B—pF)w
— (71— BB b— (BB =o,
(1,2,5,10), (1,2,6,7), (1,2, 6, 8) (voir le Tableau 1),
(1,2,6,9) [(—B)sin(y —a)mn— (a+ B+ B —y)sinf'n]¢,
+[(B+ B —y)sinB'm— (—B)sinyn]Y,
— (— B —B")ssinBr + (B + B sinB'm=o,
(1,2,6,10), (1,2,7, 8) (voir le Tableau I),
(1,2,7,9) di—(—a)oe—(y—a2—B =B — (y —2)s=0,
(1,2,7,10) (voir le Tableau I),
(1,2,8,9) ¢ysin(y —a—3—3 )+ dpsin(f+p'—y)n
~+ (— ) Ys sinfBrw + (B) s sinf'mr=o,
(1,2,8,10) (voir le Tableau 1),
(1,2,9,10) ¢y sin(y —a— B —B)w+ dysin(f+ B —y)w
+esin(B+ ) — (y —ax—28 —2f")¢ysinfr =o,
(1,3,4,5), (1,3,4,6), (1,3,4,7) (voir le Tableau I),
(1,3,5,9) Yysin(B—oa)m— (B )dssin(B+p' —y)m— &, sinfn
(BB — p)esing'n=o,
(1,3, 4,10), (1,3,5,6), (1,3,8,7), (1, 3,5,8) (voir le Tableaul), |
(1,3,5,9) $+20(B+ 3 — 2)Yssin(B+ ' —y)w
—(—a)s— (28 + 28 —a—y)Yy=o,
(1,3,5,10), (1,3,6,7) (voir le Tableau I),
(1,3,6,9) (—B)Yysinan+ [(B)sin(B+ B’ —y)m — (—y)sinBr]d,
—l—(—y—ﬁ—@’)%sinﬁn—(@—{—B’—y)%sinﬁ’ﬂ:o,
(1,3,6,10), (1,3,7,8), (1,3,7,10) (voir le Tableau I),
(1,3,8,9) (y—38—3")Ysinar+ (y)d;sin(B+p' —y)=
— (— B )ssinfBr — (B, sinp'n = o,
(1,3,8,10) (voir le Tableau I),
(1,3,9,10) Y, sinam + (8 + 3" )dysin(B+ 3'—y)m
— (B — )% sin(B+ )T+ (— 2 — § — ')y sin fr =0,
(1,4,5,6), (1,4,5,7) (voir le Tableau I),
(1,4,5,9) (5)\]},—2i(oc)%sin57r——(oc——5)¢5—(a+5——7)%:o,
(1,4,6,7) (voir le Tableau I),
(L,%6,9) [(B—o)sinf'm—(y—B—3)sin(y —a)n]Y,
+ [(—8")sinfw — (y)sin(B + B'— y)m ],
(=B —=BYesin(B+ B —y)m— (B — 7)Y sinf'm =o,
(1, 4,6,10) (voir le Tableau I),
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(1,57,9) dysin(f —a)r—d,sinfn
F(=B)asin(y — B — B+ Yy sin(y — B)m=o,
(1,4,7,10), (1, 4,8) (voir le Tableau I),
(1,%,9,10) 4y — ()b — (B — )b+ (— 28— B') Yy, =0o,
(1,5,6,7), (1,5,6,8) (voirle Tableau I),
(1,3,6,9) [(y +B'—a)sin(B+p —y)r— (a)sinfr]y,
— (7 B)sin(B + ' — )7 —sinBr 1y,
—2i¢ssinﬁﬁsin(ﬁ+B’——y)rf—(ﬁ—|—@’)%sin((3’—y)n:
(1,5, 6,10), (1,5,7,8) (voir le Tableau I),
(1,5,7,9) q;l—(—oc)%-+-zz'(——oc)%sin(@—f—@’—y)n—-(*/—ot)%:o,
(1,5,7, 10) (voir le Tableau I),
(1,5,8,9) (—B)bi— (o — B)bs+ 2@ — 1), $inBr — (o + B — y)d—o,
(1,5,8,10) (voir le Tableau 1),
(1,5,9,10) ¢y — (@) s — (o — y)hy— 2i(— B — B') by, sinfr = o,
(1,6,7,8) (voirle Tableau I),
(1,6,7,9) Yysinarm + (—B'— y)dgsinfn
+[(ﬁ—y)sinfﬂfc—(—ﬁ—@’)sinyn]%—% sinym = o,
(1,6,8,9) (y —B—B)isinam + (y — B — B')dgsin(B+ B — y)n
+[(7)sin(B +B'—9)m — (— B') sinBr]Ys— (B) Yo sinf'm = o,
(1,6,8,10) (voir le Tableau I),
(1,6,9,10) ¢, sinam + g sin(B + ' — y)7 — Yy sinyn
—(y—a—=B—BN(B+p'—y)sinp'mn— (—B)sinyn],,=o,
(1,7,8,9) dysinam—+¢;sin(B+5'—y)m—(B—y)ssinBfr+(B)dysin(B—y)n=o,
(1,7, 8,10) (voir le Tableau I),
(1,7,9,10) ¢ysinarw + §rsin(B+f' —y)m—dosinyn 4 (—a— B — '), sinfr = o,
(2,3,4,5),(2,3,4,6), (2,3,417), (2,3,48) (voir le Tableau I),
(2,3,1,9) Yasin(p—a)m+ (B +B) s sin(y —x— )
+(a+ B+ B —y)dysinp'n — ()Y, sinfr=o,
(2,3,4,10), (2,3,5,6), (2,3,5,8) (voir le Tableau I),
(2’3,5’9) "1’2“"(2ﬁ+26,_7)“1’3—'4‘5_(254_25’_7)4’9:0'
(2,3,5,10), (2,3,6,7) (voirle TableauI),
(2,3,6,9) (— B)dasinam + [(o + B -+ B'—y)sinB'm — (— B)sin(y — &) 7] ¢,
+(a—B—B' —y)YssinBr —(a+ B+ B —y)dysinf'n=o,
(2 3,6,10), (2,3,7,8), (2,3,7,10) (voir le Tableau I),
(2,3,8,9) ¢ysinam+(B+p')Yssin(a+B+p'—vy)n
—(oz+{3—y)%smﬁﬂ:—(oc—i—z@—%—ﬁ’-—y)%sm@’ﬂ—o,
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(2,3,8,10) (voir le Tableau I),
(2,3,9,10) Yy sinan + (3 + ') dysin(a+ 3+ 3 —y)w
— (o + B+ B —)dbesin(B+ )1+ (— 3 — B )y, sinBr —o,
2,4,5,6), (2,4,5,8) (voirle TableauI),
(2,%3,9) (y—a2—=8")ssin(3+ 5 —y)m — (), sinBn
+ (7 —B—B)Yssin(y —a— 3 )+ (B)dysin(y —2)m =o,
(2,4,6,7), (2,4,6,8) (voirle Tableau I),
(2,%,6,9) (—=B3)[(B—a)sinBr— (y—3—3")sin(y — 2)n]d,
— (7 =B =8B+ B +a—y)sind'n—(—=B)sin(y —x)x],
+ (=3 —B8")ssin(a+3'—y)m+2idysin3'mwsin(y — a)m = o,
(2,4,6,10), (2,4,7,8) (voir le Tableau I),
(2,5,7,9) Yysin(B—a)m— (2)d, sinf3n
) +rsin(y —a—3') 7w+ (B)dysin(y — a)m =o,
(2,4,7,10) (voir le Tableau I),
(2,5,8,9) dosin(B+ 8 —y)m+ () sin(y —a—3—3')n
(o + 3 —y)gsin(y —a— 3w+ (B) Yy sinf'm = o,
(2, 4,8,10) (voir le Tableau I),
(2,4,9,10) ¢ sin(B + B'— y)m + (2)dusin(y — 2 — 3 — 3)=
F (BB —pdesin(y —a)m+(— 3= B)dyysin(a+ 3 —y)m—o,
(2,5,6,8) (voirle Tableau I),
(2,3,6,9) [(B)sin(p'—o)m—(y—B—g)sin(y—a)n]d,
—[(e+B)sinf'n+(y — B —B') sin(a — y)n]y;
— (2 + 3 —y)¥ssinBr — (B + B )y sin(a —y)n =o,
(2,5,6,10), (2,5,7) (voir le Tableau I),
(2,5,8,9) (y—a)usin(B+ B —y)n—+ (y)¥ssin(y —a—3—3)x
+(a+23+ B —y)ssinBn + (+ 28+ )Y sin(y —a — 3)m —o,
(2,5,8,10) (voir le Tableau 1),

(2,5,9,10) (y——cx)t.}z.zsin(ﬁ—i—5’—y)n+(y)¢5sin(y——oc—ﬁ—ﬁ’)n
+ (B+B)ysin(y — ) — Yy sinfn =o,
(2,6,7,8) (voirle Tableau I),
(2,6,7,9) %sinom—i—[(oc—i—@—y)sinﬁ’rr—i—(—5—5’)sin(oc—y)n]'.}»7
+ (& —B'—y)dssinfBn + gy sin(ax — y)m =o,
(2,6,8,9) dysinam+dgsin(a+3+5'—y)n
+[(5+ﬁ’)sin(a+5+B’—y)n—(a—|—ﬁ—y)sinﬁn]%
— (428 + B —y)lysinB'n=o,
(2,6,8,10) (voir le Tableau I),
Fac. de T. — VII. F.rz
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(2,6,9,10) d,sinanm + ggsin(a+ B+ 3'—y)m — Yy sin(y —a)w
— [sinB'm — (7 —a— 28— B)sin(y — @) w4, = o,
(2,7,8,9) dysinan +¢;sin(a+ B+ 38— y)n
— (243 —7)dssindr + (3)dy sin(a + 3 —y)m=o,
(2,7,8,10) (voir le Tableau I),
(2,7,9,10) ysinan +§;sin(a + 3+ ' —y)w
+dysin(a—y)m 4+ (— B — p') by sinfBr =o,
(3,4,5,6), (3,4,5,7), (3,4,5,8) (voirle Tableau I),
(3,4,5,9) Yysin(y —3—5)n— (20— 28— )Y, sinfx
+(a—23 =3 ssin(3 —a)m+ (. — )Yy sin(B+ 5 —a)n=o,
(3,%,6,7) (voirle Tableau I),
(3,5,6,9) [(2—7)sin(x — )7+ () sin(B + '~ y)z]d,
+ (o0 —B)usinan + (¢ — B — ' — y)dgsin(f — a)w
—(B+ 3 =) bsin3'n=o,
(3,4,6,10), (3,4,7,8), (3,4,7,10) (voir le Tableau 1),
(3,4,8,9) dysin(y —B—3")r— (ax— B — 3", sinan
+ (=B —y)ssin(B—a)r+ (3 — ) desin3'n=o,
(3,4,8,10) (voir le Tableau I),
(3,%,9,10) dysin(y —B—f' ) m— (a — B — B )y, sinarm
+ (o — )y sin(3 4+ —a)m+ (—28 —23) ), sin(x— 3)n=o,
(3,5,6,7) (voirle Tableau I),
(3,8,6,9) [(23+ 2B —a—y)sin(a—p")m—+ (8’ —2)sin(y —a)m]d,
— (3’ — )5 sinamr — (— y)Yg sin B
+ (2B +2f —y—a)lysin(3 —a)n=o,
(3,5,6,10), (3,5,7,8), (3,5,7,10) (voir le Tableau I),
(3,5,8,9) dysin(y —B—p3)mn—(a—B—p3");sinan
+ (20— 3 —)dssinBr 4+ (2 + 3 — 7) by sin(3' — a)zr =o,
(3,5,8,10) (vocr le Tableaul),
(3,5,9,10) dysin(y —B—3")m— (a— B — 3')dssinaxn
+ (2 —y)lesin(B+ B —a)m—(x—23 —253 )b, sinBn=o0,
(3,6,9,10) (B + 38— 96— (B+ B34+ (7 —a—B)d=o,
(3,7,8,10) (voir le Tableau I),
(3,7,9) ‘1"’3“‘("“}3_13/)4/7*4*9203
(%,5,6,7), (5,3,6,8) (voirle Tableaul),
(5,5,6,9 [(a+B+p —7y)sin(B —a)r— (x—B)sin(y —a2)n]d,
—[(B+B —y)sinf'm+ (a—B)sin(a—y)n]Y;
—(B=esin(B+B'—y)n— (2 + B —y)dbysin(x—y)n=o,



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F. g1
(% 3,7,8) (voirle Tableaul),

(4,3,7,9) (a)d,sinfr+ ssin(a —p)w
+(B—a)yrsin(B+ B —y)m+ (B) s sin(x —7)Tt—o,

(4, 5,8,9) ¢a—¢s+(2@~7)(%—%):0,
(4, 5,10) (voir le Tableau I),
(4,6,7,8) (voirle TableauI),

(%, 6,7,9) (B)dusinan+[(—p')sin(x—y)n+ (28 —y — a)sinp'n ],
—(B— B —y)ssin(a—B)xw —i—}(ﬁ)%sin(cx—y)rc:o,

(4,6,8,9) (o2 —B— B, sinar
+[sin(B +p'—y)m+ (2 — B —y)sin(a — B)m]ds
+ (=B —=3)desin(B+ B —y)m —(B—y)dpsinp'm=o,
(", 6,8,10) (voir le Tableau I),

(4,6,9,10) Yy sinam + (— o) gs sin(B + ' — y) 7 + Yy sin(« — )
—[(— 20)sinf'm+(y —a— 28 — ') sin(« —7)n]d,,=o,

(% 7,8,9) (a)bysinam+ ¢, sin(B + '—y)m + (a -+ B — y) g sin(a — B)m
+ (B)desin(3 —y)m=o,
(4,7,8,10) (voir le Tableau I),

(5,7,9,10) ()b, sinom + §; sin(B - 8'— 7)1 + () do sin (o — )7
+ (=B —B")isin(3 —a)r =o,
(3,6,7,8) (voirle Tableau I),
(3,6,7,9) dssinan + (a— B'— )Y sinfn
+[(B—y)sin(f' —a)r— (— B —B")sin(y —a)m]ds
+ g sin(a —y)r =o,
(3,6,8,9) Yssinam + (— o) Yssin(B+p'—y)=
+[(28 + B —y)sin(f'—a)r—sin(y — a)w] s
+ (2B +p'—y)dssin(e —pr=o,
(5,6,8,10) (voir le Tableau I),
(3,6,9,10) gssinomw + (— o) g sin(p + B — 7)T+desin(o — y)m
+[(}l-—ot—2@—@’)Sin('y—-a)17:+(——a)sin(oc—ﬁ’)ﬂ']%o::o,
(3,7,8,9) qxssinom+(—a)kp7sin(f>+B’—y)n—(a+ﬁ—y)%sinﬁn
+ (B sin(ax+B —y)n=o,
(5,7,8,10) (voir le Tableau I).
(5,17,9,10) %sinocrt—i—(——a)%sin(@+ﬁ’—y)ﬂ:+%sin(a—y)n
(=B —pB")sinpr=o,
(6,7,8,9) '*pﬁ—kp'l_i"(@+ﬁl)4‘8—(5+5’)¢9:0’
(6,7,10)  (voir le Tableau I), (8,9,10) $y— Yo+ (y —a —28 — B') b= o.
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TasLeavx III er IV (woir p. 69, 70).

Les formules correspondantes se déduisent respectivement des formules
des Tableaux I et II par la régle suivante : 1° On permutera § et 85 2° ¢,
1., b, restent inaltérés; 3° on permutera §, avee gy, §g avee ,, by avee ¢,
4° o se changeen — (B + ) d,,.

Exemples :

(1,2,3) méme formule qu’au Tableau 1.
(5L,2,4,3) (B+pB)isin(y —a)m+Yysin(B+B' —y)=
' —(y — B usinBm — (y + B)dssinf'r —o,
(1,2,5,10) (3 + B, sin(y — o)+ Yysin(B + B — y)w
— (Ndsin(B+B )+ (y—a+ B+ B )sinf'r=o,

(Ces formules se rapportent au Tableau III).

TasLeav V (voir p. 71).

(,2,3,8) (B)h— (2 — B)Ys— (2 + 3 — 7)Yy — 2i(a)d sinBr = o,
(1,2,3,8) (=38 Wi—(3—a)e—(y—a— B )+ 2i(—a)d;sin8'm —o,
(1,2,3,6) by —(a)Yp— (2 —p)by—2i(x — B —y)dssinBr=o,
("2’397) "!J1_*(*x)LP?’—(A/_1)'\'{3_‘_25’(5+7_1)¢7Si115/ﬂ20,
(1,2,3,8) (=3)i— (2 =B)a— (2 + B —7)ds+2i(x—7)Yysinr—o,
(1,2,3,9) (814~ (8 — 0 (7 — 2 — B —2i(7 — 2) 4y sinB'm =0,
(1,2,3,10) [(2+ 3")sinBr + (3 —a)sin3'n]d, — by sin(B + 3')
+[(y —3)sin3 + (3 —y)sinf' ],
—2i(—a— 3", sinBsin3' =o,
(1,2,h,5) (3—=3")dsin(y—a)m—+,sin(3 + 3 —vy)n— (7 — 3 ), sin3n
— (B —vy)Yssinf’n=o,
(4,2,0,7) dysin(y —a)m+(—3)bysin(B—y)n— (7 — 3)d,sinfn
— (B)d;sinB'n=o,
(1,2,4,9) (B)Ysin(y —a—3) T+ dsysin(B+3 —y)x
— (7 — B dusin 3r + (B)desin3'm =o,
(l’thﬁ 10) (13_13/)4’1 Si[l('/—l)ﬁ—l—‘-l»*zs“l(?}**‘5’_7)7’.
—[(3—3)sinyr+sin(B+ 3" —y)m]d, _
+ (8 —3"—a—7y)lysin3’'n=o,
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(1,2,5,6) Yysin(y —a)m+ (3 )desin(B —y)n— (B'— y)¥ssinB'n
— (— p")esinfr = o,
(1,2,5,8) (—B)dysin(y —a—B)n+dysin(B+B'— )%
—(B—7)YssinB w+ (— ' )Yssinfim =o,
(1,2,3,10) (8 — "), sin(y — )+ $ysin(B+ 3 —y)w
— (B —pF)sinym +sin(B+ 3 —7)w]ds
—(y—a—2p )by sinffr=o,
(1,2,6,7) U, sin(y —oa)w — ysinym — (— B ) g sinBr — (B) ¢ sinf'mr =o,
(1’2’6’8) H’M—(O‘)%—(“—F@—;3/—‘/)%—(9’—“/)%:(%
(1,2,6,9) U;sin(a+ B —y)n+dysin(y — )=
“+ (— 2B )dssinBr — ¢y sin'm =o,
(1,2,6,10) Y, sin(y —x)n — Y, sinyn
— (=B =3 sinym+sin(3+ 3" —y)m]ds
+ (—a—7)esinB m=o,
(1,2,7,8) U,sin(a+ B —y)r—+ dysin(y —B)m+ (28)drsin3'm — g sinfin = o,
(1’2’7’9) ‘Pi*(—“)qu—(ﬁ“.B"l“/—9‘)'1'17—(7—9‘)%i0,
(1,2,7,10) dysin(y —a)n — Yy sinyn
— (PDIB—B")sinym +sin(B+ 5 —y)n]d:
—(y—a—f— B dusingr=o,
(1,2,8,9) Yysin(a+ 3+ 3 —y)m+ desin(y — 3 —f")=w
— (— BNy sinfB3n — (B)dy sinB'w = o,
(1,2,8,10) [(B'—B)sin(B+ ' — y)m +(aa—y)sinan ],
—(a+ B —B)psin(B+5'—y)rw
— (=) [(y = B)sinBr+ (B'—y) sin3' = ]y
— (— 7)Y sinB'm—=o,
(1,2,9,10) [(B'—B)sin(B+p' —y)m+ (y — a) sinan]y,
— (=B —a)tasin(B+ 3 —y)m
— (7= )[(y— B)sinBr + (B'— y) sin 3w ]ds
+(y—2a—p—58)dpsin3r—=o,
(1,3,4,8) Y;sin(B+ B —a)n+dssin(y—B— B~
— (B sinpr — (— B)Yssin' m=o,
(1a3’l|"6) ‘*]‘l—(O‘_'}/)"Ps_(“)H'/L_’_(a_&"'ﬁ,_"/)dﬁ(s:oy
(1,3,8,7) Yysin(a—3)r+dysin(B—y)n+ d,sinfr+ (y)d;sin3’' = =o,
(1,3,%,9) dysin(z—p)m+ (= p)ssin(B+ 5 —y)m
+ 4, sinBrn — (y — B —B')dysinf'm = o,
(1,3, 4, 10) dysin(B + p'—o)m — ¢asin(B+ p'—y)m — dusin(p -+ )7
+(—a—B—5")yesinB'm=o,
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(1,3,5,6) ysin(o— 3w+ Yysin(f — y)m+ ¢ sind w4+ (— y) Ye sinBr —o,
(1,3,5,7) L]bl—-(*/——oc)%—(—oc)n.b;,—i—(ﬁ—f—@’—{—y—a)%:o,
(1,3,5,8) Hbisin(oc—5/)71+(5)L}/3sin(5+5’—7)n
+ssind'm — (3 + ' — 7)Y sinBr = o,
(1,3,3,10) ¢ysin(3 + ' —a)m — U, sin(3+3'— )=
—gssin(B+ B')m — (— a) Yy sinfBr=o,
(1,3,6,7) dysinam — gy sinym + (— B'— y) besin B + (8 + ) ¥y sinB'm = o.
(1,3,6,9) L'H,sinom—',—(—ﬁ’)%sin(ﬁ’—y)ﬁ—|—(—(3’—y)%sin§n
—(y—B")desinB'm=o,
(1,3,6,10) ¢, sinom — s sinym + (— ) desin(B+p)n — (— a)dy,sinf'm=o,
(1,3,7,8) dysinam + (3)dysin(3 — )7+ (B3 +y)d; sin3'n
—(B—7y)dgsinBr=o,
(1,3, 710) ¢, sinar — Yy sinym + ()¢, sin(3 + &)
+(—a—B—pF")sinBr=o,
(1,3,8,9) (@’—S)dglsinozn—{—%sin(@—i—ﬁ’—y)n
— (B'— 1) %sin s — (7 — B) Yo sin B’z = o,
(1,3,8,10) Yy sinam 4+ (3 + 5" )¢ssin(B+ ' —y)n
—(B+PB = )dssin(B+p) 7 — (—a)dpsing'z=o,
(1,3,9,10) Yisinam + (— 3 — B dysin(B+ 5 —y)=
— (7B =B desin(B+p)m+(—a—8— L ),sinfr=o,
(1,5,8,6) gy sin(y — o) + (B) U, sin (5 — 7)m
— (B’ =) ssinf'm — (—y)dssin(B+ ' —y)n =0,
(1,8,8,7) disin(y — 27— (7 — B)dy sinBr + (— B) s sin(B — y)=
— (Pasin(B+ 8 —y)r=o,
(1,4,6,7) Yisin(y —o)m — dysinym — (— B'— ) sin(B — y) =
—(8)¢ssinB'm=o,
(1,4,6,9) ysin(y—oa—p )+ dysin(f' —y)n
— (=B = y)dssin(B+ ' —y)m+dysinf'mn=o,
(1,4,6,10) ¢y sin(y — a)m—dy sinym — (— 7)Y sin(B+p'—vy)n
+(—a—y)sinf’'n=o,
(1,4,7,9) Yysin(a—B)m+ Y, sinBr+ (3)dysin(B+ ' —y)n
+"‘P9Sin(5‘7)ﬁ:07
(1,4,7,10) ¢y sin(y —o)m —ysinym — (y) g sin(B+ B'—y)=
+(—a——B"),sin(y —B)n=o,
(171",8) 4)1—(9()"]‘4'_(0(_7)4/8:0’
(1,4,9,10) (0‘)%—4’&—(}’)%“‘(@,_“)%0:0,
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(1,5,6,7) Yysin(y —a)m — dysinynr — (— B')Ys sinBr
—(B+7)dssin(F —7)r=o,
(1,8,6,8) dysin(ax—5')m+ Yssinf'n+ (— B)desin(B+p'— y)w
“+ dgsin(Bf'—y)m=o,
(1,3,6,10) ¢y sin(y —a)m — dysinyr — (— y)Yesin(+ ' — y)=
— (— )Yy sin(y — 3" )m=o,
(1,5,7,8) dysin(y—a—83)m+ dysin(B—y)n
—(B+y):sin(B+ B’ — y)m + Ygsinfn = o,
(1,3,7,10) ¢y sin(y —a)m — Yssinym — (y)b; sin(B+ ' — y)w
—(y—a—p— )y sinBr=o,
(1,5,8,10) (—a)by—ds— (—7)¥s— (— 2 — B ) de=0,
(1,5,9)  di—(—2)b— (7 —a)p=o,
(1,6,7,8) dysinam+ (— 3" )dssin(B—y)m+ (B + y)dssinf'n — bysinyn =o,
(1,6,7,9) dysinam+ (—3'—y)desinBn + (B) Yy sin(B'— y)m — Yy sinyr = o,
(1,6,8,9) (3")dysinam 4 (— 3" )desin(B+ ' — y)m + ygsin (3 —y)7
—(7)¢esini'm=o,
(1,6,8,10) ¢, sinam 4 ggsin(3 + 3 — y)m — Ygsinym — (— a) Yo sinf/'m =o,
(1,6,9,10) (y)dysinam 4+ (—7)dssin(B+ ' —y)m— (y)dysinyn
+ (—a)dy,sin(y —p)m=o,
(L,7,8,9) (—pB)dsinan+ (3)db;sin(B+p'—y)n
— (—y)¢dssinBr 4+ dysin(f — y)m =o,
(1,7,8,10) (— )¢y sinam + (y)yrsin(B+ 5'— y)m — (—y) Yg sinyn
—(—a—B8—0")sin(y —E)n=o,
(1,7,9,10) §, sinam + §; sin(3 + 3'— y)m — by sinym
+(—a—3—75")Y,sinir=o,
(1,8,9,10) 20y, sinam + (— 7)bs— () Yo+ (— o0 — B )= o,
(2,3,4,3) (3'—8B)lasin(B+53—u« r—|—ygsm(/—oc)rr—(a—ﬁ)y,smpr
- (B’ — a)d;ssinB'w=o,
(2,3,%7) (—=8)dasin(3—a)m+ dssin(y —a)w — (2 — B)Y, sinfn
—(B3+y—a)y;sinB'n =o,
(2,3,4,8) (—B)da+(B—d— (= B)h— (B—7)h=0,
(2,3,4,9) (——@)%sin(ﬁ—x)ﬂ—i—(—ﬁ’ Yasin(y —a—p/)m
—(a—=B)usinBr+ (7 —a— 5/ )ysinf'nm = o,
(2,3,4,10) bysin(B+ B —a)n+ (B — B );sin(y —a)m
—[(B—p")sinan + sin(f + 5'— a)n],
+(B—B —2a)d,sinf'n=o0,
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(2,3,5,6) (B)dasin(3 —a)n+ dysin(y —a)m — (B’ — ) YssinB'n
—(x—p'—y)dssin3t=o,
(2,3,5,8) (B)Uusin(B'— o)z + (B)dasin(y — 2 — B)m
— (3 —a)ssinB'm 4 (2 + 3 — y)dssinBr—o,
(2,3,5,9) (3)da+ (7 — 38— (B — (7 — b =0,
(2,3,5,10) gysin(B3+ ' —a)m+ (B — B )dysin(y —a)n
—[(B—3")sinam +sin (B + 3" — a)n]ds — (— 28" ) Yy, sinBn = o,
(2,3,6,7) L}/,zsinacr:+dg3sin(a~7)n—l;(oc—ﬁ’—y)¢ssill‘r3n
+(B4+7—a)y;sinf'm —o,
(2,3,6,9) ysinom + (— By sin(a + 3'— y)7 + (2 — 3 — 7)Y, sinfBr
—(y—a—p8")gsinB'mt=o,
(2,3,6,10) Yy sinam + ysin(a —y)w
(=) (B—3")sinan+sin(3+ 3 —a)n]bs—(—2a)desinf =0,
(2,3,7,8) dusinom+ (B)Yssin(a+3 —y)n+ (B+7— a)d,sinf'n

— (2 +B—7)YssinBr=o,
(2,3,7,10) dysinarw + gysin(oe — )«

+(7)(B—3")sinar +sin(8 + B — a)w] Y,
+(—3—pB")y,sinpr =o,
(2,3,8,9) dusinan+ (3 — 3" )dssin(a+ 3+ 53— y)n
— (23 —y)hssindr — (7 —a— 8" ){ysinB'n o,
(2,3,8,10) (o — 3)dpsinanm + [(a+ 3 — y)sinan + (B') sin(B + 5’ — y)m ],
— (=B +3)sin3'm4(2a)sinBr]dy— (—a—B)d,sinf'r=o,
(2,3,9,10) (3'—a)gssinam+[(y —a—8') sinan+(— 8) sin(3 + ' —y)n]d,
— (7)[(— B — B') sinBr - (— 22) sin B'7] by
+(—a—3—23"),sinBr —o,
(2,4,5,8) dasin(B+p5'—y)m— (2 — B )isin(z+B—y)m
—(B—)ssinB' w4+ (2 + 8 —B'— y)dssin(y —a)m —o,
(2,4,5,9) desin(B+3 —y)n—(y —B"),sinpn
— (B —a)ysin(a+ 3 —y)n+ (7 +B—B —a)ysin(y —a)n=o,
6) do—h+@E—F—7)k=o
7,8) (=B asin(@—y)r— (2 —B)fusin(x+ 3 —y)=m
— (B)Yrsinf'mw 4+ (a — y)dysin(y —a)m =o,
(‘27&‘77,9) (_@)LP?Sin(@—a)ﬁ—(a_-5)4)45“1@“
+ (B)rsin(y —a — 3/ )m + Yy sin(y — x)T —o,
(2,0, 7,10) by — 4, + (B— B+ P)bi+ (—a—B") =0,
(2,5,8,9) Yesin(B+B —y)m— (2)ysin(a+ 3+ 5 —y)7
+(2+ 35—y dssin(y —a— B+ (B)dysinf'm=o,

(2, h,
(2, 4,
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(2, 4,8,10) (—a)ysin(B+B'—y)m
—[(—a)sin(ﬁ—l—@’——y)ﬂ:—}—(B—B’—y)sinaﬂ:]up,,
—(B——B’—y)%sin(a—y)n—l—(B—B’——y—za)q/,osinﬁ’n:o,

(2,54,9,10) %sin(,@—i—ﬁ’—y)ﬂ:—l—[(ﬁ—a)sin(y—z—{s’)n—(y—ﬁ’)sinﬁﬂ:]%

+(y—a+B—B")dysin(y—a)m
—(B—pB'—2a)dysin(y —a—p')r=o,
(2,5,6,8) (B')dasin(f' —a)m — (B'— a)Yssinf'n
+ (= B)Yssin(y —a—B)m+ dysin(y —a)m = o,
(2,5,6,9) (B')asin(B'—y)m— (B'—a)dssin(a+ ' —y)n
— (=B YssinfBr+ (y — )Yy sin(y — a)m=o,

(2, 5,69 10) %—&Ps-l—(ﬁ—ﬁl—}’)%—(—0‘—‘5/)4’1020,

(2,5,7) Ya— s+ (B =B+ 7y =o,

(2,5,8,9) %sin(ﬁ+ﬁ’—y)n—(—oc)%sin(oc—t—f}—i—ﬁ’—y)n

—;—(—ﬁ’)%sinﬁn—u—(y~a—@’)¢9sin(y—a—@)Tc:o,

(2,5,8,10) dysin(B+p'—y)n '

—[(e—@")sin(a+ B —y)m+ (B—y)sinp'n]Y;
+(oc+5—B’—y)%sin(y—a)n—k(—zﬁ’)gbmsin(y—oc—@)n:o,

(2,5,9,10) (a)dasin(B+p' —y)w .
—[(oc)sin(ﬁ+6’—y)7r+(ﬁ—ﬁ’+y)sinaﬂ]kp5
—(B—ﬁ’—!—y)%sin(a—y)n——(——zaq—y—2{3’)¢1osin5n:o,

(2,6,7,8) {¢,sinam + (—B")Yssin(a+p—y)m

4+ (y— 2+ B)Yrsinf'm + gy sin(a — y)m=o,
(2,6,7,9) Yy sinam + (a0 — ' — y) gssinfr + (B) Y, sin(a + ' — y) 7
+ ¢y sin(a — y) 7 =o,

(2,6,8,9) (B’)%sinom—i—(——ﬁ’)%sin(a—i—ﬁ—f—,ﬁ’—y)n

+gsin(a+B' —y)m— (y — a) Yy sinp'm =o,

(2,6,8,10) &, sinar + [(B —B'—vy)sinan + (—a) sin (B + B’ — y)n] s

+ggsin(a —y)m — (—2a) Yysinff' m=o,

(2,6,9,10) (y)Ypsinam + [(o — y)sin(B+ B —y)m+ (B —B')sinan ],

+(y)up9sin(a——y)'rr——(—-oc)q/,osin(oc—e-ﬁ’——y)n:o,

(2,7,8,9) (——B)%sinan—n—(ﬁ)%sin(a—*—B—n—ﬁ’—-y)rr

— (a—y)YssinPm + Jgsin(a+ 3 —y)n =o,

(2,7,8,10) (—y)dssinan + [(y — a) sin(B+p' — y)m -+ (B — p') sinan ],

+(—y)¢ssin(a~—y)7r—~(—oc—@—B’)L{J,osin(a-i—ﬁ-—y)n':o,

(2,7,9,10) qagsinom—l—[(ﬁ—ﬁ’—l—y)sinan—l—(a)sin(ﬁ-i—ﬁ’——y)rr]%

+dosin(a —y) w4 (—20— B — ') Yy, sinfr —o,
Fac. de T. — VII. F.i3
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(2,8,9,10) 20y, sinarsin(f + ' —y)=n
~[(¢ —y)sin(B+B —y)m+ (B—pB")sinan] s
—[(y—a)sin(B+ B —y)n+ (B —p')sinan],
+ (a—B)dysin(a+B+p' —y)r=0o,
(3,4,3,6) Yysin(y —a)n+ (B )dysin(p' —a)n— (B'— a)Yssinf'n
—(—=7)Yesin(B+ B —-a)m=o,
(3,8,8,7) Yssin(y —a)m— (a— )Y, sinfBr + (— B)Yssin(f—a)n
— (P drsin(B+ B —a)yn=o,
(3,4,5,8) Yssin(y —B—B")mw+ (¢« —B)Ysin(f' —a)w
— (= B)Yssinf'm+ (o — y) s sin(f +p' —a)m=o,
(3,8,3,9) Yssin(y —3 —p")n— (B YusinfBr + (B —a)Yssin(f —a)w
+(y—a)dysin(B+p —a)n=o,
(3,4,6,7) Yssin(y — a)m— g, sinam + (—B'— y) Ygsin(a — ) w

—(B+7 —a)dssinBn = o,
(3,4,6,9) dysin(y—oa—p)r— (B') ¢, sinar

—(—y)¥ssin(B—a)m+ (y—a)Yysinf'n=o,
(3,4,6,10) Yssin(y — a)m — gy sinan — (— y) e sin(B+p' —a)w
+(—2a)Y,sinf'mr=o,
(3,4,7,8) dssin(y —B)m— (a— B) Y, sinan
— (Y)Y sinB' w4+ (a —y)dgsin(f—a)n=o,
(3,4, 7,10) dssin(y —a)m — ¢, sinan-— (y) ¢;sin(B+ B’ —a)w
+(—a—B—B")y,sin(a—B)n=o0,
(3,4,8,9) dssin(y —B—pf')r—(a+p —B)Y,sinan
(@ B —7)dasin(a—B) 7+ (7 — B) Yy sinB'm = o,
(3,4,8,10) dssin(B+B' —y)n+(a—p —p')sinar
—(a— P dssin(B+p —a)n—(—a—B —p' )Y, sinpr=—o,
(3,4,9,10) Yssin(B+p' —y) w4+ (B +B'— &)Y, sinar
—(y—a)yysin(B+p —a)m+ (—2a) Yy,sin(f —a)w =20,
(3,8,6,7) Yysin(y —a)m — Yssinan — (a — B’ — y) §¢ sinfBn
+ (B+7y)d;sin(a — B )w==o,
(3,5,6,9) dssin(y —pB)m— (f'— a)Yssinan — (— y) Y, sinBr
4 (7 — )Yy sin(B' — a)m =o,
(3,5,6,10) d;sin(y —a)m — Yssinan — (— y) Y sin(f+p'—a)m
—(—a)Ysin(a—pYyn=o,
(3,5,7,8) dysin(y —a—B)n— (—B)Yssinan — (y) gy sin(fp'— a) =
“+ (a—7y)YgsinfBr = o,
(3,5,7,10) Yssin(y —a)m — Yssinan — (y) ¢y sin(B +p' — o) 7
—(—B—pB")dy,sinBr=o,
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(3,5,8,9) Yssin(y—B—pB)m— (B'—B— o)yssinar
+ (B'—y)dssinPr — (y — e — B) Yy sin(a — f')w =o,
(3,5,8,10) ¢ysin(B+ ' —y)w+ (¢ — B —B') Yssinan
— (e —y)Yssin(B+B'—a)m— (—B— B )Yy sin(p — a2)n:=o,
(3,5,9,10) Yssin(B+p —y)n+ (B+ ' — a)dysinan
—(y—a)dosin(p+p'— a) m+ (—a) Yy, sinfin = o,
(3,6,8) 4y —(—B—PF)Ys—ds=o,
(3,6,9,10) (7) s —(B+B — )b — ()b + (B’ —a) Yy =0,
(3,7,8,10) (— )b — (v —B—B )Y — (=N Ys—(—a—2B =B, =o,
(3,7,9) 4’3“'(@+BI)¢7_‘"}’9:0v
(3,8,9,10) 2e¢;sin(B+ B —y)m — (B+ B — y) Yy
+(@—=B—8VY—(—a—B) Y=o,
(5, 3,6,7) (B'—B)hu— (B —=B) s — (— s+ (PN =o0,
(,5,6,8) sin(B'—oa)m — (—a) Yssinf'n
—(—a—f")Yssin(f+ B —y)m+ (— B')dsgsin(y ~ a)mw = o,
(5,5,6,9) dysin(f' —y)m+ (—a)Yssin(y —a—B)n
— (=B = Yesin(B+B —y)m+ (y—a—PB)Yysin(y — a)m =o,
(4,3,7,8) (a)Yysin(y —a—P)n+Yssin(B—y)n
= B+ dsin(B+B —y)n+ (2 +p—y)Yssin(y —a)m=o,
(4,5,7,9) (a)dusinBr+¢ssin(a—B)n+ (a+B)Yrsin(B+p —y)n
+ (B)Yesin(a — y)n =o,
(%,5,8,9) ()b~ (—a)ds+ (a—y)bs— (y — ) yy=o,
(8,8,10) ¢, —ds—(—a—0") =0,
(4,6,7,8) Yy sinanm + (—a — B )dssin(B—y)m
+ (B+y—a)d;sinf'm+ Yysin(ax —y)mw= o,
(4,6,7,9) Yysinan+ (— B —y)desin(B —a)n
+(B)%sin(a—kﬁ’—«y)rr—i—%sin(a—y)n:o,
(5,6,8.9) (B')dusinom + (—a—B")Yesin(f+p' —y)n
+Yssin(a+ 3 —y)m— (y —a) s sinf'w =o,
(4,6,8,10) ¢, sinam + (— o) Ygsin(B+ ' —y) 7
+dgsin(a—y)m— (—2a) Y, sinf'n=—o,
(4,6,9,10) (7)Y, sinam +- (ax — y) s sin(B+p' —y)=m
—|—(y)%sin(oc—y)7r—(—--a)up,osin(a—f—ﬁ’—y)ﬁ:o,
(%,7,8,9) (—B)dusinom—+ (B —a)y;sin(B+p —y)n
(= y)dssin(ax —B)m (- a)Yysin(f—y)n=o,
(5,7,8,10) (— y)dysinar + (y — a) y;sin(B+p'—y)«
(=P dssin(a—y)m+ (— 20— B~ B')dysin(B—y)n=o,
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(4,7,9,10) Yy sinan + (a) Yy sin(B+ ' —y)=w
+Yysin(a—y)nw+(—a—B—PB) Ysin(f—a)n=o,
(4,8,9,10) 2i¢4sinoc7r—|—(a—y)qzs—(y—oc)%+(—20:—-—@')!{410: o,
(8,6,7,8) Yysinam + (—f')dgsin(a+p —y)n
+(B+y)¥rsin(B' —a)m+ Ygsin(a —y)n=o,
(8,6,7,9) Yssinan+ (e —B'— y)dgsinfn
+ (a4 B)rsin(B' — y)m+ Yy sin(a —y) nw =o,
(5,6,8,9) (B')Yssinam + (¢ — B )dssin(B+p' —y)7w
“+ () Yy sin(B —y)m+ (y) Yy sin(a — B')yw =o,
(5,6,8,10) Yysinanm + (—a)dgsin(B+p' —y)n
+Ygsin(a —y)m— (— &)Yy sin(f — a)w =o,
(3,6,910) (y)ssinam + (a —y)desin(B+p'—y) =
+ (V) desin(a —y) T — Py sin(f' —y)m =o,
(5,7,8,9) (—B)Yssinam + (a+ B)d;sin(B+p' —y)n
— (2 —7)YssinfBr + Yy sin(a + B —y)m =o,
(8,7,8,10) (—y)dssinam + (y — a)dysin(B+B'—y)=w
+(—y)dssin(a—y)T+(—a—B—B)dysin(a+p —y)n=o,
(5,7,9,10) Y;sinan + () Yy sin(B+ ' — y)m+ dysin(a —y)w
+(—B—pB )y sinpr=o,
(5,8,9,10) 20y sinam + (& — y)Ys— (7 — ) by + (— B’ ) Yy =o,
(6,7,8,9) (—B—B)Ys—(B+pB)Yr+ds—ds=0,
(6,7,10) (—=y)ds— (¥ —(—a—B)dw=0,
(6,8,9,10) 20dssin(B+B' —y)m— (7)) s+ (y) by — (B'— )Yy =0,
(7,8,9,10) 20, sin(B+B' —y)n—(— ) ds+ (—y) b —(—a—2B —B") o =o.

Remarque. — A chaque formule de ce Tableau en correspond une autre
du méme Tableau, que 'on peut déduire de la premieére par les régles sui-
vantes :

1° Dans les coefficients de ¢,, s, 45, $u, sy Gey $ry sy §y on change :
en — i en laissant a, 3, ', y invariables, puis on permute 3 et ', 4, et {;,
'*}/5 et 4’7, 4’8 et g3

2° On multiplie le coefficient de ¢,, par — (22 + § + §), puis on
change i en — i, en laissant «, 3, §, v invariables; puis enfin on permute
Betf.

(— o — B) devient par exemple — (—a—f); (—a—f) devient
(—a—B).
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(—a—p—f) devient — (— ), lequel devient + (—a —f — ),
ete., etc.
Certaines formules se correspondent a elles-mémes.

TasLeav VI (voir p. 72).

Remarque 1. — Les formules de ce Tableau, qui ne contiennent ni ¢,
ni ¢,, ni §,,, sont les mémes que dans le Tableau V.

Remarque II. — Dans les formules qui contiennent {, ou ¢,, ou {,
et {,, sans contenir ¢, il suffira d’ajouter 203" & la quantité entre paren-
théses dans le coefficient de ¢, et de retrancher 2 a la quantité entre pa-
renthéses dans le coefficient de §,. Cela tient & ce que le point % passe de

la partie inférieure du plan dans la partie supérieure.
Exemple. — La relation
Yr— (@) f— (a —y)ds—2i(a — B — ) sinBr=o
du Tableau V devient dans le Tableau VI
Yr— (@) pa— (@ —y)s— 26(x + B'— y) s sinfr = o.
Cela posé, voici les relations du Tableau VI :

(1,2,3,4), (1,2,3,8) (voir le'Tableau V),
(1,2,3,6), (1,2,3,7) (),
(1,2,3,8), (1,2,3,9) (voir le Tableau V),
(1,2,3,10) Yy sin(B+ ') m —[(B'— a) sinBr + (¢ — B) sinB'n ],
—[(y—a—p")sinBr+ (x+ B —y)sinf'n]y,

—20(B' )y, sinBrsinp’'n = o,
(1,2,4,5) (voirle TableauV), (1,2,4,7) (1), (1,2,4,9) (voir le TableauV),
(1,2,%,10) Y, sin(y —a)m + (B'— B)p sin(B+ B'— y)w

—[(y —B)sinfn+ (20 + ' —y)sinf'n]d,
+(a+2B8 —y),sinf'n=o,

(1,2,5,6) ('), (1,2,5,8) (wvoirle TableauV),
(1,2,5,10) (B — ")y sin(y —a)n+ gy sin(B+p'— y)w
—(—a)[(y—a—pB")sinBr+(a+B—y)sinB'n]ds— (y — a)dyy=o,

(') Voir la remarque II, p. ror1.
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(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (1),

(1,2,6,10) (— B )y sin(y —o)m
—[(a—=@")sin(y —a)m+ (a+ p'— y) sinan ]y,
—[sinfr+(2a+B+p'—2y)sinf'n] s+ (2 + B —y)¢;,sinf'n = o,

(1,2,7,8), (1,2,7,9) ('),

(1,2,7’ 10) (——@)% Sin(V—o‘)

—[(ﬁ—oc)sin(y——oc)ﬂ—i—(«/'—oz—(B)Sinom]up2
+[sinf'r+(2y—200—B—pB')sinfBr]d; — (y—a— B ,sinp'n =o,

(1,2,8,9) (voirle Tableau V),

(1,2,8,10) uplsin(a—l—ﬁ—;—@’—y)w—%sin(ﬁ—»—ﬁ'——y)n
—[(—8")sinfrn+ (20 — 2y + B) sinf' n] s

— (o4 B+ B'— y)yosinp'n =o,

(1,2,9,10) ¢, sin(a+ B+ —y)mw— gysin(B+ ' — y)nm

—[(B)sinﬁ%ﬁ—(2y—2a—-5’)sin@n]%+(y—a)up,osinﬁn:o,

(1,3,4,58) (voirle Tableau V), (1,3,4,6),(1,3,4,7) (1),

(1,3,4,9) (voir le Tableau V),

(1,3,4,10) ¢, sin(B+ B’ —a)m — gy sin(B +p'—y)w
——[(za——@)sin@’n—%—(B’)sinﬁn]%—i—(a—l—ﬁ’—ﬁ)%osinﬁ’ﬂ:‘o,

(1,3,5,6),(1,3,5,7) ('), (1,3,5,8) (voirle Tableau V),

(1,3,5,10) ¢y sin(B+p' —a)m — Yysin(B+p'—y)m

—[(—p@)sinf'm+ (B'—20)sinfr]ds;— (28— o) Yy, sinfr ==o,

(1,3,6,7), (1,3,6,9) ('),

(1,3,6,10) Y, sinar — [(a —y) sinan + (¢ — 20') sin(y — a)n] Y,

+[(20:—-ﬁ——y)sinﬁ’TH—({3’—7)sinﬁn]%~-(a)upmsinﬁ’n:o,

(1,3,7,8) ('),

(1,3,7,10) ¢, sinanm — [(y — a) sinam + (28 —a)sin(y — o) m] Y,
+[(y—20-+B)sinBr—+(y—B)sinB'm]Y; + (B + B’ — o) Yy, sin B = o,

(1,3,8,9) (voirle Tableau V),

(1,3,8,10) ¢, sinan + (B — B')dssin(B+ ' — y)=

—[(B—y)sinBrn+ (200 — B’ — y)sinB'n]Ys— (a) Yy, sinB'm = o,

(1,3,9,10) ¢, sinan + ( — B')dssin(B+ ' —y)7

—[(y — B)SINB'm + (7 4+ B — 20) sinBr ]y
+(B+ B —a)d,sinfBr=:o,
(1,!",5,6)1(1’l|"5,7)’(1’1’76’7)(1,1"76,9) (l)’

(1) Voir la remarque II, p. 1or.
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(1,4,6,10) (—a— 3" )d;sin(y —a)m
+[(— @) sin(e —y)m — (B’ — y) sinan ]y,
—(B'—a—)dssin(B+ ' —y)n+ (B'— 7)Yy, sinf'n=o,
(1,47,9) ("),
(1,4,7,10) (B — )Y, sin(y —a)m~+ [(a)sin(B—y)nr — (y — &) sinBr]{,
—(y—a—B)Yysin(B+f' —y) — (B ) sin(B—y)mr=o,
(1, 4,8) (voir le Tableau V),

(1,4,9,10) 441—(&)4':.—(y—a)%+(@’)%o:0,

(1,5,6,7), (1,5,6,8) (1),

(1,5,6,10) (aa — ')y sin(y —a)m
+[(—a)sin(f'—y)m— (¢ —y)sinf/w]Y;

— (B —y)esin(B+B'—y)m+ (B )y sin(B'—y)m=o,

(1,3,7,8) ('),

(1,8,7,10) (o + B)¢;sin(y —a)m+ [(B)sin(a—y)m— (y — B) sinan ] Y;

—(y—a—B)sin(B+B'—y)n — (B'+y)dy,sinfir = o,

(1,5,8, 10) q/l_(_'a)¢5_(“_7>q’8—(6l)¢10:0’

(1,5,9) (voir le Tableau V), (1,6,7,8), (1,6,7,9) (1),

(1,6,7,10) 20y, sinansin(y —a)n
+[(B+B'—y)sin(y —a)m—+ (B'— B) sinan ],
+(y—B—p")sin(y—a)m + (B'— B) sinan]y; — (8") dy, sinyrm == o,

(1,6,8,9) ('),

(1,6,8,10) Y, sinarw + Ygsin(B +p'—y)w
— [(ae—2f")sin(y —a)m+ (e —y)sinan]ys— () Yy, sinf'n = o,

(1,6,9,10) Y, sinam + Y sin(+p'—y)=w
—[(2y —a—2f3")sin(y —a)m+ (y — a) sinan ],

+ (7 — )Yy sin(y —B')n=o,

(1,7,8,9) ('),

(1,7,8,10) Y, sinar + Y;sin( +p'— y)=
—[(e—+2B—2y)sin(y —a)m + (¢ — y) sinan],

— (e + B+ B —vy)ysin(y —B)n=o,

(1,7,9,10) ¢, sinanw + ¢, sin(B+ B'—y)w
—[(2B —a)sin(y —a)m—+ (y — &) sinan ],

(BB — )y, sinfr=—o,

(2,3,48) (voirle Tableau V), (2,3,4,7) (!),

(2,3,4,8), (2,3,59) (voirle Tableau V),

(1) Voir la remarque II, p. ro1.
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(2,3,4,10) dpsin(B+ B —a)mw+ (B — ') Yssin(y —a)m
— ()Y sin(B+ B )+ (B + By sinf'n=o,
(2,3,5,6) (1), (23,5,8),(2,3,5,9) (voirle Tableau V),
(2,38,5,10) d,sin((B+p'—a)m+ (B — B )dssin(y —a)m
— (—a)Yssin(B +B')m — ¢y sinfBw —o,
(2,3,6,7), (2,3,6,9) (1),
(2,3,6,10) d,sinam — (— 28/ )Y;sin(y —a)n
+ (2 — 7)Y sin(B + B)m — ¢y sinf'm =o,
(2,3,7,8) ('),
(2,3,7,10) Yysinam — (28) Yy sin(y —o)w
+(y —a);sin(B+ B )+ (B + ')y, 8infBrw =o,
(2,3,8,9) (voirle Tableau V),
(2,3,8,10) dysinam + (B — B )dysin(a+ B+ ' —y)w
—(a+ B+ B —y)ssin(B + B )T — ¢y sinfB'n =o,
(2,3,9,10) Y, sinan + (B — B ) Yssin(a + 3+ ' —y)=w
—(y == B —=F)dssin(B+ B+ (B + B ), sinfr=o,
(2,4,5,8),(2,4,5,9) (voirle TableauV), (2,4,6), (2,4,7,8), (2,47,9) M),
(2,8,7,10) (—o)dy— (o) s+ (y —a— B — B )+ (B Y=o,
(2,4,8,9) (voirle Tableau V),
(2,4,8,10) dpsin(B+B'—y)m— (a)dysin(a+ B+ ' —y)w
+(a—y+B—PB")ssin(y —a)m+(&+ B+ B —y),sinB'n=o,
(2,4,9,10) dpsin(B+B'—y)m— (a)dusin(x+ B+ ' —y)w
+(y—oz+B—6’)%sin(y—oc)‘n—i—(ﬁ—!—ﬁ’)kl),osin(oc—x—ﬁ’——y)n’:o,
(2,5,6,8),(2,5,6,9) (1),
(2,5,6,10) (2)e— (— ) s+ (a+ B+ B —y)bs— (B ) =0,
(2,8,7) M, (2,5,8,9) (voirle Tableau V),
(2,3,8,10) dpsin(B+ ' —y)m— (—a)yssin(a+ B+ B —y)n
—i—(oc—-y—!—@—ﬁ’)%sin(y—a)ﬂ—t{zlosin(a—i—ﬁ—y)n:o,
(2,5,9,10) dpsin(B +p'—y)m — (—a)yssin(az + B+ ' —y)n
+(y—a+B—pB)ssin(y —a)mr — (y — )Y, sinfr = o,
(2,6,7,8), (2,6,7,9) (1),
(2,6,7,10) 2i¢psinan + (a + B+ L' —y)ds—(y —a — B — B¢ — (B) Yy, =o,.
(2,6,8,9) (),
(2,6,8,10) Yy sinan +dgsin(a + B+ p'—y)n
— (—2f")Yssin(y —a)m - Yy, sinf'w =o,

(1) Voir la remarque II, p. 101.
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(2,6,9,10) ypsinan + $gsin(o + B+ ' — y)w
—(2y—2a—20")dosin(y—a)m +(y — a)d,sin(y —a — B )n=o,
(2)7’8’9) (1))
(2,7,8,10) §,sinam + ¢, sin(a + B+ ' — )7
—(2a+2B —a2y)dsin(y —a)w
—(x—y+B+B)ysin(y —a—pB)rn=o,
(2,7,9,10) Yy sinom + ¢, sin(a+ B+ ' —y)=
— (2B)Yesin(y —a)m+ (B + B') ¢y, sinBr=o,
(3,4,5,6), (3,4,5,7) (') (3,45,8),(3,45,9) (voir le Tableau V),
(3,%6,7), (3,4,6,9) (),
(3,4,6,10) (—3')dysin(y —a)mw— (B') Y, sinan

— (B =1 Sin(5+5’—°‘)+(@/)‘-})10 sin3'mw = o,
(3,57,8) (1),

(3,5,7,10) (B —a)y;sin(y —a)m — (a — B)d, sinan
e(y—a—ﬁ)%sin(ﬁ—l—fs’—o:)n—i—(@’)l.pmsin(oz—ﬁ)n: 0,
(3,4,8,9) (voir le Tableau V),
(3,%,8,10) (B —B")dssin(B +B'— y)m + (o), sinan
—(2—y+ B =L )ssin(B+ B —a)r— (a)d,,sinf'm=o,
(3,4,9,10) (8 —B")dssin(B+ p'— y)w + (), sinan
—(y—a+P—B)besin(B+B —a)mr— (B + B")¢ysin(ax — B)m =o,
(3,5,6,7), (3,5,6,9) (),
(3,5,6,10) (¢ —B")dysin(y —a)mr — (B'— a)Yssinan

—(a+B —y)ssin(B+p —a)mr— (8" psin(a—pm=o,
(3,5,7,8) ('),

(3,5,7,10) (B)dysin(y —a)m — (— B)Yssinan
—(y—B) Yy sin(B+ ' —a)r — (B") g sinfr =o,
(3,5,8,9) (voir le Tableau V),

(3,5,8,10) (B —B")Yssin(B-+ B —y)m+ (— a)Yssinan
— (=7 +B—=BYssin(B+p' —a)r+ Yy sin(a — B Yn=o,
(3,5,9,10) (ﬁ—5')¢3Sin(ﬁ>—|—B’—y)n—}—(—a)gbasinocﬂ:
— (7=t B— B)doSin(B + B'— @) + (B + B — a) o sin B — o,
(3,6,7,10) 2i({3—@’)%sin(y——a)ﬁ+(a—y)%—(y—a)%——(ﬁ)t{)w:o,
(3,6,8) (),

(1) Voir la remarque II, p. 1o1.
Fac. de T. — VII. F.14
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(3,6,9,10) (¢ —)bs— (2 — 7+ ' = L) — (7 — 2)da + (B) 10 =0,
(3,7,8,10) (7 —a)ds— (y —a+ B — L) — (@ — 7)ds— (B )=,
3,7,9), (4,5,6,7), (435,6,8), (45,6,9), (45,7,8), (4,3,7,9) (),
(4, 5,8,9) (voirle Tableau V),
(5,5,10)  (e)dhs— (— a)hs— (B =0,
(4, 6,7,8), (4,6,7,9) (),
(4,6,7,10) 200, sinar + (B+B'—a—y)bs—(y —a— B — 58— (5)biy=0,
(4,6,8,9) (1),
(%4, 6,8,10) 4, sinarw + (— 2)Yssin(f+ ' —y)w
+ (— 2B/ )y sin(a — y)m — Yy sinf'm =o,
(4,6,9,10) ¢, sinam + (— a)Yssin(B+p'—y)w
+(2y—2a—28")ysin(a — y)m +(y — a)dysin(y —a— ' )n=o,
(4,7,8,9) (voirle Tableau V),
(4,7,8,10) (y — @)Yy sinam + (y — a2 —B)Y;sin(B+ ' —y)=
+ (B—y)dgsin(a— )7+ (B )Y sin(3 — y)m=o,
(%, 7,9,10) (a— B)d, sinaw + (— B)Yrsin(B+p'—y)w
+ (B —a)Yysin(a —y)w — (3" )Yy sin(ax— B)n=o,
(5,6,7,8), (5,6,7,9) (1),
(3,6,7,10) 20l sinan + (2 + 3+ —y)bs—(a+7— B — 3V — (5)dw=0o,
(3,6,8,9) ('),
(5,6,8,10) (B — )Yy sinam -+ (B ) sin(p +p'— y)m
+ (a0 — B Ygsin(a —y)m + () sin(a — B )r=o,
(3,6,9,10) (B'— y)dssinan + (e + ' —y)dssin( +3'—y)w

+ (7 — B ) Yesin(e —y)m — (B )Y sin(p'— 7)m =o,
(3,7,8,9) (')

(5,7,8,10) ysinam + (a)Y;sin(B+ g'—y)m
+ (20 +23 —2y)Yssin(a —y)m
—(t—9+ B+ B )ysin(y —a—pB)r=o,
(3,7,9,10) Yssinam + (o) s sin(B + ' —y)m+ (2f) o sin(a — y) =
+(B+B’)"px051fl@ﬁ:o,
(6,7,8,10) (y — o) g — (y — )Yy 4+ 28(B — B ) dssin(y — a)m — (B) o =0,
(6,7,9,10) (¢ — 7)¥s — (ot — ) Yr+ 28 (B — B ) Yo sin(y —a)m — (B) Y=o,
(8,9,10) (o —P)¥s— (v — ) +:(B)dro=o0.

(1) Voir la remarque II, p. 1o1.
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TasLeau VII.

(1,2,3,4), (1,2,3,8), (1,2,3,6) (1,2,3,7), (1,2,3,8), 1,2,3,9) (voir le Ta-
bleau VI).
(1, 2,3,10) [(y —a—B)sinB'm+ (a+ ' —y)sinBr]y,
—[(y —B)sinB'm—+ (B'— y) sinPBr]d,
—ysin(B+ B8 —2i(y—a~+ ) Ysinfrsing’'m=o,
(1,2,4,5), (1,2,4,7), (1,2,4,9) (voir le Tableau VI),
(1’2’1’7 10) L’H15in(7—a)ﬁ+(—‘5'—5/)4’25“1(5_'_!3’—7)77
—(y—pB =8 sin(B+3)m+ (y —a)Y,esinf'mr=o,
(1,2,8,6), (1,2,5,8) (voir le Tableau VI),
(1,2,5,10) ¢;sin(y —a)m+ (B + B sin(3+ 3" — )%
— (BB —Yssin(B+B )T —(y—a+ B+ B )bisinBr=o,
(1,2,6,7), (1,2,6,8), (1,2,6,9) (voirle Tableau VI),
(1,2,6,10) Y, sin(y — a)m — dysinym — Ygsin(f + w4 (y — a) e sin3'm =o,
1,2,7,8), (1,2,7,9) (voir le Tableau VI),
(1,2,7,10) Yysin(y —a)m — Yy sinym — drsin (B + 3=
—(y—a+ B+ 8),sin3t=o,
(1,2,8,9) (voir le Tableau VI), '
(1,2,8,10 Y;sin(y —a—B—p)m—,sin(B+ ' — )=
+Yssin(P+B)T+ (7 —a+B+3),esind'm=o,
(1,2,9,10) 4y sin(y —a— B — 8 )m+dysin(B+B'— )=
4+ dysin(B+8)m— (7 — &)Yy sinfr =o,
(1,3,4,5), (1,3,4,6), (1,3,%,7), (1,3,4,9) (voirle Tableau VI),
(1,3,5,10) [(B—B8' —a)sin(B+ ' —y)w +sin(y —a) =],
— (BB =) ssin(B+p —y)m
i —[(y—B")sinB'm+ (B —y)sinfBr]Y,+ (y — a) Yy, sin3'm =o,
1,3,5,6), (1,3,8,7), (1,3,5,8) (voirle Tableau VI),
(1,3,5,10) [(a+ B —B)sin(B+p' —y)m+sin(y —a)w ],
— (7 +B =B )ssin(B+p'—y)m
—[(B—y)sinpm+ (y —B) sinf'n] ¢,
—(y—a+B+3),sinfr=o,
(1,3, 6,7),» (1,3,6,9) (voir le Tableau VI),
(1,3,6,10) Y, sinar — Yy sinyn + [(B'— y) sinBr + (y — B) sinf/w) s
- — (2y —a)yosinP'n =o,
(1,3,7,8) (voir le Tableau VI),
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(1,3,7,10) J, sinom—%sinyn—*—[(5’—y)sinﬁn—i—('/—@)tinﬁ’w)u]»,
+ (B + 8- a)Yysinpr=o,
(1,3,8,9) (voir le Tableau V1),
(1’3)87 10) (@/)(‘plSinaﬂ'ﬂ_(s)dﬁ-’iSin(B+t8l_7)w
—[(B)sin(B +B'—y)m+ (B") sinym) s
—(2y —a+ )y, sinf'r=o,
(1,3,9,10) (— ) sinan + (— B Yssin(B+3'—y)=m
— (=8 sin(B +p'—y)m+(—B) sinyn] s
+ (3" —a) Y sinfr=o,
(1,%,5,6), (1,4,5,7) (voir le Tableau Vi),
(1’ l";S’ 10) 21"1’4 Siﬂ(”/‘—fx)ﬁ—(“/)’w'/z"-(—'/)H'Js*’-(“/—d"-.@)‘%o:(),
(L,%6,7), (1,%,6,9) (voir le Tableau VI),
(1,4,6,10) ¢, sin(*/é—a)ﬁ—u}/sinyﬁ—(—y)% sin( +3'—y)m
+(y — )y sinf'r=o,
(1,4,7,9) (voir le Tableau VI).
(1,4%,7,10) u}qsin(y—oc)ﬁ—dﬂsinyﬁ——(—-*/)%Sin(@—i—@’——y)rr
—(B+P —a)bsin(f—7y)=o,
(1,4,8) (voir le Tableau VI),
(1, 8,9,10) $y— (a) Yy — (& — ) g+ (B) d1o=o,
(1,5,6,7), (1,5,6,8) (voir le Tableau VI),
(1,5,6,10) ¢, sin(y — a)m — Yy sinym — (y) Ygsin (B + 33—y
+ (27 —a)dysin(B —y)m=o,
(1,5,7,8) (voir le Tableau VI),
(1,3,7,10) ¢, sin(y — o) m — Y5 sinym —(P)sin(B+ 53— y)n
—(y—a+ B+ 8 )d,sinB3r =0,
(1’5’8’ 10) LI/,—(—0.)4/5—(”/—0()'4Jg—(2}'—29(—0—‘5’)’\%0:0, ‘
(1,5,9), (1,6,7,8), (1,6,7,9) (voir le Tableau VI),
(1,6,8,10) ¢y sinar + s sin (8 + ' —y) 7 — gy sinym — (27 — 2) Yy, sin5'n = o,
(1,6,9,10) ¢, sinam + q sin(f+ ' —y)m — Yy sinyn
—(y—a)dsin(@' —y)m=o,
(1,7,8,9) (voir le Tableau VI),
(1,7,8,10) dysinam + gy sin(B + 5’ — y) 7w — Uy sinyn
(Y —a+B+B),sin(B—y)r=o,
(1,7,9,10) ¢, sinam + ¢ sin(f + B'— )7 — Yy sinyr
+(—a+6+@l)¢10 Siﬂjf)ﬂ.":.:o,
(2,3,4,5), (2,3,h,7), (2,3,4,8), (2,3,4,9) (voir le Tableau VI),
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(2,3,48,10) [(—p)sin(B+ B —y)m -+ (2 —P) sin(y —2) 7],
+(a+B—7)Yssin(y —a)n
— [(2a — ) sinfr + (7 — B — B') sinf'w ],
+(y—a+B),sing'm=o,
(2,3,5,6), (2,3,5,8), (2,3,5,9) (vot/ le Tableau VI),

(2,3,5,10) [(B)sin(B+ B'—y)m+ (3'— «) sin(y —a)w]d,
+(y—a—0B")ysin(y —a)m
— [(y —2a)sinf'm+ (3 + 3’ — y)sin3n]d;
—(y—a-+B)dusinpr=o,
(2,3,6,7), (2,3,6,9) (voir le Tableau V1),
(2,3,6,10) dysinam + Yysin(a —y)w
+[(a+B'—y)sinBr + (y —a— 3) sin B w]d,
—(2y—2a),sini't=o,
(2,3,7,8) (voir le Tableau VI),
(2,3,7,10) ¢, sinom + ¢y sin(a —y)m
+ (7 — & —B)SinG'T + (25— ) sinp] b
+ (B + 3"y, sinpr =o,
(2,3,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,3,8,10) (B'— )Y, sinan + Yssin(ax+ 3+ '— y)«
— e+ 5 —y)sinBrn+ (y —a— B)sinB'w] s
—(2y—2a+ B —B)ysinp'r=o,
(2,3,9,10) (3'—B)dasinan +¢gsin(x+3+ 3 —y)=w
—[(oc—l—,3’-—7)sin§ﬁ—i—(y—x—ﬁ)sillﬁ’r]gg
B sinsr =
(2.4,5,8) (2,4,5,9) (voirle Tableau V1),
(2,4,5,10) 20d,sin(B+3'—y)w
"“(7”‘3—5/)4’5«_(.3""‘3,_7)4’5_(7"'9“5‘5)%0:0,
(2,%,6), (2,57,8), (2,4,7,9) (voir le Tableau VI),

(2,8, 7,10) dov Ui+ (B+B — )b+ 2B+ 3 —a)dp=o,
(2,4,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,%,8,10) ¢psin(3 + 5 —y)m + () sin(y —a— 3 —3')n
+ (43 + 3 —y)dgsin(y —a)m
+(y—a+3+5)db,sinB'm=o,
(2,%,9,10) dosin(B + 5'—y)m+ (a)dysin(y —a—3— 8=
+(a+p+5’—y)%5in(y—a)r
_ (B+3)yesin(y —a— pBYr=o,
(2,5,6,8), (2,5,6,9) (voir le Tableau VI),
(2,5,6,10) b — s+ (y — B3 — P bs— (27 — 2 — B') by =o,
(2,3,7), (2,5,8,9) (voir le Tableau VI),
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(2,5,8,10) Ypsin(B+p'—y)m+ (—a)dssin(y —a2—3--8)=w
+(7—a—B—0)dssin(y —a)m
+ (27 —22)Ysin(y —a—B)m=o,
(2,5,9,10) dysin(B+B'—y)mn=+(—a)dbysin(y —a—3—8)n
+(y—a—B =05 bsin(y —a)m — (y —a)bysinBr=o,
(2,6,7,8), (2,6,7,9), (2,6,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,6,8,10) by sinanm + Ygsin(a + 3 + ' — y)m+ Ygsin(a—y)w
— (27 —2a),sinf'n=o,
(2,6,9,10) dysinam + Ygsin(e + 3+ B'— y)7 + ysin(az — y)w
—(y—a)bypsin(a+p'—y)n=o,
(2,5,6,8),(2,5,6,9) (voirle Tableau VI),
(2,5,6,10) o— s+ (y — B — B~ (27 —a— 3V =o,
(2,5,7), (2,5,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,5,8,10) dusin(3+ 3 —y)m+ (—a)lssin(y —a— B — 58"«
A+ (y—a—B3—0")ssin(y—a)m-~(2y—2a)dsin(y—a2—p3)r—o,
(2,5,9,10) Yy sin(B - B'— )7 + (— e)dssin(y — 2 — 5 — B)%
+(y—a—B—p")ysin(y —a)r— (7 — )Y, sin37 =o,
(2,6,7,8), (2,6,7,9), (2,6,8,9) (voirle Tableau V1),
(2,6,8,10) ¢, sinar + Ygsin(a + B+ B«
C R gsin(e—y)m — (27 — 20) Y, sinf'm=o,
(2,6,9,10) dysinom + Ygsin(a+ B+ p' —y)w
—dysin(a—y)m— (7 — a)dy,sin(e+ ' —y)m = o,
(2,7,8,9) (voirle Tableau VI),
(2,7,8,10) Y, sinan + §;sin(a + B+ ' —y)=m
+dssin(a—y)m+(y—a+ B+ B )by sin(a+ 3 —y)n=o,
(2,7,9,10) Yy sinan + Y, sin(a + B+ ' —y)w
+ Yy sin(a —y)m+ (B +p' ), sinBr=o,
(37 ’4" 5’6)9 (3’ !|’, 57 7)’ (3; lh 5’ 8), (3, '4“, 5, 9) (l)Ol'I' Ie Tableau IV ),
(3,4,5,10) 20dysin(y —a)mwsin(B+3'— y)=
—[(y —B)sin(B' —a)m+ (e + 3’ —y)sinpr]d,
+ [(B'—y)sin(B—2)m+ (y —a—B)sinB'n]d;
+ (7 — 2+ B ysin(if+ p'— a)m—o,
(3,4,6,7), (3,4,6,9) (voir le Tableau VI),
(3,5,6,10) ysin(a — y)m + ¢, sinaw
+[(—a)sin(B+ B3 —y)n+ (B'—B)sin(y— a)m]ds

— (27 —2a)d;,sinf'r=o,
(3,4,7,8) (voir le Tableau VI),
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(3,4,7,10) dysin(y — a)m — ¢, sinan
—[(F'—y)sin(p—o)m+ (y—a—B)sinf'n]Y;
— (B+ B —a)sin(fp—a)Tt=o,
(3,4,8,9) (voirle Tableau VI),
(3,4,8,10) dysin(B+p'— y)m+ (2 + B'— B)d,sinar
— (e + B —B)sin(y —a)m+sin(B+ ' —y)r]ds
— (27 — a2+ B'— B, sinn=o,
(3,4,9,10) 4;sin(B+ B —y)n+ (a2 + p'— B)d, sinaxn
+[(a+p'—y)sin(a—B)n— (y—B)sinfB'n]Y,
— (28) o sin (2 — B)m =0,
(3,5,6,7), (3,5,6,9) (voirle Tableau VI),
(3,5,6,10) d,sin(y — o)w — Yy sinarn
— [y —8)sin(p/—a)m+ (a2 + B'—y)sinBn]s
+ (27 — o)y sin(p' — a)m=o,
(3,5,7,8) (woirle Tableau VI),
(3,5,7,10) Yysin(a — y)7 + Yy sinar
+ [(a)sin(B+pB'—y)m+ (' —B)sin(y —a)mw] Y,
+ (B + B )y sinBr =o,
(3,5,8,9) (voirle Tableau V1),
(3,5,8,10) ¢ysin(3+ 3 —y)m+ (B'— B — a)d;sinar
+[(y—a—20B)sin(a—p")Ymr— (B — y)sinBr]d,
+ (27 —2a+ B —B),sin(x— 5 )r=o,
(3,5,9,10) dysin(B+ 3 —y)n+ (B'— B —a)Yssinar
—[(B'—=B—a)sin(y—a)m+sin(f+ ' —y)m]Y,
+ (28— a)d,,sinfBr = o,
(3,6,8) (voir le Tableau VI),
(3,6,9,10) 4y — (' —B)ds— o+ (y — 2+ ")y =0,
(3,7,8,10) 43— (B'—B)yr—ds— (7 — 2+ ) byy=0,
(3,7,9), (&,5,6,7), (4 5,6,8), (4,5,6,9) (voirle Tableau VI),
5,5,6,10) ¢, — Y5 —2idsin(B+ B’ —y)n— (2y —a— )Y, =o,
b, 5,7,8), (8,8,7,9) (voirle Tableau VI),
% 5,7,10) $y— by —2idssin(B+5'— y)m — (2B + B'— a)hio=o,
4, 5,8,9) (voirle Tableau VI),
(4, 5,8,10) (), — (— a)Ys—2igsin(y —a)m — (29 — 20+ ), =o,
(%,5,9,10) ()b, — (—a)s— 20y sin(y —o)m — (B ) =0,
(% 6,7,8), (4,6,7,9), (4,6,8,9) (voirle Tableau VI),

(4, 6,8,10) Y, sinam + (— ) e sin(B+ B — y)w
+ dgsin(a—y)m— (27 — 22) Yy, sinf'm=o,

(4
(
(
(



F.i12 R. LE VAVASSEUR.

(5,6,9,10) u}/,,sinocr:—i—(—oc)%sin(ﬁ—i—5’—7)7:
+Lpgsin(a~7)n—(y—a)uplosin(a—l—ﬁ’—y)ﬁ:o,
(% 7,8,9) (voirle Tableau VI), '
(", 7,8,10) ¢, sinar + (— o), sin(3+p3'—y)m
—|—¢ssin(cx—7)T:+(y~—2x+§+@’)¢1osin(ﬁ—y)n:0,
(%, 7,9,10) %sinom—k(——oz)%sin(@—u—{5’—7)n
-\—L!JgSin(OC—Y)ﬂ‘—(ﬁ—f—5’—0!)41105111(06—[3)7T:0,
(3,6,7,8),(5,6,7,9), (5,6,8,9) (voirle Tableau VI),
(3,6,8,10) d;sinar + (a)dgsin(B+ ' — )=
—|—L}Jssin(a—-—}/)T:—i—(2}/—0:)L{4105in(0c—@/)ﬂ20,
(3,6,9,10) g5 sinarm + (o), sin(B+p8'— )«

—dosin(a—y)m— (7)Y sin(B'— y)n=o,
(5,7,8,9) (voirle Tableau Vi),

(5,7,8,10) dg;sinzr:—@—(oc)%sin(@—»—@’—y)n
= ssin(e —y)m 4 (7 — o+ B+ By sin(a + B —y)m =o,
< (3,7,9,10) dysinam + (a)d, sin(B +3'—y)x
—|—v%sin(oz—“/)1':—&—(@—{--}3')%0&[1571:0,
(6,7,10) %—u}/-,—(y—oc—l—@ Y=o,
(8,9,10) Ws— Yo+ (7 — o+ B, =0,

Remarque I. — Les formules de ce Tableau s’associent deux & deux, ou
i elles-mémes comme il a déja été dit (voir p. 100). Il 0’ y ade chanoement
que pour le coefficient de },,. Etant donnée une formule dua Tableau, con-
tenant ¢, ,, pour avoir le coefficient de 1 ¥1o dans la formule associée, il faut
effectuer les opérations suivantes : 1° multiplier le coefficient de { b, dans
la formule donnée par — (22 — 2y —  — §); 2° dans la parenthése, per-
muter 3 et §; 3° changer tous les signes des termes de cette parenthése.

Remarque I1. — Ftant données deux aires symétriques par rapporta X,
tandis que  parcourt le contour de I'une, le point Imaginaire conjugué u,
parcourt le contour de 'autre. Les deux formules correspondantes se dé-
cduiront I'une de 'autre comme il suit : dans le coefficient de chaque terme
de l'une, on changera les signes de tous les termes entre parenthéses.
Un terme de la forme ™, = (X)¢, devient ainsi e, = (— M), Les
arguments des sinus restent inaltérés.

Cette remarque permet de déduire les Tableaux VIII, IX, X, XI, XII,
XIII, XIV des précédents.



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F.113

CHAPITRE 1V.

25. Si l'on pose

U—=w*1(1— )21 (1 — ux)B(1— uy)=F
ct

V= pB+B-v(p — )12 (¢ — 2) B (0 — y)-F,
on aura

-+ 1 ® “— ® — ® o W1
f Udu:f V dy, / Udu:f Vdy, f Udu:] Vdy,
0 “+1 0 0 +1 0
1 1
x ® ; £
f Udu= f Vdo, f Udu= f V do,
0 x 0 Y
' '
X 1 Y 1
f Udu:f V de, fUa’u:f V do,
1 2 1 Y
1
» x w Y y x
f Udu:f V do, f Udu:f Vdo, fUdu:f V do.
f . ' 0 ' .
x y x

Les intégrales des seconds membres sont prises soit le long de segments

rectilignes, soit le long d’arcs de circonférences qu’il est aisé de déterminer.
Choisissons les trois intégrales suivantes

w1:f Udu:f Vdo,
1 0
0 Y
wzzf Udu:f Vd,
1 0
¥
£ 1
co3:f Udu:f Vdy,
1 0

®1__¢ @2

et solt

w3 i w3
Fac. de T. — VII.



F.r14 R. LE VAVASSEUR.

On peut se demander & quelles conditions x et y, considérées comme

fonctions de £ et de v, seront des fonctions uniformes de Eetden.
Soient

a=1+B+B—y, b=y—az A=1—f, p=1—8.

M. Picard a démontré (*) que les dix conditions suivantes étaient tout
d’abord nécessaires : les dix nombres @ +b —1, @ +A—1, a + w—1,
b+h—1, b+p—1, A+p—r1, 2—b—X—u, 2—A—p—a,
2—wp—a—b,2 —a— b— \doivent étre les inverses d’un nombre en-
tier, positif ou négatif ().

Nous nous proposons, dans le présent Chapitre, de trouver tous les
groupes de quatre nombres, a, b, ¢, d, tels que I'on ait

1

a+b=1+ >
Nap
I I
a+c—1+4+ —, 2—(b+c+d)y=—,
Nge Ng
I I .
a+d=r1+ ) 2—(c+d+a)=—,
Naa ny
I 1
b+c=1+ 5 2—(d+a+b)y=—,
Ny, n,
I 1
b+d=1+ —, 2—(a+b+c)= —,

Npa ng

1
c+d=1+—,
Nea

ou les n sont des nombres entiers.
Les quatre derniéres équations, ajoutées membre 4 membre nous donnent

I I I I
8—3(a+b+c+d)=—+ —+ —+ — =g
n, ny ne ng
ou
8—¢o

a+b+c+d= 5

(1) E. Picarp, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo-
métrigues de deux variables (Annales de I’Ecole Normale supéricure, 3 série, t. 1I,
p- 381; année 1885.

(1) E. Picarp, Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hypergéo-
métriques de deux variables (Bulletin de la Société mathématique de France, t. XV,
p- 148; année 1886-1887.
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d’ou je conclus

a—2—0 I
== -
2 — I
b= -+ —
3 n,,,
c_2—a+ 1
-3 ne
2 g I
d—= + —
3 ng
On en déduit
1 1 I I— 20
— = — e —
n,»j n; fll: 3

v et j désignant deux quelconques des quatre lettres a, b, ¢, d; si k et [ dé-
signent les deux autres, on peut mettre cette équation sous la forme

Donc, en posant n, =z, n, =y, n, = 3, nyg = ¢,
Nega — U, Npg =19, RNpe =W, Nad = P> Noge=1¢, Nap =17,

on est ramené a résoudre en nombres entiers le systéme des six équations
qui suivent

2 2 1 1 3
-t = — - — - +—-=1,
X Y b4 t u
2 2 I 1 3
-t — s — = + - =1,
x §-1 t Y (4
2 2 1 I 3
-t - — = + - =1,
x ¢ Yy 3z w
2 2 I I 3
-+t — - +-=-=1,
Yy 3 x ¢ 14
2 2 I I 3
-+ - ——_—— = +-=1,
y t x 3 q
2 2 I I 3
i + - =1I.
3 14 xz oy r

26. Sil'on considére la premiére de ces équations, si 'on a simultané-

ment
lz|>10, |y|>10, |2|>5, [¢|>5, |u|>15,
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j’en déduis
21| < l L3 <L
\— <3 Y <5 |z|<% Z‘<5’ u 5’
donc
2 2 l 1 3’
-+ = — - — = + - <<t
x Y §<t 4 u

et, par suite, pas de solution possible dans de telles conditions.
Comme z, y, z ettjouent le méme réle, je vais d’abord donner &  des
valeurs entiéres appartenant a I'intervalle (— 10, + 10). _
Je donnerai ensuite & u, v, w, p, g, r des valeurs entiéres appartenant a
lintervalle (— 15, + 15).

27. Nous ferons d’abord x = 2. Les six équations précédentes devien-

nent
2 I I 3 2 2 I 3 3
————— +—=o, — -+ -==
Y 3 t u Y z t P 2
2 I 1 3 2 2 I 3 3
—————— + - —=o, -t - — =+ -= =)
3 14 Y (4 3 2 Yy r 2
2 1 1 3 2 2 I 3 3
————— “+ —=o0, s — - - = -
t y 5w t Y 3 q 2

Si 'on a simultanément

ly1>%, 15| >%, [t>4% |[p|>8
ou
: ly|>5, |s]>3, [t|>2, [p|>8,
il est impossible de satisfaire & la premiére équation du deuxieme groupe.
Comme dans les équations du deuxi¢me groupe, ), z et ¢ jouent le
méme role, je donnerai 4 y des valeurs entiéres comprises dans I'intervalle
(— 5, +5). Ensuite je donnerai a p, ¢,  des valeurs entiéres appartenant
al'intervalle (— 8, + 8).

28. Soit y = — 2. Le systéme a résoudre est le suivant :
y

3 I T 2 1+3_5
« s ¢t =t p 2
1 2 3 1 2—|—2—|—3—1
1} 3 o 2’ z 3 r-

3 I 2 1 3 5
————— = ST =c,
z A (84 2 A 3 q 2
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Je considére en particulier I'équation

vl
I

Si 'on a simultanément

2

l<g7

z
ou bien
2] > 2, It|>1, lpl>3,

il n’y a pas de solutions.

29. Solent ¢ =1, g +

Soient 7p — 6 =p’, z = g -+ —QA, On doit donc avoir
b+ %EO (mod7),
P
p’ étant un diviseur de 24.
Donc
p=r138, p=1, 2, =, 13
mais, pour? =1 §—2—i— ! élimine z = 4
) P =1, = -z' 1 z2=14.
Reste la solution = z =1, qui convient.
Soient doncx =2, y =—2,z=¢t=1.0na
I I I I 2—0
a'::—x——!———l—z—i-Z:Z, 3 = o, a=b=1, c—= -

F.11y

Nous avons ainsi une premiére solution. Elle est comprise dans une solu-

tion plus générale, que nous trouverons plus tard.

4p

30. Soient = —1, Al Tyt

3

+ == -
P 2
OSOHSP—Z—p,Z~§+§7' na

alN

4—1—%50 (mod. 3),

d’ou
p'=—8 —2,1,4,
p:_6’ 3) 6, 2,
z= 1,4, 2, c.
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. 3 e e
La formule ¢ = — z;;[‘ehmmez—_-l,l;, 2.
), Iy . 2 1 3 5 4 .
Dallleurslequatlon;—;—i—g:;ehmmet:— [, 5= %.
. . 6t . ,
31. Soient maintenant z = — 2, p = ﬁ:; soit 7¢ + 2 =1/,
6 12 12
p—;—ﬁ; 6———t—7—Eo (mod. 7),
t'=—12, t=—2,
x =2, y =z =1= — 2 est une solution.
1*e solution : x =2, y=s=t=—2; a=b=c=1, d=3%
32. Soit z= —1,0na
3 1_9
p t 2
Orona
3 I
15—224;
donc, pas de solutions.
33. Soitz = +1,0na
6¢ 12
P=1o7 t+a2=1, p:6——7,
t,:——IZ,——G,-——A,——S,—-Q,-—I,I, 2,3)4;6’127 0,
t:—lll’_sx_6’_5’—"[h—39—1’1’2’4710a°°) - 2.

élimine

D’ailleurs la formule g = ; t6i A

t——14, —8, —6, — 5, — 4, — 3, —1, 2, 10, 00, — 2.

Reste
t=r, 4;

t =1 a déja été essayé (29).

3 1,4 -
;_2+Zehm1net._4.
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34. Soitz =+ 2,0na

’ 3t+2=1¢, p:2—fi,-

t/:“'[l’ —2, —1,1,2 [h 0,
3t=—6, —4, —3, —1, 2, o,

t——2, —1, c0.
6t . .
La formule ¢ = P élimine { = — 2, —1.
x* =2, y=—2, 2= 2, = estune solution.

2¢ solution : x=y=—2, z=-—2, t=w, a=b=1, c=o0, d=1.

35. Revenons aun® 28. Soit | p|<3. On peut supposer
|31>2, [t[>2,  dou max.(g— %):1.

On doit donc avoir B — %,51,

5 3
- — —S1 donne pZla,
2 p
en supposant p > o. Or
3 5
7}—521 donne p>o,
donc
pP=1I, 2,
pP=1:
1 2 1 23 , 8
I T3 t.__z+/, s+ 4=z t_z—?,
5=— 8, —4, —2, — 1,1, 2,4, 8, w,

J’écarte les solutions pour lesquelles on n’a pas|z| > 2, [t > 2.

235 yye e
La formule ¢z = PR élimine z = — 12, — 8, — 5. Reste
5=—06, —3, — 4.
t= 6, —6, oo. i
23

27 + z = o élimine 3 = — 3; g = — élimine z = — 6, — 4.
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36. p=2:
2 I__I o 2¢ {1 — c—o 2
st 7 T4 =5 TR
t'=—=—2, —1,1, 2, o,
t:“‘?”_‘zyl,w,—l)
s = 3, 2.
La seule solution a essayer est /= — 3; z = 3 or elle donne ¢ = ¢.
37. Reportons-nous au n° 27 & faisons y = — 1.

Le systéme a résoudre est le suivant :

3 1 1_2 2 1+3_

u 3z t 7 z p 2
I 2 3_I 2_|_2+3__

¢ v z ¢t r a2
T 2 3 2 I 3 7
————— =1, -_——t - = %
z ¢ W ¢ z q 2

Prenons la derniére de ces équations. Sil’on a simultanément

2
[2

7, i<z, |3<2 i
<6> lzl<6: ‘q\<6’ ou bhien [¢]>1, |z]> o, lg|> 2,

il n’y a pas de solutions.

38. Soit doncl:—l;g—;:%n’admet pas de solutions.
39. Soit = +1,
3 1 o 2q
9 5 2 T30 —q)
4 2 4
—qg=9q' 5= g — = - —a2= .3),
2—qg=q, 34 3 7 2=0 (mod.3)
qI:_‘[h"“I’
gq=— 6, 3, 2,
5=—1, — 2, 00
u:35+lellmlnez=~—1, — 2; reste la solution ¢ =1, z = % qui donne
w=— 2



