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SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.

40. On peut maintenant supposer

2 1 3 ) 7 3.3
l.vI>1, ltl>], mdx<z—2>_;) d’ol 5 -—‘a :‘;",
3_3
Z--g— donne ¢Zi,
2 g2
3 5.3
= —Z<Z donne g¢>o,
g 272 '
done
q—=1,
2 1 I 2t 8
T Ty FTgpmp ATiEr impea
/=— 8, —4, —2, — 1, 1, 2, 4, 8, oo,
t= 12, 8 6, 53,2 —§ o 4
= 3,-—4,——6,'—10,6,2,-—-I,—-2,0C.
J’écarte immeédiatement la solution
{— — .
b ou 2] =1.
s =—1I
2t . -
u = ¢limine ¢ == 12, 8, 6, 5, 3, 4; reste
t+ 2
t—=2, oo,
3 =72, — 2.
2 ’
{ =, 3= 2donnentp=§;z':2,y:—l,:_—_l:::zdonnent une
solution,
a—=b=c=1, d—=—1;

mais cette solution rentre dans une solution plus générale que nous trou-

verons plus tard.

41. Reportons-nous au n° 27, et faisons y =1.
Le systéme a résoudre est le suivant

1+1 3__2 1 2 3
3 ¢ u_ 7 3 3 p—2’
2 1 3 2 2 3 5
S — - = =1, S+ =5,
3 ¢ (4 Jos I3 r 2
I+3~—1 1 2 3
t z w7 s ¢ q_E

F.a6

Fac. de T. — VIIL




F.122 R. LE VAVASSEUR.

Considérons la premiére de ces équations. Pour

<2 <z B2 o
37 1 Ty w| 3

il n'y aura pas de solutions.

el

121>,

el >0,

Pl >4,

42. Soitz= —1,0na
u 1 3 3
t—= 3u+3=du t= 5 — 5—; 1—— =0 (mod3).
3u~+3’ ’ 3 3u” u ( )
u—= .
. est la seule solution; elle donne
s
p=—=%
43. s=+1,0na
u 3
t—= ——> u+3=u, t=1— —>
u+3
W=—3,—1,1,3,
u=—06, —4, —2,o, —3,
t— 2, 4, —2, 1,00,
P= 55 élimine ¢ = 2, 4, ®
{ —— o donne une solution qui rentre dans une solution plus générale
que nous trouverons plus tard.

3e solution : x —2, t

{l

<

I
Il
Q

I

1o

I

44. Revenons au n° 41. On peut supposer

|zl >1, [t]>1, max<

‘3
= 42
172

+
N
I

d’ou

<1,

- 2<1 donne
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3
- + 251 donne

<o 5
7
d’ott
H=—1, —2, —3.
Soit u = — 3,
1+1_I ot
st S
t—= 2,00, I,
Z =2, I, c0.
! =, 5 =1 donnent
w—3,
4° solution : x =y =135 =2, t=1, a=b=c=1, d=23.
45. Soit u = — 2,
o2t
ST —2’
t—=—2, 1,3,4,6, o, 2,
z= 1, —2,6,4,3, 2, .

3¢ solution : z=1, y=2, 5=3, t=6, a=1, b=1%, c=} d=1%

6¢ solution : ==y =", s=1, t=2, a=b=1 c=1, d=1L
7¢ solution : x =y =2, =1, t=—ow, a=b=1, c=1, d—o.
46. u = — 1 donne
1 1
z b
{—=—2, o0, —1I,
3= —2, —1, o0,

{ = 3z —= — 2 donne
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47. Reportons-nous au n° 27.
Soit y = 2. Les équations a résoudre sont

1+1 3 — 2 1 3
5t a7 = E+_;-)_§’
3__1_}_ o 2_,_2_1_3~?
st 3’ Fs t 7
2 I 3 1 2 1 3
e+ i =, L4+ T=-
t 3 w 2 [/ z q 2
I . 2 2 3
Prenons I'équation — + — + = = 2.
Silon a
2 2 2 2 3[ 2 | s
p <§7 7 <§’ ;i<ga ou |z|>3, t| >3, ri>4,
il n’y a pas de solutions.
48. Soit;:3,
2 3 4
TR T Y
t——12, 6, 2.
8 solution: x—y—=»2, 53=3, t=—12, a=b=4}, c=, d=4.
g° solution : x—=y=—», 5=3, t=6, a=b=2, c¢=1, d=1.
10° solution : x—=y=s5=2, t—3, a=b=c=3}, d—= 5.
49. 3 =2 donne
2__}_3_1
¢t r 7
r=-—3, I, 2, 4, 5, 6, 9, %, 3,
t—= 1, —1, —4,8,5,4,3, 2,0

les valeurs ¢ = 1, — 1 sont écartées, puisqu’on a déja fait y =1, y =—1.
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11° solution : x—y—s=a2, t——14, a=b=—c=1%, d—o.
12¢ solution : x—y-—s5=—a2, t =28, a=b=—c=3}, d—=1.
13¢ solution : x—y—s5=a2, t=1>5, a=b=c=1%, d=4%.
14¢ solution : x—=y—z=—a2, t =14, a=b=—=c=14, d=1.
13¢ solution : x—=y=2s=2, t=3, a=b=c=34, d= .

16¢ solution : x—y—s5=—t=—=2,

Q
I
Q™
I
I
Y
!

17° solution : xr=y =z5=2, t — o,

Q
I
>
fl
ll
Y
i

.

50. 11 est inutile de faire z=1, — 1, — 2, puisque nous avons déja

donné ces valeurs a y.

Soit z = — 3, 0n a
2+3_8
¢t r 3
r—i,
t——06
|
18¢ solution : =y =2, 5=—3, (=—6, a=b—=1, c=!, d=).

51. Revenons au n® 47. On peut supposer

Al

|s]>3, [(]>3, max<-+§>:.:1,

(X

;ix donc r>o et ri3j,
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3
- = 2 <1 donne
r2i donc r—ri, 2, 3.
;> =1 donne
1T !
z ¢t 2
t—=—6, —4, —3, —1, 2y,  ®, 2
5=—3,—4,—6, 2,—1,—2, =

Si nous écartons les solutions pour lesquelles on n’a pas|z|>3,|7| >3,

reste

t—=sz—=—4.
19¢ solution : x =y =2, z=t—=—14{, a=b—r1, c=d=1.
52. r = 2 donne

2 2 1

S+ =

3 4 2

t=—12, — 4, 2, 3, 5, 6,38, 12, 20,0, 4
3= 3, 2,—4, —12,20,12,8, 6, 5, 4, .

a0t solution : x—y=2, z=5, t=20, a=b=4% c=g, d=+%
a1° solution : x—=y=2, z3=6, t=12, a=b=%, c=1%, d=1
a9¢ solution : x—=y—=2, s=1(=3, a=b=% c=d=4%.
23¢ solution : x—=y=2, s5=4 t=w, a=b=3 c=4 d=1,
53. r =3 donne

1 I 1

f - ==

3 t 2’

t—=—a2, 1,3, 4, 6, 0, 2,
= 1, —2,6, 4,3, 2, c.
[
24¢ solution : x—=y =2, s=t=14, b=0b=2, c=d=1.
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54. Reportons-nous au n° 27 et faisons y = — 3.
Les équations a résoudre sont

3 12 2 1 3 _ 13
PR & z ttpT 6
2 3 2 2 3 g
¢t s v 3 T rTE
12 3 ¢ 2_1,3_13
¢t w 3 t Tz 776
Prenons I'équation
21,313
z t+p_6
Sil'on a simultanément
<, [H<2 [l
T AT p~<18’
ou bien
s >2, [t >0, |p|>4,

il n’y a pas de solutions; or on peut supposer

|5]>2, [t]>2, d’ou max.(ré—tl):—_l.

Donc
13 2
6 p

55. Soitp =1, 0na

2= —4,t=3 donne

F.127

25¢ solution : z =y —=—3,
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56. Soit p = 2,
T

2
¢ 3

AN

5= —6, 2, 4, 6, 12, 3,

t= 1, —3,6,3, 2
q::rwz_ﬁéliminez:[;, 3; reste
5=20,
3,

(ui donne

57. Reportons-nous au n° 27 et faisons y = 3, on a

I 1 2 2 5
—+—‘—§?—‘—7 __i+§—_—_3,
s ¢ u 3 s ¢t p 6
2 +3__1 2 2_’_3_‘”
3 ¢ v 3 z r— 6’
2 I+3___l 2 1+3_5
¢z w3 t s ¢ 6
Considérons I'équation
2+2+3_ 11
5 ¢ r- 6
Si I'on a simultanément
2 Il 2 <11 3 <11
3 18’ t 18’ r 8’

ou bien
|z]>3, |t]|>3, |[r|>4

il n’y a pas de solutions. Or on peut supposer
|31 >2, |t] > 2.

58. Soitz =3, o0na

I

(eI

_|_

S
N

Pour|¢] >3, |r|>5, iln’ya pas de solutions; soit £ = 3 (alors 7 = 6), on

trouve ensuite
t—=—6, 12.

x =y =z =3, { =2 est une solution.
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” —_2
26¢ solution : x =y =3=3, t=o2, a=b=c=1, d=1
a7 solution : r=y=3, s=2, (=—6, a=b=} c=3, d=4
a8¢ solution : x=y=3, s=2, (=12, a=b=1 c=}, d=4%

59. On a :
2 y o 11 3.
X.f — -] =1 —_ — —| =T
max <~ +t> , d’ou 6 =R
ce qui donne
r—a, 3,
soit 1 = 2,
I + 1 o I
st 6
5:‘*30’ —I12, "‘6’ _‘“3) 2, 3a ‘-/h 5’ 7s Sy 9, 10, 12, 15) 18) 24,

= 5, !l’ 3, 2, _39 — 6, —12, — 30, 42, 2‘4; 13, 157 12, 10, 9, 8,
t =42, «, 6,
5= 7, 6, oo.
— 5% élimine £ = — 30,7, 8 : rest
P = ;¢ ¢hmine 2 = — 3o, 7, 8, 9, 10; reste
t——12, 12, o€,
3= 4, 12, 6.
q = 0z é¢limine z = 4.
3+ 6

29° solution : x—2, y =3,

30° solution : r—=2, y=3, 5=6,

60. =3 donne

A

s=12, 6.

la premiére solution a déja été trouvée (58).
Fac. de T. —- VII.

F.1y
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31¢ solution : x =02, y=3, s=4, t=6, a=3}, b=, c=,, d=%
61. Reportons-nous maintenant au n° 27 et soit y = — 4. Le systéeme &
résoudre est
3 1 T 2 'L 3 )
« sz ¢ 2 s ¢t p 7
a3t 2 2 +_3 0
t = P st ro
1 2 3 0 2 ¥ + 3 )
z ¢ w4’ t s q 7
’o . 2 I 3 s . <1 .
L'équation - — - + ;=2 n’aura pas de solution si I'on prend simulta-
nément
2 < 2 1 < 2 3 < 2
3 37 | 37 |p 3’
ou

151>3, [t]>1, |pl>4
Ol’ on peut SIIPPOSQF

|si>3, lel>3;

done

ceci donne la condition

3].3 .
2— =S5 d’ol p=-2
pi~h
62. Soit donc p = 2,
2 l—__]
FE Y
s = 12, 8’ 6’ 5’ 3; 2 '—‘-/h ®, _,|,
t—— 3’_4,_63—“]0’ 6’ 2, —1, —2, ®,
43 Vye . noox 3—1 ,1~ [ N/
re= g élimine = =6, 53 ¢ = ——— ¢hmine = =5, 4.

<
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63. Revenons au n° 27 etsoit ) = 4. Le systéme a résoudre est

1+1 3 1 ) +3_
s ¢ w2’ s ¢t p 7
) 1+3__1 2+2+3~7
s ¢ A 3 ¢ T
2 1 i 2 1 3
——':—}———’—_—/-) - — -+ -=1
¢ 3 w 4 ¢ 3 q
L’équation
2+2+3_7
st r 4

n'aura pas de solutions si I'on prend simultanément

2 7 2 3 7
Il L, ’_<l, <L,
S 12 A 12 r 12
ou bien
|s]>3, |¢|>3, |rl>5.
~ On peut supposer
v N 2 2
[z]>3, |¢|>3, d’ou max.(—_—a—ﬂ:r.
Donc
= 3
é——". —’-<‘]’ d’ou ":2’3”—,}'
4 7
64. Soit 1r = 2,
1 1___1
T

z=—56, — 24, —38, 4, 6, 7>

F.131

9, 10, 12, 16, 24, 4o, 72, @, 8,

t= 7 6, 4y, —8, — 24, — 56, 72, fo, 24, 16, 12, 10, 9, 8, .
Ge - . N
P= 137 ¢limine ¢ = 7, 6, 72, 4o, 24, 106, 8. Reste
t= 4.
32° solution : r=y—=4, s—=2, t=—8, a=b=% c=1, d=1
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65. r = 3 donne

-

pour | z|>5, |1]| > 5, il n’y a pas de solutions.

t =4,
=28
donne
g =2
66. r = 4 donne
1 + I . 1 .
st 2’
S=—2, 1, 3, 4, 6, ®, 2,
t = 1, _2’ 6, 4, 37 2, o«
33¢ solution: x=y=s=14, t=o, a=b=c=1, d=23
67. Revenons au n°® 27, soit y = — 5.
On a a résoudre le systéme suivant :
3 1 1 2 2 1 3 19
————— == = - — = ==
u o t B 3 3 P 10
i 2 3 I 2 2 3 13
————— = -+ -+ - = —)
[4 b ¢ o) 3 t r 10
I 2 3 1 2 I 3 19
————— = T - ==
k-4 [4 (324 b t 3 q 10
Considérons I'équation
2 I 1
2,219
3 4 10
Il n’y aura pas de solutions si I’on a simultanément
2 <19 1 <19 3 <19 ou |5]>3 (> |
= S - _ - . z 1 4.
3 307 |t 307 |p 30 o | o lp N
Or on peut supposer | 3| > 4, [Z]| > 4; donc
2 1 3 31_3
max.| 5 — - ) = = d’on _ 2 S5
3t ] o p|~d

P =2
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68. p = 2 donne

2 IA. 2'
3 t 5’
5= 30, 10, 6, 4, — 20, 3,
t=— 3, — 5, —15, 10, — 2, cc.
103 'y . N
r= ——— élimine z = 6, 5. Reste
75——20
5= 10,
t =— 3,
qui donne
—
9="1%

1 I 3 2 2 I 3 I
- — - =5 S — S =
z ¢ u 9 z t P 10
2 13 I 2 2 3 17
S+ - =5 S s =L,
5 t ’ J 5 t 10
2 I 3 1 2 1 3 11
Z - — = = e = == .
¢ s w0 ) t s q 10
Prenons I'équation

2 2 3 1y

S s = L

3 A r 10

Elle n’aura pas de solutions, si I'on a simultanément

17
<3o’

3

r

2 oubien |3|>3, |¢|>3, |r|>5.

2 17 2
z 30’ t

<

Or on peut supposer | z| >4, |£] > 4, donc

2 4 , 1 30_4
max. | - + - “:.:;', d’ou ,_/__*__fﬂ;
4 ¢ 5 10 ri{=5
“donc
r—==2, 3.
70. Soit 1r = 2,
R
5 t 10’
5 —=—go, —4o, —13, —10, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 13, 20, 30, 35, 60, 110,
t= g, 8, 6, 5, —10, —15, —%0, —90, 110, 60, 35, 30, 20, 15, 14, 12, 1,

S =0, 10,

{ =10, .
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10¢ S LI , -
= 57770 élimine ¢t =9, 8, 6, 110, Go, 35, 20, 10. Reste
5=-—10, 15,
t = 5, 3o.
= 2% ¢limine z = 15
q_?):—i—lo e
u
! 34¢ solution : x—=y=35, s=2, t=—10, a=b=23 c¢c=p%, d=+;
|
71. Soit rr = 3,
I 1 i
LA
3 t 20

Pour |z|> 5, [¢] > 5, il n’y a pas de solutions; or z = 5 donne

o~

20
0,

72. Revenons au n° 27. On peut supposer |y|>5, [z|> 35, |t >5.
Donc

max +22 —2 d’ou 5_ 3],
) s t) 6 2 p|T6’
donc
P=2 3, 4
De méme,
=9, 3, 4, r=sa, 3, 4.

D’ailleurs, en ajoutant les équations du second groupe, on trouve

1 1 I 1 [ 1 3
e e e e e
y 3 4 p q r 2
de la on tire
o 6 pqr
YT Spgr+apg—hrp+q)
__ 6 pqr
T T 3pgr+apr —hq(p+r)
[ — 6 pqr )
C3pgr+2rq —h4p(g+ 1)
puis
_ 3pqr _ 3pqr _ Spqr

U— —F————————— St — 3 (v — .
r(p+q)—2pq q(p~+r1)—2pr p(q—+r)—2qr
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73. Soit p =g =2, r=2,3,4.

33° solution : =y =z:=«, t=2, a=b=—=c=1% d=1

. _ — 11 —
36° solution : r—=y=9, t=2, z=—18, a=b=%, c=4, d=15
c ; g — J— — =1 e—11  g—1
37¢ solution : x—=y—=6, t=2, z3=—12, a=b=15, — 1 =3

- . . r i1e . L .
74. p=2, g:j, r=3, Gy w= 9—2, élimine 7.:4’[)__2’ 9—7—5
donnent

75. p=2, ¢ =r =/, donne
xr =2, y=3, I=t=12,

solution déja trouvée (n° 59).

76. p=g=3,r=3,4; p=¢g=23, r =4 donne

f—f—9
s—=t=1.

38¢ solution : x =y —z—=6, t =2, a=b=c=1, d—3

77. p=3, g=r =4 donne

i

3 .

78. p=q =r = 4 donne la 33¢ solution.

79. Revenons aux n® 26 et 25, et faisons z = — 1.
On a a résoudre le systéme suivant :

2 I 3 2 2 I 3

————— + - =3, —+=—-+ ==o,

Y 3 u y 3 t P

2 I I 3 2 2 1 3

————— —+ - =3, -4 =-— -+ —=o,

jt [4 y ¢ t Y z q

2 1 1 3 2 2 I 3

————— =~ =3, -+ — -4+ =o.
Yy = v 3 ¢ y r
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La premiére équation n’aura pas de solutions, si I'on suppose simultané-

ment
3

u

<

2
¥

(3
L7
4

3
4
ou

Ly

>2, |z|>1, [¢[>1, Ju|>4.

Remarquons que nous avons trouvé Zoutes les solutions ot 1'un des nom-
bres z, y, 3, L est égal & 2. Nous essayerons donc y = — 2, — 1, + 1.

80. Soit y =1. Le systéme a résoudre devient

3 1 1 I 2 3
—-—:——:], Z——:———:z,
u 3 t 3 P
2 1 3 , I 2 3
Tyt -=4h === = =2,
3 t ¢ 3 q
2 1 3, 2+2+3
SR —=4,- - - - =1.
¢ 3 w o P st r

. . 3 . .1 .
I’équation ; + 5 = 4 n’aura pas de solutions si 'on prend simulta-

nlw
|

nément

:3
<§)

o4
z{<§’

ou 3] >1, [¢] > 2.

-~
<

81. == — 1 donne

qui n’a pas de solutions, car

82. = — + 1 donne
3 1
;_;:2, t_———Z,-—_—I,I.
3¢ . .
w = ——— élimine — 2, — 1.
5t—2
x=y=23:=1,1=—1donne

cette solution rentre dans une solution plus générale, que nous trouverons

plus tard (86).
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83. Revenons aun® 80; on peut supposer

3
|z]>1, ] >1, d’ou max.<-2-—-l->:—-

z 14 2
Donc
3|_3 .
fh— -S> et, par suite, p=1I.
(4 2
2 I
S =1 On a
t=—3, — 2,1, 00, —1,
z= 3, 4,1, 2, oo
W = 2,”_1 élimine 3, 4, .
84. Revenons au n® 79 et faisons y == — r. Le systéme & résoudre est
3 L 2 1 + 3 )
w s ¢t 7 = ¢t p_ 7
2 I N 3 ) 2 I N 3 )
= t e 7 t 3z q 7
3_ 1. 3 -, 2,2, 3 .
I s w7 3 t r

Or, si nous considérons la premiere équation, le maximum du premier
membre est précisément 5; il est atteint pour z =1¢ = — 1. La solution
ainsi trouvée (@ = b = ¢ = d =1) rentre dans une solution plus générale
que nous trouverons plus tard (86).

85. Revenons au n° 79, et faisons y = — 2.

* ’ . . 3 1 I . N
La premiére équation devient —— == 4. 11 n’y aura pas de solu-

tions si l'on a simultanément

‘%<-§ §<§ |t]<:%> ou  |u|>o2.
Comme on a
max.(é—-}-;l).:l,
on en conclut
| e e

Fac. de T. — VL. F.18
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1 I
s+ ;=—1.0na
5=—2, w, —I,
t——2, —1, oo,
La solution ainsi trouvée & = y == 3= — 2; { = — 1 renlre toujours

dans la méme solution générale que nous allons trouver a I'instant (86).
g q

86. Revenons au n®79; on suppose |y | > 2, | 5| > 2, |{|> 2. Donc

2 1 I 3
max. [ = — - — - = é, d’ou 3—— ;é,
Yy s t 3 u 3
donc
w=r, et, de méme, e =w=1.
Donc
2 1 1
—= -+ -
y 3 [4
2 1 T
-= - + —>
3 ¢ Y
2 1 1
)
t Yy =
done
3 3 3 1 1 1
ol =C= -,
y 5 t y 3 t
ainsi
y=s=t=n
(n étant un entier quelconque positif ou négatif).
. I
39° solution : z=y=s5=—n, t=—1, a=b=c—1, d= -,

r étant un nombre entier arbitraire, positif ou négatif.

87. Revenons au n°® 26 et faisons x = — 5. Le systéme a résoudre sera

2 1 3 2 2 t 3

————— +2=1, 22t 2 b
y s w 5 Yy s t p 5
2 1 T 2 2 I 3

————— + 2 =1, 2,2 1 3 4
3 ¢ y 5 P t y r— 5
2 1 1 5 2 2 ! 3 4
————— + = =1 -2 =3
t y 5w 5 ¢ 3 q 5



SYSTEME D’EQUz\TlOl\'S AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC. F. |59

La premiére équation n’aura pas de solutions si 'on a simultanément

3

u

A HeZ e Z
<20’ ':‘<20’ ‘£l<20’

20

2
Y
ou bien

P1>5 lzl>2  [t>2 |u|>s.

Nous allons faire varier y dans l'intervalle (— 5, + 5), en omettant les
valeurs y =2, — 1, qui ne pourraient donner que des solutions déja

trouvées.
88. Soit y—1; 2143 _p de solutions si I
- Soit y =1; - — 5 + 5 = = naura pas de solutions si 'on suppose
2 4 1 4 3 4 o
Z<g7 ‘Z'<-5-’ ;<g ou |~|>2, |t;>[, ]c|>o,
{ =1 donne
2 3 17 o
zte=3% =5
La solution correspondante (¢ =b =1, ¢ =}, d = — ) rentre dans une
solution plus générale (146).
89. z = — 2 donne
3 _ 1
v t — 5’
qui n’a pas de solutions.
90. 5 =1 donne
3 1 2 2 3 1y
rE et S

dont la seule solution est ¢ = 5 (déja trouvée).
91. On peut supposer | z| > 2, [{| > 2,

2 ]
max. <— — ?) =1, d’ol
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¢ =1 donne

1 2 3
t s 5
5:—'20’_5’— L/l’_‘ 3’ 5,
t= 2, 5, 10,—15,1
53 iy . .
W= _——— élimine z = — 5, — 4, — 3.

92. ¢ = 2 donne

2 I _ 9
3 t 10’
or on trouve
P=—1
93. Revenons au n° 87 et faisons y = — 2. On a d’abord
3 I I 12

équation qui n’a pas de solutions si I’on a simultanément

oo |
<z ‘Z ou |z]|>1,

/,
i3
<3

3] _4
;]<5’

ey |~

D’ailleurs on a

max I-!—I =1 d’ou 3 12
T\ t) u 5

<~

94. u =1 donne

95. u = 2 donne

1 I 9
_——t - = L
3 t 10’
t—=— 1, 10,
5= 10, — 1

ne peut donner qu’une solution déja trouvée.

[¢]>1,
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96. Revenons au n° 87, et soit y = — 3. La premiére équation devient
3 1 1 31,
w 3zt 1)’

elle n’admettra pas de solutions si I’on a simultanément

3 31 1 31 1 31
" <Z-5-’ e <_75, lzl 5 ou [ ] >4, [5]>1, |¢]>1.
On a
max. (+ +2)=2 31t 3.2,
\z"¢) 3% 15 w|=3’

cette inégalité ne peut étre vérifiée.

97. Revenons au n° 87 et soit y = 3. La deuxi¢me équation donne

___B)

3 26
+_
¢

Qv

1
¢
laquelle n’aura pas de solutions si 'on a simultanément

3
v

26

6 .
2 <4—5 oubien |z|>3, [¢|>1, |¢|>5.

4—5)

1

Z<

98. Soit z = 3, I'’équation devient

3_1_16
¢ t 15
{ = — 15 est la seule solution; elle donne
w=1
99. Soit |z| >3, || >3,
max _2.___.{ ——-§ E_(é 3'<‘:‘)'
‘\z ¢t/ T4 15 ¢|=%
d’ou
v=—1,2,3
¢ =1 donne
2_I__ 19,
s ¢ 15’

pour

z| >3, |t| >1 pas de solutions. Or, 5 = 3 donne

t =33
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100. ¢ = 2 donne

ulw
|

o~ -

on cn déduit
1

1
u s 6
qui est plus simple a résoudre; elle donne

5 =—{42,—24,—18, —15,—12,—10,—09,—8,—7,—5, — 4, —3,—2,3,6,12,30,—6;

j’en conclus

5= 6, 12, 3o,

t=r10,—15, — 6,

comme solutions communes.

5z

. 1 'y . ~ «
Drailleurs w = ———— ¢limine = = 6, 12 et 3o.

<

101. ¢ = 3 donne

2 1 _ 11
5 15
(qui admet pour solution 5 = 3, £ = — 15; mais, pour z =3, = —15,0n a
=15,
102. Revenons au n° 87 et soit y = — 4. La premiére équation donne
3 1 119,
v s t 10’

il n’y aura pas de solutions si I’on a simultanément
|w| >4, |5]>1, | ¢]>1.
Comme on peut supposer | z| >3, [¢| >3, on a

319

u 10

<
2

~

(A
~ | -

1 A I .
max. < + —) = et, par suite,

d’ou

u = 2 donne

AN
~
Y v
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t—=—15—5, — 3, — 2, 10,

5—=— 3,—5, —15, 10, — 2,

et?=z=—>5 donne
20

V=

103. Revenons au n° 87, et faisons y = + 4. La seconde équation de-

vient
3_?1

3
+ ==
v 20

nlN
l

| -

Il n’y aura pas de solutions si I'on a simultanément

|s]>3, [t]>1, |v]>3.
D’ailleurs
max AP
« s [ _— 47
donc
33 3|3,
20  ¢|74%
donc
v=12,3
v = 2 donne
2 13
= ¢t 2
d’ou I’on conclut
I 1 1 1 1 13 1 1 19
— ==+ <> — 4+ - = — - — —
« s 4 w5 20 u s 20

dont les solutions sont

w—= I, — 20,
Ww = — 20, I,
donc, pas de solutions.
104. ¢ = 3 donne
2180 g —_%
z t 20’ u p= 7
105. Revenons au n°® 87, et soity = — 5. On a
3 1 19
« 3zt 5
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u|>5,|z|>1,|t| > 1, n’aura pas de solutions. On a

qui, pour

max ! -+ ! 2 d’ot
A = - )= u S — -
3 ¢ 5 5 u

<

et, par suite, z = 2, qui donne

I 3 5
= d’ot ==
10 2

IS

106. Revenons au n® 87 et soit y =+ 5. On a

M

|+3
t Y

oy o

2
2_

qui n’aura pas de solutions sil’on a simultanément |z| > 3, |¢] > 1, |¢| > 5;

on a
2 I 3 3 8|_3
max.| - — -} == d’ou - — =152
(t-i)=5 EEE
et, par suite,
v—2, 3.
¢ = o2 donne
2 1 I I 1 3 1 1 3 1 1 9
- — - = —> - == 4 —> - 4 — = > -t - =
z ¢ 10 u 5 10 3 W 5 u p 1o
W= 1, —10,
i = — 10, 1;
lonc pas de solutions.
107. ¢ = 3 donne
2 13 1__|+2 1+1_14 1+1_16
3 :t 5 w5 i35 w3 15 u w 15
U= 1, u=—1j,
w1, W= 1.
On trouve
s=—15,  t=—13
donc pas de solution.
108. Revenons aun®87. Ona
I 2 . 7 31 2
(211 —2 d'o 7 _21<2
max< - t> 5 u =53
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done
w=-=2,3,4, v=2,3, 4, w=2, 3, 4.

Drailleurs, en ajoutant les trois premiéres équations membre & membre,
on trouve

donc pas de solutions.

109. Revenons au n°® 26 et faisons # = — 4. Le systéme & résoudre est
le suivant

2 X 3 2 2 1 3 3
————— +==5 S+ S=5
Y ] [ 2 Y z t 4 4
2 I I 3 3 2 2 I 3 3
————— + =5 e T
5 14 Y v 2 y t 3 q 4
2 I 1 3 2 2 3 3
—————— =5, e e

y 3 w 2 3 ¢ r 4

Sil’on a simultanément |y | > 5, |z| > 2, |{| > 2, | «| > 8, pas de solu-
tions.

Faisons d’abord varier y dans lintervalle — 5, + 5, en évitant les va-
leurs 2, — 1, — 5 qui ne pourraient que nous donner des solutions déja
trouvées.

110. Soit y = 1. Prenons I'équation

AU
< | w
[SHRS

o~ =

elle n’a pas de solutions si I'on prend simultanément |z |> 2, [{] > 1,

o] > 3.

111. Soit¢=1,0na

[
I
o 1N

<l w

5 3==1, 4;

la solution y = ¢ =1, z = 4 donne une solution qui rentre dans une solu-
tion plus générale que nous trouverons plus tard (146).
y =t=z=1 donne
— &
P=—73
Fac. de T. — VIL F.ig

>
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112. 5= — 2 donne
3 1 7
14 t 2
{ = — 2 donne
I:‘—f—
113. Solent |z '>2,[f|>2,0na
2 1 5 3
max.| - — - ) =i, - — %1 =1, 2.
z 4 2 v
¢ = 1 donne
2 I_ I
3 t %

22—12,—8,—"6,—5,—3,_2’47(70?_4’
t= 3, 4s 6, 10, —6, —2,1, 2, o,
W — f_z; élimine z = — 12, — 8, — 5, — 3, —4.

114. ¢ = 2 donne

F=N V]

uln
|

=-I, d’ou pP=—

|

115. Revenons au n°® 109 et soit yy = — 2. L.’équation

n’admettra pas de solution sil’on a simultanément |z | > 3, |z|>1, [ >1;
on a d’ailleurs

1 1 . . 13 5
max.( - + - =1, d’ou 1—--
3 t u 2

v =1 donne

1 1 1
-+ =
z t 2
d’ou
t—=—2, 1,3,4,6,00, 2,
5= 1, —2,6,4,3, 2,
ht g .
p= ;7 ¢limine /= 6.
+4

fot solution : z=y—=4, z—=—2, t=—4, a=b=1, c=1}, d=1.
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116. © = 2 donne

I ]_
strT T
t——2, oo, —1,
3—=—2, 1, «
y =1=z=— 2 donne
—
P=3
117. Revenons au n°® 109 et soity = — 3. On a
3 I 1 13 [ 1 2 13 3.2
vz i Mzt 7w 6wty T
u = 2 donne
1 I__ 2
PR

d’ot1 ’on conclut
12

":_'7_'
118. Revenons au n° 109 et soity = 3. On a

3 II
_,]_—
v

vl

!
¢ 6

[AWES)

¢équation qui, pour | 3| >3, [{| >1, |¢| >4, n’a pas de solutions.
Soit z= 3, ona

3 1 7 R .
;——Z-i—f—i’ d’ou t—=—96, —1,3
{ =—6 donne
w—=2
hie solution: xz—y—35=3, t—=—4, a=b=c=3%, d=1
119. Maintenant on a
max. (2 — _3 3_ 1.3 p=2
\z )% v 6|74 -
v = 2 donne
2 I___i
z ¢t 3

t=—21, —12, —9, — 6, — 5, — 4, — 2, —1, 3,6, 15, 0, — 3,
5= 7 87 9 12, 15’ 2-/1, - 12’ “‘3, 39 4’ 5, 6, x.
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_65'1",~8 PV
IL——_+6elIIllIle4--—7, » 9y 1D, 21, 4, O reste
z—12, 6.
63 ye e .
W= —— élimine z == 12, 6.
25— 0
120. Revenons au n°® 109 et soit y = — 4. On a
3 I 1 I ) 1 3 o1
————— =2, max.| - + — ) == —» - —2| - u==:
u 3 3 2 u
u = 2 donne
I+I___ 1
3 t 2’
t—=—6, —4, 3, I, 2, Ly, — 2
3—=—3, —4,—6, 2, —1, —2, .
4o° solution: x—y—z5=1t—=—4, a=b—=c=d=3.

2 1 3 7
4t =4
3 t v 4
de plus
2 1 3 .
max.[ - — - )= ->» d’olt
st 4
donc
V_:2,3.
Soit ¢ = 2; on a
2 I_I I_I+I
5 ¢t 4 w4 5’
donc
1
-+ ==,
u w
u =2, w, I,
w—2, I, ©
u=
donne
w—1 |\
c—=—f4  dou -
S t

=10

A

F=N I
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43¢ solution : z—y = 5=\, t=—14, a=b=c=3, d

el

1

u = w = 2 donne

w
I
=

<
A
I

FEN

122. ¢ = 3 donne

I
BN

nlN
l

| -

(ui n’a pas de solutions si 'on a |z| > 5, || > 2,

4
- 4|

est la seule solution, déja essayée d’ailleurs.

|

t

123. Revenons au n° 109, et soit y = 5; on a 1'équation

17

-

10

3
4

ARBSI

-+
t

qui n’a pas de solutions si I'on suppose simultanément |z|> 3, |¢|>1,

|91>5a

2 1 3 I 3]1_3
max.|( - — - )= =, donc 72 S5 p=a.
3 t 5 10 v1=5
¢ = 2 donne
2 I 1 I 1 1 I 7 I 1
- —- =5 - ==+ = —+ - =L, -+ — =1,
Y4 t 5 u z 10 w 3 10 u w
u =2, oo, 1,
5:5, t=>5
w=—2, I,
44° solution : =y =13z=13, t = —14, a=b=c=3, d—3.

124. Revenons au n° 109, et supposons |y | >5, |z]|>5, [{|>5,
d’ou
2
'g’

<

3
-

D’ailleurs
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la solution ¢ = u = w convient seule. On a alors

2 1 1
— = - 4 —
y ozt
2~_I+]
3¢y
2_I+I'
, t y 3
donc
3_3_3_I+I+I ey
y i t y = ¢’ y=z=
On trouve alors
I+I_I
Yy pr 4

et,\par suite,
y=—12, —4 2, 3,5, 6, 8 12, 20, o0, k.

Toutes ces valeurs de y donnent des solutions, savoir :

45¢ solution : x—=y—z=—12, t—=—4, a=b=c=3%, d =45,
46¢ solution : x—=y—=z= 6, t=—4, a=b—=c=3, d=1.
47¢ solution : r—y—z—= 8, t—=—4, a=b—=c=3%, d—=3.
48¢ solution : x=y—=s= 12, t—=—14, a=b=c=3%, d—=245.
hoe solution : z—=y—=z= 20, t=—A4, a=b=c=3%, d—=232.
d0¢ solution : z—y —z—o0, t——14, a=b=c=1% d=1.
125. Revenons au n° 26, et faisons = — 3. Le systéme d’équations &
résoudre est alors le suivant :

2 I L 3 5 2, I 3 2

;f—z t w3’ ¥. t p-3’

2 ¥ 1 3 5 2 2 1 3 2

————— + - = 3> -t - — = 4+ == 5>

s ¢t y ¢ 3 t  y s gqg 3

2 1 L 3 5 2 2 1 +3_2

t y s w3’ 3 ¢ v r 3

*
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Si l'on suppose simultanément |y |>4, |z|>2, [t|>2, |[¢]|>7, la

premiére équation n’aura pas de solutions.

126. Soit y =1.Ona

n N
|

pour |¢|>1, |z]> 2, |¢| >3, iln’y a pas de solutions.

t = 1 donne

2+3_ 11 v=r1,
z v 3’ 3=
x=y=1, 2=23, t=— 3 donne une solution; elle rentre dans unc

solution plus générale que nous trouverons plus tard (146).

127. 3 =— 2 donne

(ui n’a pas de solutions.

128. Supposons | z|>2, |[Z]|> 2, d'ou

max 2 )= 8 3 <y =
\z 7)) 37 5|=0 =
¢ =1 donne
I . 2 +~ 1 1 4 I o 2
t 3z 3’ z w3’
5:_3’ P
t=—3,
Nous aurons la solition suivante :
51° solution : x—y—z=—3, t—r1, a=b=c=14, d—=1
129. Revenons au n°® 125, et soit y = — 2. On a I’équation
3 I 8
u 3 t 3’

laquelle n’a pas de solutions si 'on a simultanément |u|>3, |z|> 1,

t]> 1.
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On a
1 I 3 8
max. | — -l=1 d’ou —~ — 2|
(z - t> ’ : w 3|="
d’out
=1
« =1 donne
I 1 1
- =,
5 ¢ 3
t:—6, 2, 4, 6) 12, oo, 3’
L= ‘2, —6, 12, 6, ll, 3, o .
6t . . 3z . .
= —— élimine t =43 g = ¢limine z = 3.
t+6 4s 7 3+ 3 €z 3
]
>2¢ solution : x—y—=6, 5=-—3, (=—2, a=b=i, c=4%, d=1.
130. Revenons au n°® 125, et soit )y = — 3. On a I'équation
3 I [

laquelle n’a pas de solutions si 'on a simultanément |u{> 4, |z]|>1,
[ >1.
Ona

max.( -+
\

N oo .. 3 i
)—ga d’out ll—L—g

I 2
r 5 u=—i,
¢ 3

8| -

Pour u =1,

53¢ solution : x—=y =3, s—=t——3,

i

131. Revenons au n° 125, et soit ¥ = 3. On a I’équation

ulw

qui, pour | z| >3, |£| >1, | ¢| >4, n’aura pas de solutions.
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Essayons z = 3, qui donne

< [w
| -
I
Wl
A
I
[
&

I
=
=2

¢t = o donne

132. On a alors

max. (2 — 1) =3 d’ou 233 v =2
|z Z __4’ v =47 =
¢ = 2 donne
2 I__I
st 2
t=—10, —6, —4, — 3, —1, 2, 6, 0, — 2,
5= 5, 6, 8 12, —4 2, 3, 4, .
6z ,,. . z e e
U= élimine 5, 8, 4; w = élimine 6.
z+6 z—1

133. Revenons au n° 125, et soit y = 4. On a I'équation

= —>

12

§ 23
v

YRS

+

]

qui, pour [z] >3, |{|>1, |¢| >4, n’admet pas de solutions.

On a
2 I _?_> 23_3 <_?: o— o
max 2—? —4 E 7)‘:4’ — 2
v = 2 donne
2 1___5‘ I 11 1_1 1
5t 12 Z+;__3’ ;—z_'_[,’
w=—12, —6, — 4, —a2, 6, oo, —3,
u=— 4, —6, —12, 6, —2, —3, o
z= 2% dlimineu = — 6, — 3:
3=y, ¢hmine v =—6, — 3; pour
u=—4, 6,
z:-—Q,—-I2,
z = — 12 donne

[~

12
7.

Fac. de T. — VII. F.20

t—=—

F. 153
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134. Revenons au n® 125, et soit |z| >4, |y | >4, [t]| >4,

2 1 I 4 y 5 3.4 .
max.( ————— =2, d’olt S —21<3, =2, 3;
y & 5 3 wul™h
pareillement
vy =2, 3, w—=2, 3
Or on doit avoir
I 1 15
u v w3’
il y a contradiclion.
134 bis. Revenons maintenant au n® 26, et soit x = — 2. Les équations
a résoudre sont
2 1 1 3 2 2 1 3 I
————— — =2, e SR
y 3 t u Y 3 4 P 2
2 I 2 2 T 3 I
————— + - =2, S —— - =
3 Y 14 % Yy 14 3 q 2
9 1 I 3 2 2 1 3 I
- = — - ==, -t - — =4 == —
Y 3 W 3 [A Y r 2
La premiére équation n’aura pas de solutions si 'ona |y| >4, |5]> 2,
[t]>2, |u]>6.
135. Soity =1. On a ’équation
2 1 3
2_I.2_3
PR ’

laquelle, pour |z| > 2, || >1, |¢| >3, n’a pas de solutions.
Soit z=1, on a

=i, t—=—14, —2, 2, o, —1,

élimine — 4, — 2, ».

o — 3¢
f T At— 2

136. z = — 2 donne
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137. Soit|z|>2, |{|>2,0na

max.

wlw
I

o~ |

¢ — 1 donne

{ =1, z = 2 donnent une solution qui rentre dans une solution plus géné-
rale, que nous trouverons plus tard.

I

[l
[l
e
o

I

&

.
li

54e solution : x—=y=ow, s=—2, t=1I, a

138. Revenons au n°® 134, et soit y = — 2. On a I’équation

qui, pour |u|>3, |z|>1, |t| > 1, n’a pas de solutions. On a

1 1 3
max.<—+—>:l, ‘3———_5_1, U=
3 t n
u = donne
] 1 I
3=—14 -+ —-= -
5 v 2
=2, —1, —3, —4, —6, 0, — 2,

[l
I
8
Q
Il
ol
I
[l
]

55¢ solution : x—=y =—2,

139. Revenons au n° 134, et soit y = 3. On a I’équation

+

alw
I
&~ -
<l w
i
wiNa

qui, pour |z| >2, || >1, |¢| >4, n’a pas de solutions.
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On a
max. ( 2 — - 1 lz—§<1 v=1, 2
pt ; ) 3 ol = ’ — 1, s
¢ =1 donne
1 2_2
t sz 3
z——12, —6, —4, —2, 6, —3,
t= 2, 3, 6, —3,1, o,
u= ,+3ehmme—4.
140. ¢ = 2 donne
2_1_5
z t 6
z= 3, 4
t—=—06, —3
56¢ solution: x=y=3, z=—2, t=—6, a=b=1, c=4, d=j.

141. Revenons au n°® 134, et soity = 4. On a

v
|
& -
+

¢ =1 donne

alw
I

~ =

i
&~

~ 0
|
I
=N
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143. Revenons au n° 134. On peut supposer |y | >4, |5]| >4, || > 4,

1 I 4 3. 4
max.({——- — - = 2 — — |2 = Uu-—22
a ( 5 t> 5 u|=5’ ’
et de méme
w2
Or on doit avoir
1 1 I
— 4+ -+ — =2,
17} [y W

il y a contradiction.

144. Reportons-nous au n°® 26, et soit x =1. Le systéme a résoudre est

le suivant :

3 2 2 2 | 3
S - — - =—1, — =+ ==2,
u Yy 3 ¢ Yy z ¢ P
3+2 1 | . 2+2 1_4_3_2
v % t oy ’ t y s q 7
3 2 1 I 2 2 I 3
S s - = =—1, s —— =2
w ¢ y 3 3 ¢ Y r
Prenons

2 2 1 3

-+ — -4 —=2;

3 ¢ ¥ r

pour | z| >4, |t| >4, |y |>2,|r| > 6, il n’y a pas de solutions.

145. SOity =1,

pour |z|>2,[t]| >2,|r| >3, pas de solutions.

Soit 3 =1,

t=—1h —1, 1,3, 4,5, 8, «, 2.

élimine 3, 4, 5, 8, ».

T r1— ot

i
Sl
|
I
Y
1

3n¢ solution : x—=y—s=1t=1, a
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146. Soit|z|>2, || > 2,

2 2\ __ 4 3
maX.<Z+z>—§7 \3—;

r =1 donne

. 1
58¢ solution : z—=y=1, 3=n, t=—n, a=b=1, c=-5 d=— —;

n étant un nombre entier quelconque.

147. Revenons au n° 144 etsoity = 3. On a

QW

AR

+

N

7.
+ 3

Pour |z| > 2, |t| > 2, |r| > 4, pas de solutions.

2 2\ 4 7 3
max.<2+z>_§, Ig—;

r =1 donne

;g, r=i, 2, 3.

’—i—l— ! d’ou uw= 3
z ¢ 3 - 2
148. r =2 donne
1 1 5 . 12
-4 == — d’ou U—=— —-
3 A 12
149. r = 3 donne
: 1 1 2
- - == z=t—3
z+t 3’
, 59¢ solution: xz—=y=1z=3, t=r, a=b=c=1, d=1.

150. Revenons au n°® 144 et soity =4. Ona

+ -+

YRS

~

~ 1w
Il

e e}

pour |z| > 2, [t[>2,|r| >4, pas de solutions.
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r =1 donne

151. r = 2 donne

3 8
-+ g’ "‘“_3'

I

1
[4

YR

152. Revenons au n°® 144. Supposons |y | >4, | z| >4, | t]| > 4,

donc

2 2 1
max.( -+ - — - )=, 2 — —|<1;
Yy 3 14
p=1, 2, 3,
q =1, 2, 3’

r—=i, 2, 3.

On a d’ailleurs

1 I I 1 1 I 1 1 '
— -4+ -4 -4 —+-=2  avec max.(—+ +»—>:
y 5 ¢ p q 7 \\y

153. p=¢g =r =1 donne

1 T 1 1 1 1l 3

-+ -4 - =—1 donc -+ -4+ >

Y 3 4 'y z t[ bl
154. p=¢g =1, r=2donne

t—=3 =00, y=—2 (voir la 34¢ solution).

155. p=¢g =1, r=23 donne
y=—21.
156. p =1, ¢ = r=2 donne
t=3  (déja essayé).
157. p=1, ¢ =2, r=3 donne

t

~©
.

158. p=1, g =r=3 donne

i

o
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159. p=¢ =r=12 donne

6o° solution: z—=y—=35=046, t=ru, a=b=c=1

,
Y
i

o=

les autres essais sont donc inutiles.

161. Revenons au n° 26, et soit x = 3. Les équations a résoudre sont

3 _1_1,.8 1 2 2_1_ 3_4
y s t  u 3 y+z t  p~ %
a_1_1,.3_1 2,2 _1,.3_4
s ¢y v % t 'y z ¢ %
3_1_1,.3_1 22 1,8 4
t y s w3’ s ¢ y+r—3
Prenons I'équation
2, 2 1, 3_4
y s ¢t p 3

Pour |y|>6, |2|>6, [{]|>3, |p|>9, iln’y aura pas de solutions.

162. Soit y = — 6; 'équation devient

wl
I
| -
Nlw
I
Wl Ot

Pour |z|>3, |¢|>1, |p|>5, cette derniére n’a pas de solutions.
Faisons z = 3, cela donne

=1, t=—14, —2, 2, ©, —1.

e
Nli—a

La seule solution & essayer est £ = oo} elle donne

0o

q:
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163. Soit |z|>3, [£|>3, ona

max 2
‘\z ¢

p = 2 donne

I

:(—3,

(2N

N

K~

61°solution: xr=y==©6,

164. p =3 donne

2 ]__2
z ¢ 3
{ = — 0, 3=/ donne

165. Revenons au n° 161, et soit y = 3. On a

Pour || >3, |t| >3, || > 5, pas de solutions.

Soit z =3, on a

_|_
N1

[XNES)
Il
Wl Ot

~ N

— 1, 3’ 0,

62¢ solution: x =y =:

63¢ solution: x=y =

64° solution: xr =y =z

Q

65° solution: x—=y =7z

Q

b=c=d=3,
b=c=5, d=1
b:c:g—, d:%,
b—=c=3%, d=42.
b—=c=2, d=1.

66¢ solution: x—y =

Fac. de T. — VIL

F.21
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166. Soit |z|>3, [t] >3, 0na

2 2 5 3
max.(:+ Z):I, 37, <1, r==2, 3, 4;
r = 2 donne
1+1_1 1__1+1 1_1+1 I 15
5t 12 q =z 6 p _t & P q 12
p= 2 34
g —=—12, 12, 6,
3=—4, —12, oo,
t— 3, 6, 12.
67 solution: r—=y=3, z= 6, t=—12, a=b=%} c=g, d=}
68°solution: x—=y=—3, z=12, (= o, a=b=} c¢=}, d=14.
167. r = 3 donne
LN
5 ¢t 3
[:’—6; 2, ‘!l’ 6’ 12, o, 3,
z= 2, —6, 12, 6, &, 3, .
6gcsolution: x—=y=3, =4, t=12, a=b=% c¢=4%, d=5,
a=b—2 c—=d=1.

mo® solution: r—y—=3, z=1t=6,

-

168. r = 4 donne

=
o~

N
-

{ =3, 5 =28 donne une solution déja trouvée.

169. Revenons au n° 161,

2 3 19
o= =2,
14 r 12

[AWES]

qui, pour |z| >3, | >3, |r

et soit y = 4. On a I'équation

> 3, n'a pas de solutions.
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On a
2 2 I 3 <
max. |-+ =)=, 9_2 <1, r—o=a, 3, 4, 5.
3 [4 12 r
1" = 2 donne
1+1_ I 1_|_1 _I+I 1+1~3
st 24 vt 6’ w5 6 ¢ w8
w=—38, 2, 3, 4, 8, 24,
v = 2, —8, 24, 8 4, 3
60w . .
5=z élimine w = — 8,
6 —
5= 6, 12,
t—=—28, —24
4t . . p z . .
P= ¢limine £ = — 245 ¢ = ¢limine 5= 6

170. » = 3 donne

I 1 7.
i 24’
pour | 3] > 6, | 1] > 6 pas de solutions.
t = 4, 6,
z =24, 8.
g = —= ¢limine 5 = 8.
Z+1I2

Il

|
|
.

71esolution : x=y—=4, 5=3, t=a24, a=b=3%, c¢c=11, d 8

171. r = 4 donne

AN
_{_

72¢solution: x=y =4, =3, (=6, a=—b—=-1, ¢—

@
[

172. r=>5,on a

W -

pas de solution.
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4
173. Revenons au n® 161, et faisons y =5. On a

23
—_ )

10

_.l_.

Niw

W

—+

SN

z|>3,|t| >3, |r| >5, n’apas de solutions.

On a
2 D) 4 23 3 4
max.{ - -+- )=z d’ou = —=-|52 r=nasa, 3, 4.
<: t> 5’ B |75 S
r = 2 donne
1 1_1_ ! r_1 1 1 12
z t 60’ ¢ 6’ w3 6 Y W 20’
v = 3, 4,
s = 60, 10.
t = 12|
>l donne
s—=—10\
q =2,
174. r =3 donne
I I 4
—+—_—_i~>
Z 10
5= 6, 5,
t =10, 13
15¢ e .
p = ——= ¢limine ¢ = 6.
2t 4+ 10

73¢ solution : r=y=>5, =3, (=15 a=b=%

Il
&
X
I
o

175. r = 4 donne

A
I 47 y s
4+ - = d’ou U= —5-
t 120’ 13

(AN

176. Revenons au n® 161, et faisons y = 6. On a

+ - 4=

N

~ e

3
9

>

S~

pour | z| > 4, || >4, || > 6, pas de solutions. On a

3 3
a

SHESN

ma 2 -+ 2 i
max. | — - )=z
3 t 5’

A
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7 = 2 donne

sy P 1! L_ 11 1 I
T ’ v 5 6 w  z 6 P X
w=—=— 6, 2, 4, 6, 12, o, 3,
¢ —= 2, —6, 12, 6, 4, 3, co.
. 6w
ST w—6
5= 3, —3, —12, o0, 12, 6, — 6,
t ——3, 3, 12, 00, —12, —6, + 6.
SL — 3% dliminent la solution — 12 “+12
P=—"3 9= s+ 3 ’ .
74 solution : x =y =6, t=—6, =3, a=b=% c=1% d=4%
|
75¢ solution : x—y—=w, z= 3, t=6, a=b=4%, c=3% d=23.
177. r =3 donne
1 r_1
5 A
t=—12, _‘—/l) 2, 3’ 57 6, 87 12, 20, o, 41'
2= 3, 2, —h, —12, 20, 12, 8, 6, 5, k&, c.
76¢ solution : =y =6, =3, t=12, a=b=y, c=3% d=1.

178. r = 4 donne

-
+
o~ -
l
Ll w

pour | 3| >35, | t| > 5 pasde solutions; or 5 = 6 donne

179. Revenons aun® 1641. On a

<2 2 1> 5
max. | — —+ -} ==,
Y 7

s ¢

P9y ' =2, 3, [4-



F. 166 R. LE VAVASSEUR.

On a d’ailleurs

I I 1 I I I 4 < 1 1> 3
e i e S B ) max.| — 4+ -+ —)=-=
y s ¢t p g r 3 3 ¢ i
180. Soient p=¢g=r=2, y=z=1=—18.
77¢ solution : xr—=y—s3=—18, t=23, a=b=c=1%, d =14,
I8l. p=¢g=2,r=3,t=3=18,
y=-—09 w—==%
182, p=g=2,r=4,1=5=y,
y=—%
p =2, 7=¢g =3 donnent
t=6.
p =2, ¢g=3, r =14, donnent
l:%
p =2, ¢g=r =/ donnent
[:‘_‘%
183. p=¢ =r=3 donne
y=s=1t=9
78¢ solution: x—=y=—3=q, t =3, a=b=c=3%, d=1
184 p:g:3, ]‘:4,
i 1 i 3 3
R e -
t 3 y 12 7

Les autres essais sont inutiles.

185. Revenons au n°® 25, et soit x = 4. Les équations & résoudre sont

I o 2+2 1+3*5
3 3 t w2’ y 3 t 1)_4’
2 I I o 2 2 I 3 5
ST Ty e Ty iy T TR
Y ) 7 A
2 1 3 2, 2 1+3_5
t y 3 w2 5 ¢ y r 4
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Prenons I’équation

-+ -+

)

[ANEN]
S~
l
Nl
I
1o

R~

| >6, [L|>6,|y|>3,|r|>qil n’y a pas de solutions.

pour

186. Soit y = —6. On a

qui, pour [3][>3, [¢]|>1, |p| >3, n’a pas de solutions.

2 1\ _ 3 19 3|.3
max. <E——Z>-—-Z) a—; :Z’ p =2, 3
p = 2 donne
2_r_1 r_r_7.
3 t 12’ z+q_12’

cette derniére n’aura pas de solutions si 1'on a simultanément |=|>3,

lg]>3.

5 —12, 3=
3 = 4 donne
t—12
79° solution : xr=y=12, y=14, (=—=—86, a—=b=3 c¢=3% d=4p.
187. p =3 donne
2 T 7
E ¢t 12’

pour |z >0, {£| > 3 pas de solutions.

z = 4’ 6’
t —=—12, —4,
Z=14, { = -—-12 donnent
— 3
9=13:

188. Revenons au n° 185, et soit ¥ =4.0na

+ =+

SN

nw

qui, pour |z|> 4, [£| >4, |[r]|>6, n'a pas de solutions.
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2 3——1
t r ’
t=—"h, —1,1, 3, 4,5, 8, =, 2
126 ,y. .
p= t+4e11m1ne 5.
8o¢ solution : x—=y=z=t=4, . a=b=c=d=14
81¢ solution : z=y=s5=A4, t—=38, a=b=c=3%, d=1.
8a¢ solution : x =y —=23=4, t = o0, a=b=c=2%, d=1435
189. Soient maintenant |z|>4, || >4,
2 2 4 3 3.4
max.{ -+ -}=75 2 __2)<? ;—o. 3. A
<z+t> 5 \2 7 =5 >0
7 = 2 donne
1 1 1 1 1 1 1 1 [
3=—1U, — = - 4+ > — —:7, _ 4 — = —
g 3 4 p 5 4 P q 2
q=—2 1’3’496’003 2,
= 1, —2,6, 4, 3, 2, w.
4 . re -
z:_ip._ehmmep:—z;:: /[‘q—ehmlneg::—z.
—4 . h—q
5 —12, o, k.
83¢ solution : xz=y=4, s=12, t=—12, a=b=4%}, c=5 d=
84¢ solution : x=y =4, (=sz=om, a=b=2%, c=d=}
190. r= 3 donne
L 1!
A
t—=—12, — 4, 2, 3, 5, 6,8,12, 20, ®, 4,

i— 3, 2 —h —12,20,12,8, 6, 5, k o.
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123 e .
qg= élimine 8, 20.
S+12

85¢ solution : x=y=14, 5=6, t=12, a

Il
)
[
[}
Il
sk
Q
Il
ol

191. r = 4 donne

S
I
Qof W

0 -

pour |z|>5, |¢| > 5 pas de solutions.
3z =15 donne

=~

40
7.

t—
192. Revenons au n° 185 et soit y = 5. On a I'équation

1 29

4

5™ %

Nl

RS

-+

SN

+ +

Il
=) o

qui pour |3| >4, |t| >4, |r| > 6 n’a pas de solutions.

2 4 2 3|_4
max.( -4+ 2 )= 2 L r—==a, 3, 4.
< t> 5 20 7|75’ » A
Pour r = 2,
1 I I I 1 3
— e =, - - 4 =, z =15, 30, — 20, —10.
z ¢ 4o g 5 10
035 e .
f—=— 4 élimine 3 = 5, 30, — 10.
5+ 4o
3 —=—20
donne
t= 4o
P=i
193. r = 3 donne
I 1 . 120
yi= 9, d’ou u—= —
5t 4o 13
194. r =4 donne
S = d’out u= 2
5 {20 - 3

Fac. de T. — VII. F_zg
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195. Revenons au n° 185 et faisons y = 6. On a I’équation

= —

3.5 117
r 6 12

r|> 6 n’a pas de solutions.

qui pour | z| >4, |t| >4,

On a
2.2y _2 17 _2|<2 _
max.<z+t>_3, 53153 r==2,3,4.
196. r = 2 donne
]+i__ 1 ]_l+£
st 24 q s 3’
5=—12, o0,
t= 24, —24;
— 3L dlimine 24 et (— 24)
t+3 N '
197. r =3 donne
1,r_>3 r1_r_ o r_1 .1,
3t oy q s 6 p t &
pas de solutions acceptables.
198. » =4 donne
ror_I
Ty
t:—6’ 2, 4’ 6’ 12, o, 3;
s== 2,—6,12,6, b, 3, ®.
1 86¢ solution: x—=y—=13=26, t=4, a=b=c=45%, d=2.

199. Reportons-nous aun® 185 et soient |y | > 6, |z|>6, [¢]>6. Ona

2 I 5 5 3.5 .
max (—+E—?>_’_’ \z_iia’ p=23,4,5
De plus
1 1 I I I I 5 <1 I 1> 3
— 4 -t -+ -+ = - = avec max.( — + -+ - )= --
y s ¢t p q r 4 y 5 Vi
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200. p = ¢ =r =2 donne

8¢ solution : x—y—=s5=—12, t =4, a=b=c=7; d—=1L.

-
™

201. p=¢g =12, r=3 donnent

y=—"%
p=¢q =2, r =/, donnent
s=t=12, y =—=6, solution déja trouvée (79° solution).
p =¢q =2, r=2>5 donnent
t—582,
7
p =2, ¢ =r =23 donnent
{—38
5.
p=2, g =3, r=4 donnent
t =38,
p=2, ¢g =3, r=1>5 donnent
t— 180
T kL *
p =2, g =r =2/, donnent
t—14, y=2s=o0, solution déja trouvée (84¢ solution).
p=2, gq=14, r=>5 donnent
t =452,
p=2, g =r=>5 donnent
t:fﬂ

p:g:r:i donne

88e solution : x =4, y=s=t=12, a=—b—=c

Il
X
]
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p=23, ¢g=r =1/, donnent

— 36
t= 3,

p=3, g=4, r=>5 donnent

+

W |
o~ -
I
S
A
3w

[<L[ =~

les autres essais sont inutiles.

203. Revenons au n° 26 et faisons = 5. On a a résoudre le systeme

2_1_1,3_3 S 2,2 _1_6
¥ 3 t w5’ P ? 3 t 5’
2 1 1 3 3 3 2 2 I 6
————— + - = -t =4 - — =
z t y v 3 qg y t 5 5
2 I +i_3 3+2 2 i__6
t y 3 w5 r Z+z y-;;)
Prenons I'équation
2,2 1,36,
y & t p 5

pour|y|>6, |z|>6, |t| >3, |p|>10, pas de solutions.

204. Faisons y = — 6, on a

nw
|

-
+

max( 1y =3 28 _3|<8 =2,3
) t) 5 15 =5 P>
p = 2 donne
2 1 1 . 15
- — == 5> d’ou = —-
3 t 3 2
p = 3 donne
2 I 8 1 1 13
IS 3ty Tn
3 3 q 15

cette derniére équation n’a pas de solutions.
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205. Revenons au n° 203 et faisons y = 5. On a

qui pour |z|>4, | ¢|> 4, |r| > 6 n’a pas de solutions. On a

2 o 4 7 3| 4
max.( -+ - ) == L -2 r==2, 3 5.
<t+z> 5 5 r|=5’ 3 4
r = 2 donne
2 2 1 I I 3 I 1 3 I I 11
-+ -=——> -= -+ —> - ==+ —> -+ — —>
4 3 10 4 4 o w 3 10 4 W 20
p= 2, 20,
w =20, 2,
t — 5 . Py r
, t donne une solution déja trouvée.
LS=—4
206. r = 3 donne
I I I 15
e —a d’ou U=——-
t+z 5’ 2
r = 4 donne
I T 13 . 0
- =, d’ou u:é—--
t 3z 4o 7
r =25 donne
112
t z 5’
z=— 10, 2, 3, 5, 15,
t—= 2, —10, 15, 5, 3.
89° solution: x—=y—=s=—1t=>5, a=b=c=d=>2.

207. Revenons au n° 203, et soit y = 6. On a I'équation

qui pour |z| >4, |t|> 4, |r| > 6 n’a pas de solutions.

2 2 2 2
max.<;+z>:§a g) r-—az2, 3, 4.
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1+1__ 1 I__I+I 1_1+1 1+I__3
ERAE T 9 s '3 p ¢t % p q 5
p= 2, 10,
q =10, 2
g =10 donne
s—_ 30
=30,
r =3 donne
1+1 11 Lot 20
— - — u—_ —
3 ¢ 60’ 3
r =/ donne
1 1 I . 60
—+*’:‘—77 d’ou u— —-
z ¢ 60 X

208. Revenons au n® 203 et supposons |y|>6, |z|>6, || >6, d’'on

<2 2 1> 5 [6 3[.5
max.( — +~- — ~- | = -, = — ==
y st 7 5 p
P=2 3, 4, 5) 67
q, r=2, 3, 4, 5, 6.
On a d’ailleurs
T 1 I I 1 1 6 /1 I I 3
-+ -t s+ -+ - =5 avec max.&——i———i—— ==
y s ¢t p q r 5 Yy s 7
p=q=r=2donne
rr 13 ey —
y st 0 yz=s=t=—10
9o° solution: x =y =5=—10, t=>5, a=b=c=1% d=21>.

209. Soient p=2, ¢=3,r=3,4,5,6;0na

II

-+ ?)6.

+
Q|-

L
¢ r

On a d’ailleurs



SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETc. . 175

__gor
43r —

u —_—

7= pas de solutions.
40

P =2, g:[;, I‘:/;, 5,6

6or

= P pas de solutions.

3or

U= —4———, pas de solutions.
13r — 20

P =2, g =r =06 donnent

p=¢q=r =3 donne

91° solution: x—y—=s=15, t=>35, a

I

S
Il

o
Il

U
[l
F

210. p=¢g =3, r=4, 5,6 donnent

_ b4dr

= s de solutions.
1gr — 35’ pas de solutions

/

p=3,9=14, r=4,5,6 donnent

U= —" pas de solutions.

p=3, ¢g=>5,r=>5 donnent

LA S 6 1 27 o 3
¥ 5 ¢t 5 3 5715 7’
donc les essais suivants sont inutiles.
211. Revenons maintenant au n°® 26, et soit z = — 6. Le systéme & ré-
soudre est le suivant :
3 2 I 4 2 2 -3 5}
- s — - == =2 — -4 =1,
Y 5 ¢ 3 y s t % 6
3 2 I I 4 2 2 I 3 5
D = 3> T == ==
st y 3 .ty s g 6
2 1 I 4 2 2 1 3 )
— S — - = =5 e
12 y 3 3 s ¢ ¥ r 6
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Prenons I'équation
2 1 I 3 4
————— +—-=3
Yy = 3

pour |y|>6, |z] >3, |t| >3, |u|>09, il n’y aura pas de solutions.

212. Soit y = — 6, alorson a

qui pour |z|>5, [3| >1, |¢| >1 n’a pas de solutions.

1

max I—|—I —1I 53]« u=-=:
\z"t)” % 37 u|7% -
u = 2 donne
1+1__ 1 1__1+1 1_1+1 I+I—1 15
=t 6 vt 2’ w 5 2 v oW 676
v=1, v — 2,
w—=—06, W=
¢ =1 donne
t—=2
¢ — 2 donne
t = oo, 5=—6
g Py ;
92¢ solution: x=y-=—=3=—6, t = oo, a=b=c=3%, d=3. |

213. Revenons aun® 211, et soit y = 6. Ona

3
Y

pour |¢|> 6, |z|> 4, || > 2, pas de solutions.

2 1 I 3 3.1
max.(———>:—, - — =S p—2, 3
3 A 2 2 (4 2
p = 2 donne
t d’ou u 6¢
=2 -
’ 20+ 3
t—=— 6, oo,
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[93"solution: r—y=—ow, 3=6, (=—6, a=b=% c¢=% d=1
i
214. ¢ =3 donne
2 11
F t 2
t=-—10, 6, o,
= 3, 3, &4,

aucune solution nouvelle.

215. Revenons au n° 241. Supposons |y | >6, |z| > 6, [{| >0,

) /
2 I I
max.(—~ — < —> oy ;,
Ny 5 ¢ 7
de méme
P, W2,
mais
A
I 1 R
e — e — =13 d’olt
u ¢ W 3
2 I I
Y z 4
2 I I
4 2 Yy
1 I
1A Y 3
I I 1
==z —_— - =
’ ¢ y 6’
y=s5=om,
y:w,

Pas de solutions nouvelles.

216. Revenons maintenant au n® 26,
résoudre est le suivant :

) I 1+3_2
5 ¢ y ¢ 3
2 1 1+ 2
¢ ¥ s w 3’

Fac. de T. — VIIL.

’ 3 A
%——gi, u=n2, 3;
w|=y
33
=7, ¢ =2, w =3,
1
—
T
— &
1
g’
T 1 I
=t ===
p Yy 2
t—=206,
t=14.

et faisons x = + 6. Le systéme a

E+2_I é_z
y s t—+p_6’
2 2 1 3 v
?-{-y—'g—l——q‘-——69
2 21 3 7
:+?~y+7__6’
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Prenons I’équation

+

+
nlw
I
I

N

1
t

<=w

pour | y| >0, |5|>6, || >3, |p| > 10 pas de solutions.
217. Essayons y = 6. On a

+ =+

[ANEY]
Il
ol

NP

S

qui pour |z| >4, |{| >4, |r| > 6, n’a pas de solutions.

2 2 2 4 3| _2 .
max. (- 4+ <)== e donne r—o, 3, 4.
<; z> 3’ 37 r|7% » A
r = 2 donne
1 I I I 1 I 1 1 1 I I ’7
e ) - ==+ o = -+ 5 — 4 - =L
3 t 12 P t q = 3 1z q 2
q=-2, 3, 5 =26, oo,
p=13, 4  L=—1, —1
94e solution : x=y =06, t=—12, s—=w, a=b=3}, =4, d=45.
218. r = 3 donne
1+1 1 1 1,1 T LS 1+1_1
ot - = - - I= = - - = - = — _— = -
st 6 p ¢ 6’ qg 3 6 p q 2
q=—2 3, 4y 2, z=6, 12, 3,
p=1, 6, 4, «, t ==, 12, — 6.
gd¢ solution : x—=y=:=—=6, (=, a=b=c=3, d=
g6¢ solution : x —y =6, t=z=12, a=0b=3%, c=d=1.
!
219. r = 4 donne
L i . 24
- = £ d’ott = —=-
Eia 24’ 5
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220. Revenons au n° 216; supposons |y| > 6, |z]| > 6, || > 6,

<2 2 ‘) 5 ‘7 3]..5
max. (= -2 — =) =2, 7 3]<3,
yoo= ot 7 6 pl77
d’on
Py q I'=2, 3, [I, 5, 6.
D’ailleurs
I+I‘+‘I|—I—|—-I-+l——z.
S 4 P q r 6
on a
G-ivd)=3
cmax. (= 4+ -+ - ==
Y 3 t 7
P=9=2
r—oa, 3, 4, 5, 6: +I+i+1_£.
— 2y 9y 4y I H " z 7 - =6
donc
I+3+2__11
6 u r
7 ’ye . N
u—= 51_9—_6 élimine 7 = 2, 4, b, 6; reste
r—3,
22+ 2=— g t=zs=oo =—=6
y 3717 % = 5=, y=—86,

solution déja trouvée (g3° solution).

P=2 9:37 ’1:37475767

I+I+I+I_I
y s t r 3

6r

57 élimine 3, 5, 6; reste

u —

~
Il
&

2
=+
Y

il
_|_
N
[l

[=3)]

¢ = 6 ne peut donner qu'une solution déja trouvée.

P=2 9:47 7“:/;,5,6,

'U(

_|_.

(R

+

& |
+
S| -
1l
-
™

XLI~

36r T .
= ————— =4 .
P —t élimine r = 4, 5, 6

F.179
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~ ~
p:_—z, g:\), 7'—-5), 6,

1 I I I 7
-+ -+ + - = =
S r 19
or e .
u= —2L" _ élimine =5, 6.
4ir — 60
p=2, g=r=>5,
1 I 1 4 . 5
—t— = 2, d’ou t,—_l—L-
y s t 15 13
Y — /4 3
p=qg=3,r=3,4,5,6,
I 1 1 I
e e e
Jet 1A r 2
r e .
u = Z",gt% élimine 3, 4, 5; reste
r—=~6,
1 I I
— - - = d’olt t=6.
y s t 3
p=3, g=4, r=14,5,0,
1 1 7
-+ - =
Yy z r 12
127 ' . ~ -
= ——— élimine 1 = 5, 6; reste
5r —8
r=14,
1 1 1 1
—_ 4+ - 4+ - = 5> t—6.
¥y =t 3
p:s, 925, 7‘——-3,(),
I I T 1 13
—_— - 4+ - + :._9, _9_. = —
st 30 o 3o
les essais sont inutiles.
p=qg=" r=4, 5,0,
I+I+I+[_2
y =t r 3
1= /4 donne
2 1 7 3
=9 2173
2 3 : 19 7
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p=4 9= 3, r=5,6,

v

05100
Q-

_+_

il

+

S | o
\%
N w

<=

les essais sont inutiles, ainsi que ceux qui suivent.

221. Revenons au n° 26, et faisons x = — 7. On a I'équation
3 2 1 1
2y 211 =9,
P t 7

d’ou

Mais

donc, pas de solutions.

222. Revenons au n® 26, et soit x = + 7. On a

8
= -3

3
P

+

n I
¢

v
uilw

équation qui, pour {y|>7, (3] >7, [1] >3, lp | > 10, n'a pas de solu-
tions.
Essayons y = 7; on a

A BNe)

+ -+

YY)
~ oo

SN

3| >4, [t >4, |r] > 7, n’apas de solutions.

¢quation qui, pour

*

2 9 4 3.4 .
max. (= + - | =13, 9_.2 <3, d’ont r=ao, 3, 4.
5 ¢ 7 7 7
r = 2 donne
1,1 Tot 28
- - =— —= ou U= —7--
¢ 28’ 3
r = 3 donne
1 1 1 . 21
P d’ott U= -
s 4
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=/ donne

(W23
=2}

1) .
= == d’ou U= —-

-+ -—567 [ I

o~ -

AR

223. Supposons maintenant |y | > 7, |z|>7, |{|>7,

t 7 pl|=%
d’ot1
Pp==2, 3, 4 5 de meéme g r—==2,3, 4,95
D’ailleurs
1 I I I 1 I 3
—H -4+ - -+ -+ -==, max.(—+-+-|=x3
Y s ¢ q r J s t 8

1 1 1 I 1
-t -+ -+ - = -
Y z t 7 7
D) I 1 3 5
————— + - = -
Y 3z t u

2 2 I 3 8
-+ -—=+ -= -
3 [4 Y r 7

I I
e e e e e
y <1 t 7 r u 7
-r pre .
u = ——— élimine rr = 3, 4, 5; reste
hr—7
Ao
r—a, d’olt t—=— 12,
5
p=2,g=3, r=3,4,5,
1+1+1+1 13
y = t 7 4o
126 4. .
= o0 €l r=23,4,5.
U= gz gz ¢limine s &y
p=2 qg=4, r=~4,5
I+I+I+I_II
y s t r 28’
84r e e .
u = —*+— élimine 4, 5.

f1r— 56
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p=2, g=r=2>5,

11 1 17 210
-+ -+ = = —-
Y 3 t 10 29
p=q9=3, r=3,4,5.
] 1 I I 10
— - =
Yy z 14 r 21
63 r T . .
u = ———— ¢élimine 1 = 3, 4, 5.
297 — 42
p=3, g=4, r=4,5.
1 I 1 I 47
— - - 4=,
¥ i ¢ 84
232r e , o~
U= ———— élimine 1 = 4, 5.
1097 — 168
p:j, q:7°:5,
l+1+1_43 315
y st 103 71
P=9q9="4 r=~4,5,
1 I I I 9
—+-+—+_:;77
y 3 14 / 1h
har T I
U= ——— élimine r = 4, 5.
17 — 28
p=¢qg=r=>5,
1 1 1 19 105
-+ -+ - = 2, t— —
Yy s 35 19
224. Revenons au n° 26, et soit x = — 8. On a
2 1 3 5
————— ==
y s u 4

I
&)
s
FEN

F.183
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Or
.
1 9 0. /
— - — = w—=y¢= =
1% o T w % ’ +
est la seule solution.
g7° solution : r—y—=z=—28, t=3, a=b=c=3}, d=1.

225. Revenons au n° 26 et faisons = 8. On a I’équation

3
r

- +

Il

nlN
l

2,
8

KW
~ ] -

(qui, pour

y|>7,1z]>7,]t]|>3,|p|>09, n'admet pas de solutions.

Prenons I'équation

2 1 1+3_3
y = t w4
On a
/
2 I 1 3 3.1 .
max.( - — - — - ==, - — <o, u=3, 4, , 12,
y 3 t 2 4 ul|l- 2

et de méme

Or on a

3
— - ==
4

qui, pour | u| >4, |e| >4, |w]| >4, n’a pas de solutions.
© = 3 donne

1 5
+ - = —
. (9 (3% 12
v = 3: 47
w—12, 6.
u = % donne
I 1 /
-t — = Uu—yp=w=1_
¢ v 2

226. © = 3 = ¢, w = 12 donnent

pas de solutions acceptables.
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v=23,v=14, w =06 donnent

+
O -
==
=
Il
o1 W

1 1 I
= - -4 —> - -
Yy 12 14 Yy

W |-

pas de solutions acceptables.
U=pv=w=4,

T I 3
y=s5=lI, ;—l—l—):g, )/:8,24.
98¢ solution : x—=y—=5=1=038, a=b=c=d=3_.
99° solution : xT=y=—=35=24, t=38, a=b=c=3%, d—=11.
227. Revenons au n® 26 et faisons z — — 9. On a Iéquation
2 I I + 3 11
s ¢t v 9’

2 1 4 11 3|_4
max.({ — — - — = —i, ————-éia lt:2,3;
3 t 9 9 ul—o9
de méme
v, w=2, 3
Orona

I [ 11
— - — = —;

I W 9

donc pas de solutions.

228. Revenons au n° 26 et soit # = + 9. Alors on a I'équation

3 10
+ = —
P 9

_I_

~ =

A NN

RS

qui, pour [y |>7, [5]|>7, [t]| >3, |p| > 10, n’a pas de solutions.

|

On a aussi
2 I 1 3 9 2 I 1\ 4 7 3.4
y ETiT e Ty ma"<;"2‘2>“§ 9 ul79’
u, o, w=2,3, ..., 9.
F.24

Fac. de T. — VII.
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D’ailleurs

équation qui, pour |u| >3, |¢| >3, |w|> 3, n’a pas de solutions.
© = 2 donne

I 4 15
P w18’
v =06,
(V:g.
u = 3 donne
11 _ 4,
(¢ (24 9
¢ =3,
‘V_—_g.
Mais w = g donne
21 1 M4 dou  t= —— i table
i Ty 2T =9 y=s=—9 (inacceptable).
229. Revenons au n°® 26 et soit x = — 10. On a I’équation
2 1 3 6
y 3 ¢t w5

2 1 2 .6 3| 2
max.|— — - — - = = - — |2 wu—-=:,3;
<)' E t> 5 15 u|=5’ T
de méme
¢, w=—12,3
Orona
1+1+1_6
u 4 w5’

donc pas de solutions.

230. Revenons au n°® 26 et soit z = -+ 10. On a I'équation

?i 11

-

Y p 10

qui, pour |y| >7,1z[>7,[{]>3,|p|>10, n'a pas de solutions.
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On aura aussi

2 1 1+3_4 max. (2 1 NN_1, 2 _ 2 4 3'<21
y st u 3 ‘\y s ¢) 751155 5 |75’
u, v, v=3,4,5,6,7

Or
1
—+—+—:éa
u w5

équation qui, pour | u| >3, |¢|> 3, |w| > 3, n’a pas de solutions.
Or u =3 donne ‘

-7
-+ -——15,

f
w

T

qui n’a pas de solutions acceptables.

231. Revenons au n° 26 et supposons |z|>10, |y|>10, |2|> 10,
|t]|>10, d’ou

2 I 1 | 6 3|, 6
max. + - === = — I— —|S—;
x y z 3 11 u 11
donc
P, q, 1 u, 9, w=2,3,4,35,6.
D’ailleurs
1 1 I I I 1 I 1
—— -+ -—=-=0, ——c-+4-—=>-=o0;
Yy 5 u v y 3 ¢qg r
donc
I I I 1 I 1
=t ==+ - =o0.
w r v g w p

Voici les valeurs que peut prendre o; elles correspondent aux combi-
naisons 2 a 2 des nombres 2, 3, 4, 5, 6 :

2,2 donne o¢=—1; 2,3, o=3; 2, 4,

%5 c=2%; 2, =

— 2. —_2. J— . J— .

2’6 U—E? 3)3, U—%v 3’4’ a—]‘%v ,5’ 0'—1_85’

3,6 0u4,4 o=1; by 5, o=%%; 4,6, o=15; » 9, o=1%;
5,6 c=1%; 6,6, oc—1;

¢ =1 donne
I I o
2 Fr=0 U=y =w=p=¢g=r=—2;
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I 1 5

E+;:6’ U—=pv—=w=—2, p=q=r=3;
¢ =2 donne

1 I 3

l_(._;_;:Z', U—y=w=—2, p:q:r‘:ﬁ;

I
I
I
<
I
]
I
»
=
Il
<
Il
I
ot

u=v=w=p—q=r=23, u—=v=2, r=q=6, w=p=3;
¢ = ;5 donne
1 1 7
- 4 - = u=v—=w=3 —g=r=»4,:
PRy ’ r=1q N
¢ = = donne
1 1 8
— - = = U=y —=w=—23 =qg=r—>5;
vt T ’ P=4q ’
¢ = 5 donne
1 11
-+ —-= -
v r 2
u=v=w=3, p=q=r=6, =3, r=6, v=w=p=qg=4,
u=yv=w=p=qg=r=»4, u=v=3, r=q=6, w=p=\.
9
¢ = 35 donne
1 1 9
— -—= = U—p¢—=w=— —qg=r=>5;
w T r T 20 b r=9q ’
¢ = 5 donne
I 1 5
—_ - == — u—= = = = - =
st r T p—=w =4, p=q=r=2=6;
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o =2 donne
12 U=y —=w=p=qg=r=>5
v r— 5§ st=rEp=g=r=e.
R
o = 4; donne
i Uu—yp—w= =qg=r—==6
v r 30 -7 pP=g=r=>06
Enfin ¢ =} donne
l—l—!—‘l Uu—yp=w=— =r==6
TP —r=rEp=g=r=0
Soit d’abord
g r d’ot ¢ 2—{—3 1
== _=w = g - 1 —_— 3= -— -
u=ts P=q ’ Y ’ x  u
QU . .
= s ¢limine v = 2, 4, 5. Reste
u—3
XT=y=s5=1L(=o0.
100° solution: x=y=z=t=ow, a=b=—c=d=2.
232. Soient maintenant ¥ =¢=w, p=¢ =r, on a
6 2u ..
——+-9:3, r=—7, d’ou & = oo,
x u u—3
I I I 3
— 4+ -4 4+ =1
Yy s ¢t p
l=y=3=—L_¢limine p=»2, 3, 5, 6. Reste
=Y = = p—3 P=2,9,90.
p =A4.
101° solution : x —y—z=—12, t—=oo, a=b=c=2%, d=_Z.

233. u=2,r=6,v=w=p=¢g=23 donne

=y —=—12, z=t=12.

102° solution : =y =12, F=t=—12, a=b=3%, c=d=4_,
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234, u=v=12.r=¢g=3, w=p=23 donnent
y=s5=ox, x =— 6, t==6;

solution déja trouvée.
u=3,r=06o=w=p

I
I
I~
o
: =]
=
=
@

On ne pourrait donc que tomber sur des solutions déja trouvées.

235. Nous pouvons maintenant résumer, dans le Tableau suivant, les
solutions que nous avons trouvées.

La méthode que nous avons appliquée nous permet de dire que nous les
avons trouvées toutes :

- . 1 3 1 5 7 2 5 3
a=b=c=d=2 1 3 5 3 3 8 5
tlr]jel 5031537 |ejr|r]r]1 31313131]313]3
a=b—=c=|-|=|=z| =S|z s | Z|si=|=|=|={tlF|=| 5 >1{5]=1=>
20213 9 |4!8] 5 j12|3|2]2|2]2 AlAl 41 414141 4
3| |57 1|3 x1]1]|3]2 511173135’
d=1{=|o|=z|Llol-|=| 3 |=1-13l1|lz|=12|7|Ll—=15|% —
2 6|18 flio] 316(413 6ln|6|4|12]10|3]|8]|12
- §211232§
a=2=1"7%3 3131304
1|35 1177’
¢c=d=1713|13|3|313/3| 13|15
a—b— || EIE3 2 1333 212 5] 3582 '
R PP A A R A AR A S R P R S P I P I B e Y
_ VAR AR R VAL RN N N VAR LRI
0“011122320122664410618124n20
d— | o B3 x5y r)gp 3 ajg|jr) 1)13
— 132 613 0] 3146 38103|183§ n|3l2
a=|1] 32
— A
|72
b__2123
b
— Lyt
0_322
1151
1=1511313
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o= |23 2 3] 3 22053222233
__44333358395)8512121255
a= 2|13 (7| 2|5 |x]m|z|r]5 ]2 ]3] o )
" |20/2]|3 3215123—1@9253124101_5
a=b=|d|2| 33121212 3|12y 2]3]2]2]3
- 31414138 1252|123 |4|31/3|%
e— M3z 2|72 {51815 7 7]5]1
T |6|6|12| 212|243 |15|6|4|6|12|12]6] 2|
d_115551_7_31_5_5_11
21313 112]12]12] 2115]3] 2 |12112! 21321712
_0_22552
—"—13/3/8/ 8|3
NI
1= 1515183711
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CHAPITRE V.

236. Soit
o(u) = ur~" (u—1)P=" (0 — 2=t (u— y )P

Je poserai, avec M. Picard,

0 1
Uo:f e(u)du, U,:f o(u)du,

0 x y
U”:f o(u)du, Ux:f o(u)du, Uy:f @ (u)du;

a, b, A, . sont des nombres réels satisfaisant aux inégalités
a>o, b>o, A>o, p->>o0, a+b+h+p<3.

Les arguments de u, (¢ —1), u— x, u— y sont choisis d'une facon
arbitraire, mais bien déterminée au point ,; ensuite, on les fait varier
d’une facon continue.

Cela posé, choisissons les trois intégrales

w;= U, — U,,
w, = U, — U,,
W3 — U1 —_ U(.

Les chemins suivis par le point d’affixe u étant ceux qu’indique la

fig. 14, imaginons que le point z tourne autour de I'origine dans le sens
direct. La substitution correspondante, calculée d’aprés la méthode de
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M. Picard ('), sera
o, (2a—+22)w, *)
Si= | w, we+ [(22) —1]w,
[OF} &)3+[(2)\)—I]CL)1

Supposons maintenant que le point x tourne autour du point 1 ( fig. 15),

Fig. 15.

cette fois dans le sens inverse, on aura la deuxieme substitution qui suit

w; @+ [(—22)—(—2b—22)] (ws — wy)
SQZ [OP N OF

w3 o+ (—24) (05— ;)

Un tour du point x, dans le sens inverse, autour du point y ( fig. 16),

Fig. 16.

donne la substitution suivante :

o1 o[1—(—2)+(—2d—2p) ]+ (=22 —2b) [1—(—2p)] jwa+[(2b)—1] w5
S;=lwy wy(2b)[1—(—20)]+(—2M)wy+[1—(28)][1—(—22)]ws

W3 W3

Laissons maintenant x fixe et faisons tourner ) autour du point 1
(fig. 17) dans le sens direct. On aura une quatriéme substitution

AV
S, = | w2 wy+(2p)[(20) —1](w; — w3)
w3 0y [1— (212)] (03 — a3)

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 2f série, t. IX, année 1885, I'® Partie, p. 202.
(2) Vemploie toujours la notation (a) pour eima,
Fac. de T. — VIl F.25
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En faisant tourner le point y dans le sens direct autour du point x, on
trouve la substitution S;'.

Fig. 17.

=<

Enfin, en le faisant tourner dans le sens direct autour du point o ( fig. 18),
on trouve la cinqui¢me et derniére substitution qui suit

o [(2p) -+ (—23) — (3 — 30 ]y (— b — 21 [(2p) — 1] m
(= o) [(2p) — 11 (1 — (—25)] o,
wy [(2a4+2h42b+2p)—(2a+2b+2p)— (20 -+ 2k +2p)
— (2p—22) 4+ (2b+2p) 4+ (2p) + (—22) —1] 0y
S;= +[op=20—2%) + (2a +2p)—(—2b—20)—(2p) +1]ms
+[(ra4+2b+2p)— (2p —2b—21) —(2a-+2y)
—(ab+o2p)+(2p—21) +(—2h—2b)+(2p) —(—22]oy

ws (@) —1][1—(—2M)]o,+[(2p) —1](— 20— 22) 6,
1= (=2 N+ (p—21)+(—2b—20)—(p—27—20)]w,

L’équation déterminante relative a S, admet la racine double s = 1t ct
la racine simple s = (2a + 21); celle relative a3, admet la racine double
s=1 et la racine simple s = (— 2%k — 20); celle relative & 5, admet la
racine double s = 1 et la racine simple s = (— 27 — 2u); celle relative a
S, la racine double s =1 et la racine simple s = (2p + 2b); celle rela-
tive 4 S, admet la racine double s = 1 et la racine simple s = (2a + 2u.).

237. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de former la forme
quadratique ternaire & indéterminées conjuguées, que les cing substilu-
tions précédentes laissent inaltérées, au cas ou I'on prend pour a, b, A, w
'une des solutions données 4 la fin du Chapitre V.

Soit

Ff=Ao ol +A o0+ A 0;0;
+Boywl+ Bywles+ B o0l +Biwle, + B'w 0] +Biojo

cette forme, A, A’, A” étant des constantes réelles, B et By, B” et B,, B” et
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B! des quantités imaginaires conjuguées, »}, y, w; étant les imaginaires
conjuguées de w,, wy, .
Je formerai le déterminant suivant

A B! B
5= | B" A" B,
B, B A"

et chercherai dans quel cas il est nul, en méme temps que tous ses premiers
mineurs, ou s'il existe des cas ol ¢ est nul sans que tous ses premiers
mineurs le soient.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la substitution 3, laisse
la forme f inaltérée sont

B" sin(a + A) 1w+ (— a) (A" + B,) sinAr — o,
B;sin(a+Mn-+( a)(A"+B )sinkn—=o,
B’ sin(a+ 2w+ ( a)(A"+ By)sinin =o,
B sin(a + 2)w + (— a) (A"+ B )sinkwr —o.

La substitution S, nous donne quatre autres équations

B sinAr = (A + 0)B} sinbr,

B, sindt =(— % — b)B"sinbm, ;

B’ sin(A — b)r = (— A)Asinbr — (— b)A”" sinir,
Bysin(A —0)r=( MNAsinbrn—( b)A"sinkr.

Enfin la substitution S, peut se déduire de la substitution S, par le chan-
gement de w, en w,, de w, en w,, de A en —u, et de ben —b. On en
conclut

B’ sinpm =(b+ 11)B; sindm,

By sinpm =(—b—p)B"sinbm,

B sin(p—b)m=(—p)A'sinbr — (— b)A” sinpm,
Bosin(p—b)m=(p)A’'sinbr — (b)A" sinpm,

ce qui donne, en les considérant simultanément,

oA =sininsin(a+ b+ ),
oA' =sinumsin(a + b+ M)m,

ocA'=sinbrsin(a + A+ )
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ct
B = (}—»—a)sinbﬂsin(m,
aBo_ (—*—a)sinbrusinpm,
— (. ~+ a)sinbrsinim,
aB[,_ (—p—a)sinbrsiniz,
oB"=— (b — a)sindmsinyr,
oBi=— (a — b)sindzsinpmz.

On en conclut

-~

o*d =sinansinbrsinirsinprsin(a + b+ A+ p)7.

Or, parmi les solutions dont nous avons donné le Tableau & la fin du
Chapitre IV, nous devons éliminer celles ou 1'un des nombres a, b, ¢, d
cst égal & 1 ou & oy en effet, nous supposons que, dans lexpression
o(u)=u"(u—1)""(u—2)"(u—y)*', aucun des facteurs n’a un
exposant nul; et de plus, on doit avoir @ >0, b >0, A >0, . >o0. llen
résulte que les nombres @, b, A, p sont certainement des fractions, et non
pas des nombres entiers, ct, par suite, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que S soil nul, c'est que a + b -+ N + w soit égal d un nombre
entier.

D’ailleurs, on a

3%a —5%(A’A" —BB,) —sinpmsinbrsin(a+ W wsin(a + b+ A+ p)w,
o’a' =52 (A"A —B'B))=sinbzsindzsin(a + p)wsin(a + b+ 2 + p)m,
2@’ = s> (AA'—B'B})=sindr sinpm sin (« + 2)wsin (a + b+ + p)7,
o2 =5*(B'B"—AB,) = (—a)sinkrsinprsinvrsin(a + b + 4 + p)m,

20’ =352(B"B—A'B)) = (—a) sinkzsinpm sinvrsin (@ + b + 2 + p)7,

720" = > (BB — A"B}) = (a) sinkz sinpzm sinvr sin(a + b + A + ) 7.

Etil résulte de ces formules que, si 5 est nul, il en sera de méme de
lous ses premiers mineurs.

238. Nous avons donc & partager les solutions trouvées au Chapitre IV
en deux catégories, celles pour lesquelles @ + b + A -+ p. est un nombre
entier, et celles pour lesquelles @ + b -+ A + @ est une fraction.

En nous placant & un autre point de vue, nous aurons a distinguer les
solutions pour lesquelles aucun des dix nombres @ + b, a +¢, a+d,
b+c, b+d,c+d, a+b+c, b+c+d, c+d+a, d+a-+ bnest
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entier. Pour les solutions correspondantes, le groupe hyperfuchsien qui y
est attaché est tel que le polyédre fondamental est tout entier & l'intérieur
de I’hypersphére limite; la surface du domaine fondamental n’a aucun
point commun avec celle de cette hypersphére. Nous allons examiner suc-
cessivement, en nous placant a ce double point de vue, les solutions trou-
vées au Chapitre I'V.

Premiére catégorie : a + b + ¢ + d est entier.

a=b—=c=d=1, 20— 1=—0, 2—3a=1, ha =2,
1

Vau(a—r) (u—x)(u—t)’).

S=(— o — w3) (0 +0)—nl), o(u)=

Les cinq substitutions fondamentales sont

S‘:|&)|, Way W3y, Wiy Wa—— 20y, w3'_20~)1i,
S, == | @1, W2y 03, 3w — 2005, Wy 20, — w3 |,
Bs=1{w, 02 03, 30,4+ 20, — [0, — 20, — w4+ Jo;, 0,
Se=|w, W, 03, O, 3wy 2w3, 20, — 03],
Sy= ], Wz 02, — 3w — 205+ 4wz, 0, — 4o — 20, Swy .
a—=b=c=d=21%; 2a —1+ 1, 2-—3a=—1, ha=3,
S=(w;— 0+ iwg) (0] —0) —i{w)), elu) = ’ ! - -
Vu(u—1)(u—.a)y(u—y)
Si= o, Wy w3, — o, 0,— (14 oy, o3— (1-+ ey,
8= w), wa, 0y, T+ wy—lwy, vy, (1—)o, + l'cug,[,
Sy == W, 0y, 0y, — L+ (I — 1)+ 20, — ({4 1)o,~F (o + 205, o],
S, = oy, 0y 0y W1y L0+ (1— oy, (14 ) wy— Lo,
Sy =Wy, W, W3y, — o+ ({+ 1)y — 20wy,

(i )y (20 1)y 2 (1 — ) gy — 20y (1 () oy (1= 2.0) o

.

Toutes les autres solutions rentrent dans la deuxiéme catégorie.
Citons, par exemple, lecasa =b=c=d = . lci

S=J(0:0] +o;00) + 2 (0do;+ 0lo) + o0 + 0,0l

On peut écrire
S =uug+ Lovg— L,
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en posant
U= oy,
=0 0y — Wy,
W=y — 0+ (J — /) w3,
d’ot, inversement,
oy = Lv-—1w— 2u,
wy= Ly +Ltw—ju,

Wy = U.

Voici quelles sont ici les cing substitutions fondamentales et leurs trans-
formeées :

Si=| o, w0 Jion 0+ (J—TDo, o+ (f —1)e, ],
S, =, 005 — 2520+ (J2— Jws, 0 (1— )0+ 2oz,
5:;:|&>1’ Wy W3 — 25w+ (J — 1) wa— 3] 0y, (J._‘)'*)x‘*‘j?wz—l— 3ws, wal,
S, —| @y 0y w3 0, —2Jw+ (J— jH) s, (1— J)ws+ josl,
S;=|wp, w03 —20,+ (J2— J)w,— 3205, —6w,+ (j2— 3/ )w,— 6 /%w;,

. —30’1"‘(/.2“‘/.)03’2“‘(1—3/‘2)0)3|
et

Si=|u,0,0 Pu+3(j—1)—F(G—nw, (= u—Fjo+50— /)W,
(= )+ 3 =10 — (= 3)w]
Se=|u,oyw Ju+i(1— e —3a—)w, (J2P—ju—3 20 +50-—))w,
(Sr—=u+5(J—1)e—3(-—3)w]
Sy=|u, e, v w, 13 —1)v—3(j+1)w, —3(j+1)0—;(j—3)w|,
S, =, 0,00 JPu+i(a— )+ —J)w, (J—JHu—3jv—3(j+2)w,
(SP=Nu+5(+2)0+5(+h4)wl,
Ss=u, e, JPu—+ (JP—1)v 4 (J2H2)w, 2(J2—1)u+ (27 —1) v + 2 (24 2)w,
2(2/34 1)1+ 2 (2 1) 0+ (2] + 3)w .

Le cas a =0 =c =d =23 est a rapprocher du précédent (il suffit de
changer ¢ en — ¢ dans les formules que I'on vient d’écrire). Ce cas a été
étudié spécialement par M. Picard ().

Je vais me borner, pour les autres cas, a énumérer les solutions
(a, b, ¢, d), telles que, dans le groupe hyperfuchsien correspondant, le

(1) Sur des fonctions de deux variables analogues aux fonctions modulaires (Acta
mathematica, t. 11, p. 114).
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polyédre fondamental n’ait aucun point commun avec I'hypersphére
limite :

5 = 5 3
a=b—c=d=2, L, 2, 2,
9 12 8
a—b—c— 22312333 [3I3]33]|2|3|5]5]|53
IR Y EA N RPN P I A R O A R R IR R
g 71|32 311315 9 1|7 |5 4]
“1814|10] 3 12|10|3|8]|12|20] 2 [15|12|18]9g
== 2|2 |Z]|Z] 3353
“=b=c=1315 7|12 5|5 |8] 8
d_1211321122’
T 12| 3 |12|4|10|15]8|24
A A VA LY N R R R N N A A
a_~ZZZES512912481251233
VARG E R RV RS IV BRI B IR I il
6_55315106181212243154612’
PR N I N A N I A L I I VA L O
“ 16|10l 3|3|8|10/3|18]3 12| 212 2 12| 2
312213
(lb%zgga
g 13572z
¢ =4= 5|31
En tout...... b+ 24 x4 4+16 <12 + 4 < 6 =310 cas.

239. Pour terminer ce travail, je veux dire quelques mots du probléme
qui consiste a chercher si le systéme d’équations aux dérivées partielles (8)
(n® 6) peut, pour certaines valeurs de «, 8, 8/, v, avoir son intégrale
géncrale algébrique. Le probléme revient a chercher pour quelles valeurs
de a, b, A, . le groupe dont les cinq substitutions fondamentales sont S

» Uy Ay A p q 1
S., Sy, S,, S; est un groupe fini.

En premier lieu, cherchons si 'on ne pourrait avoir un groupe dont les

substitutions seraient de la forme

| Wy, Wy O3 AW, Dw, Cws |)

a, b et ¢ étant des racines de 'unité.
Remarquons tout d’abord que chacune des cinq substitutions S,, S,, S,,

5., S5 doit avoir pour forme canonique précisément une substitution de
cette forme. Or les équations déterminantes des cinqg substitutions consi-
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dérées ont pour racines (2a + 21), (—2b—21), (—2h—2p), (20+2u),
(2a + 2p) (voirn° 236).
Soient
(2a +23)=A, (26 +24) =B, (22 +2p) =C,

(20 +2p) =D, (2a +2p) =E,

A, B, C, D et E étant des racines de 1'unité.
On en conclut

donc
D = BC(— 42);

donc A est réel et rationnel, et, par suite, il en est de méme de a, b, u.
La substitution S, sera de la forme indiquée si (2) = 1, d’ott il suit que
A doit étre entier. Alors

Si=|w, i, s (2a)0, 0, s

La deuxiéme devient
0w, (—2b)o;+[1— (—20)]w,

s ;

S,

Il
£

W3 W3

on en conclut que & doit étre entier, et S, devient la substitution iden-
tique. Alors
W (—2p)o+[1—(—2p)]w,
S;=]| o, Wy

I w3 W3

on en conclut que w doit étre entier.
S, devient la substitution identique.
S, dans ces conditions se réduit aussi a la substitution identique, et

Ss=|w, wy o, o, (2¢)0, ol

Ainsi on trouve la solution suivante : @ rationnel, b, A, p entiers. Comme
on a

B+B—y=a—r, y—a=2, B=1—12, Bl=1—p,

on en conclut que { et 3’ sont entiers, ainsi que y — o, y et « étant ration-
nels.
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Si, d’une facon plus générale, on cherche si les substitutions du groupe
peuvent étre de la forme

o, we w3, aw; bwj, coil,

ou i, j, k représentent 'une quelconque des permutations des indices 1,
2, 3, on retrouve les mémes résultats. '

Enfin si I'on essaye de faire en sorte que les substitutions soient de la
forme |0;, ®;, w;, aw; + Bw;, Yo;+ Sw;, e, | ¢ étant racine de l'unité, et le
groupe | v;, ®;, aw,~+ B, yw,+ Sw, | étant un groupe fini & deux variables,
on retombe encore sur les mémes résultats.

Drailleurs si 'intégrale générale était une fonction algébrique de x et
de y, elle serait une fonction algébrique de « seulement ( y ayant une valeur
constante quelconque). Donc le groupe formé par les trois premiéres sub-
stitutions prises seules devrait étre fini. Or les groupes finis 4 trois variables
autres que ceux déja considérés dérivent de plus de rois substitutions
fondamentales. Par suite, il n’y a pas d’autre solution que celle que nous
avons indiquée plus haut. .

240. Supposons maintenant que nous cherchions les cas ou le systéme
d’équations aux dérivées partielles (8), n° 6, admet une seule intégrale
algébrique.

Je n’ai pas encore eu 'occasion d’écrire les équations auxquelles satisfait
la sérieF, («, B, ', y;x, v) considérée soit comme fonction de x seulement,
soit comme fonction de y seulement. Ces équations, qui sont du troisiéme
ordre, ont été données par M. Picard (*). Les voici

x(l—x)(a:——_y)g%;
+[(B+y+2)x+ (B —y—1)y—(2+23 +4)x‘2+(a+@—@’+3)x}-]%

+(B+1)[7 = (2a+ B+ 2)a+ (a— B+ 1)) ]9 —aB(B+1)z =0,

0%z
}’(I—}’)()"‘w)‘é;g

»Ps
oy?

HIE +y+2)y+(B—y—z—(a+2f'+4) y+ (a+ 3 —+3)zy]
v +~ (B +1)[y—(2a+p'+ 2)3/'*_(“*@"_')”"]3_; —af' (' +1)z=o,

(1) Comptes rendus de I’Académie des Sciences, t. XC, n° 22, p- 1267, 31 mai 1880.
Fac. de T. - VIL F.26
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Soit z = f(«, y) une fonction de deux variables qui satisfasse simulta-
nément aux deux équations. Considérée comme fonction de z, elle admettra
comme points critiques les points z =0, x =0, x =1, x =Y.

x-—=o, a=o,1,1+ 3 —y,
Les racines de I’équation déterminante | & — o, cont b=o,B,+1,
. . n
relative aux points................. xr =1, c=o,1,y—a— B,
r=y, d=o,1,1—p3—3"

Considérée comme fonction de y, elle admettra comme points critiques
les points y =0, y =, y =1, y = x.

y=o, a=o0,1,1+03—7,

Les racines de I'équation déterminante | y =, b=ua, B, 3 +r1,
relative aux points................. y=1, sont ¢'=o0,1,y—a—p,
y ==, \d'=o,1,1—3—3".

Si les équations précédentes admettent une intégrale algébrique unique,
ce sera une fonction algébrique de # seul, ou de y seul, les dérivées par-
tielles logarithmiques du premier ordre seront des fonctions rationnelles de

x et de y.

L’intégrale sera donc de la forme
s=aty?(1—2)(1—y) (2 — )48 (2, y).

a, a, c, ¢, d étant réels et rationnels, g(x, y) étant un polynéme entier
en z et en y, de degré m en x, de degré n en y, et I'on aura

b=—(a+c+d+m),
b=—(a'+c+d-+n).

Dés lors, le Tableau des intégrales que nous avons donné a la fin du
Chapitre II nous fournira aisément des exemples ot le systéme d’équations
aux dérivées partielles (8) admet une seule intégrale algébrique.

m étant entier et positif, F,(— m, 3, #’, v; «, ») est un polynéme entier
de degré m, en z et en y.

On aura encore, comme intégrales algébriques,

>

P
(1 — v)? - £,___ - . r=Y
(1—ax)1(1—y) F,<y+rn—k n+q m, n,y,x,y_l>
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en posant B'=—m,y—B—pB' =—n, y—a—f = Lq), m, n, p, q étant
entiers, positifs, puis

p P—
(l—y)_’;(l—x)mF,<y+m+/z+ g, —m, —n, y; x ‘y,})’

r —1

dans des circonstances analogues.

Silon pose 1+ ' — vy = {13’ f'=—n, 1+a —y=—m,on aura l'in-
tégrale algébrique

p —
x?y"E(ﬁ-i—g, —m,——n,ﬁ—m—-n;l—x,yyx>a

et, dans des circonstances analogues

L
yiaxm F,<{.’>’+ :’17., —m, —n, B'—m—n;

x—;}” 1—y>.

Si l'on pose 1——3—3':—2, Yy—B—f=—n1+0—y=—m, on
aura 'intégrale algébrique

(y—w)g(—x)”(l—x)’” F,(I—ﬁ, —m, —n, I—B—m—n—B, =, Z)-

q 1—x x

Si 'on pose 1—1—(3—1':%, |+B’—~(=-’;—’, 1+ B+ —vy=—m,
on aura l'intégrale algébrique

PP _ )
qu'/'(y—x)"‘Fi(—m,a-i—m—l-qB—i-%, l—oc,l—i—g‘x(I ,}')’ z )

Si I'on pose 1—1—{3'—}':5,\'—0(—3:%, f=—n,1—a=—m,
on aura l'intégrale algébrique

.
3 )

4 P 4 x(1—
.r'l(l—x)v(y——x)"Fl[l—i—m+n+Ié-}--;i,, —m,—n,l—i—g x ;—_;’—)]

et, dans des circonstances analogues,

£ L ! 1—
y7(1—y) (a*—y)"‘F[r+m+n+§+%—m, —n, 1+ g’ 1}(,—:;), y]-
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I
En posant y—a—@:{;’: t—a—p =2, y—a=—m,onaura l'in-

tégrale algébrique

<

P P ' — -
(1—a)1 (1= )7 (2 — y)" Fy [“’"’ e y—am— =G ‘+§;}T§’y’;‘— ?]’

et ainsi de suite.

241. Pour finir, démontrons le théoréme suivant, qui est une généralisa-
tion d’un théoréme analogue concernant I’équation différentielle & laquelle
satisfait la série hypergéométrique de Gauss (').

Soient z,, z,, 5, trois intégrales particuliéres, distinctes, du systéme d’é-

quations aux dérivées partielles (8). Sil'on pose p, = %, q:i= %;", et si A
désigne le déterminant

3, By 3y

Pv P2 Ps|s

v 92 s

on sait que
A= AzB-Y yB=Y (1 — 2)Y=2=B=1 (1 — y)Y-0—F~1 (x — y)=B-B,
(Voirle Mémoire de M. Appell, déja cité.)
Si z,, z,, 3, sont des fonctions algébriques de z et de y, il en sera de

méme de w, = -* et de w, = =2- Réciproquement, si », et w, sont des fonc-
~3

NIN
w b

tions algébriques de = et de y, et si A est aussi une fonction algébrique de
et de ¥ (ce qui aura lieu si «, B, 3’, y sont réels et rationnels), z,, 3, et z,
seront aussi des fonctions algébriques de x et de y.

En effet, si ,, », sont des fonctions algébriques, il en sera de méme de
0 Jdo, Odw, Jdw
®1 1 2 2. Or

-5

gz’ oy’ 9z’ dy

1 I I o o 1
SR pr P2 P Pi_Ps P2 Ps Ps
_ R = | — -3 = ~ ~ .
A= | py Py Ps | =515:33 | 51 By 53| =0 w35 %4 S By %3 33 |5
91 92 9s 7 9 ﬁ‘ 9 93 92 __ 93 9»
5 &y %3 21 53 %2 33 %3

(1) Voir le Mémoire de M. Schwarz : Sur les cas dans lesquels la série hypergéomé-
triqgue de Gauss représente une fonction algébrique de son quatriéme élément (Jour-
nal de Crelle, t. LXXV, p. 292, 335).
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d’ailleurs
Lo _pr_ Py L0 D
w dxr 3y 33 Wy d)’ o 31 ‘-3,
RICTR R T T FR LY
wy dz 5 53 wy Oy 5 3
donc

A ,3<d_wj doy  dw; dw, )\
T\ 0z dy  dy ox

Donc z, est une fonction algébrique de x et de y, et par suite aussi
Z, et z,.



