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[ Voir
le commencement
de ce Mémoire
dans le Tome VIII].
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éléments des diverses colonnes de D. Donc D serait nul identiquement, ce qui
est contraire a 'hypothése.

Lorsque 1'on a D £ o, les n fonctions yy, ¥a, -.., ¥, qui sont appelées dans
tous les cas des intégrales de Uéquation différentielle linéaire et homogéne
d’ordre n, forment alors un systéme fondamental d’intégrales de cette équa-
tion différentielle.

On a toujours

(36) D:Ce-"/’ad‘t,

puisque la somme Za;; se réduit & p, dans les équations (30).

Si le déterminant D est identiquement nul, il existe entre les intégrales y,,
Y2y +++, Yn au moins une relation linéaire et homogéne a coefficients constants.
En effet, d'apres le n° 11, il existe plus généralement n relations de la forme

ST ALS ST e 2 S
Yok T T d gk
doy; A
=i h=o0,1,..., ll—l).
\ dao /

Entre n—+ 1 intégrales il existe toujours une relation linéaire et homogéne a
coefficients constants. En effet, d’aprés le méme numéro, on a plus généralement

n relations de la forme

dk n+1
—!—...—%—C,LH——%F—:o (k=o,1,...,n).

dk}’i

G dxk

Nous énoncerons encore les théorémes suivants :

a. Toute intégrale d’une équation linéaire et homogéne d’ordre n peut
s’obtenir par une combinaison linéaire et homogéne a coefficients constants
des intégrales d’un systéme fondamental.

B. Si Uon substitue aux intégrales d’un systéme fondamental d’autres
intégrales déterminées par les relations linéaires et homogénes a coefficients
constants

Y;=Cuyi+...+Cinyn (i=1,2,...,n),

on obtient un nouveau systéme d’intégrales a condition que le déterminant
des constantes de la substitution soit différent de zéro.

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer directement. Les démonstrations
directes sont trés connues, surtout depuis la publication du premier Mémoire
de M. Fuchs sur les équations linéaires (1866).

Fac. de T. — IX. /;



26 L. SAUVAGE.

2%. Soit u une intégrale donnée de I'équation différentielle (27) et, par suite,
soient
du d*u d"—u

T,oeE, L., .
" dr’ da? dxn—1

les éléments d’une solution du systeme

(30) S ‘d—l‘—[)l.)l‘l‘---ﬂ‘[)u}’/n
dyk . -
'd'x— = Yi—1 (/A':‘A, 5,...,’1).
Posons
Yu=Yy = ur,
d’out
; _ gl . dy du
Int= G T oar T un’
o diy w & N du dv diu
Y= ge T T TP de T a
_drly o drlo n—i1 o du dite dn—1tu
Y11= drn—1 w drxn—1 I %'dzrl—'z e E e drn—1 .

Portons ces valeurs dans les équations (30). Cherchons le coefficient de ¢ dans
la premiére équation (30) ramenée a la forme

o —0
de —Pi— = paya=o.
Nous trouverons

dru dr—1y
dwn Pt gt T T Pt

c’est-a-dire zéro, puisque u est une intégrale de 'équation (27).

Les autres équations (30) seront identiquement satisfaites, en verlu méme de
la définition de I'inconnue ¢.

[l résulte de 1a que, si ’'on élimine les variables 4, ), ..., ¥a, les équations (30)
fourniront des équations ol entreront les seules inconnues

dv d2o dnr e
dz’ dz*’ "7 dzn’

et, par suile, en posant
b p ]

do L
%zl, d’od v__ftclz‘,
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on pourra prendre pour inconnues nouvelles ¢ et ses dérivées. Nous poserons

t =1y,
dt
Tz = th—z,
............. ,
dn—2 ¢
B.I,‘""Z = ll.

D’abord, chacune des équations (30) de la forme

dy
= =y A=2,3,...,n
dr V-1 ( 3y , 1)

étant identiquement satisfaite, il ne restera que la condition

dy
T =P P

do ,rlu n dy du\\"—! e
il =pfl{w g+ o Rl PR (N

Les doubles parenthéses indiquent des puissances symboliques. On a va que
le coefficient de ¢ est identiquement nul, et qu'on peut prendre pour inconnues

ou

nouvelles ¢, ¢y, ..y b,y .
I’équation précédente prendra donc la forme

dt
(37) d—; =Pt ...+ Py by,

Il est facile de voir que I'on aura

P _ v ndu 4o

YT w| T Y dr rrvds

P 1 na(n—r1) d&u (n—1p du u

T | 2 dzr )I‘(Lv'[)?"
.................................................. ,

p 1 on—n. oo dr e (n—0...3.0200 dr=2y

P T Ve (=) dgar tooo.(n—2) drn-2 "_'“.—*—p”“l”‘» ’

En conséquence, le systéme (30) sera ramené a un systéme de méme forme
renfermant une inconnue de moins, soit au systéme
dt]
dx
diy.
dr

= pl{1+---+ pnﬁltu»—la
(38)
= lpq (h=1.2....,n—2).

L — _—
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Mais on aura
dn—k—1¢
ok = e

ce qui correspond & la formule (28).

Comparons ce résultat avec celui que donne la théorie générale. Remarquons

d’abord que tous les éléments

du dn—

U, = U, u,,_lz—d—, ceay Uy =

xr dxn—1t

d’une solution du systéme (30) sont différents de zéro jusqu'a un certain ordre

de dérivation, par exemple jusqu’a

ds—tu

7/;‘;"1 = Up-5+1,

et méme ce cas ne se présentera que si « est un polynome d’un degré en z infé-

rieur a n —1.

Dans la théorie générale, on pose

Yh=Unqn.

Par suite, les équations

Ak _
dz = Yk
deviennent
du 49 U = Up—y G
dr 1k gy W= W ]/--—-1‘7
‘d’ou Pon tire
dg Uy v duy
dz T Tup VT w de 10
En tenant compte de I’équation
du; .
dZ' —_— a1y
on a
dgi  wp—y
(39) dr —uT(!Z/fﬂ qr)

La'premiére équation (30) devient

dl,t]

. dq; ,
T g1+ i Uy =Pl G e et=PrUUnGn-

(k=2,3,..

, ).
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Par suite, a cause de I’équation

du,
,(,[};, =Pl Py,
ona
1 u, \ ¢
(40) (d—qj=P2;§(qe—<1“+-~+1’";7"‘7"_9‘)'

Si I'on pose ensuite
Zp=qr—q1,

7

on aura, en retranchant successivement I’équation (40) de chacune des équa-
tions (39), les équations

dzy 77 178 1729

—— = —— (Bf—1— BL) — P2~ By~ — Py — 3 k=2,3,....n)

dz wr (B4—1 A) P2 u 2 Pn u n ( 3 Dy )s
formant un systéme linéaire et homogéne a n —1 inconnues, auquel il faudra
joindre I’équation

I1 est évident maintenant que la méthode qui est particuliére aux équations (30)
et qui conduit aux équations (38), exactement de méme forme quc les équations
données, doit étre préférée a la méthode générale qui conduit simplement a des
équationsv linéaires et homogeénes.

Drailleurs, les équations (38) jouissent des mémes propriétés que les équa-
tions en z de la théorie générale. En effet, nous pouvons montrer que si ¢,
f2, « <+, ta_y forment un systéme fondamental d'intégrales de I’équation

dtn—1 dn—2¢ . dn—3¢
dxn—1 =P dxn—2 -+ P, dxn—3

...+ P,_yt,

les expressions
Y = u, Yo=uft dz, Y.=uft,1dx

forment un systéme fondamental d’intégrales de I'équation

du),- dn—1
H;’; = pPi 3‘# —+.. .+P,1)’.

En effet, s’il existait une relation linéaire et homogéne i coefficients constants
telle que

GY +...+C,Y,=o,

on en déduirait la relation

Ci+Coftider + Cyftyda +...+Cyfty—1dr = o,



30 L. SAUVAGE.

d’ot1, en dérivant,
Coty+Cyty4...4+Cul,y = o0,

relation incompatible avec les hypothéses.

25. Résumons le paragraphe précédent. Si y, est une intégrale de I'équation
différentielle linéaire et homogéne

_ dll.)/ (l"’“"[u)f )
(27) Tan TPV ey P
la substitution
y =) ftdr
conduit & une équation
dn—1¢ dr 2t
(41) B =P, Py ;e =Pyt

linéaire et homogene, d’ordre n — 1, et, avec un systéme fondamental d’intégrales
de I’équation (41), on peut former un systéme fondamental d’intégrales de I'é-
(uation (27).

De I'équation

D= ﬁ. (l;}l e
Pi= yy dr o
obtenue plus haut, on tire
SPidr = — nLogy, + [ pidx,

ct, en appelant D, le déterminant D (équation 35), correspondant a I'équa-
tion (39), on voit qu’on aura
: D= C_yT“D

De I'équation en ¢, au moyen d’une solution ¢, on passe & une équation en ©
lindaire et homogéne d’ordre n — 2, etc.
Soient yy, t;, Ty ..., ¢ les diverses intégrales supposées successivement con-

nues, on voit facilement qu’on aura la relation
D= Cyleiizi=2.. . 3.

On peut voir dans le Mémoire de M. Fuchs les conséquences que I'on tire de

cette derniére relation.
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CHAPITRE 1L

DES DIVISEURS ELEMENTAIRES.

26. Représentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants

A e Ai/, ] By ... Bin PA”—'r'qB“ cee PAlll'*"qun

cee N e oo .« s | eee i

A,” An” i B,,1 ces B,”, | P:X,”—l—qB,“ cee pA,“,—i— ann

Le déterminant [P, Q] est une fonction enti¢re et homogéne en p, ¢. Nous
n’aurons & nous occuper que du cas ot cette fonction est du degré n, et non pas
d’un degré inférieur; nous supposerons donc que le degré est n.

Ce déterminant [P, Q] est alors un produit de n facteurs linéaires et homo-
génes, de la forme ap + bgq et distincts ou non.

Considérons au méme point de vue les mineurs des divers ordres. Soit /,
Pexposant du diviseur ap + bg qui entre dauns le plus grand commun diviseur de
tous les mineurs d’ordre m. Soit I, 'exposant correspondant & l'ordre @ |- 1.
L’expression

(ap + bg)'o=la+

a été appelée par M. Weierstrass un diviseur élémentaire du déterminant
[P, Q]

27. Soit ap + bq un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q]. Nous oppo-
serons celle expression a celle de diviseur élémentaire, chacune de ces deux
sortes de diviseurs correspondant & une décomposition spéciale du déterminant
[P, Q], comme nous allons le montrer.

Les mineurs de ordre & du déterminant [P, Q]sont du degré n — w en petqg
et peuvent étre décomposés en facteurs linéaires en p et ¢g. Je dis d’abord que
Pexposant /i d’un méme diviseur linéaire ap + bg ne peut aller qu’en décroissant
quand I'indice w augmente; sous la notation I nous comprenons aussi 'expo-
sant /, du méme diviseur linéaire dans le déterminant [P, Q], considéré alors
comme un mineur d’ordre zéro.

D’abord tout déterminant de degré n — w 1 peut étre considéré comme une
somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe, est le produit d’un
déterminant du degré n —w par un élément de [P, Q]. Donc, tout diviseur
commun des mineurs de degré n — w doit étre aussi un diviseur commun des
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mineurs de degré n — & 41, et, par suile, aussi, de tous les mineurs de degrés
supérieursd n — w -- 1. En conséquence, si 'un des nombres {y, {,, I,, ... est nul,
tous les suivants sont nuls.

Ensuite, si 'on considére un mineur du degré n—wm -+ 1, ses dérivées partielles
par rapport a p et a ¢ peuvent étre considérées comme des sommes de termes
dont chacun est le produit d’an déterminant de degré n — w par un terme de [P]
ou de [Q]; si donc les mineurs de degré n — = admettent le diviseur linéaire
ap + bq au degré I, le mineur de degré n — w 1 et ses dérivées partielles du
premier ordre admettront en commun ce diviseur linéaire au méme degré /. Il
faut alors que le mineur de degré n — = 1 soit divisible par (ap + bg ).

Soit /- le dernier exposant / qui ne soit pas nul. On aura les inégalités

L>U>0hL>...> 1,
et 'on pourra poser

ly— U= ey, L—1li=e, o) ly—lr=e,4, lr=e.

On aura alors
lO= o+ e1+...+ €,
et

(ap 4+ bp)o= (ap + bq)t(ap + bg )t +...+ (ap + bg)er.

Soient ensuite @y p+ b, q, ayp + baq, ..., aynp + byq les diviseurs linéaires
distincts du déterminant [P, Q]. Soient {;, I3, ..., I;* leurs exposants. Décompo-

sons ces nombres en éléments ¢ d’aprés les régles précédentes, de sorte que l'on
ait, par exemple,

ly=eb+el+...+el (i=1,2,...,m).
Le déterminant [P, Q] pourra éire représenté par le produit

; i1=1,2, ...,m,
O(a;p—+b;q)i )
J=o,1, ..., r.
Chacun des facteurs de ce produit est, comme nous l'avons dit dés 1’abord, un
’ b

diviseur élémentaire du déterminant [P, Q].

On voit que chaque diviseur élémentaire est essentiellement caractérisé par
le rapport de deux coefficients a et b et par un exposant e.

Nous montrerons dans la suite que chaque diviseur élémentaire est indépendant
dans chacune de ses propriétés. Nous pourrons alors représenter tous les diviseurs
¢élémentaires dans un ordre quelconque par la notation

(a1p+0b19)s, (a:p-+0b:19), ..., (agp+ byq)re.

Mais les indices 1, 2, ..., o n’'indiqueront plus que les diviseurs linéaires
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ayp-+byq, ..., agp—+ b,q soient nécessairement distincts. Plusieurs pourront
étre égaux entre eux. On aura de plus

e+ ex—+...+ ep= n,
et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires distincts.

28. Un diviseur élémentaire (ap + bg)¢ du déterminant [P, Q] est dit simple
ou multiple, suivant que son exposant e est égal ou supérieur a 'unité.

Si, par exemple, tous les diviseurs élémentaires fournis par un méme diviseur
linéaire sont simples, on voit que le déterminant [P, Q] sera divisible par
(ap + bg)r*'; ses mineurs du premier ordre seront divisibles par (ap+bg), . ..,
ses mineurs de 'ordre r seront divisibles par ap + bq.

Si au contraire les diviseurs élémentaires fournis par un méme diviseur linéaire
ne sont pas tous simples, remarquons que nous aurons

ly=ey + e +...+ e,

lo—@o: ll =€ +...+ée

lyy—epy= 1, = e,

et nous voyons que le déterminant[P, Q] et ses mineurs d’ordres successifs seront
respectivement divisibles par

(ap -+ bq)eo+e,+...+e,,
(ap -+ bq )e,+...+e,,

(ap +bg )er.

Les ordres de multiplicité d’un diviseur ap -+ bg, considéré comme divisewr
linéaire, ou comme diviseur élémentaire, sont, comme on le voit, deux nombres
essentiellement distincts.

Ajoutons une remarque :

Il 0’y a jusqu’ici entre les nombres ey, ey, ..., e, aucune relation nécessaire.
Ce sont simplement des nombres entiers qui concourent a former les nombres by
lr_y, «..; Ly, ces derniers nombres allant toujours en croissant, quand leur indice
diminue.

29. 1l y a un lien trés étroit entre la théorie des formes bilinéaires et la théorie
des diviseurs élémentaires, et c’est précisément P'application des théorémes de
P'une de ces théories aux théorémes de l'autre qui nous conduira a des consé-

Fac. de T. — IX. 5
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quences trés importantes pour la théorie des équations linéaires. Nous allons,
par suite, nous occuper de ces questions spéciales.
On dit que les deux expressions

P=Z2Aup@ayp
} (¢,8=1,2,...,n),
Q =2Bupzays
sont deux formes bilinéaires aux 2n variables x,, ..., Zp, Y1, .-+, Yn- Les

déterminants de ces formes sont, par définition, les déterminants [P]et[Q].
Faisons les substitulions
xr;= Ehijw}-,
J

yi= Nkij ¥},

aux déterminants de constantes H et K supposés tous deux différents de zéro.
Les formes

P(Z‘“ ~--)xnl,}’h--'7.}’n) et Q(xh "-;xnl.}’h 'H:.)’n.)

ou, avec une notation plus simple, les formes

P(z|y) et Qz|y)
deviendront
Pia'ly) et Q2| )
Nous allons montrer que les déterminants des deux formes
PP+4qQ et pP 4+ qQ

admettent les mémes diviseurs élémentaires.

30. Supposons que 'on ne fasse d’abord que la premiére substitution. Les
formes

P(z|y) et Qziy)
deviendront

Py(2'|y) et Qu(&'|y).

Si ensuite on fait la seconde substitution, on obtiendra les formes
Pz | y') ev Q2] y).

Il suffit de démontrer que le déterminant de la forme

pPi+qQ
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a les mémes diviseurs élémentaires que le déterminant de la forme

pP+qQ;

car on passera, par le méme procédé de démonstration, des diviseurs élémentaires
de la forme

PP1-+9qQ
a ceux de la forme

pP +qQ.

On sait, d’apreés la théorie des déterminants, que I'on a

[Py, Q] =[P, Q] < H.

Donc déja les diviseurs linéaires distincts des deux déterminanls

[P, Q1] et [P, Q]

sonl les mémes. Il reste a faire voir qu’ils fournissent les mémes diviseurs élémen-
taires. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur linéaire est facteur a un
certain degré de multiplicité dans tous les mineurs d’un ordre donné de [P, Q],
il est aussi facteur au méme degré de multiplicité dans les mineurs du méme
ordre de [Py, Q,] et réciproquement.

Représentons les mineurs de degré u des trois déterminants

[P,Q], H, [Py,Q]
par

’
myg, hyE, My,

v et ¢ désignant deux combinaisons quelconques des nombres 1, 2, ..., n pris
wd p. On a, d’aprés Cauchy ('), la relation
MUyG == Ty MGy Ty MGa .o+ Tye M.

Le nombre ¢ est celui des combinaisons indiquées et est égal a

n(n—i1)...(n—p+r1)
1.2...u )

Si tous les mineurs mg, admettent le méme diviseur (ap + bg)!, my; admetira
ce méme diviseur pour toutes les valeurs qu’on peut donner & yeta.

Réciproquement, sitouslesmineurs m.; admettent le méme diviseur (ap + bq)?,

(*) Voir la Note sur les déterminants.
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il en sera de méme des expressions
Ny B+ -« « + NycMie-

Mais le déterminant 24, N2 ... e est une puissance de H et n’est pas nul ().
Donc mg,, ..., ms admettent séparémentle diviseur (ap + bg), et pour Loutes les
valeurs que 1’on peut donner a 8.

Enfin, si les mineurs d’un certain ordre de[ P, Q]n’ont aucun diviseur commun,
il en sera de méme des mineurs du méme ordre de [Py, Q, ], sans quoi 'on pour-
rait démontrer que les mineurs considérés dans [P, Q] ont contrairement a 'hy-
pothése un diviseur commun.

11 est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] ne
sont pas altérés par la double substitution

Ty voey Tn | Bhy ooy Thy €0 Yoy ooy Yu | Fh ooy he
31. Ce théoréme admet la réciproque suivante :

Soient deux couples de formes bilinéaires

P(z|y) et Q(zly)
et

P ('] y), Q@ ]y)

St les deux déterminants [P, Q] et [P, Q'] ont les mémes diviseurs élémen-
taires, on peut déterminer 2n® constantes h et k telles que les substitutions

.Z‘,':Zhij.z‘}
J
J’z=Z/fijJ’}
j

(i)j=1127-"7n)

changent P en P et Q en Q'

Nous démontrerons cette importante réciproque par une belle méthode due a
M. Darboux.

32. Soit une forme bilinéaire aux 2r variables indépendantes =z, ..., z,,

Yiy ooy ¥Vn
P =2Augxayp.

Appelons X, X, ..., X, les dérivées partielles de P par rapport a zy, 2, ...,

(*) Voir la Note sur les déterminants.
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zpet Yy, Y, ..., Y, les dérivées partielles de P par rapport a yy, ¥3; - +s Yu-

Nous aurons

Xi=Apnyi+...+Amyn | .
(i=1,2,...,n).
Yi= A“-w,+...+ Am'.flfn

Le déterminant formé par les n? coefficients A et qui a I'une des deux formes

A“ e Ain A“ cee A,“
ou s
Anl LI Ann A1n B Ann

est appelé le déterminant de la forme P.
On remarquera la relation

.Z‘1X1-1—...—i—-.Z‘,,Xn:'lel-l—...—i—.}’nYn: P.

33. Appelons B, le déterminant de la forme P et formons toutes les expressions
que peut donner le déterminant B, bordé comme nous allons I'indiquer. Posons

Ay o0 A ful oLl u?
Apr oo Apnlul ... u?l
By=
vl ... v o ... o
9 ]
o} ... ed o ... o

Chaque bordure, la k®™ par exemple, distinguée par l'indice supérieur %, est
obtenue au moyen de 27 arbitraires formant deux groupes distincts, soient
u®, ..., ul pour la bordure en colonne et ¢, ..., o pour la bordure en ligne.

Développons By (') par la réegle de Laplace (%) en combinant les éléments
des 0 derniéres colonnes de toutes les maniéres possibles, de fagon a former des
mineurs de degré 0, et en multipliant chacun de ces mineurs_par le mineur de
degré n qui reste quand on a supprimé les § derniéres colonnes et les § lignes
choisies.

Les produits du degré n -+ O que I'on obtient ainsi renferment des paramétres ¢
provenant de toutes les bordures et sont du degré n — 0 par rapport aux éléments

du déterminant B,. La méme régle de Laplace est applicable 4 chaque mineur de
degré n.

(%) Les déterminants By pourraient étre appelés des Hessiens bordés.
(*) Voir la Note sur les déterminants.
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Donc By est une fonction linéaire et homogéne des mineurs d’ordre § de B,
quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et ¢.

34. Sil'on connait le déterminant [P, Q], qu'on peut représenter par B, (p, ¢),
on voit que la fonction Bg(p, ) sera enti¢re et homogéne en p et ¢, et, si les
mineurs de degré n — § de B, (p, ¢) sont divisibles par (ap + bg)?, on voit que
By(p, ¢) sera divisible par (ap + bg)’. On peut d’ailleurs choisir les arbitraires

qui entrent dans By de maniére qu’il se réduise & I'un quelconque des mineurs
de B,. Par exemple, on a

A“ Ai,A'+l A“l o ... O

AA+1,1 Alc+1,k+1 AA-+1,n 1 o
--------- Ali ‘ Ai‘

==
Any An,k—H Aun o I
A Awk |
(o] e 1 e o o e o
o] o . [ ()] o]

Donc, pour qu’un diviseur (ap + bq)! soit commun & tous les mineurs
d’ordre b de [P , il faut et il suffit qu’il divise la fonction By q) corres-
) q P, q
pondante, quelles que soient les valeurs attribuées auzx arbitraires.

On pourrait en conséquence définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] au
moyen des déterminants By(p, ¢).

35. La premiére forme By est

A“ cee Aln ll}

En la développant, on a
oB
Blz—Zu} ol ()A?».
) L

Sil’onretranche de la derniére colonne les autres multipliées par yy, y,, ..., 4,
puis ensuile que I'on retranche de la derniére ligne les autres multipliées par x,,
Zay vony Ly, ON A

Ap A ut— X, I
B|=
A,“ Aun
ol—Y; ... 0h—Y, —(ulzi 4. +ulzp)—(olyi+. o ofy ) (o Xy 2, X,)



SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 39

Si I'on remplace alors les arbitraires u et ¢ par les dérivées X, Y de la forme
bilinéaire P, on aura
B,=— B,P.

Cetle formule permet d’exprimer P en fonction de B, et de B,.
36. La fonction By, est liée a la fonction By par la relation simple

w010+ 0By .

By =— i % 9Ay

37. La derniére fonction By est B, car toutes les fonctions suivantes B, se
réduiraient a zéro.
On a

ul ... ul [ B |

B, = (— 1)

uh ... ul % S .
38. Etant donné un déterminant quelconque

228] cee Opp

Anl  e.. QApp
on démontre, dans la théorie des déterminants (*), que I'on a toujours

0A  0A 0A A . o2A

=A—" .
days Oaps, 0%p,s Oy, 0%ys 0%y, 5,

Cette proposition va nous étre du plus grand secours dans le calcul que nous
allons entreprendre.
Nous appliquerons ce théoréme a des fonctions telles que By, que nous repré-
senterons par la notation
B(ul, ..., ud; 01, ..., o0)
ou par la notation
B(ub; o9),

b

en n’indiquant que les éléments les plus indispensables.
Introduisons dans notre calcul I’expression

Ry = B(un—e’ X; Vn_e» Y))

(*) Voir la Note sur les déterminants.
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qui se tire de B, _g,, en remplacant les éléments de la derniére bordure par les
dérivées partielles de la forme P.

Nous aurons

Ro=B(ur, X; o7, Y)=o0.
Appliquons le théoréme rappelé plus haut a I'expression Rg, nous aurons

B(un—9; on-9) B(un—0-1, X ; pn—0-1, Y) — B(un9-1, X; pn—8) B(un—8; pn—9-1Y)

= B(un—e—x ; on—0-1) B( un=9, X; on—0Y),
el, sl nous posons ‘
B(un—9-1, X; pn=0) = Ug,,

B(un—0; on—b-1, Y) = Vg,

nous aurons la formule
Ro+1Bn—9— Ug+1 Vo1 = Br—g—1 Ry,
ou, en changeant § en § — 1,
RoBr—g+1— Uy Vo= Br—gRo—;.

Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons & ces résultats une
identité déja démontrée, nous aurons

R,Bn —U1V1=0,
R2 Bn—l— U2 V2 = Rl Bn-—h

Rn B, — Unvn= Rn—i BO,
P B, = —Rg.

Nous pouvons écrire ces équations sous la forme

Ry U Vy
Bn—-i - Ban——l’
R2 U2V2 Rl

+
Bn—2 Bn—l Bﬂ—z Bll‘l ’

et, en ajoutant, nous aurons la relation

(42) P= Ulvi U2V2 I_JnVn,.

T BB, BaiBay 7 BB,
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39. Les fonctions Ug et Vg sont respectivement des fonctions linéaires des X
et des Y, et ne renferment respectivement que les variables y,, ..., y, ou
Ziy onny Zno

Les expressions By sont des constantes qui dépendent des valeurs attribuées
aux arbitraires u et ¢. Nous concluons de la qu’il y a une infinité de maniéres
de ramener une forme linéaire (P) a la forme

(43) I (@=1,2,...,m).
L

Cette proposition correspond & la réduction d’une forme quadratique & une

somme de carrés.

40. Mais le calcul précédent n’est valable que si les dénominateurs ne sont pas
nuls. On peut toujours se placer dans ce cas si B, n’est pas nul, comme nous en
ferons toujours I'hypothése.

En effet, on a

oB
Bpiy=—Z u?—H "j'—H d_\e_, ’

et 'on peut choisir les arbitraires ! et ¢8+t de maniére que By, se réduise a
un mineur quelconque g—f% de By (voir § 34). Tous les mineurs g_[]\g% ne sont pas
nuls si Bg n’est pas identiquement nul, car By et son déterminant adjoint ne
peuvent étre nuls 'un sans I'autre ().

Donc, si B, n’est pas identiquement nul, on peut choisir les arbitraires !, ¢!
de maniére que B, ne soit pas identiquement nul, puis les arbitraires «2, ¢2 de

maniére que B, ne soit pas identiquement nul, etc.

41. Si By n’est pas nul, les fonctions Uy, ..., U,, ou les fonctions V, ..., V,,
sont linéairement indépendantes.
En effet, dans le cas contraire, on pourrait par exemple poser

U=CyTi+...+CiTs (i=1,2,...,n; k< n),

les nouvelles variables T étant indépendantes.

De la on conclurait par I'élimination de ces variables n — A relations linéaires
et homogénes entre xy, x3, ..., Z,. Or, si 'on considére les dérivées partielles
de P,

Y, =azy+...+ apni@, (i=1,2,...,n),

(1) Voir la Note sur les Déterminants.
Fac. de T. — IX. 6
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et I'une quelconque de ces n — k relations
M Ty +...+ MpZ,=0;

on pourrait éliminer z,, x5, ..., z, et 'on obtiendrait un résultat de la forme
CGYy+...+C,Y,=o.

Ce résultat est incompatible avec I'indépendance linéaire des fonctions Y, indé-
pendance caractérisée par la condition

Bo;’o.

En résumé, la forme P peut étre ramenée, d'une infinité de maniéres, a la
forme (43), et il sera impossible de diriger le calcul de facon que cette
Jorme (43) renferme moins de variables indépendantes que P.

42. Appliquons maintenant les principes précédents a la forme complexe
F :fS -+ 9,
ou s est une indéterminée et ou I'on a

JS= ZauTay B,
¢ = 2 buBZayp.

Nous supposerons que le déterminant de la forme f n’est pas nul. Par suite, le
déterminant de la forme I, c’est-a-dire

ans+by ... ans+ by,

An1S+bpy ... QuasS+bup

ne sera pas nul non plus. Ce déterminant sera méme de degré n parrapport a s.
Appliquons-lui le théoréme de Gauss démontré au § 35. Nous aurons, avec la

notation du § 38,
—B(X:Y)

F:fs—l—(?: Bo(s)

=F(X,Y,s);

de sorte que s entrera dans F explicitement d’abord, puis implicitement par les X

et les Y. Sil’on considére pour un moment les X et les Y comme des arbitraires,

F se présentera sous la forme d’une fraction rationnelle en s, dont le dénomina-

teur est du degré n et dont le numérateur est au plus du degré n — 1. Mais, s1 X

et Y sont les dérivées partielles de F, le numérateur pourra étre du degré n +1.
Décomposons cette fraction rationnelle en une somme de n fractions simples,



SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 43

en nous servant de la régle de Lagrange qui consiste a chercher, pour une ra-
F(s,~-|- g) (')

cine s; de By (s) = o, le coefficient de :—; dans le développement de ————
-

Nous donnerons d’abord & F la forme générale

Ul"rl Unvn

- T Th n

Fe— ..
B.Bu—1 BiB,
et nous raisonnerons, sur un terme quelconque divisé par s — s; — &,

_ Up—0+1Vu—6+1 .
(s —s;—o)ByBygy

On a d’abord, avec les notations du § 38,

(l11S+b“ e ll“,S-l—b“; u} . e u?-l X1
9 0—1 amS—l—b,“ cer QupS+bpp uh ... u?rl X,
Up—p+1= B(ud-1,X; o0-1) = " 1
ol vl o ... o o
i} (]
o4 v, o ... o o

On peut remplacer la derniére colonne par une autre, obtenue en retranchant
de celle-ci les n premiéres colonnes multipliées par yy, ¥2, ..., ¥». La nouvelle
colonne, écrite horizontalement pour la commodité de I'écriture, devient

F oF
Xi——gz’_‘, ooy X,,—m, —((Wlyi+o o+ 0kyn), .., ——(v?y,—l—...—!—v?ly,,).

Nous devons remplacer s par s;+ = dans U,_g,,. Nous aurons alors

oF of 00
I’I’:—, —(Si—f—c')az—'i +dz’;’

de sorte que, si maintenant nous supposons que X est la dérivée partielle de F,
la derniére colonne deviendra

9 9
(s—s;—c)(gj;, ceey (S_Si—c)b_;f/_z’ U1, ..., U0,
et le déterminant, développé par rapport aux éléments de cette colonne, prendra

la forme
Uppr1=(s—s;—o)M,+ M,.

(1) Voir la Note sur la Régle de Lagrange.
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Les coefficients de U?, ..., U%sont des fonctions linéaires des mineurs d’ordre
)

6 — 1 de By, de sorte que M, est au moins divisible par la méme puissance de ¢
que Bg_;.

Quant & M, il est égal a U,_g,,, quand on a remplacé X, ..., X, par

o 4

dxx

C’est donc une forme de By et il est au moins divisible par la méme puissance
de & que Bq.

Soient ly et ly_ les exposants de s dans Bg et By_,. On sait que 'on a

lo—1 > by
Posons dés lors
ly—1— Uy = eg—,
ou, pour simplifier 'écriture, posons simplement

lo—y—ly=ce.

On voit que e est 'exposant d’un diviseur élémentaire correspondant au diviseur
linéaire s — s; de B, ().

On pourra donc écrire’
Upsy = (s —5; — 5) 0 M| + o8- My,
M et M), n’étant plus divisibles par 5. On aura, en outre,

By =gd/v By,
By

Il

ol Bg_y;

Bg et By_, sont deux quantités ne renfermant plus & en facteur.
Cela posé, I'expression
_ Un—+1 Va—0+1
(s —s:— ) BgBg—y

devient
_(s—si—o)a?®M| N}
s+lo—s By By, R

en appelant N la quantité analogue M/ provenant du calcul de V,,_g,,, et en

négligeant d’écrire les termes qui ne donnent pas de puissances négatives
de s.

On peut encore écrire
s—si—a M| N}
¢ VB Bi_, VB{Bj_,
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Or M renferme linéairement yy, ¥a, ..., ¥, et N renferme linéairement z,,
Zy, «+.y Zp- 1l en sera de méme des coefficients de leurs développements par
rapport a ¢. Soient

M/
—.I_-l,:_ =E,0+§1U+Eg°’2+...+5/u°""+...,
\/BeBe—x

N} 2
e =N+ T+ 1102+ . Tl
VBjBg_;

. 1
Le coefficient de < que nous cherchons sera donc

— (s —5)(Bome—1-+. ..+ Ee—17M0) + (§oMe—2-+- ..+ Ec-2T0)-

Nous poserons, pour simplifier
p s P 3
Eofe—14...+ Ee—mo = (£4)e-

Nous voyons ainsi que, étant choisie la racine s;, les termes successifs du dé-
F(si+ o)

nous donneront
§—8§;—¢g

veloppement de

—(S - si)(&n)‘a—i— (E’“A)erx,

— (s —s:) (5n)e,+ (En)ey—1 5

Pour une aulre racine s; nous aurions

== (s — s) (§n)ef + (§n)e) -1

— (s —s1) (§n)e; + (En)ef -1,

Au lieu de réunir tous ces résultats en considérant les diviseurs linéaires s — s,
$—S$;, ..., considérons les diviseurs élémentaires

(s —s1)8, (s—s2)%, ..., (S——sp)‘?,

et il importe peu que les diviseurs linéaires correspondants soient distincts ou
non, nous aurons, en ajoutant tous les résultats obtenus,

i=p
F =fs +9 = —“E [(s—s:) (57])6.'—‘(5."1)65—1]'
i=1

On voit donc que chaque diviseur élémentaire fournit son terme dans le déve-
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loppement de F. C’est en cela que consiste Iindépendance des réles de ces divi-
seurs élémentaires dans le calcul que nous venons de faire.

43. De la formule précédente on tire

‘ f=—>:'(§71)e,

44
(6 ? o= Zs(En)e+ Z(E0)e1.

Il faut remarquer que I'on doit poser
(n)e—y=0 pour e=o.

4%. Les expressions £ sont des fonctions linéaires et homogénes de yy, ..., y» et
les expressions 7 sont des fonctions analogues des x4, ..., Z,.
Nous allons montrer qu’on peut réciproquement exprimer z,, &y, ..., £ €n

fonctions linéaires et homogénes des 1 et ¥4, ¥2, ..., ¥n €n semblables fonc-
tions des &.

En effet, de I’équation

f= _2(57))67
on tire
d = T
5)7—"_ iV )
;M L4+v=-e—1I)
'd_f— :_E{J? S
- Tiv

et, par conséquent, le déterminant de la forme Z(£n), est égal &

o —I (o] [}
—1 o
(o] o —1
(0] (o] 1— (o]

et n’est pas nul. Appelons & ce déterminant.

Si ’on fait le changement de variables qui change les § en y et les 7 en z, le
déterminant & sera multiplié par les deux déterminants de substitution que nous
appellerons 3, et 3y. Mais, quand les variables sont z et y, le déterminant de
% (&n)e est celui de f et est supposé différent de zéro. Soit 8, ce déterminant, on
a la relation

d’ott I'on conclut que 3, et 3, ne peuvent étre nuls et, par suite, qu’on peut ex-
primer les z en 7, et les y en E.
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En outre, puisque les déterminants 8, el 3, ne sont pas nuls, il y a bien n fonc-
tions & et n fonctions 7.

45. Les formules (44) ont été données par M. Weierstrass. L’éminent analyste
leur a donné encore une autre forme plus symétrique que la précédente et que
nous allons indiquer.

Soient g, &, g’, k' quatre nombres, entiers si 'on veut, tels que le déterminant
gh'— hg' soit égal a I'unité, et posons

S=—(gP+hrQ),
¢ = g'P—I—h’Q,
F=—(fs+0o)=[(gP+AQ)s—(&'P+r'Q)]

Nous tirerons de la

F=(gs—g)P+(hs—h)Q=pP+qQ,
en posant )
ES— & =Pp
hs—h' =gq.
Nous aurons, en outre,

ap +bqg = (ag + bh)s — (ag'+ bh').

Supposons que ap -+ bp soit un diviseur du déterminant [P, Q] et remplagons «
et b par des valeurs proportionnelles, de sorte que I'on ait

ag+bh =1,
ag'+ bh' = s,
nous aurons
ap +bg = s —s;.

Il résulte de la que les diviseurs élémentaires du déterminant de la forme

F = pP+ ¢Q correspondront aux diviseurs de la forme F= — (fs + ¢). Sil'on
résout alors le systéme d’équations

ag+bh =1,
ag'+bh = s,

on aura, en introduisant un indice pour « et b,

a; = h'— hs;, b= — &'+ gs;.
Enfin les équations
&P +hQ = —/,
gP+hQ=0 )
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donneront

P=—nf—he= Z(ai“" hsi) (§n)e;— R Esi(i"l)ei— hZ(ET‘)e;—h
Q= gf+g9= X (bi— g0 E)et & X si(Enet & D ey
ou enfin

P = B [a(En)e—h (et ],
(45) ‘
Q=¥ [br(En)ei+ & En)e]-

\ i
46. On voit donc que, si P et Q sont deux formes bilinéaires telles que le
déterminant [P, Q] ne soit pas identiquement nul, si g et h sont deux con-
stantes quelconques, telles que le déterminant de la forme gP + hQ ne soit
pas nul, et enfin si (a;p —+ b;q)¢ est un diviseur élémentaire quelconque du
déterminant [P, Q], on pourra poser les formules (45).

AT. Le coefficient de s” dans [P, Q] est la valeurde [P, Q] pour p=g,q=1;

en le représentant par [ g, ], nous aurons
[P, Q1= [g k1 [ [ (wp +bigree=1g T | (s =500

48. A un exposant ¢; correspond dans P un nombre e; de termes multipliés
par @, et un nombre e;— 1 de termes multipliés par .. Donc & un exposant ¢;
correspondent 2¢;— 1 termes dans P, et de méme 2¢;— 1 termes dans Q, lors-
qu'on donne a P et a Q les formes (45) qu’on peut appeler canoniques.

Silon a e;=1, le nombre des termes dans P ou Q se réduit a I'unité.

Si tous les nombres ¢; se réduisent & ’'unité, on aura le cas le plus simple des

formules (45) sous la forme
P =Zativ;,

Q=Z2bikivy,

(i=1,2,...,n)

Dans tous les cas, on pourra un peu simplifier les formules (44) en posant
g=1, h=o, & =o, =1
si [P] n’est pas nul, et
& =o, h=—1, g=r, h'=o
si [Q] n’est pas nul.

49. En résumé, étant données deux formes bilinéaires P et Q, si le déter-
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minant de la forme pP + qQ a » diviseurs élémentaires
(aip+0iq), ...y (azp-+byq),

etilimporte peu que les binomes (a,p + b, q), ..., (ayp + byq) soient distincts
ou non, on peut déterminer n fonctions linéaires et homogénes des y, soient

i i ri ; — 5
01 .;Il. ceey Semt (l———l,2,...,r/>,

et n fonctions linéaires et homogénes des z, soient

. ; .
oy Ty eeey Ty (t=1,2,...,0),

telles que, pour des valeurs données des constantes g et h et pour desvaleurs

a

convenables des rapports b_[’ on puisse construire les nougelles formes
i

P= 2 [“z‘(é‘ﬂ )L‘i_ /Z(ETA >C,‘—I]v
Q= Y [bi(zt e+ g C:a)e ],

1
et, réciproquement, on pourra exprimer les x et les y aw moyen des & et des ,
de maniére a reproduire les formes primitives.

50. Soient maintenant deux couples de formes bilinéaires
P(xly), Qz|y)
p/(xV:‘),/), Q’(.z‘flyl)’

et supposons que les deux déterminants [P, Q] et [P/, Q'] aient les mémes divi-
seurs élémentaires.

et

. i .
Yy eevy Yuy soient & (i=1,2,...,9;

Nous déterminerons, d’une part, n fonctions linéaires et homogénes de y-,,
o, w=0,1,...,¢;—1), et n fonctions li-
néaires et homogeénes de z,, x4, ..., z,, soient 7’

(t=1,2,...,9; P =0,1,...,6;,—1);

et, d’autre part, n fonctions semblables §/ de 5, ..., 5/, et n fonctions sembla-
13 ’ ’ .

bles v} de z, ..., z,, telles que 'on puisse mettre P, Q, P/, Q' en employant

les mémes valeurs de g, %, @, b sous les formes

P= B lan)e — )],
i
Q =2 [0:(20)e; + g(51)er 1],
P':E[“[(z"ﬂ’)ei— h 5'7‘/)6’1—1]7 o

Q= W [0l et & (3 Jeier ]

g

Fac. de T. — 1IX.
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IWest évident que P et P, Q et Q' ne difléreront que par la notation et se

transformevont les unes dans les autres quand on posera

o
Il

l.\\’
~
Il
~

Mais ces équations sont des relations entre &y, &a, ..., 2, et ), 2, ..., 2, d une
party et )y, 3 as ooy ¥u€l) 'y )y «ovy ¥ d’autre part. Ona vu qu’on peut lesrésoudre
soit par rapport aux x et aux y, soit par rapport aux 2’ et aux }". IEn outre, les
formes P, Q, P, Q', une fois qu’on a choisi g et /i, ne dépendent que des divi-
seurs ¢lémentairves de [P, Q] et de [P/, Q']. On a donc ce théoréme, qui est la

conclusion de tous ceux qui précédent :

Pour que deurx formes bilinéaires P et Q se changent simultanément en
dewr autres P et Q" au moyen de substitutions convenables des x' auzx x et

des y' auz y, il faut et il suffit que les déterminants des dewr formes
pP-+qQ et pP+gqQ

aient les mémes diciseurs élémentaires.

51. Pour appliquer le théoréme général précédent, il n’est pas nécessaire de
décomposer effectivement les deux déterminants [P, Q], [P/, Q'] en diviseurs
¢lémentaives.

Si Pon considére les formes fs 4o, fs'+ 2/, on déterminera, pour chaque
ordre de mineurs, les plus grands communs diviseurs de ces mineurs. En leur

supposant un coefficient égal & I'unité, ct en les appelant

Ry(s), Ri(s), Ra(s). ...,
Ry(s), Ri(s), Ry(s), ...,

I"indice o correspondant au déterminant principal et P'indice & aux mineurs
d'ordre k, il sera nécessaire et suffisant que 1'on ait identiquement

Ri(s) =Rj(s) (k=o,1,2,...,n—1).
52. Il sera encore atile pourla suite de démontrer directementque les formes(45)

N § .
P = 2 [ei( 5 — (), 1]

Q= b5t e, £ (50 1 |
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obtenues précédemment, et o l'on a
eg -+ ey-t-. ..+ Gp: n,
ga;+ hb; =1 (i=1,2,...,9),

admettent bien les diviseurs élémentaires (aip =+ big)ci.
53. Posons
Pi=ai(55)e; — hUER)epm1,

Q= bi(E"[)ei -+ é’(E'n)c.v—ly
nous aurons

PPi+qQi=(aip+biq)(E0)e,+ (89 — hp) (k1)1
Soient alors
aip+b;q = u,, g9 —hp =v;
u; et ¢ sont deux variables indépendantes avec p et ¢ puisque le déterminant
ga; + hb; n’est pas nul.
Par suite, le déterminant de la forme pPi+ g Q: peat s’écrive

o o .. o ¢ u;

o 0 ... ¢ Uu; o

o ¢ ... 0 0 o
v u ... 0 o0 o

u; o0 ... O ©0 O

Si nous cherchons de méme le déterminant de la forme pP + ¢Q, en posant

P=EP,‘, Q=2Q,~, ap+biq =uy,

nous trouverons

o o v u | o o o o
o o “; o o o o o
0w o o o o o o
T o o o o o
(46) [P,Q]l=| o o ... o o 0 0 ... v Uy
0o o .. 0 0| 0o o Uy o
o o 0 0| ¢ u, o o
o o o o |lu o o o
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et nous en conclurons que 'on doit avoir
[P,Q]= I I [P:, Q:].

Or, on a évidemment [P;, Q;] = == u®, et u® sera le seul diviseur élémentaire
de [P;, Q;], car, sil’on efface la derniére ligne et la derniére colonne de ce déter-
minant, on a un mineur du premier ordre égal & == ¢¢~!. Mais ¢ est indépendant
de wu;, ete%™' ne peuat étre divisé par u;.

Si l'on a e;=1, u; est évidemment le seul diviseur élémentaire de [Py, Q;]

qui se réduit dans ce cas particulier & un seul terme, le terme u;.
On aura ensuilte

[P, Q] =2 ulruf. couf = I I (aip—+ biq)e.
i

On en conclut que les diviseurs élémentaires de [P, Q] ne pourront étre que
les puissances des diviseurs linéaires a;p + b;q. 1l reste & déterminer leurs
exposants.

5%. Cherchons les déterminants d’ordre = de [P, Q]. Chacun d’eux répond a
une suppression de w lignes et w colonnes dans le déterminant principal. Si 'on
obscrve la forme de [P, Q], on reconnait qu’il est composé de déterminants par-
tiels ayant en commun la diagonale principale avec [P, Q]lui-méme. C’est ce que
on a indiqué par des barres sur la figure (46) de ce déterminant [P, Q1.

Supposons que L'on supprime w lignes et w colonnes, et, pour fixer les idées,
supposons que les & premiéres lignes et les A’ premic¢res colonnes du mineur
obtenu renferment les éléments non nuls qui restent aprés cette suppression dans
le premier déterminant partiel [P, Q;], & étant Z&', &' > k par exemple.

Dans un terme quelconque du développement du mineur de [P, Q] entreront
nécessairement un élément non nul de la premiére ligne, un élément non nul de la
deuxi¢me,elc., et cesélémentsne pourrontappartenir qu’auxk’premiérescolonnes,
les autres colonnes ne pouvant fournir que des ¢éléments nuls dans les lignes
considérées. Mais il restera encore k' — & des premiéres colonnes dans lesquelles
il faudra prendre un élément en dehors des & premicres lignes. Cel élément sera
nul. Nous concluons de 13 que les seuls mineurs de [P, Q] qui ne sont pas nuls
ont la diagonale principale commune avec [P, Q]lui-méme.

Etant autorisés 4 ne considérer que les mineurs de [P, Q] qui ont la méme
diagonale principale que ce déterminant, représentons par [P;, Q;]"? P'un des

mineurs d’ordre m du déterminant|P;, Q;Jou ce déterminant lui-méme sim=o.
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Tous les mineurs non nuls d’ordre w de [P, Q] pourront étre mis sous la forme

I l [Piv Qi]{m");
i
E m;= w.

i

ou I'on suppose

55. Cela posé, soit ap -+ bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q],
el soient, tirés de ceux des déterminants [P;, Q;] divisibles par ap + bq, les di-
viseurs (ap ~+ bq)e, (ap + bq)®, ..., (ap + bg)er qui représentent tous les divi-
seurs ¢lémentaires correspondants de ces déterminants.

Nous supposerons que les nombres ¢e,, ¢,, ..., e, n’aillent pas en croissant.

Si nous prenons m;=1, pour les valeurs o, 1, ..., r de l'indice i, et que nous
prenions précisément le mineur de [P;, Q;] obtenu en supprimant la derniére
ligne et la derni¢re colonne, le mineur de [P, Q] qu’on formera ainsi en suppri-
mant dans [P, Q] au moins 7 41 lignes et 7+ 1 colonnes ne pourra pas étre
divisé par ap + bq. Donc les mineurs de [P, Q] d'ordre égal ou supérieara r—1
n’admettent pas en commun le diviseur linéaire ap + bq, et, parsuite, il n’y a pas
plus de 7+ 1 diviseurs élémentaires fournis par le diviseur linéaire ap + bg.

Cherchons maintenant’exposant du diviseur ap + bg dans les mineurs d’ordre
inférieur & 7 +- 1. Soit p le nombre total des déterminants [Py Q:], ona

pP—w=(p—7r—1)+(r—w-+1.

Puisqu’il n’y a pas plus de ® nombres m,, m,, ..., mg qui ne soient pas nuls,
il y en a au moins p — @ ou encore

) (p—r—n—+(r—w-+1)
qui le sont.

On pourra bien prendre nuls les p —r —1 nombres m qui ne correspondent
pas auxindices o, 1, ..., 7; mais parmi ces derniers il faudra en prendre au moins
I — @ -1 qui soient nuls.

Donc, dans le produit
H[P,‘, Qi]\/n,)

apparailront au moins 7 —m -+ 1 des déterminants [P:;, Q:] ou & est égal a
0, 1, ..., r. Par suite, chaque mineur de I'ordre = de [P, Q]seradivisible par une
puissance de (ap + bgq) dont I’exposant sera la somme de 7 — & 41 des nombres
€yy €1, - - -, er. Cet exposant ne sera pas plus petit que la somme

€t Cory . €y
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D’ailleurs, si I'on égale a 'unité les nombres m; auxquels correspondent les
exposants eg, €4, ..., e_y et a zéro les autres nombres m;, on peut former un
mineur de [P, Q] qui admette ap + bg comme diviseur exactement au degré
et Coypi .. .~ er et qui soit d’ordre w. On en conclut que (ap + bg)e=t+e
est la plus haute puissance de ap + bg qui divise a la fois tous les mineurs
d’ordre = de [P, Q].

Posons alors
ly=ey+ei+. .+ eg—+...+ e,

ly—ey=1 = Cl+...+eg+...+ €p,
R I I R R B I I I A P AR
lg1—eg1=Ilg= gt+...+¢€p
lpoy—epy = €r,
ou encore
ZU-—I|=€0, [‘——122 €y, ey l,.“l—],r: Cpy l,.= Cry

ly, lyy ..., L. seront les plus hauts exposants des puissances de ap + bg respecti-
vement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du premier ordre, etc.,
dans ses mineurs de I'ordre 7. Si I'on se reporte aux définitions posées au début
du Chapitre, on voit que

(ap +bg)o, ..., (ap-+bg)r

sont les diviseurs élémentaires de [P, Q] qui correspondent au diviseur linéaire
ap + bg. :

Les nombres ¢ ne vont pas en croissant : c’est une condition & ajouter a celles
qu’on a trouvées dans les définitions du début.

36. Puisque les formes canoniques de deux formes bilinéaires P et Q ne dépen-
dent que des diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] et de deux constlantes
arbitraires g et A, on en conclut que si on laisse arbitraires g et /, et si on fait
une double substitution générale dans des formes canoniques construites
a priori, on obtiendra les formes bilinéaires les plus générales correspondant
auz diviseurs élémentaires que Uon a choisis.

57. Dans le cas ou le déterminant [P, Q] a n diviseurs élémentaires, plusieurs
pouvant provenir de diviseurs linéaires égaux enlre eux, les exposants ey, €y, ..., €r

sont tous égaux a I'unité. Les formes canoniques deviennent simplement

r -
P=afin+. ..+ akatn,

Q = [)1517,1—*‘~ e bnin"nw
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Réciproquement, le déterminant de la forme

pP+qQ= E(ai[? +biq) ity
i
admet les diviseurs élémentaires
arp-+biq, ..., ayp-+0byq.

Il faut donc, pour que P et Q puissent prendre les formes précédentes, que le
déterminant [P, Q] posséde n diviseurs élémentaires. Mais [P, Q] renferme
chacun de ces diviseurs a la premiére puissance; tous les exposants e sont égaux

a unité, et, pour un méme diviseur linéaire de [P, Q], on a

. ly— =1,
li— =1,

......... ,

l,=1

En conséquence, un méme diviseur linéaire du degré /, de multiplicité fournit
l, diviseurs élémentaires dont les exposants e sont égaux & 'unité, et ce diviseur
linéaire est commun 2 tous les mineurs d’ordre /;— 1. On a donc ce théoréme :

Pour que les formes P et Q puissent s’écrire

PZE(II.E[TII.7 Q :Zl)isi"u’,
i i

gi et 1 élant respectivement des formes linéaires et homogénes des y et des .,
il faut et il suffit que tout diviseur de [P, Q] qui entre comme diviscur
linéaire au degré ly,>1 soit en méme temps un diviseur commun de tous les
mineurs de lordre l,— 1 de [P, Q].

58. Considérons enfin les deux formes bilinéaires

(47) P=r Vit = Tp Yo

(48) P=z\yl+—...-—=2,

et supposons que 'on veuille par une double substitution lincaire passer de Pa
on posera

( 19) Ji= )it o= CinYu,

et 'on en déduira

—~
2 oy — ’ T — E/.’ PI— E .
Ji)f,_vx,c,/)j_ J/(’j,’J = XiVjs
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d’ou
(50) Ti=Cx . Ci

11 est évident que I'on peut remplacer les y et les »' par des fonctions quelcon-
ques, pourvu que l'on respecte les équations (49) ou, ce qui revient au méme, les

équations (50), ces deux sortes de relations s’entrainant 'une 'autre quand on
pose P="D".

Remplacons en particulier les y par des combinaisons linéaires d'eux-mémes,
soit par exemple y; par

AN Y1 F e Ain Yy
de sorte que P deviendra la forme bilinéaire générale
Q=Zaiz;y;
Remplagons de méme les ' par des combinaisons analogues, soit y; par
ai-l.y; +.o all'n}’;n
de sorte que P’ deviendra la forme bilinéaire généréle
Q' =Zajzyj;
on suppose que les relations (50) sont conservées. On devra donc avoir
(51) Sajyi=culanyi+...+ainyu)+.. o+ cin(@my1+...+ QunYn)-

Peut-on satisfaire a ces relations (51) tout en conservant les relations (49)? 11
faudra que l'on ait

(52) a’ii(cll.}/l_‘_- . '+01/1.}’n) “+.. ~+(l’in<0”1‘}/1+. .o+ C,,,l‘}/n)

= Cil(a11y1+- o aln}’n)“‘- o Cip(@nr YL+ -+a/uz)’n)
ou encore
(53) @ Clj e Ay Cpj= Ci @y j o= Cin@nj (i, ] =1,2,...,n).

Réciproquement, si ces relations sont satisfaites, on aura identiquement les
relations (52) et, a cause des relations (51), on aura

, ,
(54) ai(enyi+...+cinyn)+...+ Wi (Cn Y1 CanYn) = Qi Yy~ Qi Yo

Or, le déterminant des ¢ n’étant pas nul et celui des a n’étant pas nul non
plus, on remarquera que les relations (53) expriment que le produit du détermi-
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nant des @' par le déterminant des ¢ est égal au produit du déterminant des ¢ par
celui des a. Donc le déterminant des @’ n’est pas nul, et les relations (54) entrai-
nent les relations

(49) Yi=cayi+...+ CnYa.

Par suite, pour qu’'une méme substitution double

( }*}: CitYir—+e..+Cin¥Yn,
(85)
Ty = Ty ..o Cri®),
raméne a la fois P a P et Q aQ’, il faut et il suffit que les relations (53) existent.
Mais alors les déterminants des deux formes Q — wP et Q' — w P’ auront mémes
diviseurs élémentaires, et réciproquement si Q — wP, Q' — wP’ ont mémes divi-
seurs élémentaires, on pourra calculer les relations (55), qui auront bien la forme
indiquée a cause de la forme spéciale donnée a P et a P'.
En résumé, si l'on a les relations (53), les deux déterminants

’ ’
ajp—w ... Qin Ay —w .., a,,

R(w)y=1] ....... et R(w)=] .......

’ ’
Ant e App— W Qpy cee Qup—w

ont mémes diviseurs élémentaires, et réciproquement, si ce fait a lieu, on a
les relations (55) et, par suite, les relations (33).

Nous aurons & appliquer ce théoréme final dans la théorie des équations diffé-
rentielles.

Fac.de T. — 1X. 8
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CHAPITRE III.

DES POINTS SINGULIERS.

59. On peut faire remonter I'étude des points singuliers au célébre Mémoire
de Puiseux sur les points algébriques; mais le travail fondamental, relative-

ment aux points singuliers des intégrales des équations linéaires, est celui de
M. Fuchs.

60. Nous avons supposé dans le Chapitre premier que la variable z décrivait,
dans le plan des z, un chemin quelconque partant d’un point initial 2, et con-
duisant & un point terminus quelconque, ce chemin étant assujetli a la condition
de ne passer paraucun point singulier des coefficients des équations différentielles
linéaires (n°® 2 et suivants). Nous considérerons maintenant le cas, plus spécial,
ot le point terminus se confond avec le point de départ. La variable décrira donc
un chemin fermé. Les éléments des solutions du systéme

d_)’,‘ PR
(A) A = S GiYii (47=1,2,...,n)
auront pris des valeurs nouvelles. Nous déterminerons I'influence que peut avoir

sur ces valeurs un point singulier entouré par le chemin fermé décrit par la va-
riable z.

61. Nous supposons toujours que, dans une région T du plan, les fonctions a;;
qui entrent dans les équations (A) soient uniformes et continues, sauf en cer-
tains points que nous appelons singuliers. Quel que soit le chemin fermé suivi
par la variable z, les coefficients a;; reprendront au méme point du plan la méme
valeur. Ces fonctions sont d’ailleurs réguliéres en chaque point non singulier,
c’est-d-dire sont développables dans un domaine convenable de chaque point
x = a, en séries convergentes de la forme

SA(x—a)r (r=o0,1,2,...,%).

Soient ¥y, 2y ---, ¥ les éléments d’une solution. Nous appellerons Yy, Y,,..., Y,
les nouvelles valeurs de ces éléments, quand la variable ayant décrit un chemin
fermé recommence a le parcourir.

Cela posé, le théoréme fondamental est le suivant :

Si la variable indépendante revient a sa valeur initiale, les nouvelles va-
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leurs Y;; des éléments d’un systéme fondamental de solutions sont lides aux

anciennes y;j par des relations linéaires et homogénes a coefficients constants
de la forme

(56) Yi;=Ciuya+...+Cjnyin (i, Jj=1,2,...,n).

En effet, si 'on considére les fonctions qui dans le mouvement de la variable z
partent d’abord des valeurs Y;;, on sait qu’on peut les exprimer linéairement au
moyen des fonctions y;;, ce qui démontre le’ théoréme précédent.

On remarquera que le déterminant des constantes C est différent de zéro; car
les fonctions Y;; forment un systéme fondamental puisqu’elles continuent les
fonctions yyj, et il faut qu’on puisse exprimer les fonclions y;; au moyen des
fonctions Y;.

62. Supposons que le chemin fermé décrit par la variable n'entoure aucun
point singulier. Nous allons montrer que les fonctions y;; sont uniformes et que,
par suite, les relations (56) se réduisent & la forme

Yij=yij.

Il existe un domaine du point de départ z, ou les fonctions a sont réguliéres.
Sans sortir de ce domaine, allons & un point z,. Il existe, dans le domaine consi-
déré, n fonctions yy, ys, ..., ¥, satisfaisant aux équations (A), et qui ont au
point z, des valeurs arbitraires 1o, - .., Nz0. Quand la variable x sera parvenue
en z,, les fonctions y auront des valeurs bien déterminées 7,,, ..., 5. Le
point 2, n’est pas un point singulier des coefficients a. Il existe pour ce point
un domaine dans lequel la variable z pourra passer du point z, & un point z,
et les fonctions y passeront des valeurs 71y, ... M, aux valeurs déterminées
Ni2y ooy Nn2-

En avangant ainsi de proche en proche, on arrivera 4 un point terminus quel-
conque. Nous supposons dans ce Chapitre que nous revenons au point z, lui-
méme. '

Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont formés de cercles qui
empiétent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement un point z, dans la ré-
gion commune aux domaines des deux points 2, et z, ; puis prenons un point z
dans la région commune aux domaines des deux points z, et x,, etc.

Joignons le point z, au point 2, par un chemin quelconque tracé dans le do-
maine du point 2, puis le point 2/ au point z; par un chemin quelconque tracé
dans le domaine du point z,, etc.

Nglls pourrons substituer le chemin Zox |, x,... au chemin zo 2, 2,. ...

En effet, on peut évidemment substituer au chemin nouveau le chemin obtenu
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en allant du point z, au point z,, du point ', au point z, dans la partie com-
mune & deux domaines, du point z, au point z, parle méme chemin, du point x|
au point z,, du point 2}, au point z, et du point z, au point z} sans sortir de la
partie commune 4 deux domaines, etc.; or le chemin direct z,z, et le chemin
xox, z, conduisent aux mémes valeurs vy, .. ., 7,, car on n’est pas sorti dudo-
maine du point z,; le chemin z, 2} z}, z, et le chemin direct z, 2, sont de méme
équivalents, etc. Il est en outre évident que le chemin )z, par exemple, étant
décrit successivement dans les deux sens, ne change pas la valeur de la fonction
et peut étre supprimé.

Il résulte de la que, connaissant les valeurs initiales des fonctions ¥y, ¥a, ..., ¥n
au point z,, on peut revenir & ce point z, par deux chemins fermés voisins dif-
férents sans changer les valeurs initiales des fonctions Y.

Mais alors, si le chemin fermé décrit par la variable z peut étre déformé dans
la région T d’une maniére continue en ne rencontrant pas de points singuliers,
on pourra le réduire au point zy lui-méme. C’est ce qu’expriment les relations

Yij=yij
En résumé, les éléments des solutions du systéme (A) sont des fonctions

uniformes dans toute région qui ne renferme pas de points singuliers des
coefficients a.

63. Les relations (56) sont caractéristiques des solutions des systémes (A)
d’équations différentielles linéaires et homogénes.

Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n* fonctions
vij (6, J=1,2,..., n) d'une variable indépendante x, réguliéres en tous les
points z, sauf en des points singuliers, lorsque la variable reste dans une ré-
gion T du plan. Supposons que cette variable x décrive un chemin fermé ne
passant par aucun point singulier et revienne a sa valeur initiale. Si les n2 fonc-
tions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires
et homogénes a coefficients constants, telles que les relalions (56), ces fonctions
forment un systéme fondamental de solutions d’équations de la forme (A), dont
les coefficients @ sont uniformes, et n’ont pas d’autres points singuliers que les
points singuliers des fonctions.

Nous démontrerons cette proposition en formant un systéme d’équations tel
que (A), auquel satisfassent les n solutions

Yijs Yejy ey YVnj (j=r,2,...,n).
Nous aurons, en général, les relations

dy:; .
—-—-g;’:a“ylj——l-...-%—ain}’nj (J=12,...,n)
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et nous en tirerons

dadv;
Y1 cee ———-‘{;l e Yn
Dai,, = . . ]
d 1
Yin .- % N 2

c’est-a-dire que nous pourrons calculer les coefficients «.

Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno-
minateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en
remplacant dans D les éléments d’une colonne par les dérivées des fonctions Yij-
Les éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles lides aux
anciennes par des relations linéaires et homogénes 4 coefficients constants de la
forme (56), quand la variable  a décrit son chemin fermé. Les constantes sont
les mémes pour les éléments homologues des deux déterminants qui forment le
rapport. Les deux termes du rapport sont donc multipliés par le méme détermi-
nant des constantes. Donc le rapport ne change pas et les fonctions @ sont des
fonctions uniformes.

Il résulte du calcul des coefficients « qu’ils ne peuvent avoir d’autres points
singuliers que ceux des fonctions yij ellessmémes.

Enfin, le déterminant D étant différent de zéro, les fonctions yij forment un
systtme fondamental de solutions du systéme d’équations différentielles
(A) %'=a,~,y1+...+a,-,,y,,.

64%. Prenons I’exemple donné par M. Tannery.

Soit f(y,x) =0 une équation algébrique rationnelle, enti¢re et de degré n
en y. Cette équation définit n fonctions Y1y Y2y -+ Ya qui sont réguliéres en
tous les points du plan, sauf en des points singuliers algébriques. Si la variable
décrit son chemin fermé, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux
anciennes par des relations telles que les relations (56) et méme de la forme la
plus simple. En effet, en un point z, 'une de ces fonctions doit rester la méme,
ou étre remplacée par l'une des autres, aprés que la variable a fait le tour du
point z. Cela résulte de ce que 'équation algébrique ne peut fournir que n fonc-
tions y ditférentes.

Les dérivées successives des fonctions y seront des fonctions satisfaisant aux
mémes relations que ces fonctions elles-mémes. Nous considérerons comme jn-
connues auxiliaires ces dérivées Jusqu’a celles de 'ordre n — 1 inclusivement.

Déterminons y par la relation algébrique

Sly.®z)=o0
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du degré n en y. Les n? fonctions inconnues que déterminera cette équation sa-
tisfont & un systéme différentiel tel que (A), lorsque leur déterminant n’est pas
nul, c’est-a-dire quand elles sont lindéairement indépendantes. Dans le cas con-
traire, le systéme différentiel renferme moins de n inconnues.

65. Faisons le calcul.
On peut trouver deux polynomes A et B, tels que I'expression

soit indépendante de y. A et B seront deux polynomes entiers et rationnels en y
et z et de degrés respectifs au plus n — 2 et n — 1 par rapport & 3. Or on a

of dy o _
5_}_/dz+%~

of of
dy B ox B oz

dz = pof T e
o9y

on aura done
—_—
si y satisfait a I'équation

f(}’, {L‘) = 0.

Au moyen de ’équation x) = o, on peut réduire les puissances de y au
y q Y ) p p Y

plus a 'exposant n — 1 et 'on aura
dy &
dv ~ o’

Py, . . s .
?‘ étant une fonction rationnelle en x et un polynome en y au plus de degré n —1.

dry _ d (P1) _Ps
dz? — dz o _(pi’

Py, . N X P,
— €tant une expression de méme nature que —-
©? ©

T

On aura ensuite

v

En continuant ainsi, on pourra poser, en appelant y, une solution quelconque

de I'équation algébrique,

d P -

7};—? = :1 =AY A AT
dy _ Py, A3 A3, -1
dz = o =A} + Ay A+ AT
dr—1 P,_ _

dxn{i1 e:—: =AL S+ Ay AL
d"}’i P,

Th AR ATy e AR T,
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Entre ces n équations on peut éliminer les n — 1 puissances 9, »2, ..., "',

et il restera une relation qui, développée, se présentera sous la forme
dar

Y1
dzn + Uy

d”"_)/,
dzxn—1

d)’ 1

U, .o Un—ta?""Un.}’i:Oy

ou, comme l'on sait, sous la forme équivalente

d
U, 7};'5 +Upyn+...+Upy o+ Upyi= o,

%=yk+‘ (k=1,2,...,n—1).
On obtient ainsi le résultat demandé. On remarquera que tous les coefficients U
sont uniformes comme fractions rationnelles de z. De plus, les points singuliers
ne peuvent provenir que des équations ¢ = o0 ou Uy = 0, ou de I'équation que
'on obtient en égalant a zéro le coefficient de " dans f(y, ) = o.
Le seul cas qui préte & discussion est celui ou ’on a

Uo=0,
ou encore
A? Al ... AL,
Uo | AB AL oAb
Ar A7 ... AL,
Or, considérons le déterminant D, on a
e Y2 Yn
dys  dyy dy 7
b— dxz dx dz _ A+ Aty +. .+ AL 0t
drly, dn-ily, arlyn A+ Aty + ARyt L
dxn—1 dxn—1 tt dxn—1
O 72 yit o 1 o .
_ : | AE AT A
U Yn ee. yit A% AT AZ

Le premier facteur est le produit des différences deux a deux des quantités
Yi—Yn-

Le second facteur est la quantité U, elle-méme.

On voit par la que si les fonctions Y1y ¥25 +-+y ¥n sont linéairement indépen-
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,

dantes, 'équation Uy =0 ne peut étre satisfaite que par les points singuliers,
c’est-a-dire par les valeurs de  qui annulent D exceptionnellement.

Dans le cas o I'on a identiquement U, = o, les n fonctions y étant supposées
distinctes, on aura D = o, c’est-d-dire que ces fonctions, quoique distinctes, ne
sont pas linéairement indépendantes.

Dans ce cas, I’équation différentielle
dn}/
Uo % +...=0
s’abaisse & un ordre moindre, ou, ce qui revient au méme,'le systéme différentiel
équivalent peut étre ramené & renfermer moins de n équations différentielles.

66. Revenons aux relations (56) qui relient entre elles les valeurs nouvelles et
les valeurs anciennes des éléments d’un systéme fondamental de solutions.

Considérons a la fois deux systémes fondamentaux de solutions dont nous re-
présenterons par y;; et 1, les éléments. Soient Y;; et H;; leurs nouvelles valeurs.
Nous devrons avoir les deux systémes de relations a coefficients constants

Y,'j: lﬂ}/“—l—...—l— lj,,y,'n,

N ..
H,‘j:)\/l‘qii—i—...—i—l\jn‘qm (L|J=I,2,...,n),

et les deux déterminants L et A des constantes / d’une part, A de l'autre, seront
différents de zéro.

Exprimons les éléments 7;; en fonction des éléments y;;. Les relations sont a
coefficients constants et de la forme

;= Cuyu—+...~+ CinYin,
et nous en tirons
H,‘j = ngYi1+. . ot Cani,,.

1l résulte de la, en développant les deux expressions de H;;

;= (le y+...+ Cj,; L))y +. .-+(Cj1 lin+.0 4 Cj"l lnn)}’in»
Hi.i: (ljl Ci+.. -+)‘jllcm)}’i1+- . -+()\jicln+-~ = )\jncnn>)’im

que l'on a~
lelli+---+ Cjnlnz'Z)\jlcli-!—-..-!- )\jncni;

on en conclut (§ 58, Chapitre II) que les diviseurs élémentaires du détermi-

nant
l“——w cea l,”

R(w)=1/| . ..ccoev oo it

l],, c e l,,,,—w
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ne dépendent pas du choix du systéme fondamental de solutions qui sert a
Jormer ce déterminant.

67. Posons en général

Yij=1lpyin—+-.+ Linyin,

les coefficients { étant indépendants de I'indice i. Nous venons de voir que le dé-
terminant

A
R((u):i...... e e {

ni oo lpp—w l
conserve les mémes diviseurs élémentaires quand on change le systéme fonda-
mental de solutions.
On a vu d’autre part (Chapitre II, § 53, équat. 46) qu’on peut former a prior:

un déterminant

W — w

I W —w

1T W —w

Wy —
R (w) = 2w
1 Wy —

T Wwy—w

ayant les mémes diviseurs élémentaires que le précédent. Il résulte de la quel’on
peut faire une double substitution de la forme

vij=Cpyi+...+ CinYin,

.Z’}j = C“'.Z','[ e e C,,j.’l‘[,”
qui raméne a la fois la forme

za Y-+ + 20 Y
a la forme

x:'l Y’z‘i A .Z';',,Y;-,,,
et la forme

. Ti1Yit— o= TinYin
a la forme

o v
T Yir e ZinYin

les y' et les Y’ étant les anciennes et les nouvelles valeurs des éléments qui cor-
respondent au déterminant R'(w).

Fac. de T. — IX. 9
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Or, si 'on considére la forme de ce déterminant R'(w) par rapport aux coef-
ficients qu’on appelait / d'une maniére générale, on voit qu'on a les relations
importantes pour un systéme choisi y;; de solutions

, N
Yil = W1}
1 ’ ’
Y, =wyia+Yis
ettt
. . ,
ik = WYkt Yik-1
U 'y
i = We Yy,
,
Y

! ’
Wy Yirg + Yirts

Seecs st sesene )

BRI I e I R I .

On a donc ce théoréme remarquable : .

Soient (0 — w)e, ..., (0,— w)% les diviseurs élémentaires du déterminant
R(w), et il importe peu que les binomes v — o, ..., w,— v soient distincts
ou non, on peut trouver un systéme fondamental de solutions dont les élé-
ments se groupent d’aprés les relations

Y = WrYil,
Yo =wpyie +yi,

]

Yi,e;.z Wp Yien = Yien-1s

(wp— w)en étant U'un quelconque des p diviseurs élémentaires de R ().
On peut arriver a ces relations en partant d’un systéme fondamental quel-’
conque de solutions, et en substituant & ses éléments d’autres éléments qui

leur soient liés par des relations linéaires indépendantes et a coefficients
constants convenablement choists.

68. La seconde partie du théoréme précédent conduit & la question intéres-
sante du choix des coefficients constants qui permettent de passer d’un systéme
fondamental au systéme spécial défini par le théoréme.

Soit w, — w un diviseur linéaire quelconque du déterminant
l“—w e l1n
R(w) =1 eeu.. . ,
l/ll “ee l/z/z—w

correspondant aux éléments y;; d’'un systéme fondamental de solutions; on a,



SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 67
par suite,
(57) Y;j:lj;j,',-!—...—l—ljn}/m.

L’équation R(w) = o s’appelle, d’aprés M. Fuchs, ’équation fondamentale
déterminante ou simplement ’équation fondamentale.

Soient (©w, — w)*, (0, — w)*, ..., (0, — 0)%-1 les plus hautes puissances
de w, — o qui divisent respectivement R (), puis tous ses mineurs du premier
ordre, ..., enfin tous ses mineurs de ’ordre » — 1. On sait que les nombres /,,
hiy «.., hy_y ne peuvent aller qu’en décroissant, et que leurs différences suc-
cessives

ho— hy = ey, hi—hy= ey, ceey Rp—g—hr—y=€r—y, hpey=€p—1

ne peuvent pas aller en croissant.
Puisqu’il doit exister une solution satisfaisant a la relation

U; = wyuy,
si 'on a
Ui= g1 yin+...+&nYin
et, par suite,
U= Ya+...+ g,,Y,',L =3 (gll,j-!-.. L g,,/,,j)y,»j,

on devra pouvoir satisfaire aux conditions
(58) Ljgi+...+(ljj—w)gi+...+ljgn=0 (J=1,2,...,0n).

Or le déterminant R(w) admettant le diviseur linéaire w, — w, on voil déja
que les conditions (58) sont compatibles. Ensuite tous les mineurs de R(w) s’an-
nulant pour ® = w, jusqu’a ceux de I’ordre r exclusivement, on pourra exprimer
g1y &2, -+ §n en fonctions linéaires et homogénes de 7 constantes arbitraires.

11 y aura donc r solutions w;; (i =1, 2, ..., n5j=1,2,...,r) linéairement
indépendantes, satisfaisant a la relation

Uy = wyu;

et donnant par combinaisons linéaires toutes les autres solutions qui satis-
Jont aux mémes relations.

69. Ces r solutions étant déterminées, il existera des solutions u;;, satisfaisant
aux relations

, ' '
U,’jr =W U Uiy,

si tous les diviseurs élémentaires fournis par ©; — w ne sont pas simples.



68 L. SAUVAGE.

Pour trouver ces nouvelles solutions, nous supposerons qu’on a choisi pour
systéme fondamental un systéme de solutions ot entrent les fonctions déja cal-
culées w;j(i=1,2,...,n;7=1,2,...,r). Ce systéme peut étre considéré
comme fondamental, car on peut évidemment prendre arbitrairement les valeurs
de r désignées des quantités g, &2y« -+, 8n- Soient gy, g5, g,, ... ces quantités.
Si le déterminant

11 --- &rt
S=| .. cee el
Sir . 8r

n’est pas nul, on pourra substituer, quelles que soient les valeurs que I'on cal-
cule pour g, 1, gryay « -+, gny le systéme u;j, y;; au systéme primitif, sans que
le nouveau systéme cesse d’étre fondamental.

Alors les relations (57) prendront la forme

Un = wiu,

Up =uwy Wip,y

’ ' ’ ,
Yi,l'+1 = lr+1 1227 G I l;'+1‘r Uir+ l/v+1,1~+1}’i‘r+l+- co lr+1,n}’im

R R R R R I I I I PP,

! ! ’ "
Yt'n = lnl Uip ...+ lnruil' -+ l/z,r+1.}/i,l'+1 “+ ...+ llul]'iir

70. Nous montrerons tout d’abord qu’il existe une relation de la forme
U = oy + 9; (uiy),

ou 9; est une fonction linéaire homogeéne & coefficients constants des u;j, et avec
la condition

Up= gL Ui+ o+ Erllip—+ & Viprt o &0 ins
. A
qui entraine

Ui=g1Un+..+ 8 U+ g Yiprr+. oo+ g0 Yiu.

Il faudra que 'on ait

groitin+. .o+ Lo Uiy Zry (Lppy g Ui+ oo+ Ly yYin) 4.
-+ g/n(lgz,l Uir~+ .o+ Uy n}’z‘n)

= w (g Ut Erlip— G\ Vigrrri e o= EnVin) + MU .o Ayt
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On tire de la les équations de condition suivantes :

&ri1lriy e Sl =24,

et e J e vens

(58 &ret Uriayr e LT =k,
(58 a) e o)t gL Y
Erer(brrq, rea o= Enlnre y

e et e e ceey

é"’r+|l;-+1,n +i A Eu(ly,--w) =o.

Ces équations ne renfermant pas g%, ..., g, on pourra prendre ces quantités
égales a o et poser simplement .

(59) Ui = Zri1 Viewr oo En Vin:

Mais alors les quantités g7, ,, ..., g, qui sont seules & déterminer, devront
pouvoir se tirer des équations (58 @) auxquelles elles satisfont.

Effectivement, si 'on prend les n — 7~ derniéres équations précédentes, le dé-
terminant des coefficients {/ correspondant est un mineur de l'ordre 7 du déter-
minant

W) — w . o . o
............ .
, e W) — W o o
Ri(w)=|— ;
Ui .. Lot — 0 Lirtin
. 7 ’
lll,l ...... l,-+|’n e ZIIIL_ w

relatif au systéme de solutions (57 a) et qui a les mémes diviseurs élémentaires
que le déterminant R(w). Si ce déterminant mineur est nul, les derniéres équa-
tions (58 @) sont compatibles, et de ces équations on tirera les valeurs de
Zriry -+ -1 & €ty sil'on veut, ensuite on aura les valeurs des inconnues )y, ...,
) par les premiéres équations (58 a).

71. Examinons le déterminant R/(w). Il est égal & (v, — ©)" < R, (w) en po-
sant

’ ’
Drgrr—o oo Ly,

’ '
ln,r+1 N

Or R/(w), ayant les mémes diviseurs élémentaires que R(w), est divisible par
(wy—w)*, donc Ry (w) est divisible par (w; — w)%~7. Les mineurs du premier
ordre de R'(w) seront divisibles par (w, — w)*. En particulier, chaque mineur,
égal & (0, — 0y M R, (w), oit M, est la caractéristique d’un mineur du premier
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ordre, est divisible par (©, — w)* et, par suite, chaque mineur M, R, () est di-
visible par (0, — w)27,

De méme chaque mineur du deuxiéme ordre de R, (w), représenté par M, R, (v),
est divisible par (0, — w)%~7, etc. Enfin, chaque mineur de I'ordre » — 1 de Ry (w)
sera divisible par (©, — w)%-=". On pourra le représenter par M,_, R, (w).

Discutons ces résultats. Il faut d’abord écarter les puissances (w, — »)*~" dont
les exposants ne seraient pas positifs. Comme les nombres &g, /iy, ..., Ir_y vODt
en décroissant, on voit que le nombre r séparera cette suite de nombres en deux
autres, 'une Ay, Ay, ..., hs_, de nombres plus grands que r et l'autre A, ...,
hy_, de nombres plus petits que 7. Les premiers seront seuls & considérer.

En conséquence, nous dirons que le déterminant R,(w) et ses mineurs d'or-
dres successifs admettent jusqu’a U'ordre s exclusivement les diviseurs respectifs

(wi—w)rer, L, (0— @),

Deux cas pourront se présenter. On pourra avoir /,=r; alors les solutions
Wity -~ -, Uir seront toutes les solutions distinctes correspondant a la racine ;.
Dans le cas de by = r, on sait que le diviseur (0, — )" fournit r diviseurs él¢é-
mentaires simples. Nous nous trouvons d’accord avec la théorie des paragraphes
précédents.

On peut avoir &, > r, alors v, est racine de R,(w)= o, et le calcul préparé
plus haut montre que 'on peut former s solutions indépendantes, telles que
Pon ait

(60) U'i=w11t2+r?i(ufj),

ol v est la caractéristique d’une fonction linéaire et homogeéne a coefficients
constants.

La fonction o; satisfait, comme les éléments u;; cux-mémes, & la relation

P; = w; 9.

Soient u;; (j'=1, 2, ...,s) les nouvelles solutions. Toutes celles qui satisfont
aux mémes relations (60), pouvant étre obtenues par le méme procédé, ne pour-
ront étre que des groupes de fonctions linéaires et homogénes des u et des «'.

Il ne peut y avoir entre 9y, ..., 9is aucune relation linéaire et homogéne a
coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une fonction linédaire et
homogene avec u},, ..., u; satisfaisant 4 la relation

U; = vy uj.

Cette solution serait bien distincte des wu, puisque les ' ne dépendent que des y.
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Il y aurait donc plus de r solutions satisfaisant 4 la relation
U=uwu,

ce qui est contraire 4 I’hypothése.

Maintenant, puisque %i1y .-+ 9issont des fonctions indépendantes, elles peuvent
remplacer s des solutions u;,, ..., u; et porter les mémes noms, de sorte que
I'on peut écrire, sans nuire a la généralité, les relations

U;j = wju;; J=12,...,7)
’ ’ M}

(61) Uiy = wyujjp+ wijr (J'=1,2,...,5),

" " ’ .

Y,'j" = Zj-ﬂl Uy —+...+ lj",vui,v-i— lj'-"‘,-_._l u}1 +.0o+ [/,'".r-o—s u}s

o ] y v
A+ U st Y s e e e Uirnyin (J'=r+s+1...,n),

ol entrent les anciennes et les nouvelles valeurs d’un systéme fondamental choisi
de solutions des équations (A).

72. Nous pouvons, avec un changement d’indices, écrire les équations précé-
dentes sous la forme

Uy = o u;; (J=1,2,...,r—35s),
Ui jprt = 0184, 41 (Ji=r—s),
U, jitt = @y U jq + uy, Ji+1s

Ui,jl+2 = W U G+

(62)

,
i ji+2 = W UG, je Ui e

Les aulres équations (61) en Y conservent les mémes notations et le méme
ordre.
L’équation fondamentale, tirée des équations (62), prend la forme
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W —w
Twp—w
W — w
1 w;—w
R" () = .
w;— W
1 W — W
Ry (w)
en posant
l;zji——cu e }z'l
R.z(w)—_— ........ N
”
lﬂjs lhn w

et j,=r -+ s+ 1. En outre, on emploie une forme aussi abrégée que possible

pour la représentation de R’ (w).

R’(w) a les mémes diviseurs élémentaires que R(w). De plus, un déterminant
R’ (w), tiré de R"(w) comme R, (w) est tiré de R'(w), aurait le méme diviseur
commun & tous ses mineurs de chaque ordre que R, (w).

Un déterminant tel que
W — o

1 W] — w

admet un diviseur simple (v, — w)2.

Développons par la régle de Laplace un déterminant quelconque de la forme

1m,—w 0 o
! I wy— o o
l a b c l
l aY b/ CV l!

| wj—w o
| >

I w;—w

c’est-a-dire qu’il sera divisible par (v, — ).
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Il résulte de 13 que les mineurs de R’ (w), formés en employant les r + s pre-
miéres lignes, seront divisibles par (w;— w)"* et, par suite, un mineur quel-
conque d’ordre = de R, (w) sera divisible par hg— (7 + s).

Comme précédemment, il faudra chercher un nombre ¢ tel que tous les nombres
Roy hyy <.y hey soient plus grands que 7 + s et les autres nombres 7y ..., hy_y
plus petits. .

Sil'on a

ho=r—+s,

alors les solutions u;,, ..., u;, (voir les équations 62) sont toutes les solutions
distinctes correspondantes a la racine w,.
Mais sil'on a
ho>r—+s,

alors w, est une racine de R;(w) =0, et nous pouvons continuer le calcul de la
maniére sulvante.
Posons
Ehlnjs e 8nln g = 0187,

(63) ‘ e e ,
(

De ces équations (63) nous pourrons tirer ¢ systémes de valeurs distinctes
pour g7, ..., g5 et former ¢ solutions

" ” ) ;
Wi =g Vijsr et &n¥in (T=1,2,...,1),

linéairement indépendantes entre elles, et linéairement distinctes des fonctions
déja formées, puisqu’elles dépendent des y. Or, si 'on multiplie les derniéres
équations (62) par gj, ..., g, et si Uon ajoute, on voit que la solation ¢v; satis-
fait aux relations

(64) Wi=owiwi+ 4 (un, ..., uf,),

en représentant par ¢; une fonction linéaire et homogéne a coefficients con
stants.

Les ¢ solutions v; permettent de former toute autre solution satisfaisant aux
relations (64), car on a suivi une marche de calcul qui doit toutes les fournir.
Entre les fonctions ¢;,, ..., ¢; il ne peut y avoir aucune relation de la forme

(Zq»/l‘1+. .ot )\qut =f( Uity oony u[,-),

ol a, ..., h sont des constantes et f une fonction linéaire et homogéne a coeffi-
cients constants, car il existerail une fonction linéaire et homogeéne de w;,, .
Fac. de T. — IX. 10

ey
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i, qui, n’étant pas une- expression des solutions &, «.., Uir jouirait des pro-
priétés des éléments &/, ce qui est impossible.

On remarquera aussi que ¢ est au plus égal & s, car, s'il en était autrement,
par I’élimination des «' on pourrait former une relation

a"‘fil+---+)\dfit =f(u“, ...,u[,‘).

On aurait pu voir aussi que s est au plus égal a . Toutes ces remarques sont
bien d’accord avec la théorie déja connue.

73. La méthode suivie peut évidemment s’appliquer indéfiniment, et 'on re-
trouve sous une autre forme les propositions du n° 67. '

T4. Aprés avoir tiré tout ce qu'il est possible du diviseur v, — v de R(w), on
pourra former un systéme fondamental de solutions

Uip (h=1,2,..., h),
Vik (k= ho+1,...,n),
satisfaisant aux relations
(61) U = 0y Wip + W15 Wi n—1,

les quantités w4 étant égales & zéro ou a I'unité, a 'exception de wy, et aux rela-

tions

(65) Yij=Gup+...+ Gjnytiihy+ Gjngtt YVishort =+ oo Ginyin-

On pourra raisonner sur I'équation fondamentale

W — w

1 ©;—w

I w—w

w;—w

I w;— v

I w—w
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ot l’on a
Ghn+1,h‘,+1— w ... Gn,h0+l
Gho+1,n cee Gnn‘— w

comme on a raisonné sur R(w).

En outre, si I'on forme le systéme d’équations

(01— w) m, +Glzu+1,1 Mpr 4.+ Gpm, =o,
wl?ml'*‘(wi'—w)’nZ +Ghu+1,2 mpe1—+...+ Gn‘zmu = 0,
....... L N

(Glzu+1,h,,+1—w)mhu—o—i—-“-'-"— GIllLﬁ—I my =0,
C et ettt ettt RN
Gho+1,n mp+1 -+ ..-,L—(G,,,,—w)m,,:o,

on pourra le résoudre en prenant pour » une valeur w, différente de w, et annu-
lant R(w), puis en calculant les valeurs proportionnelles de my,, , ..., m,, et
enfin en calculant successivement les autres inconnues m, dont chacune a pour
coefficient w; — w, dans une des premiéres équations.
On en conclura, comme au n° 68, qu’on peut former un systéme fondamental
de solutions
Uin (A=1,2,..., ho-+ hy),

Yik (k=hy+hy+1,...,n),

ou les hjy, hy premiéres solutions sont particularisées.

En partant de ce syst¢me fondamental et par des raisonnements analogues aux
précédents, on pourra former des systémes fondamentaux de plus en plus parti-
culiers, jusqu’a arriver a la réalisation compléte du théoréme énoncé au n° 67.

75. Nous devons maintenant traduire les théorémes démontrés jusqu’ici en
supposant le point initial situé & I'infini.
, . . . I
Reprenons les équations (A) et remplagons-y la variable « par la variable -

de sorte que, quand x devient infini, 2’ devient nul. Il suffira alors d’étudier les
fonctions y dans le domaine de I'origine 2’ = o.

On aura
dy

de ~ dr dz ~ dz ~x2£—l;”

dy _dy do __dy
et les équations (A) deviendront

, d .
(A") gj:a,,yl—t—...—a—a,-,,y,,,
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en appelant ¢’ ce que devient une fonction a divisée par 2’2, changée de signe et
exprimée au moyen de la variable 2/.

Le systéme (A’) étant de la méme forme que le systéeme (A), on pourra lui
appliquer tous les théorémes démontrés précédemment. Le point 2'= o pourra
d’ailleurs étre un point singulier ou non singulier des fonctions «'.

76. Si I'on considére I'équation différentielle linéaire et homogéne d’ordre n,
on sait qu’'on peut en faire I'étude au moyen d’un systéme d’équations linéaires
et homogénes équivalent.

On obtient alors les théorémes suivants qu’il suffit d’énoncer.

Si la variable indépendante revient a sa valeur initiale, les nouvelles
valeurs Y; des intégrales d’un systéme fondamental sont liées aux anciennes

by

yi par des relations linéaires et homogeénes & coefficients constants de la
Jorme

(66) Yi=cayi+...++cCin¥n (i=1,2,...,n) (n°61).
IL. Les relations précédentes se réduisent a
Y= Yis

si le chemin fermé décrit par la variable peut étre déformé d’une maniére
continue sans rencontrer de points singuliers jusqu’a étre réduit & un point;
les fonctions y sont uniformes dans la région ou cette hypothése est réalisée

(n° 62).

HI. Les équations (66) sont caractéristiques des intégrales d’une equatlon
différentielle linéaire et homogéne d’ordre n.

(est-a-dire que, si n fonctions yy, ..., y, linéairement indépendantes pren-
nent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et
homogénes & coefficients constants, telles que les relations (66), ces fonctions
forment un systéme fondamental d’intégrales d'une équation linéaire et homo-
géne d’ordre n, dont les coefficients sont uniformes, et n’ont pas d’autres points

singuliers dans la région considérée que les points singuliers des fonctions y.

1V. Les diviseurs élémentaires du déterminant
l Cip—w . Cin
Cni eee Cpp—w

ne dépendent pas du choix du systéme fondamental d’intégrales qui sert a
Jormer ce déterminant.
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On sait déja que M. Fuchs a donné a I'équation R(w) = o le nom d’équation
Jondamentale déterminante relativement au point x = o.

V. Soient (vy— )%, ..., (w,— w)% les diviseurs élémentaires du détermi-
nant R(w), on peut construire, en partant d’un systéme fondamental quel-
conque d’intégrales, un systeme fondamental dont les éléments se groupent
d’apres les relations

Y= wpy1,
Yo= wpys—+ 1,
e e

Ye, = Wp Yer~+ Yer—t,

(wp— w)e étant Uun quelconque des diviseurs élémentaires du déterminant
Jondamental R(w).

VI. Sile point initial est a 'infini, on remplacera  par i et, au lieu de I'équa-

tion différentielle

du)/ N d”‘i_)f

dan = P1 dzni ...+ pry=o,

ou la variable est z, on considérera une équation de méme forme ou la variable
sera z'.
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CHAPITRE IV.

DE LA FORME ANALYTIQUE DES ELEMENTS DES SOLUTIONS.

77. On sait, depuis Euler, intégrer complétement les équations et les systémes

linéaires et homogeénes a coefficients constants.

Considérons d’abord une équation linéaire, homogéne et a coefficients con-

stants de la forme

dr dn—1
(67) d{l‘{ +P171;;%,+--~+Pn}’=°'

Cette équation peut étre remplacée par le systéme équivalent

d
S_zilz‘l+1)‘y1+"'+Pn_}’rt:°y

(68)
dr TR

On intégre ce systéme en posant
Ykh= cre's,

et en déterminant les inconnues par les conditions

{ ear+piey+...+ ppcp=o0,

(69)
( Crl"= Cf—1.

Ces équations (69) entrainent la relation

r+pi1 p2 Pz --- Pn
—1 r o ... o©
(70) F("):] o —1 r o |=oO
o o o oo r

L’équation F(r) = o est appelée I'équation caractéristique.
Sil'on élimine directement les inconnues C, on a

Czr: C1,
Csrz= Cyr = Gy,

dy (k=13 ...
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et, par suite de la premiére équation (69g),
F(ry=rrt+ pyr*=-1+4...+ pp=o.

Les diviseurs élémentaires du déterminant F(r) se confondant dans le cas des
équations d’ordre n avec les diviseurs linéaires du polynome F(r) ('), il suffit de
résoudre Uéquation algébrique F(r) = o de degré n pour connaitre les divi-
seurs élémentaires du déterminant F(r).

Soit (r — ry)e un diviseur élémentaire ou linéaire quelconque du déterminant
F(r). Ce déterminant F(r) et ses dérivées successives admettront (r—ry)
comme diviseur jusqu'aux dérivées de l'ordre e, exclusivement. En conséquence,
si I’on pose

dn dn—1
o(y)= - y—n—plzl,—y;%-a—...—;—p,,y,

xh

et si'on considére 'équation

o(CGerz) = Cerx F(r),
on voit que l'on aura successivement

o(CenT) =o,
9
‘?[;; (Ce""‘)] = o,
02
?[m(ce“”)] =o,

:p[—de’—_l (Ce”n-‘f)] =o.

(’I""i—1

On en conclut que chaque diviseur élémentaire ( — ) fournit e, solutions,
et, par suite, qu’on peut former 7 solutions des équations (68), ou encore n inté-

grales de I’équation (67).
Ces intégrales sont linéairement indépendantes. Car supposons que l'on ait

identiquement

0 de:i—1
ajent—+ by a—;(enr) +eeot 57‘&_——1(er'x) “+ ageT4...=o.
1 1

Remarquons que I'on a en général

ﬁ(erx)

= gkerx
ork = grters,

(*) Voir Chapitre I, n° 22.
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L’identité précédente reviendrait donc a la suivante

ert(a+ byx+.. + Lixer—1)+ enht(ag+...)+...= 0,
ou encore a I’équation

— (a1 + bz +...+ Lizer—1) = elr T (ag+. . )+. ...

Or le premier membre de cette équation s’annulerait pour un nombre fini de
valeurs, le second aurait au contraire une infinité de racines, puisque les expo-
nentielles ne peuvent disparaitre identiquement. L’identité est impossible.

78. Considérons au méme point de vue les équalions

() o

i .
;=ai1.}’1+---+am}’n (t=1,2,..0.0),

ot on suppose constants les coefficients @. On trouve des solutions de ce systéme
en posant
(71) yi=Gers,

et en déterminant les inconnues r et C; par les équations

Ay —7r .. QAin
(72) F(r)y=| ...... ... =o0
Anq “se Appn— 1T
et
. (a1 —r)Cy+...+ a1,C, =o,
(73) e e e e ,

! an1 Gy +'r-+(ann—r>cn=0‘

L’équation F(7) = o est dite encore 'équation caractéristique.

La résolution de I'équation algébrique F(r)=o de degré n ne fournit pas,
comme dans le cas précédent, les diviseurs élémentaires du déterminant F(r). 11
y alieu de les chercher, et ils peuvent étre distincts des diviseurs linéaires.

Sans entrer dans le détail du calcul qui résultera de paragraphes plus éloignés,
on peut remarquer que toules les solutions auront la forme de polynomes en
e, ..., e"e*, dont les coefficients sont eux-mémes des polynomes en z, et, par
suite, le point oo est pour les éléments des solutions un point singulier de méme
nature que pour les fonctions e7%. C'est-a-dire que, dans le domaine du point o,
les solutions seront composées d’éléments uniformes, et continus en tous les

points, sauf au point z =q0, ot chaque élément de solution sera de la nature de e™




