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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

RECHERCHES

SUR

LES FRACTIONS CONTINUES

[SuitE ET FIN (1)],

PAR M. T.-J. STIELTIJES,
Professeur a la Faculté des Sciences de Toulouse.

CHAPITRE IX.

ETUDE DE TROIS CAS PARTICULIERS. SUR LE PROBLEME DES MOMENTS
DANS LE CAS INDETERMINE.

66. Le résultat auquel nous sommes arrivé dans le n° 47 est parfaite-
ment général et embrasse tous les cas possibles. Cependant, il peut arriver
que la fonction @ («) prenne une forme particuliére : c’est ce qui arrive déja
dans le cas ou la fraction continue est oscillante. Nous allons étudier ici
quelques nouveaux cas de ce genre.

Supposons z = x réel positif; dans quels cas P,,(z) et Q,,(x) tendent-
ils vers une limite finie pour n == «? Puisque

Q:_,,,(.IJ) =+ b, +. ..+ h, 2",
=1,
n
1!1;,:2((11—)— as—+...~+ Qa1 )Aspy
1

(1) Voir tome VIII, p. J.1.
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il faut certainement que v, reste fini : la série
-l

U:Z(a1+a3+~- A @y Ao
1

doit étre convergente. Mais cette condition nécessaire est aussi suffisante,
car, puisque les racines de Q,,(z) = o sont réelles et négatives, on a

b, 2\ " [
Qun(z) < <1 -+ —;z > < e < o,

La série ¢ étant convergente, il s’ensuit que la série

©

Se

1

est aussi convergente. Quant & la série

®©

—
2 Aak—1

1

elle peut étre aussi bien convergente que divergente.
Mais, dans le premier cas, on retombe sur le cas déja examiné, o aussi

Ponv1(); Qi ()

restent finis. Nous aurons un cas nouveau en supposant :
1° La série

E Aaf—y

1
est divergente;

2° La série
2(“1‘*‘ Ay Aygy) Ao

1
est convergente.

Par des raisonnements absolument analogues a ceux développés dans le
Chapitre IV, on arrivera aux conclusions suivantes.
Dans tout le plan on a
limP,,(3)=%(3),

limQ,,(3) =2 (3),

£(z)et9 (z) étant des fonctions holomorphes. Ces fonctions sont du genre
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zéro et n'ont que des zéros simples, qui sont réels négatifs. On a par

exemple |
(oo ) 2) (45

ou «; est limite de la Ai*m¢ racine de

Q:n(—3)=o,
pour n = o.
La fraction continue converge vers

et la distribution (v4, @) est la solution du probléme des moments qui est
déterminé et n’en admet point d’autres. Puisque

Q2n+1(5) _@30Q0(5) +a35Qy(5) +.. . @y, s an(z)’
i+ g+ ...+ aype, Ay Ay~ . .+ Aypey

et que Q,,(z) tend vers 9(z) tandis que la série

@
E:flzk—:
1

est divergente, on voit facilement que

Q211+1 (Z)

lim =39(z

n—w @y Ay . .+ Gynes R(%),
de méme

lim Ponis(2) =z @(3).

n=w @1t Q3. - Ay iy

Ainsi se vérifie donc la convergence de la fraction continue, puisqu’on a
aussi
. P (z)  ®(z)
llm 2n+1 — .
n== Qan1(2) 7~ 2 (2)

67. Voyons maintenant dans quel cas P,,,,(z) et Qsn+i () tendent
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vers des limites finies. Puisque

Pyu(x)=C)+C1x+...+ 2,27,
So=1,
n

€= E (ay+ay—+. ..+ Ay ) oy
1

il faut certainement que la série

4
, N
o'= DY (ay+ ay+...~ Q) Ay
1

soit convergente. Mais cette condition est aussi suffisante.
La convergence de ¢’ entraine celle de

®©

-
2 Arf+13

0
quant a la série

®©

2 Qs

1

elle peut étre convergente ou divergente; mais, dans le premier cas, on
retombe sur un cas déja étudié.

En supposant au contraire :

1° La série

est divergente ;
2° La série

o

2 (ay+a,—+. ..+ ayp) Asyjiy
1
est convergente.

On a un cas particulier nouveau, qui conduit aux résultats suivants.
Dans tout le plan on a
lim Py, (3) = €, (3),

lim Q4 (3) = 2,(3),

®,(3) et 9,(z) étant holomorphes dans tout le plan.
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.

Ces fonctions sont du genre zéro et n’ont que des zéros simples qui sont
réels négatifs. On a par exemple

@(;):cz(w%) <1+§_2> (““@‘)

ol (3 est la limite de la k™ racine de

Q2n+1(_5) ‘3=o,
pour n = .
La fraction contlinue tend vers

+
s+By s+ 0;

et la distribution (&, B) (B, = o) estla solution du probléme des moments.
On a ensuite

. P,.(s

llm 211( ) :q)i(z)’
(12+a5+...+a2n

lim Qi (<) =(2),
a,+a,+...+ Qyy

ce qui met en évidence la convergence de la fraction continue.

68. Je reprends les formules dun®2, mais pour ordonner maintenant les
polynomes P,, Q, suivant des puissances descendantes de la variable

Py, (5)=s""(1+az 1+ a'572+...) X @ya;. . . Qyp,
Q2n(5):z” (I—‘_ﬁz_‘—*-{j,z_?_'—"')xalaZ-"azn’
Pyi(5)=3" (1+y5 14+ 79'5724...) X aa;3-..Asps1s

Qunit(3) = 3" (1 4 8571+ 0'572+...) X @1z . . Qant1 '}
on aura, en introduisant les by,

oo —=by4+by+...+ bon_1,
B=0>b,+by+...+ bap_y,
7:b2+ b3+..-+ bzn,

0=0b,+ by+...+ by
Fac.de T. — 1X A.2
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A.10

Posons aussi ¢z = 1, puis

Upp=1+at+ o' 24... 4+ atr-2 -1,

Voo =14+ B¢+ B+ ..+ Bin—Nyn,
Usny =14 y¢+ Yy
Vonra =1+ 08+ 824, .. 4 (=1 yn;
on aura
Pzn(z'_) —b t%, P2n+1(5) —b tUz'H_—’,
0 Van an+1(5) 0 V2n+l

Q2n (z)
etil est clair queles U, : V, sont les réduites de la fraction continue

U/H—l =U,+ bnlUn—n

en sorte qu’on a
Vn+1 =V,+ bntV,_y.

En supposant donc d’abord ¢ positif, les U, et V, vont en augmentant.
Pour qu’ils tendent versdes limites finies, il faut évidemment queles quantités
%, B, ¥, 8 restent finies. Cette condition revient évidemment 4 celle-ci : la

série
-
S
1

doit étre concergente. Ensuite on reconnait facilement que cette condition
nécessaire est aussi suffisante, et qu’elle conduit & cette conséquence : pour

toute valeur réelle ou imaginaire de ¢, on a
lim U, = w«(¢),
n=—o

limV,=9¢(¢),

n—owo

u(t) et () étant deux fonctions holomorphes.

I
ul =
I \ 3

I

P, ( 3) . Py (3) ‘ >
= |lim 22177 — _N\T7
P (3) T @ <_)

lim an(s)

On a donc
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La fraction continue est donc convergente, et en effet il est clair que la
série
L]
"
ag

1
doit étre dwergcnle, pulsque nous supposons que la série

@

E a,a
hCLk+1
1

est conoergcnle.

69. Posons n=2m oun=2m+1 selon que n est pair ou impair, on aura

Vo= (14 218) (1 238) .. (1 2 t),

oll Nous supposerons
Xy > Xy > X3 >0 > Ty

ce sont la les racines de
Q:n(—3) =0 ou de Qspri(—3)iz=o0,

rangées par ordre décroissant. Lorsque n croit, une racine x, de rang
déterminé k& croit aussi, et elle tend pour n = oo vers une limite déterminée.
Et, en effet, elle ne saurait croitre indéfiniment puisque la somme de toutes
les racines reste finie.

Si nous posons
lim Xp——= T,

n—w

on aura
PM>ro>ry>r, >0,

et deux 7, ne peuvent pas étre égaux (voir le raisonnement du n° 20). La
série

©

-
1
est convergente ct1’on a
v()=(1+rt)(1+ryb)(1+ryt). ...

Considérons la décomposition en fractions simples

e O My M,
V. T+ &t 4+ xel T Izt
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ou G, = o lorsque n est pair, C,,,,, >0

Cp+ My My 4+ I, =1,
U, _I_E Q)Tthkt.

V; 1+ 2t
1

Pour n = oo, la constante positive 91, tend vers une limite s, et I'on dé-
montre aisément, en passant a la limite pour 7 = o,

ou encore

u(t) i w Sk
S P T
V(t) ! I+ I'/..l’
1 1
en sorte qu'il vient finalement

®
I — Sk
2 ®

. Pn(z) 1 I Sp
] = _— .
lmQ,,(z.) a, s + a,Zz-i—rk

On voit donc qu’il y a une masse égale a

@
(=)
\ 1 /

concentrée a 'origine; on a donc nécessairement

® »
%
I— S jray=1: § Agfe~1-

1 1

Cette masse sera nulle ou positive selon que la série

®
E Ark—1
1

est divergente ou convergente. Il est a remarquer que ce second cas est en
effet possible; il exige seulement que les a,, croissent rapidement afin que
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la série

©

)X
A dp+

1

puisse étre convergente.
. . s , . .
Ensuite il y a les masses - concentrées aux points 7, qui pour k =  se
. 2

rapprochent indéfiniment de U'origine, la série
PP gne,

©

S

1
¢tant convergente. On voit donc que la fonction

P
Qn(

)
)

™

F(3)=1lim

3]

a une infinité de poles dans le voisinage de z = o, et ce point z = o peut
étre un pole ou non selon les cas.

70. L’une des premiéres fractions continues que 1’on ait considérée en
Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d’étudier. Clest la
fraction continue de Lambert

e*— e~%
e+ e~ % 35?

3]

e Z
€S+ e Luad /) 1—(2!:—1)7:2

Pour la ramener a notre type, nous écrirons

1

— € \/; __E Sr L
3 L Tz 1
e V3 1 5+

wi

[

<.
(A}

Sl S

=4:(2k —1)7?,
$p=8:(2k — )72
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On aici
a/,:2/f—‘l,

et la série 2 est bien convergente; en méme temps la série

g
o
Y
Qal—1
1

est divergente, il n’y a point de masse concenlrée a 'origine. Ensuite on a
: i
u(t) = ——(eVt — eVt),
24/t
0(0) = L (i e-vi
= 5 (VT4 e V).

Des formules que nous donnerons plus loin (n° 76 ) permettent de réduire

en fraction continue

. étant unc constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas ot l’ori-
gine est un pdle; il s’y trouve concentrée la masse .

71. Nous allons revenir maintenant au cas ou la série

Ea/;

1

est convergente, pour faire une étude plus complete du probléme des mo-

ments qui est indéterminé.
Soit ¢ un paramétre positif; je considére la fraction continuc
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qui est ¢videmment égale &

Py, (3) + tPypii(3) .
Q2n(3) + tQ?IL-l—l(z)

En développant suivant les puissances descendantes de z, on a évidemment

Cy Cy Con
2+

z 32 z2n+l

€
—_—— ..,

52n+2
¢ étant le premier coefficient qui dépend de 7. Posons

Z){,n(:) - an(z) -+ thn—H(Z) = [als’ Ayy « -« Aap1 3y t]’

les racines de
X,(3)=o0

seront réelles, inégales et négatives; en effet, o¢,(z) est simplement ce que
devient Q,,,.(z) pour @,,., = ¢. Comparons maintenant les racines de

X,(s)=o Acellesde H,,(3)=o.
On a

My (3) =[@15, @sy « - -5 Aapt1 35 Aangy Aans sy L]
Or, il est facile de voir que si ’on pose
Aap4g = O, Q2p4+3 = O,
le second membre se réduit a %, (z). Les racines de
Ky (3)=o0

sont au nombre de n + 23 si maintenant on fait décroitre @,,,,, @,,., de
leurs valeurs actuelles jusqu’a zéro, ces racines ne peuvent que décroitre,
d’apres la proposition du n° 6. Une de ces racines deviendra — =, les
autres vont coincider avee les racines de

X,(35)=o.

Ce résultat peut s’exprimer ainsi : si 'on range par ordre de grandeur
croissante les racines positives de

3(‘11(_3):0’ 1‘1<x2<x39---<"vn+1’

unc racine de rang déterminé x; déeroit lorsqu’on change nen n + 1.
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Pourn =xona

HmX,(3) =q(z) + tq,(3),

x tend vers une limite finie &, et

f/(~’)+tqa(z):<x+§> <I+E_><I+E_>

En effet, on peut répéter tous les raisonnements des n° 19 et 21. I est clair
que les % vont en croissant, mais peut-il arriver que &; = £, ? Le raison-
nement du n°® 20 ne peut pas s’appliquer ici; mais on peut procéder ainsi.
Silon avait &, = &, ,, on aurait, pour une méme valeur finie ctréelle de =,

q(3) +tq,(3) = o,
q'(3) + 9 (s) =o,
done
q(5)q,(3) — q:(5)q'(s) =o.
L’expression

anr(z)Q,zn-H (z) - Q21H—1 (Z) Q’gn(z)

devrait donc s’annuler pour n =, ce qui est manifestement impossible
puisqu’elle est égale &

n

D a1 Q34 (3)-

0

La transformation que nous venons d’indiquer résulte de I'identité bien
connue

Q2n (10) Qopir (5) — Q21 (5) Qaniy ()

S— U

= 2 gy Qa1 (5) Qar (1),
On a donc bien &, < &.,,.

Les nombres &, sont des fonctions décroissantes du paramétre ¢; en
effet &, est la limite de x; qui, elle, est une fonction décroissante de ¢. Nous

avons
q(z):(l-!— z) <I+)\—2><I+)—\;>'°'7
z z kg
(e
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®
Cc — Eagk, 1
1

Pour ¢ = o, &, devient égal 4 A, et ’on a ainsi
kS hs

Pour ¢ = =, on doit évidemment avoir

. 1
lim¢g, = o’ Bt = Oss

donc

gk i Gk—-l ’

et 0, est compris entre Az et Ayy,.
En définitive, si I'on considére les quantités croissantes

0, Ay, 15 hay Oy }\3, Oy o v vy
on voit que les &, sont compris dans les intervalles
(P) (05 A1)y (015 Rs)y (B35 2g)y -+ -5
on n’en trouve aucun dans les intervalles
(Q) (A1, 01), (Rey 0)y (Rgy O3)s - ...
On trouvera facilement

p(3)+tp(5) Nk
q(3) -+ tq,(3) —E

et la distribution des masses
('n/ryzlc)y (/{21,2,3,...)

est encore une solution du probléme des moments, dépendante cette fois
du paramétre ¢.
Fac. de¢ T. — IX. A3
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72. La considération de la fraction continue

Py, 1 (3) 4+ tzPy,(3) . !
Q‘zu—i(:) +t3Q2n(5) o ) I
Ay . 1

T
T

conduit & des résultats analogues, que nous nous contenterons d’énoncer

q,(s)—l—tzq(z):[c-%—t]:([—{-%) <1+i> <,+ L_i/),

=3

pi(3)+tsp(s) oy N0k
—_——— — — —
q1(3) +¢t3q(3) 3 ;z

Onaicif, =oet
Yo S 2SO

b=Chk =

Les &, sont encore des fonctions décroissantes de /; pour { = o0, &, = 0;;
pour ¢ =, § = A, les v, sont positifs, v, = 1 : ¢ + ¢ s’annule pour ¢ = .
La distribution des masses

(0 Z) (k=o,1,2,3,...)

donne encore une solution du probléme des moments; cette fois-ci, les £
sont dans les intervalles

(117 61); ()‘27 92), ()~39 9:})‘

On voit donc que le probléme des moments a toujours une solution dans
laguelle il y a une concentration de masse finie en un point donné arbi-
trairement. En effet, les résultats précédents font connaitre toujours une
solution tant que le point donné n’est pas 4 'origine. Dans ce dernier cas,
nous avons une infinité de solutions par les systémes

(‘)/,, 9/;) et (‘f)//‘., E/L);

le premier systéme donne la masse maxima qui peut étre concentrée a I'ori-
gine

73. Nous allons montrer maintenant qu'un systéme tel que

(n/\" E/c)
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est celui ou la masse v, concentrée au point &; est un maximum. De méme
dans le systeme (7, £,), la masse 1), concentrée au point £, est un maxi-
mum pour k =1, 2, 3, .... Nous venons de remarquer quec cela n’est plus
vrai pour k = o, le systéme (v, 0;) donnant alors la concentration maxima
a l'origine.

Soit @ un nombre positif quelconque; pour chercher une limite supé-
rieure de la masse qui peut étre concentrée dans ce point dans une solution
quelconque du probléeme des moments, je vais considérer les intégrales

[ [1—+—Xl(u—a)+X2(//—(z)’+...—i—X,,(u——a)”]?d'](u),
)
/ [1+X,(u——a)—|—X2(u—a)"—f—...-f—X,L(u—a)”]zg(l'[(u).

)

Ces intégrales ne changent point de valeur si 'on remplace la fonction
$(u), qui caractérise une distribution de masse qui satisfait au probleme
des moments, par une autre fonction de méme nature. On peut donce sup-
poser que la fonction ¢ () caractérise la distribution qui, au point @, ad-
met la plus grande concentration de masse possible. D’autre part, ces
intégrales ont pour u = @ un ¢lément égal a celtc masse concenlrée au
point @. Les intégrales sont donc des limites supéricures du maximum
cherché. Pour avoir les limites les plus proches possibles, nous allons cal-
culer le minimum de ces intégrales considérées comme des fonctions de X,
Xy, ..., X,, et ensuite nous poserons n = .

Posons, dans le cas de la premiére intégrale,

L=1+X (e —a)+...+ X, (v —a);

les conditions du minimum sont

/ L(u—a)rdd(u)=0o (k=1,2,...,n)
0
ou
/‘J;(u—a)u’fdnp(u):o [(k=o,1,2,..,(n—1)].
J

On en conclut facilement

(lt - a)fi: aQ'2n+|(— ll) + Ban(— u),



A.20 T.-J. STIELTJES.
et, pour déterminer les constantes « et B,

0 =0Qs1(—a) + Qs (—a),
— 1= aQ’an (—a)+ BQ;n(_ a).

Soit, pour abréger,
A=Quu(—a)Qhuii(—a) — Qo y(— @) Qy(—a);

on aura

{: Q‘.’n('— lt) Q2n+1 (— a) — Qle—i (_ lt) Q?n(— [l}
(u—a)A

ou

L= % 2 Aak+1 sz(_ uw) Qur(— a).
La valeur du minimum est
® ® 1 ':1 2
[easo= [ tayu=x X awn Qui=a) [ Qui=w)d

dans le second membre tous les termes s’annulent, excepté celui qui ré-
pond & & = o; le minimum se trouve ainsi égal a

ialfo‘ dd(u)= i,
et, puisque £ = 1 pour ¥ = a,
A :2 aspv1 Q31 (— ).
0
En faisant croitre n indéfiniment, on obtient donc, comme une limite
supérieure de la masse pouvant étre concentrée au point a, I'expression
1= a) g (—a) —qi(=a) g'(—a)].

Soit A, ce que devient A lorsqu’on remplace ¢, par ¢;.,; le minimum de
la seconde intégrale sera
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Or, par ce changement de ¢, en ¢,

a,r+1 devient (a1 +as+...+ @yppy )2a2k+,,

Qs241(5)

pab
(@ +as+.. .+ iy )*

Q.. (5) devient

comme on le verra plus loin n°® 77.
On a donc

n

s =X [ Q=T

0

et I'on voit facilement que

ald, = A+ ZZI-Q-zn-H (— @) Qapis (— a).

En faisant croitre n indéfiniment, on en déduit cette limite supérieure
de la masse pouvant étre concentrée au point a

s —nEarco - an-a)
Or, lorsque a est dans I'un des intervalles
(0, &), (01, 25), (03,25), ...,

le produit ¢(— a) ¢,(— @) est négatif; on adoptera donc comme limite
supérieure
vig(=a)gi(=a) —q(-a)g'(—a)l;

mais, si a est dans I'un des intervalles

()\1’ 91)1 (7~27 92); (7‘3! 93)7 ]
q(—a)q,(— a) est positif; la limite supérieure la moins élevée sera
v ranEo—n-ar-a s i an-al.
74. Il est trés facile maintenant de voir que les systémes

(ﬂk; EL) et (‘ﬂ:l,-, E;;)

sont ceux qui possédent les concentrations maxima aux points &, £,. En
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effet, si @ est dans des intervalles

(0, &)y, (01,23), (03 23), ...,

on aura @ = &, pour une valeur convenable de ¢. Cette valeur de ¢ se déter-
minera par la condition

7(—a) +tq(—a)=o;
elle est positive. La valeur correspondante de 7 est

p(—a) +ip(—a) :
7'(—a)+ g, (—a)

et un calcul facile montre que cette valeur est précisément égale a
1:[g(—a)gi(—a)—q/(—a)q(—a)],

(ui est la limite supérieure obtenue plus haut. Si, en second lieu, a est
dans un des intervalles

iy 9y By O2)e (7ay 0y v ey
on aura @ = £}, en déterminant ¢ par la condition

g (—a)—atg(—a)=o,
et la valeur correspondante de v, est

pl(—a)'—-atp(—a)
7\ (—a) —aig'(—a) + ty(—a)’

ce qui est égal a la limite supérieure
L [fi(—a)ql(—- a)gi (—a)q'(—a)+ ;Ilc](—a)ql(—a)].

75. Considérons une distribution dans laquelle la masse p. concentrée
au point @ est maxima. Supprimons cette masse (; je dis que le nouveau
systéme qui reste aprés cette suppression est un systéme déterminé. En
effet, s’1l était indéterminé, on pourrait toujours trouver un systéme équi-
valent ayant en a une concentration de masse finie. En rétablissant w, on
aurait donc en @ une concentration de masse supérieure a y., ce qui est im-
possible. On voit aussi qu’iln’y a pas deux distributions différentes qui
donnent le maximum de masse dans un point donné. '
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Nous avons vu que le systéme
(V/w 9/.-)9

correspondant a la limite —{;‘E‘:;
NE
rigine est maxima. On peut caractériser d'une facon analogue la distri-

bution

, est celul ou la masse v, concentrée a 1'o-

(AU'/\" 74)

correspondant a la limite %%> en disant que c’est la distribution pour

laquelle I'intervalle (o, A,), qui ne contient point de masse, est le plus
grand possible. On peut dire aussi que c’est la distribution pour laquelle
le moment d’ordre — 1

St

est minimum. Cela se déduit aisément de certaines formules que nous don-
nerons plus loin (n° 77, 78). Si I’on a plusieurs solutions du probléme des
moments, on peut en déduire une nouvelle en multipliant ces solutions par
des facteurs positifs dont la somme est 1, et en les superposant ensuite. En

partant des solutions
(nlnzk)y ("n’ln E;l)

qui dépendent du paramétre ¢, on pourra obtenir ainsi des solutions dans
lesquelles la masse est répandue d’une maniére continue sur 'axe. Nous

croyons inutile d’écrire les formules explicites qui renferment évidemment
des intégrales.
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CHAPITRE X.

SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE.

76. Supposons qu’a une distribution de masse donnant les moments
Coy Cy» Cay ey Crky

on ajoute une masse (. concentrée a I'origine. Il est clair que ¢, se changera
en ¢, + ; les autres moments ne changent pas. Pour voir ce que devient
la fraction continue aprés cette modification, il suffit de se reporter aux
formules des n° 11 et 12. On voit alors que le déterminant A, devient
A, + pC,_,, les déterminants B,, C, ne changent pas. Il s’ensuit que

AL
T BB
deviendra
(An+ .U‘Cn——l)2 __ A?l 1+ C'l—1 2.
Ban—x o Ban—l A" ’
or
Cn—l
A —a,+az+...+ Ay,

donc a,, se changera en
[1+p(a+ a4 ..+ an—y) ]2 Aan = @y,
Ensuite, on voit par un calcul analogue que a,,., devient
. ’
Aopr [T+ (@ + as+. . . Aopy)] X [1+p(a+as+...+ Asnr1)] = @onsye
Ces relations, on peut les écrire aussi

I 1

’ 7 7 —H“" >
Ay -+ Ay Ay a,+ az+. ..+ Aypyy

(@) +as+...+ay ) ay, = (a+ as+. ..+ Qary)? Qo
Sous cette forme, elles sont presque évidentes, puisque
2
k—1

A+ Ayt Ay ) Ao = 5"
(1 3 2 i) 2 Bchk—l
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Si le probléme des moments est indéterminé dans le cas des données
- Coy €15, Cyy Cg, e ey
il sera évidemment aussi indéterminé dans le cas des moments
Cot+ s Ciy Cgs Cyp  wens

Mais, si I'on est d’abord dans le cas déterminé, pourra-t-il arriver qu’on
soit dans le cas indéterminé aprés avoir ajouté la masse p & lorigine?
Nous avons déja annoncé (n° 65) que cela ne peut arriver que dans un cas
exceptionnel.

En effet, on suppose la série

o

Eak

1
divergente et les séries

o0

1 ’
2: Ay k-1s E'azk
i

1

convergentes I'une et 'autre. La premiére série est toujours convergente
mais, pour que

©

2 ’
azll

1

soit convergente, il faut et il suffit que

o

2 (a1 +as+...4+ agyp_q)* as
1

soit convergente. Il s’ensuit que la série

’
3o
1
est convergente aussi; donc

©

El Aa—1

1
sera divergente, tandis que

®

Z (@14 as+...+ ay_y) as;
1

Fac. de T. — IX. ‘ A4
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sera convergente ¢videmment. On est donc dans le cas particulier étudié
au n° 66, ct la solution du probléme des moments est donnée par le sys-
teme
(Y& %k) (k=1,2,3,...).
Mais, en ajoutant la masse w a 'origine, on obtient un systéme indéter-
miné. Mais je dis que la solution formée par les masses @ et (4, o) est la
solution qui donne la plus grande concentration & 'origine et est, par con-
séquent, du type
(Vi 91) (Bo=10, vo=p.).
En effet, il y aurait autrement une solution avec une masse g+ @’ a lo-
rigine, ct, en Otant la masse g, on aurait un systéme équivalent au systéme
(Yx, #x), mais qui ne serait pas identique avec ce systéme déterminé, ce qui
est impossible.

77. Supposons maintenant que 'on remplace ¢, par ¢;,,. De chaque so-
lution (m;, x;) du probléme des moments (¢,, ¢,, ¢,, ...) on déduira évi-
demment la solution (m;x;, x;) pour le cas des moments (¢, ¢y, ¢y, .. .).
Ainsi, si 'on est d’abord dans le cas indéterminé, on restera toujours dans
ce cas indéterminé. Mais nous avons annoncé déja (n® 65) que, lorsqu’on
est d’abord dans le cas déterminé, il pourra arriver, dans un cas excep-
tionnel, que le second probleme soit indéterminé.

(C’est ce qu’on déduira sans difficulté des formules que nous allons
donner.

Il est clair que, par le changement de ¢, en ¢, , A, deviendra B,, B, de-
viendra C,.

Donc, si a; se change en a/, on aura

B2
’ n - .
ay, = n-—l =y (A a3+ Q) (@ + A+ o Agpiy )y
n Hn—

’ C?‘“ 2
Ayl = 5= @ ( @+ Q. .. Ay )’
BILBn—l

Ensuite, on voit facilement que Q,,( ) devient

Q2041(3)

3Q% e (0)

Voici maintenant les formules pour la transformation inverse. En ré-

duisant la série
m C C C
—— S+ 5

S S Y

AT

-~
4
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cn fraction continue

a, s +
, 1
2 T =
ay s+,
)y
on aura
1
’
a - —
! m
! .
Ay =@y s (M —ay— a, —...— Q) (M —ay—a,—...— ay,),
’ D
Ay, ==Qyp (M —Ay— @, —...— Ayp_s)

78. Ln dernier licu étudions V'effet d’une translation sur un systéme de
masses. Cela revient a développer, suivant les puissances descendantes
de 3, lexpression

Co ¢ n C,
s+h (34K (s5+ 1)

En supposant qu'on obtienne

’ ’ ’
c, ¢,
Z Tt T
on aura
k k(k—1 '
C’;..: Cp—+ T A Cr—q+ —ST)- 22 Creot+...+ )\kCO-

Un calcul facile montre qu’en remplacant ¢, par ¢ le déterminant A,
ne change point, le déterminant B, devient B, Q,,(%), d’ou 1'on déduit

a"_))H—l = Qap-+1 Qén(l),

a/zu — Qs . Q'zn—‘z ()) Q‘zn (7)-

. SiA> o0, un systéme indéterminé restera toujours indéterminé, mais un
systeme déterminé peut se changer en syst¢me indéterminé dans un cas
singulier, comme cela a été déja énoncé au n° 65.
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CHAPITRE XI.

EXEMPLES PARTICULIERS.

79. Je vais donner maintenant quelques exemples : dans tous les cas la
fraction continue sera convergente.

Pour abréger, je supprime toujours les artifices qu’il faut employer pour
obtenir la transformation de l'intégrale définie en fraction continue.

Soit A un parameétre positif, je considére d’abord la fraction continue

I

F(z, ) = ————
st

—

I+
z.l. __Q_E___A
2A
= 3A
T4
s i
On a ici
f N1
Aak+1 = 3%’ Ay = %

'une des deux séries

2 Aak-r1s 2 asr

0 1

sera donc toujours divergente, et pour A =1 elles le sont toutes les deux;
la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu de distinguer

lescas A <1, A>1. Lorsque A< r1,0na

_ (1 — 3) An—1
Fz,0) = 2 s4n(1—h)
1

L’intégrale
*d®(u)

5+ u

0

se réduit ainsi 4 une série; il y a sur I'axe une infinité de points matériels

[(t =)A= n(1—RA)].
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Pour A > 1, on a

< 2—1
F(Z’“:EA"[z+<n—1)(x—r>]'

L’intégrale définie se décompose encore en série; la distribution de
masse est

|25 (e=na—n].

On voit que, lorsque A différe infiniment peu de 1'unité, les masses sont
infiniment petites et infiniment rapprochées. Pour A =1, on a une distri-
bution continue de masse, car on retrouve alors la fraction continue de

e rdu
F(Z,I):f S—!—u_‘
0

La distribution de masse doit étre regardée comme variant d’une facon

Laguerre

continue avec A.
On a encore cetle expression analytique

Z(1—A)e

Py du,

F(z 2)=
d’ott I'on déduit en cffet, lorsque A < 1,

©

F(Zv )\) = f (I — )t) e—3u 2 e—n(1—\u)n—1 du = E *———7(:_—”’)\(: ).n_.)\l)a
0 1 1 ad -

et, lorsque A > 1,

@

F (s, )= i A — —zu N A" e—(n—1)(—N)u — ()\_I))\—n .
( ) fo‘ ( 1)e 21‘ e du Zz—t—(n—x)()\—l)

1

80. On peut rattacher a I’exemple précédent la réduction en fraction
continue de la série

(V‘Z w3

w
(‘D(W’H)_I+1+H+I+2H+ EaE PEA

considérée par M. Poincaré (Les Méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste, t. 11, p. 3).
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Si, dans le cas A <1, on pose

w=1, p=——

1l vient

w
o(w,p)=1+— F(3,)).
®) m (3,2)

Dans le cas X > 1, on posera

Z et Q(w, )= ;’IEF(:,)).

Q(w, ) =1+
T— W+ — H
- e
I—'lv—l"h“
- 20 L -
oy 3B
.
*
(w, p) = ‘
9 (w, ) = v
I— W —+
I+ P 5
W
I—cv+gvp’2
I}——“”‘—S———
ey SR
1+

En supposant o <w <1, elles sont convergentes pour toule valeur

, . . . « 1 . I ’
réelle ou imaginaire de @, a I'exception des valeurs v. = — —; on s’assure
facilement qu’il y a encore convergence pour toute autre valeur négative

de p..

81. On peut généraliser I'exemple précédent en introduisant deux nou-
veaux parameétres. Ainsi soit

F(zy)\’ a, b): f (ﬁi—_‘)i)\,,)ae-:udu’

“o

on aura

® e—su
F(z,x,a,b):f - du = - du:
, (u+0) I'(a) 3+ u
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. pour A <1,
_ . a(a+1)...(a+n—1) ([_)\)a)\bL_.
F(z,3, a, b)-'2 1.2.3...n 24+ (n+a)(1—1)’
pour A >1,

a(a+1)...(a4+n—1) (Ah—1)ek br+ra
1.2.3...n z+n(h—1)

>

F(Z,Z,a,b):i

0

tandis que la fraction continue est

m®
am
s+ ' m}e
t+ _ (a+1)m
=+ s 2mA®
., la4+2)m
. 3mAl
5 4.
)
ou I'on a posé
11—
m= ——

82. Je vais étudier maintenant, au point de vue de leur convergence, les
fractions continues qu’on obtient pour les intégrales

Fi(s, k)= f cn (u, kye=*du,
0

Fo(z, k)= f dn (u, k) e=** du,
0

F;(z, k)= f sn (u, k) e=*du,
0

F.(3, k)= :f sn?(u, k) e—** du.
[}

En substituant pour les fonctions clliptiques leurs développements sui-
vant les puissances de «, on obtient les développements suivant les puis-
sances descendantes de 5. Ces développements sont de la forme

e
|
v}

¢
ix)

«w
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dans le cas de F,(z, k) et F,(z, k); de la forme

[
S

NIC’
l
ll[(\
sl
&l
l
n|o
| w

bl.
3]

dans le cas de Fy(z, k) et ', (z, k). Dans tous les cas les coefficients ¢, sont
des polynomes en k & coefficients positifs.
Voici maintenant les fractions conlinues qui sont de la forme

ou de la forme

selon les deux formes du développement suivant les puissances descen-
dantes de z. Dans le cas du second développement les valeurs des a, sont
trés compliquées; mais, en se bornant & considérer les réduites d’ordre
pair [voir la forme (1) de I'Introduction|, on a une fraction continuc de
la forme

avec des valeurs simples des A, «,.
Dans le cas de I, (z, k), on a

by=r1, bypy=(2n—1)2 by = (2nKk)3,

d’ou
a =1, ay—1,
_[13...ern=0)]
Aan+1=— “a.4...(2n) k2’
C[24...(2n—2)2 .0
e e

Dans le cas de F,(z, k), ona

by=1, bypy = (2n —1)2k3, by =1(2n)3
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d’ou
a—I, ag—%i)
3... —
Q2n-+1 [I 5 (Q(I;n)l)] k2n
_[2.4...(2rn—2)7]* 1
G =135 ..(2n—1) | k2

Dans le casde I, (z, %), on a
h=1, h=(r—)r)?r+1k, a,=(@r—1)0+ k).
Dans le cas de F, (z,k), ona
ho=2, Ai=—2n(2n41)(2n4+2)k,  a,=(2n) (1 + k).

La démonstration de ces formules, au point de vue purement formel, se
trouve dans un Mémoire que j'ai publié dans le tome III de ces Annales.
J’ai ajouté ici seulement la réduction en fraction continue de F,(z, k).

83. Les fractions continues pour F, (3, k), F,(z, k) sont convergentes
pour toute valeur positive de k2. Dés lors elles doivent se mettre sous la

forme
*zd®(u),
A ru’

mais nous allons voir que cette intégrale définie se réduit encore a une
série. Substituons en effet, aux fonctions elliptiques, leurs développements
en séries périodiques, on trouve sans peine

- * n+- z
Ft(z’k)—_KE g2+t 2n—+1)T 2’
shy= T [Le$ Gt s
F2(“’k)_2K[5+2 14 g2n nm\?
: =+ (%)
an—+1)g"" I
F3(z’k)—kl{2 1— g2+t (2n+1)m)?
z’—i—-[———]
2K
D n3gn I
Fi(3 k)= szbZ [ — g2" nm\?
22+ —_
(%)
Fac. de T. — IX. A5
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On reconnait ainsi que les fractions continues pour F,(z, k) et F,(z, k)
sont aussi du type que nous avons étudié. C’est ce que nous avons déja vé-
rifié d’une autre facon dans I'Introduction pour I, (3, k).

Mais les réduites des fractions continues pour F, (z, k), I¥, (3, k) tendent-
elles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner? Pour
répondre affirmativement, il faudrait savoir qu’on est dans le cas déterminé

du probléme des moments.

84. Supposons &k <1, ¢ < 1, 'expression de F,(z, k) montre qu’en
posant

1
q" "2 (2n+1)m]?
nm,— ——— €, 7= 3

;V_&_ q2/l+l ’ N Z-K

le systéme des masses
(Mg, x,) (n=o0,1,2,3,...)

est un systeme déterminé. Ensuite le systeme

(nln‘z'm Z,)

sera aussi déterminé; car, pour qu’il en fit autrement, il faudrait que la
série

© o
’ —— y 2
a?n—i— a?rt(a1+a3+--'+ a2n~l)

1 1

soit convergente (voir n°77); or, on constate que la série

©

Z: 2
Q2nip—

1
est déja divergente.

On en conclut que, M étant une constante quelconque, le systeme des
masses

1
9 N+~ —~ 9
,n”':(zil_:—q*—IZH—?»lﬁzNI’ xn:Lu—nz?{illr] (IZ:O,I,2,3,...)

est un systéme déterminé. Or, sil'on prend

1 [_|_q2n+1
2n—+1 1— g+t

M >

(n=o0,1,2,...)
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on reconnait immédiatement que le systéme

n

1
_(2n+1)q" "2 . (2n4+1)x)®
- ’ " 2K

I — qzn+1 B

sera aussi déterminé. Cela prouve que la fraction continue pour I, (z, k)
est bien dans le cas déterminé; la limite est bien égale a F,(z, k).
Considérons la fraction continue pour I, (z, k). La série

@©
2 Q-1 = G
1

est convergente (il y a une concentration de masse a 'origine). Si 'on
remplace ¢, par ¢, on aura (n°77)

ZZPES
>

’
aZ!l > 2

' 2
Qypoy > Q] Aype

En changeant de nouveau ¢, en ¢, on aura

"

Aoy =4, (@) + a5 4. . .+ a;n—q)zs
done

3

” ' 9 a 9
Ay = Ayp Aoy > pry Azpiq A3y

Or la série
= Aap+1 a;n

est manifestement divergente; il en est de méme de la série
Z agn—l’

ce qui prouve que le systéme des masses

o nhqrt . nm 2
m,,__.;——_‘_—CFM, x,,__<———>

est un systéme déterminé, En prenant

11 + q‘ln
M > ;l- ‘l":qﬂl 3
on reconnait que le systéme
ndgn nfm 2
m, — ———g* .z',L:<——>

I——qz'z’

est également déterminé, c’est-a-dire la fraction continue pour F,(z,k)
tend bien vers F, (z, k).
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Nous avons supposé k& < 1, mais on voit facilement que
(z, ;{) — k F, (ks, k),
F, (z ;{) — k F, (ks, k),
( ) = k*F, (ks, k),
F, <z%> = K*F, (kz, k),

ce qui montre que cette restriction est inutile.

85. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F(z, k)
présentent toutes cette particularité que, lorsque & tend vers l'unité, les
masses deviennent infiniment petites, mais aussi infiniment rapprochées.

Pour k=1 on obtient, comme limite, une distribution continue de
masse sur 'axe. C’est le méme phénoméne que nous avons rencontré
déja (n° 79).

Il ne semble pas sans intérét d’obtenir directement la distribution cor-
respondant & k=1, comme limite de celle qui correspond a k=1—¢,
¢ étant infiniment petit. Faisons le calcul pour F, (3, k). Posons

2

/o~ ?
log <%>

¢ sera infiniment petit, et I'on aura ¢ = ¢~® avec une approximation suffi-
sante. Ensuite

0=

2T 4o

kKK m’

et la masse ® («) comprise dans I'intervalle (o, z) sera

—15 _:ia _2n+la
4o e 2 e 2 4 _° 2
—TE_ 1+e‘5+ I+e—38+"' I 4 e—(2n+1)8 4

si I'on suppose que l'entier n est déterminé par la condition qu’on doit

avoir sensiblement
[(2 n—+1) 7:]2
U—\|——— )
2K
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en sorte que
(27 +1)d =m\u.

A la limite, ¢ et ¢ tendant vers zéro, on aura

my/n _1,
2 e ?
D(u)=-= ———dy,
LIVA I+e”

— du ——
\/u(ezmm—}-e 27:‘/">

dd(u)=

2

F(2,1)= “zd®(u) (" zdu [ 2
n: = +u  Jy 2wt lrw laa
¢ e +e

A.37

>.

Remarquons que, dans le cas k=1, les fractions continues pour F, (z, k),
F,(z, k), qui sont de la forme (I?), se raménent facilement & la forme (1)
ou (I), et 'on reconnait alors qu’elles sont encore convergentes dans

ce cas.

86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques cas ol
les moments ¢, s’expriment trés simplement par les polynomes de Ber-

noulli, définis par la relation

ehz 23

—1

— =001+ ()5 + 92 (1) o+ 90()

es—1

1.2.3

+...,

en sorte que ¢,(A) = A — 3. On supposera dans ce qui suit o < A <1.

Considérons d’abord la série

e e @) e _

z

elle donne la fraction continue

b,
a2 by
[+ ——
SR
ou
b, =1r(1—12),
b _n(n—A)(n—1+1)
2n—1— b
2(2n—1)

:n(n+7\)(n+1—)\)

ban 2(2n +1)
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ou hien

o — ! “ - 2(2n +1)
» 0 T (nh) (n 1 —1)

Comme on le voit, la fraction continue est convergente, et elle repré-
sente, tant que la partie réelle de z est positive, I'intégrale

/;sirﬂ(hz)fu° u du <6“”+e—"”> 1
0

P b
34 Ut \ e — ¢~ ) MU e 2T 5 c0s (24 T)

qui s’exprime aussi par
PG+ + (s +1—2) —d(z) —$(z+1)],

Y (z) étant la dérivée de log'(z).
Une autre expression de cette fraction est celle-ci

an (L) [0=20)
2 2 i
sh <£)
o 2

e~*tdu,

\ et — o=t
ol shy = -——.

On trouvera la démonstration de ces formules dans le Quarterly Jour-

nal of Mathematics, vol. XXIV, p. 370; 189o.

Pour A =4, on retrouvera facilement la fraction continue qui nous a
servi au n° 63.

Considérons en second lieu la série

‘Po()‘)+ﬁ92(7\)+@z(7\)+‘?5(7\)

2 2 p +...

elle donne la fraction continue

n2(n—1-+422)(n+1—23)

S | =
by=h—13 bn = G(2n—1)(2n +1)

Les valeurs des a,,, @,,., sont un peu compliquées, mais on voit encore
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facilement que les séries
Zay, 2 Ayp+1

sont divergentes 'une et ’autre.
Tant que la partie réelle de z est positive, les réduites tendent vers

* —o3du sin(227)
, St | eT 4 e — 2 cos(2AT) i
Cette limite s’exprime aussi par
WG+2)—id(s+1—12)
et par l'intégrale

o i
2./, sh { u

o ,1
L[ sh(2—3)4 2w gy,

87. On obtient des formules analogues si I'on considére une nouvelle

suite de polynomes, définis par la relation

~1

9 ehs s
PES :/'0()&)-{"7‘1()\)\:-*‘...‘i"x'n()\)m —+ ...
La série
7o (A el
/of )_;_xz"(‘})_irx:(5 )+
donne la fraction continue
b,
. b,
»6'"‘*— b2
5+
.

Dynr=(n~+21)(n-+1—17),

b,=1, b, = n?,
La fraction continue est convergente, et, puisque
bypsr=n(n—+1)—+ h(1 —4),

on voit que (— 1)"vy,,(\) est un polynome du degré r a coefficients en-
tiers et positifs en A (1 — A). Ainsi, ce polynome est constamment positif

et croissantde A=o0 a A = 1.
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La limite de la fraction continue s’exprime ainsi

4sin(dm) " _zdu ert e
, St u? | (€T 4 emT) — 4 cos?(hm) ’

ou encore

“ch(A—Huw . . | (5—*—1—{—1 (z—i—z———)\
fo e =iy () e ()

Nous avons posé ici

et + e
.

ch(u) =cos(iu)= -

La série

Xl(zx)+X3(b7\)+X5(7‘) .

3 F4 ¥l

enfin donne la fraction continue

hom (M1 (21552 ),

o, =A— A+ 1 (2n—1)%

La limite de la fraction continue s’exprime par

4 cos(hm) *® udu T — g—Tu
4 T A 224 u? | (e™+ e ") — [ cos? (Am) ’

ou encore par

1
f sh (& ?)ue—"‘du:
]

chiu

[
—
-
TN

3]
wi+
>’
N——
_|_
-
N
]
+
N
I
>
S——

_¢<:_2:l>_4,<,+_2t})J
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on a

Lan—1 0\) n d)\ [X‘Zn()‘)]9

par conséquent (— 1)*7,,—,(A) est positif dans 'intervalle (o, 1), négatif
dans lintervalle (3, 1). '

88. On connait le role que les polynomes de Bernoulli jouent dans la
théorie de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. Les polynomes
7.(X) jouent un réle analogue dans la formule de Boole (7Treatise on diffe-
rential equations, Chap. VI, p. 135 1859) :

2 (22 ')B1

S+ h)—f(r)= [f'(@+h)+f(2)]

_ ?’“(12_;'—_31[14& L7 (@ 4 h) + f" (=) ] 1

. 2(22"—1)B, 1) 7 o
4+ (— 1)1 T%_g_()zzsv(z O (x4 h)+ fon 1)(x)]]l211f-l

+ Ry, ‘
/l2ﬂ+l t ( 1) ]
. N n+
5{”'—1.2‘3,_,(2”) ; Azrz(ll)f (x + hu)du,
PO G ) Sl i 4(z°"+"—1)B JE 0@+ ), o<E<.
,;*].2.3 (zn ;_2) n+1 .

Fac. de T. — IX. A.6
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NOTE.

1. Nous avons vu (n°s 68-70) que, lorsque la série
b+ by b3+ ..

est convergente, la fonction F(z) est égale au quotient de deux fonctions entiéres de
t=1:s.

Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels I () est une
fonction de ¢ qui est méromorphe dans tout le plan.

Puisque
*d®(u “tdd(u
F(z):f 3 +—(u) :f 1+(ut)’
o *7 0

il est clair que, pour cela, il faut et il suffit que la distribution de masse représentée
par ®(u) se réduise 4 une concentration de masses

(my, &) (i=1,2,3,...)
en des points
§1>52>53>Eb>. . .>1imE,,:o,

se rapprochant indéfiniment de 'origine, & laquelle peut s’ajouter encore une masse
finie C placée a 'origine. Les m; sont seulement assujettis a la condition que la série

S

1
doit étre convergente.

Nous avons remarqué (n° 48) que, lorsqu’un intervalle (a, &) ne contient point de
masse dans la distribution représentée par ®(«), I'équation

Qs (—3)=0

ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle : le nombre des racines dans cet
intervalle ne peut étre que o ou 1. Il s’ensuit que, dans le cas actuel, le nombre des
racines plus grandes qu’un nombre quelconque positif / reste toujours fini et ne peut
pas surpasser le nombre fini des nombres

qui surpassent /.

2. Avant d’aller plus loin, faisons quelques remarques sur la maniére dont se com-
portent les racines
Ty, Tay L3y LR Ly
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de I'équation

an ("_' z) = 0,
et cela dans le cas général. Nous supposons ces racines rangées par ordre de grandeur
décroissante : z, sera la plus grande racine, et x;, &, ... croissent avec n.
Il peut arriver que z, croit au dela de toute limite, mais alors x,, 3, ..., 2 crois-

sent aussi au dela de toute limite nécessairement.
En effet, supposons d’abord

lim 2, = oo, limax, =1,

) élant un nombre fini. Il est clair d’abord que la masse M, correspondant a la racine z,
tendra vers zéro, car ’

Mz, <c.

D’autre part, @s, x;, ... restent toujours inférieurs a A : on aurait donc

I
cPn()‘)—“ ‘71 '_MI
et
X

limg, (M) =®(2) = p

La fonction @ («) serait donc constante dans tout I'intervalle (X, o), mais alors aucune
racine de

Qan(—3)=0

ne peut éire plus grande que A. Cette contradiction montre qu’il n’est pas possible que
x, seule croisse au dela de toute limite. Et, de la méme fagon, on verra qu’il est im-
possible qu’un nombre fini de racines croisse au dela de toute limite, en sorte qu’on
aurait
limzr,=limz,=... =limx;=o0.
limxk_H = A.

Nous pouvons donc dire que le nombre des racines qui croissent au dela de toute

limite ne peut élre que o ou co.

Supposons maintenant
' limz, =,

X étant un nombre fini. Il peut arriver que z, soit la seule racine qui tende vers A, en
sorte que '
limx,— X < ).

Mais nous allons montrer que, lorsque
lima, =X,

alors nécessairement x;, x,, &y, ..., tendent aussi vers . Autrement, le nombre des
racines qui tendent vers A ne peut étre que 1 ou co.
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Supposons en effet
lime,=limz,—=...=limz; =),
max, =N <<

On peut prendre d’abord n assez grand pour que les & plus grandes racines de
Q?n (— Z) =0

soient toutes comprises entre )’ et 1. Ensuite on pourra prendre n’ assez grand pour
que les £ plus grandes racines de i

Q2/1+2/L’(_ 5) =0
soient comprises entre la plus grande racine de
Qan(—5) =0
et A. Mais il est clair qu’alors Ies 4 plus grandes racines de
Qan(—35)=0o0
seraient toutes comprises dans 'intervalle de deux racines consécutives de
Q2)L+2Iz’(_ z)=o.

Or nous savons que cela est impossible, & moins qu’on n’ait A =1.
Si 2, est la seule racine qui tend vers A, on aura

limz,= ) <2,

et 'on verra de la méme facon que le nombre des racines qui tendent vers 3/ ne peut
étre que 1 ou 20. Dans le premier cas, on aura

M —

lima, = W <<V,
et I'on voit encore que le nombre des racines qui tendent vers A" ne peut étre que 1

ou oo, et ainsi de suite.

3. Revenons maintenant au cas du n° 1, c’est-a-dire supposons ue la fonction @ («)
affecte la forme particuliére que nous avons indiquée. Nous allons montrer qu'on a
alors nécessairement

lim b,,_;,=1lim b,,—=o.

Soit, en elfet, = un nombre positif aussi petit qu’on voudra. Parmi les nombres

AN
A
SVY

1 2 3 RS

il v en a seulement un nombre fini & qui soient plus grands ue =. Parmi les racines

de

an('— 3) =0,

Xy Ty ..., Ly seules pewvent surpasser =, mais x4, est certainement inférieur a
£/ <<c:. Ensuite ces racines .z, x5, ..., .r; en nombre finl tendent certainement pour



\
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. - . , . . ! - M -
n =oo vers des limites finies. Désignons maintenant par x|, @}, ..., &, les racines
de ‘
an—a—g(_ z)=o,
on aura
/
i+ a, . X = b+ by by,
X+ g+ A2y =+ b+ .+ bsyy,
donc
k n
E (2, — ;) + E (2, —x,) + &)y = by + by
1 k+1

Or, si l'on se rappelle que les racines . sont séparées par les racines o, il est clair

que

n .

U ’
2 I(II'_— ;l‘,.) +x, <
k+1
car

n n
N .
E(x’r“‘xr) ""Z(f‘r‘"‘ Zyyy) + Loy = Ty <,

k+1 k+1

et x,— x,, est positif. D’autre part, la somme

k
2 (z).— z,)

peut étre rendue aussi petite qu’on voudra, par exemple inférieure a ¢, en prenant n
suffisamment grand; il vient donc

byn =+ byniy < 2%,

et les quantités b, tendent vers zéro.
Ainsi, pour que la fonction F(z) soit méromorphe en ¢ — = il faut certainement

que b, tende vers zéro.

4. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et que,
toutes les fois qu’on a
limb,,_,=limb,,= o,

F () est bien méromorphe en 5-1,
Pour cela, nous allons faire voir d’abord que ces conditions entrainent cette consé-
quence :

Le nombre des racines de
Q:Zn("' 5) =0,

qui surpasse un nombre positif quelconque /, ne croit pas au dela de toute limite, mais
reste invariable dés que n surpasse une certaine limite.
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Considérons la suite des fonctions

(2) Qo(2), Qu(3), Qu(3), ..y Qun(z), ...,
il s’agit de faire voir que le nombre des racines d’une équation
Qill(:) =0,

qui sont comprises entre — [ et — oo, finit par étre constant.
Or, ce nombre est égal au nombre des variations perdues, en posant, dans la suite,

Qu(3), Qa(z), ..., Qua(3),

d’abord 5 =— o, ensuite s —=— /. Mais, pour 5=—oc, on n’a que des variations;
tout revient donc a montrer que, pour 5 =—/, la suite («) n’a qu’un nombre fini de

permanences, c'est-a-dire qu'on ne rencontre que des variations dés que n surpasse
une certaine limite. ’

Pour cela, revenons a la relation entre trois fonctions consécutives; on peut I'écrire

b2n—i an(z) — (5 -+ b2n—2+ bZn—l) an—z(z) - bzn—z Q2n—h(5)'

Posons
)\ I Q2n~2(_' l) s
. . " Q2n(_ l)
il viendra
1 — l_ (]+)\n—1)b?n—2
)‘.-—Il = b2n-—1 )

D’aprés ’hypothése, on a

limb,,_,=limb,,_,=o0;
donc, dés que n surpasse un certain nombre v, on aura certainement

l_ 2 b2n—2

>2
bin—l ’

parce que le nombre positif { n’est pas nul. Nous supposerons maintenant n > v. On
voit alors que si A,_;<1 certainement X, sera positif et compris entre o et 1, c’est-
a-dire qu’on aura aussi A, <1, et, par suite, tous les nombres

)‘117 )‘IL+1’ )\ll+21
seront positifs, plus petits que 'unité.
Mais supposons la valeur de X,_; quelconque et calculons la suite des quantités
)‘n-h )\m )‘n+h )‘n+27 e

Nous distinguons divers cas qui épuisent tous les cas possibles.
L’un des nombres X est infini, A,,— oo, alors },,,; = 0 <71, et, par conséquent, fous

les nombres
)‘m+2’ )‘m+3) )‘m+ln

sont positifs, plus petits que l'unité.
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Si aucun des nombres k; n’est infini, ils seront tous finis, et ils seront :
Ou bien tous > 1; alors il est évident qu’ils sont aussi tous positifs.
Ou bien on en trouvera un 1,1, et alors nous avons vu que

nm=—~7:,

)‘MH-U )‘m+27 )‘m+3, LA

sont tous positifs, plus petits que 'unité,

Ainsi, dans tous les cas, les nombres ), sont constamment positifs dés que k sar-
passe une certaine limite. 1l est évident, d’aprés ce qui précéde, que nous avons établi
ainsi la proposition que le nombre des racines de

Q‘lll('—z) =o,

qui surpassent un nombre positif quelconque /, ne croit pas au dela de toule limite,
mais reste invariable dés que n surpasse une certaine limite.

5. 1l est facile maintenant d’achever la démonstration. La racine &, tendra vers une
limite finie &;, et c’est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre des ra-
cines qui tendent vers £, est 1 ou oo, mais il ne peut étre oo, parce que nous savons que
le nombre des racines qui surpasse un nombre / est fini. Ensuite x, tendra vers une
limite &, <C %, et ce sera la seule limite qui tend vers &,, et ainsi de suite. Généralement,

on a

llmxk: Ek
et

§r> Epare

La masse M, correspondante a x, tendra vers une limite m,20 en diminuant tou-
jours, mais il est facile de voir qu’on ne peut pas avoir n,=o.

En eflet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction @ («) serait constante a
partir de « — £, << £;, mais alors aucune racine ne surpasserait &,, et la racine qui tend
vers &, n’existerait pas. De méme, la masse M, correspondante & z, tendra vers une
limite m, qui n’est pas nulle. En eflet, nous savons que M;+ M, diminue toujours;
cette somme tend donc vers une limite, et il en est donc de méme de M,. On ne peut
pas avoir m,; = o, car, alors, il est aisé de voir que la fonction ®(u) serait constante
dans tout I'intervalle (&5, £,), et cet intervalle ne pourrait pas renfermer les deux ra-
cines x; et &, qui tendent respectivement vers £, et £,, et ainsi de suite.

11 est clair que o, («) lend toujours vers une limite finie pour n = oo, et cette limite
est dés lors = @ (u). Et cette fonction @ («) affecte bien la forme particuliére indiquée

1 . .
plus haut (n° 1), en sorte que F(t—> est une fonction méromorphe de ¢.
- 1 . . , .
Ainsi, pour que F<:> soit une fonction méromorphe dans toul le plan, il faut et

il suffit qu’on ait
limb,,_,=1limb,,—o.



