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SYSTEMES D EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 81

Posons
xr = —I-; ’
x
le systéme (A) deviendra
. dv:
(A) —% = —w—%(ai,_}q—|-...+a,-,,.y,,),

et 'on voit qu’au point 2 = w, ou z'= o0, tous les coefficients des équations (A')
cessent d’étre continus, ‘

Pour étudier 'intégration compléte du systéme (A), nous ferons un changement
de variable indépendante qui raménera le systéme (A) & une forme plus impor-
tante que nous étudierons plus loin avec tous les détails nécessaires.

Nous poserons
er—=3
et, par suite,
e*dzy = dz =z dx.

11 vient alors

dy _dy ds _ _dy
dr ~ ds dz = " dz’
et le systéme (A) deviendra
dy;
(A") x dé =apYr1+...+ Gin Ya,

en rétablissant la letire  pour désigner la variable indépendante.

C’est sous la forme (A”) et d’'une maniére tout a fait générale, c’est-a-dire en
ne supposant plus que les coefficients @ soient des constantes, que nous inlégre-
rons le systéme (A).

Ajoutons une remarque. Le changement de variable ¢* = z donne bien z comme
fonction uniforme de x; mais on a z =1logz, de sorte que z n’est pas uniforme
en 3 dans toute région du plan qui renferme le point z = o ou le point z = c.

79. Nous considérerons maintenant le systéme le plus général

dy;
(A) J}é:an}’:-'-----i-ai}’m

en supposant que les coefficients @ soient uniformes dans le domaine de I'origine.
Rappelons que I'origine est un point quelconque. Nous supposerons, en ou tre, que
le point # = o est un point singulier ou non des coefficients a.
Soit R(w) le déterminant qui résulte de la considération des éléments d’un
systéme fondamental de solutions, quand la variable x fait le tour de Porigine.
Soit
’ (wg— w)ek (k=1,2,....2)
Fac. de T. — 1X.
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un diviseur élémentaire quelconque de R(w). On peut ramener le déterminant
R(w) a une forme canonique R’(w), comme on I’a vu dans la théorie des diviseurs
élémentaires (Chapitre II, n° 53). Cette forme étant unique, la méthode de
recherche d’un systéme spécial de solution des équations (A) doit conduire pré-
cisément aux solutions qui correspondent a la forme canonique R'(w). Nous
avons exposé cette méthode pratique aux n° 68 et suivants du Chapitre I1L.

Nous voulons maintenant étudier directement le systéme spécial de solutions
des équations (A). Nous considérerons ce systéme comme étant seul de son
espece, quoiqu’il reste dans sa construction une certaine indétermination. En
effet, si deux solutions, par exemple, satisfont aux relations

Y= wy; et Yi=wy,
on peut, dans certains cas, les remplacer par des combinaisons
aYi+ Y, a'Yi+b'Y,
pourvu que le déterminant ad’ — ba’' soit différent de zéro. Abstraction faite de
ces modifications possibles qui n’ont aucune importance dans nos théories, nous

pouvons dire que le systéme spécial de solutions est unique.

Ce systéme spécial est caractérisé par les équations suivantes.

Soit (wp— w)% un diviseur élémentaire quelconque du déterminant R(w)
ou de son équivalent R'(w), il y a e solutions satisfaisant aux relations
E — wpyk
Yii = wryiy

( ’) Yt%:wk.y{‘cz—’_-y{'ci’ (i=1’2""’n)
7 ) (h=1,2,...,9)

k k k
Yiek =OkY jer T ier—1»

et les n solutions dont les éléments entrent dans ces équations forment un
systéme fondamental.

80. Pour plus de simplicité, considérons un groupe de relations de la forme

Yi= o0y,
Yo=wys + ¥
(75) ’
VY, = OVm+Ym-1.
Posons

logz

—) u
27:/—1 ’

de sorte que u augmente de 1 quand la variable z fait le tour de I’origine.
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Soit f(u) une fonction entiére du degré m — 1 formée arbitrairement avec u
. . ) . N
et des coefficients Ay, A,, ..., A,_, uniformes dans le domaine de ’origine.
Définissons enfin r par la relation

(76) V=1 = w,

et appelons A; f(u) la différence d’ordre k de jf(u) par rapport a l'accroisse-

sement 1 de u.

On pourra donner aux fonctions ¥, ¥z, « - -, ¥m les formes

Ym= :L"'f(u),
Ym— = rrwl f(lt),
(77)

.............. ceeeey

yi= T wm—1 Am»—l f(u)_

On voit que A,y fu)=1.2... (m—1)Apn_y ne conlient pas u et que y, est
la seule fonction y qui ne contienne pas de logarithmes.

D’abord les expressions précédentes satisfont aux relations imposées. En effet,
on a

Y—r= zT wk+1 Akf(u -+ l) = z" wk+t [Akf(u) —+ Ags f( U)] =W ¥Vm—k+ Ym—k—1-

Ensuite on peut toujours donner aux fonctions ¥y, ..., ym les formes précé-
dentes. En effet, , 2" est une fonction uniforme dansle domaine de l'origine,
et 'on peut la représenter par w”~* A,,_, f(u); on tire de la

yi=ax"wr=1A, 4 f(u).
On peut poser ensuite

)/2 — wm—2 xl‘z’
d’ot

Y2 = wm—-1gprZ.

Si ’on veut satisfaire & la relation

Y= wys+ ¥,
on posera

Z=2z+Ap—1 f(u).

~ . / : :
En représentant par[¢] ce que devient une expression ¢, quand on tourne
autour de l'origine, et remarquant que 'on a

Ay f( w)= Ay f( U—+1)—A2,— f(u) = [Am—2f( u)],— Ai—2 f(u),
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on voit que l'on a
[z — A2 f(u)]’ =5— Ay f( lt);

5— A, _s f(u) est donc une fonction uniforme de x. Dans le domaine de I'ori-
gine, on peut poser simplement

3 =04 f( u),

en réunissant cette fonclion uniforme au terme indépendant de A, o f(u).
On a ainsi
Ya=wm=ryr A, o flu).

On remontera ainsi de proche en proche.

La suite des expressions précédentes montre que I'élément ), qui contient la
plus haute puissance de logz, renferme les m fonctions de #, uniformes dans le
domaine de 'origine, qui entrent dans le groupe des expressions y4, ..., ¥m-

Les relations entre les coefficients des puissances de «, dans les différents élé-
ments du groupe, sont mises en évidence par la forme des expressions précédentes.
Le nombre de ces coefficients est
mim 4y,

2

I1-+=2-4...+~m=

Il y en a m arbitraires. On peut donc dire que ces éléments sont liés entre
eux par

m{m—+1 m{m —1
mm+vn o mim—0n

2 2
relations distinctes.

81. Appliquons les résultats précédents aux fonctions y qui satisfont aux rela-
tions (74).

Nous aurons, pour les éléments des solutions du systéme fondamental spécial,
les formes analytiques suivantes, valables dans le domaine de l'origine

&  fh
[ on = fE), )

k’ o .
(78) Fiopr= a0 [E(w),
................... , (k=12 o).
)’IIFL — prwer—! Aek—-l ff’(lt):

(P=1,2,...,n),

82. Dans les relations (77), posons

ct, par suite,
logz loga'

27:\/——_1__211\/—1.
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Nous aurons, en général,
}.
wk
Ym—k= ;T,’ A ,/( u),
ou encore
Ym—t=2'—rwk A, f(u).

Nous poserons

e—2mrV—1 — (.,

Nous en concluons que, dans le domaine del’infini, nous devrons, dans les for-

mules (78), changer les signes de u et de 7.

83. Nous terminerons ces études d’intégration par les séries, en montrant que

les éléments des solutions du systéme général

z dy;

dp = ANV E Qi) (t=1,2,...,n)

(B)

jouissent de propriétés spéciales qui les rapprochent des fonctions algébriques.
Nous venons de voir que les solutions d’un systéme (A) quelconque s’obtien-
nent par des combinaisons linéaires d’expressions de la forme

xr(Ag+Aglogz +. ..+ A logha).

Si les parenthéses sont infinies d’ordre fini pour £ = o, c’est-a-dire si 'on peut
trouver un nombre entier « tel que le produit

2% (Ag+ Arloga +...+ Aploghkz)
soit nul pour 2 = o, on dit, d’aprés M. Thomé¢, que, quel que soit r, I'expression
x"(Ay+...+ Azloghe)

est régulicre au point z = o. Il suffit évidemment que les fonctions A ne renfer-
ment dans leurs développements qu’un nombre fini de puissances négatives .

Toute combinaison linéaire et homogéne a coefficients constants d’expressions
réguliéres étant aussi appelée réguliére, nousallons montrer que tousles éléments
des solutions du systéme (B) sont des expressions réguliéres, quand les coeffi-
cients @ sont holomorphes dans le domaine de I'origine.

84%. Voici, d’aprés M. Horn, la manié¢re d’intégrer le systéme (B), c’est-a-dire
le systéme

dv;
(79) 3’3‘%—‘:&1‘1_}/14-“'-0-61[/;)’:; ({=1,2,...,n),
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ou 'on a
(80) ajj=al+zali+...,

dans le domaine de I'origine.
Soient

(81) Vi=aT o= (¢ +wol+...) (i=1,2,...,n)

les éléments d’une solution du systéme (79). Nous avons déja vu qu’il existe une
telle solution, et que les séries 9; sont uniformément convergentes dans un cer-
tain domaine de I'origine (Chapitre I, n° 4).

En portant les valeurs (81) dans les équations (79), on a les relations en
nombre infini

(&) E(a?j-— I‘a,'j)(?j‘? =o,
i

(82) B Xley—(r+0dylel+ Mapzp=o,
2 . .
7 7

) E[a?j— (r+ /f)S[j]cgj"-'—!-Za}jpj"f*l +.. +Eal"/oy =o,
\ i i j
i

= (1:27)
0jj = . . ).
Li=]
Toutes les valeurs initiales ¢ des séries ¢; ne sont pas nulles. Donc, d’aprés
les équations (82a), r doit étre I'une des racines de I’équation caractéristique

F(r)=|a};—ri;| =o.

Or, laissons de c6té précisément les conditions (824); nous pourrons consi-
dérer dans toutes les autres la lettre 7 comme une arbitraire, et nous aurons, par
un calcul de proche en proche,

Tk
b Fi (1) 0
(83) cP"—'zF(r—i—[)}?‘(r—i—-z)...f“(r—&—/c)?f’
]
expression dans laquelle & est une fonction entiére des lettres Ty @l iy ey af-‘j.

Le dénominateur commun ne peut s’annuler quesir—+1,r4+2,...0ur—+k
satisfait & un moment donné & I'équation caractéristique F (r) = o.
Appelons 7y, 7y, ..., r, les n racines, distinctes ou non, de cette équation.

On aura & ce moment
r+k'=rq4 (a=1,2,...,n;k=1,2,...,k).
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Mais k croit indéfiniment dans la suite des relations (82). Il suffit donc d’é-

crire
r=rq—k (a=1,2,...,nk=1,2,...,0).

On voit ainsi que les ¢¥ seront finis, ou infinis d’un ordre varié.
Fixons maintenant les valeurs des indéterminées 7, ¢f, ..., o) d’aprésles régles
sulvantes :
1> Soit un groupe
l'a” ru’, ceay ray.

de p racines de 'équation caractéristique, lelles que deux quelconques de ces
racines different d’un nombre entier.

Il peut y avoir d’autres groupes pareils a celui-la.

Nous supposerons que la suite de ces valeurs ne va pas en croissant, et nous
poserons
Foy_,= Ta, ~+ dy,
ray, ,= roa,_,+ du—h

(84)

re, =rg, -+ ds,

dy, dy, ..., d, étant des nombres entiers positifs.
Ces relations peuvent encore s'écrire

(84)
+dy +dy+...+dy1+d,.

Si les nombres r sont imaginaires, c’est sur la partie réelle que porte le calcul.
La conséquence que nous avons en vue est la suivante. Toutes les expres-

sions
F(r—+dy),

F(r+dy1+dy),

F(r+dy+...+dy1+dy)
s’annulent pour
r=Tra,

que nous représenterons seulement par 7.

2° Nous prendrons les arbitraires ¢; dont les valeurs proportionnelles inter-
viennent seules dans le calcul, avec un facteur r — ry élevé a une puissance né-
cessaire et suffisante pour que toutes les expressions ¢! restent finies et ne s’an-
nulent pas toutes pour 7/ = 7.
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Iy

3° Enfin nous donnerons a r une des valeurs r,, ry, .. +» 'n qui satisfont a
'équation caractéristique, et nous choisirons les quantités ©f de maniére a satis-
faire aux équations (82,).

Il est évident que les expressions y; (81) ainsi déterminées satisferont aux
équations (79), et que les séries ; seront absolument convergentes dans un cer-
tain domaine de P'origine, comme au n° 4 du Chapitre I.

Voici maintenant les résultats généraux du calcul ainsi préparé. Représen-
lons par

dy; ..
(85) fi(_}’l,n-,_)’/L):—x%—i—z ai;jy; (i, j=1,2,...,n)
j

les expressions qui, égalées a zéro, donnent les équations (79).

En supposant d’abord les lettres r et ©? indéterminées, nous aurons identi-

quement

(86) filzroy, ...,xwu)=x’2(a?,~—"am ©.
J

k

Choisissons 2V, ..., o), de sorte qu’aucune des quantités of ne devienne in-

finie pour 7= 7, et en outre de maniére que
f[([l‘"?h ces ZEy)

s’annule % fois pour 77 = 4, A étant un nombre entier quelconque. Nous devons

avoir
o fy :
(87) [d,-jA'L:I{,‘z,.U):O (A=o0,1,2,..., A —1).
Mais
) 0)‘f i 07‘}’ 1 Cﬂ}’ n
(88) 3,7=fi<7,7""’ M)'

Nous voyons, par suile, que I’on peut former les 4 solutions suivantes du sys-

téme (79) b
xro;
yi = [ -_C),V)\ ] (":7‘1)

ou
dho; |k 0rlo;
(89) Vi= " [ ByS) —1—; oI logl'—i—
-+ A d_t‘gilon)»—lz»_’_wil()g)\x] (A=o0,1,2,..., h—1).
A—1/) or °° ! (r=rq) '

Les parenthéses de ces expressions, renfermant les dérivées de séries unifor-
mément convergenles, auront pour les puissances de logz des coefficients, eux-

mémes uniformément convergents.
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C’est avec ce programme général de calcul que nous allons construire un sys-
t¢eme fondamental de n solutions du systéme (79)- Nous emploierons maintenant
les notations de M. Horn, en'les modifiant trés légérement.

85. Nous préparerons d’abord le systéme différentiel

d . .
7 = 2 Aaprt (1 B=1,2, ..m),
(79) m

A = aag + zagg+ 2ragg +. . ..

Multiplions ces équations par des constantes encore indéterminées u,, u,, ...,
um et ajoutons les résultats. Nous aurons une équation de la forme

dE Ua Vo
z

(go) ——%ZC— = 2 AxBlinyg.
o

On peut ramener les deux formes bilinéaires

E Uy Yo €t E ags Ua yg

o %]

aux deux formes canoniques (Théorie des diviseurs élémentaires)

E Py 3y €t E bglgvng.
«3

o

Les substitutions employées sont de la forme

Ug = Z EaB¥By  Ya= 2 haB 38,
B B

ou encore

"(3=E haﬁua, Z{‘):E SaBYas
o 4
a cause de la forme de I’expression

2 Uy Yo

-2

Or, les ¢ étant indéterminés, ainsi que les «, on pourra transformer le sys-
leme (79) en un autre

4d
(91) x%:;l’ugsg (2, B=1,2,...,m),

Fac. de T. — VIII. 12
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ou 'on aura

Pug = 2 Ap&rabyp = Paf xp;B - x?pg“g—»—. e
e

Considérons maintenant I'équation caractéristique du nouveau systeme diffé-
rentiel
P(p)=layg—pdg|=(pi—p)...(pu—p) =o.

Soit p — p, un diviseur élémentaire simple de P(p), on aura

Pur=Pu, Pag =0 (B=r1, i, a—1,2 41, ..., m),

et a ce diviseur correspondra I’équation

dz, ,
mﬁ:])izx—‘—.’l‘;papzs—{-....

Supposons ensuite que ’on ait
Par = p“u .. :1)1"1') = po
et que (p — p,)° soit un diviseur multiple d’ordre e de P (p), nous aurons

(92) & P o = Poy Para’ = Po, B Pl gl = po,

? P =1, Poarar =1, ey pu(n} ale—1) =1,

et tous les autres p,g seront nuls. Donc, au diviseur considéré correspondront
les équations

[ dzy P
x = . ce.
dr PoZu ’
dzyr Jo .
x = PoRa" T 3y ...,
( dx
(93)
........................... R
dzye . .
T = = PoRal) 4 Fylemn)

les parties des seconds membres remplacées par des points sont des expressions
telles que ‘

wzp;3z§+z‘22p&353+....
B B

Cette préparation des équations a pour résultat : 1° de simplifier les calculs
qu’on aura & faire plus loin; 2° de préciser le sens des indices 1, 2, ..., m qu'on
attribue aux racines de 1’équation caractéristique. Nous considérerons plus loin
des groupes de quantités

Py Pl o5 Py

dont la signification est dés maintenant précisée.
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86. Nous considérerons plusieurs cas :

PreMIER cis. — p, étant une racine de Uéquation caractéristique P(p)=o
SJournit r diviseurs élémentaires simples

P —Px ()\z)\“)\g,...,)\,;)

du déterminant P(p). D'ailleurs, entre p, et toute autre racine qui ne lui
serait pas égale, il n’existe pas de différence entiére.

Soit p; une quelconque des racines égales & p,, nous pouvons poser

sy = a2rly(2) = 2 (L), + 2(La), + 22 (L) +- ] (2 =1,2, ..., 7)
et

(94) (H)y=21  (La)y=o0 (a5 )),

&) étant une constante, ou une fonction entiére de p qui ne s’annule pas pour
P =Po-:
oien es séries calculées dans ces conditions, mais ou p reste indéterminé
S t yl lculées d ditions, este indéterminé,
on aura, a cause des équations (86) et (93),

‘ P)\(.Z‘PCh ey xPCn) = — 5)\([7 —[)U)xp,

5
(99 ) Po(zPly, ..., 2PLp) =0 (2 7# ),

et, par suite, si I'on pose
L (@n = [Ca(@n]ip=pu>
les éléments

(96) sy =anly(a)n

constitueront une solution des équations (79).

Cette solution est réguliére. De plus, pour = o, la valeur initiale de §, (),
étant ¢y, c¢’est-a-dire une valeur qui n’est pas nulle, cette solution appartient a
l’exposant p,.

En général, en employant le langage de M. Fuchs, nous disons que toute so-
lution des équations (79) de la forme

yi=aP(0;+v;logwr +...4+ 9;logha)

est de forme simplifiée, et appartient a l’exposant p, lorsque toutes les fonc-
tions §, 7, ..., ¢ sont holomorphes dans le domaine de l'origine, et que 'une
d’elles au moins ne s’annule pas pour z = o.

L’équation (96) fournit 7 solutions appartenant a I'exposant p,, lorsqu’on
remplace X par les indices successifs

)\1, )\2, ey )\,-'
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Ces » solutions sont linéairement indépendantes, car, si I'on avait

ECM}‘:o (A=121, .0y Ap),
A

on en déduirait

Y Gian=o,
A

et, pour x = o,
’ Crey=o0 (=121, ..o, A,

ce qui est impossible, & moins que les constantes Cy ne soient toutes nulles.

Deuxikme cas. — Les racines py, ..., py fournissent, d’une part, des
groupes de r°, r', ..., r* racines égales entre elles

Pl =Py = = P = P = Pos

Py =P = =P = P = Py

et, d’autre part,

ro diviseurs élémentaires simples p — po de P (p),

D'ailleurs, entre po, pry « . «5 Pa et toute autre racine qui ne soit égale & au-
cune d’elles, il R’existe pas de différence entiére. Enfin les différences

Pn—1—pPrn= d,
sont des nombres entiers positifs.

onsidérons un groupe quelconque correspondant a I'indice 7, et posons
Considé groupe quelcong pondant & I'indice 7, et p

(97) (L), =ai(p—pi), (Lx),=o (o 5 M, A= X5 My .. M),
nous aurons, en vertu des équations (86) et (93),

Pa(aPly, ooy @PLp) = —2(p —pi)ittar,

Py (zPyy ...y xPLym) =0 (a0 # A).
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En effet, le déterminant I’(p) a la forme spéciale

P—P

Y

et l’éxpression qui entre dans les équations (86) se réduit, a cause des hypo-
théses (97), au seul terme
(Pri—p)exi(p—pi),

ou encore a
—ai(p — pii+l

Les ¢ + 1 expressions

i ol (xry .
(98) zé’h'_'[”—(dTL'u)]pi (k=0717-'-)l)

seront des solutions réguliéres du systéme différentiel (79).
Mais les formules (82) (excepté la premiére) conduisent a I'expression

_ QL (p) i
(C.O()v_‘ Q(P-l—l).--Q(p-i—V) EX (/’ Pl)v

ou
QP)=(p = po)-- (P —Pn)
et olt Q(p) est une fraction rationnelle en p ne devenant pas infinie pour p= p,,

Pis vy Pn-
Par suite, pour p = p;,

(Za)os « - +5 (La)ai—1 s’annulent au degré ¢ par rapport a p,

(&a)ais + - 5 (Ca)di+d;,—1 S'annulent au degré i —1,

(Cu)(l,-+...+da,...,(Cu)d,-+...+d.—1 s’annulent au degré I.

On peut alors poser
[Cal@ni]ps = aditetds La (@i,

0y ()i
[ %}))&] = gt td, K.&(Q’))\i,

[d" STEDN,

<0P,) ]pi= t.“(x))\i'
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Mais, la valeur initiale de (2 )\ étant égale a

[,

n’est pas nulle. On en conclut que, dans les ¢ 41 expressions (98), la derniére

i

%y

ou simplement
7)‘i
appartient a I'exposant p;.
Cette solution est de la forme

2N = arii(2) + <1 > xPi— Lt (2 )i logr +. ..

i . .
-+ (i—l) zP Y ()i logi-te + are L (x )i logix.

Ce sera la seule que nous considérerons pour la valeur i
On a donc le Tableau suivant de solutions, dans le développement desquelles
tous les termes sont séparément de forme simplifiée,

f zz“‘u = .Z‘pocg(x\))ﬂ,
9) sy = ar (@ + @ty (@ loga,
9

................ e
e z}‘" = aPn (G (2 hn—+ 2P (71 (wnloge +. ..+ 2P L5 ()0 logna.

Dans ce Tableau, il y a

PO plg - rn

solutions.

Les ¢ séries C&(x ) qui entrent dans z)’ peuvent s’annuler de différentes fa-

« a P

cons, de sorte que tout ou partie des logarithmes peuvent disparaitre.

Les solutions (99) sont linéairement indépendantes. Car, si 'on avait la re-
lation

i=n

2 Z C)‘iz}"‘ =o,

i=1 N

E E CoizPill (x )i = o.

i=1 N

on en déduirait

En divisant par x?«, et en faisant ensuite £ = o, on aurait

E Cyneyn=o0 (A=, oo, M),
n
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ce qui est impossible si les Cy» ne sont pas tous nuls. De méme les Cy»— seront

tous nuls, etc.

Trowsikme cas. — La racine py de I'équation caractéristique fournit les
diviseurs élémentaires
(P—=pPo)% ooy (P—=Po),
du déterminant P(p). D’ailleurs, entre p, et toute racine qui ne lui serait

pas égale, il n’existe pas de différence entiére.

Au diviseur élémentaire (p — po ) correspondent par exemple les équations

Aoy _ o 4
dz PR
o P PoBar—+ Sy =
L = oSyt By,
(100) / dx
......................... s
dzu(ex)
dz = Po3alen) + Zylen) +....

Posons, en conséquence,

(Za)o =can(p—po)s,

(Zar)o =2er(p —po)ar,
(101)

(c9(<c7‘))o =0

e) étant une constante, et prenons nulles toutes les autres quantités ({,),. Soient
Ca = Cu(2 ) les séries déterminées dans ces conditions.
Nous aurons les relations
( Par(@Plyy ooy @PLm) = — ax(p — po)en,
(102) ‘

[ Pu(@rty, .. aPlm) =0  (az4).
En effet, on a, par exemple, identiquement

(Po—p) L), + (Lur),= 0.
Posons alors

1 [:1(‘1"))\][’0 = ;&(1‘))7
0L (2

(103) (

[05‘*“’ Cu(w)x]
(dp )e)'_l I’o_

Les seconds membres ne seront pas tous nuls pour  =o. En effet, d’apreés
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les formules (101),

yr-’——-l

1
Aty wgle

se réduisent a & pour r =o.

En conséquence, on peut former le groupe de ey solutions

70

ag' =g (an,
spt =an L (@n+ G (anloge],

(104)

e —1

)., es—1 — 2 res—1
EoneN -—1“’0[511‘ (\l‘))\+< :

) o @nlog s et e logeiia |,

appartenant toutes a ’exposant p,.

On remarquera que la derniére relation fait connaitre toutes les aulres, puis-
qu'elle renferme tous leurs coefficients.
Les solutions (104) sont linéairement indépendantes; car, si I'on avait la re-

lation

2 (CX,l) Z§'°—|—. e+ C)\‘e‘/\_lz;,e—l) =o,
A

en divisant par x? les diverses équations qui s’obtiennent en égalant & zéro les
coefficients des diverses puissances de logz, on reconnaitrait qu’en faisant

x — o on doit avoir
Cyn=o.

Quatrikme cas. — Clest le cas général.

Les racines po, piy-.-, pa de Uéquation caractéristique fournissent les di-
piseurs élémentaires

(p—pa)em (A= A%, oo, ).

D’ailleurs, entre ces racines et toute autre racine qui ne serait pas égale
a lune d’elles, il n’existe pas de différence entiére. Enfin les différences

Pn—1—pPn= dn
sont des nombres entiers positifs, de sorte que U'on a

Pn—1=pPn—+ dp,
(103) e ey

po =pp+dy+...+dy

Soient 2,, %y, ..., %, les indices correspondant au diviseur élémentaire



SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 97

(p — pi)® dans le systéme d’équations différentielles en z. Posons

[ (Ca)s =en(p— pi)eo’*‘"""ei—""exf‘l,
(:12 )o — EN(P _pi)e°+...+ei—*+exi—2’
(106) (e ,

(Cde)‘i—-i)o = e)i(p — pi)erete T,
(), = 6(p — Py rocsei=,
ol &)i est une constante ou une fonction de p qui ne s’annule pas pour p = p;.
On prend nuls tous les autres ({y)o. Solent {, les séries Cu(z),: déterminées
dans ces conditions, il vient
Po (2Pl vy @PLn) = — i (p — pi)&'+te "o gp,
Py (2P, ..., #PLu) =0 (%% aq).

Si'on prend pour e# le plus grand des nombres ey#, et si I'on pose

s 0 =eo,

(107)
( lil= g0t .+ ei-1,
hi =ev+...+ei~1+ e,
on obtiendra les solutions
. r(’p‘o((l’p:a)
= _ 0 — J—
B | " (op)® ]Pi (p0=0,...,00—1),

sy = _%Q] (W=t ... 0y,

(108) e ,

qui“ i . .

Zg = -(TP()T*‘TP_CI—D()]II,- (pimt=li=2, |, li-14),
_0”7’i(z"’§u)]

L (op)vn |y,

Ensuite les formules générales (82) (excepté la premiére) donneront

By =

(=1, 0 hi—1).

h=eyi
N Qi (P)-(p — pi)it
/I:lQ(p+I)---Q(P+V)

(Za),

(p —p)'
ou
Q(p)=(p—p)*P—p)r"...(p—p)"
et ol Q (p) est une fonction rationnelle de p, qui ne s’annule pas pour p = p,,

Pis «vvy Pne
Par conséquent, pour p = p;,

(Zado, - - - (L)~ 1 s'annulent au degré i1,
(Cd)dn e (C:x)di+di_f—l » li-27
................. D PPN
(Cu)d;+...+d3, ey (Ca)dg+...+d,—1 » &,
(cu)di-l—.‘.ﬂ—dg, teey (Ca)d;+...+d‘-—1 » loy

Fac. de T.— IX. 13
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et 'on peut écrire

(109)

ou l’on a

'0P~°Ca(x)w‘] — pdireetd, 70,00 :
| [y, T TG (0

[0 Lo (2 ) der Lot )
|, = o

..................................

[0 La (@] _ oy,
LW] GO

Mo =p° =o, ceey ed  —i,
pt —00 =pt =o, ey el —iu,
........................................ s
P’L_l_ li—2 — pl—l = o, R ei—1 —q,
wi —Ut=py =o, RN ey —1.

On obtient ainsi ey solutions

ou

= [d"')‘i(xpt.u)]
T (op)w |,

oMNZ A [owai—1g : o
o swman 5] () [t oo (5 s

appartenant a 'exposant p;.

2N
(pi= -1, 000 hi—1),

Il suffit de connaitre la derniére de ces solutions pour connaitre toutes les
autres, c’est-a-dire celle qui correspond a i = bi — 1. Pour avoir leurs expres-
sions développées, posons

(t11)

Ly ()= C?""(x))\i—e— (Zkil_ ]> C?-“Q(x)w logz +. ..

+ (2 1) (o logaiia,

i li— ; i—1__
26 (e = (2071 G (o

\

hi—1\ oy ica,
- (ew—H) LT P (apilogr

hi—1 N _ et
- <ei—1 + e)i— 1) 2y M (@i loge =,

...............................................

hi—1 _
zhan =(, 2T, ) en

bi—1 5
- <e‘+ -+ exi—+ 1> G @nloga

................................
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Les valeurs initiales de

Q@ G

n’étant pas nulles, les logarithmes ne disparaitront pas de ces formules.
Les solutions cherchées sont enfin

[ 35 = or Ly(@)o,
zg‘: =P Ly (2 )+ 2P LY (x ) logon o,
= ans Ly(a e+ @i LY (@) logena + anLY(2), loge'+eia,
(z) e P P ces
A= are Ly (x)e

—+ xPr= L2 (2 )y logein

+abo LY (xheloge'+erehz  (R0=2AY,...,h%; g AR =NE AR,

Les degrés des fonctions Z en logz sont respectivement

eyi—y, e-l—i, ..., e'—1.
.
Les solutions précédentes sont linéairement indépendantes, comme on pour-

rait le démontrer par le méme procédé qui a servi dans les autres cas.

87. Il ne reste plus & démontrer qu’une seule proposition : Toutes les solu-
tions calculées forment un systeme fondamental.
Aprés ce qu'on a déja vu, il suffit de faire voir qu'il ne peut exister aucun

groupe de n relations identiques de la forme
(113) ClAil-—i—...—l—Cy‘Am:O

entre des solutions formant U'ensemble Ay appartenant & un exposant ry,
des solutions formant I’ensemble Ay, appartenant & Uexposant ry, ..., des
solutions formant Uensemble A, appartenant ¢ Uexposant ry, les C étant
d’ailleurs des constantes, et les nombres ry, ry, ..., r, n’ayant entre eux aucune

S

différence entiére, @ moins que séparément on n'ait

Ajj=o, P, Aiy,zo.

Mais on sait que chacune de ces conditions particuliéres est impossible dans
le probléme d’intégration qui nous a occupé. Donc on pourra, aprés avoir dé-
montré la proposition qu’on vient d’énoncer, affirmer que les solutions précé-
demment obtenues forment un systéme fondamental.
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Faisons, en effet, tourner x autour de l'origine un nombre p —1 de fois, et
désignons par

n e N
i Bl27 ey B[!_,_

les coefficients des plus hautes puissances de logz dans les groupements Ay, ...,

A,,. Nous aarons
ClA[1+...+ C{.LAI"U‘=03

(o,ClA“—i—...—n— w“Cp<Ai}L=O,

Eliminant les C entre ces équations, on aura une équation qu’on pourra or-
donner en logx et qui aura la forme

P+ Pyplogr +...+ Py logha = o.

Les coefficients de cette équation seront d’ailleurs uniformes et, comme cette
équation étant algébrique en logx ne peut admettre une infinité de racines, on
devra avoir séparément

Py=o0 (v=r1,2,...,7).
En particulier, on aura
Piﬂ =0
ou encore
1 I
(OF] . w P
(114) Py = * B?;...B{ﬁ‘:o.
u)*:’_l . (oﬁ—’

Comme aucun des facteurs de Pz, n’est nul, I'hypothése faite est inadmissible,
et le théoréme qu’on avait en vue est démontré.



