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SUR

LEQUATION DE LA CHALEUR

vu  ou_ou
W+dy2_dz’

PAR M. E. LACOUR,

Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Saint-Louis.

INTRODUCTION.

L’équation
du P ?u *u
ac — "\ gz T o)

dans laquelle z désigne une fonction de x, y, 7, et k une constante positive,
se présente dans la théorie de la chaleur quand on étudie comment varie
avec le temps la température d’un plan indéfini. On donne a cette équation,
en posant k¢ = z, une forme un peu plus simple

u— (_)_l._[f -+ ()_2% — .d_Lf —o0
T o2 dyr 9z T
Jétends a cette équation quelques-uns des résultats donnés par M. Appell

dans une Note Sur ’équation —g;f — g—; = o (Journal de Mathématiques
de Jordan, p. 187).

On peut trouver par un calcul direct toutes les transformations qui con-
servent & I'équation éu = o sa forme. On applique 1'une de ces transfor-
mations aux polynomes entiers en , ¥, z qui satisfont & I’équation du = o.

En considérant, en méme temps que P'équation du = o, I’équation ad-
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jointe
o d*v  0d%¢  dv
Eom ot s O
on parvient a un théoréme analogue au théoréme de Green.

Une premiére application de ce théoréme conduit a des formules se rat-
tachant & des formules que M. Hermite a données pour des polynomes
U,,, déduits par différentiation d'une exponentielle g#*+262y+er?,

Le méme théoréme conduit a une égalité entre deux expressions de la
température au temps ¢ qu’on obtiendrait en regardant cette température
comme déterminée par 1’état antérieur correspondant & un instant Z,, puis
4 un instant Z,. Cette égalité peut servir a prolonger la définition d’une
intégrale de '¢quation Su = o.

1. Chercher toutes les transformations telles que

u=2xz,y,3)U(X, Y, Z),
X=0o(x,y,3), Y=4U(x,y,s), L=y(x,y,s)

qui ramenent Uéquation

du—= 9*u + ?u _ du
T oxr T dyr 0s

a la méme forme

1 (a). — Soit

Iin regardant A et U comme des fonctions de x, y, z, on vérifie immé-
diatement que 'on a

Su—Us . 29400 20200

oz —()—uv_l_W())’ —+20U.

Exprimons les dérivées de U par rapport a z, y, z en fonction des déri-
vees de U prises par rapport a X, Y, Z. Ona
OU_0U X 0U Y | 0U g2
dr ~ 0X dx Y 9z oL 9z’
puis

oL oz’ 0z’ 93

*U _ 9U 0°X N oU 9*Y N oU 927 o oX 9Y dZ
Jder — 0X dz2 ' 0Y 0x* | 907 Ox? ’
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B.3

® désignant une forme quadratique dont le discriminant est le hessien de

la fonction U(X, Y, Z).

. . ()U
On obtient des expressions analogues pour ~—

. . U
substitue dans Su les expressions de au,

oU
" dy

2

07 - Sil'on

dU uis pour —

et U et sil’on divise par A le

résultat de cette substitution, on obtient ’équation transformée sous la

forme
dU aU |
)Xax ———5Y+0L oZ
2 d2 U dX ou dY oU 07 2 <dU ()‘( aU Y N (Ej d_7>
T3 oX d‘(() TN 0 T 9L 0z 7o \X 9y oY oy Yoz oy
B (3] ) ()
o ove (o) + () |+ 5 [ (32 (5
+2()2U<g}’_§ 0Y07>| 20°U (07 0X 097 90X 2dU d‘{dY+0\0\’
OYIZL\dz ox " 9y dy) ™ 9LIX\vz oz * dy dy ) T 9X oY \ox ax T dy Iy
‘n identifiant cette équation transformée avec
_0*U  o*U 99U
W=0*ov
on trouve
(I) 6)\:(),
2 dh X 2 9) dX
3) OX 0Z X 0L _
dr dz ' dy dy
* oz dx ~ dy dy ~
() ()=
dx dy ’
OX\*  (0XN\*_ /. 2 9\ dZ . 2 ) JL\
®) () + (o) == (i m -3 5 55

il faut joindre & ces équalions trois autres qui se déduisent de (2), (3)

et (6), en y
(3), (6)-

remplacant X par Y, et que nous désignerons par (2),

1(b). — Nous avons donc & étudier un systéme de neuf équations; mais
ce systéme se simplifie beaucoup si 'on se limite au cas des fonctions

)
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rvéelles. Dans ce cas, I’équation (5) donne les conditions

on_, oL
dxr dy —

qui font déja disparaitre les équations (3) et (3)'.

Sil’on écrit les équations (6) et (6)', en tenant compte de ces nouvelles
conditions, et, si I’on en rapproche I’équation (4), on a un systéme d’¢qua-
tions en X et Y, savoir

OX\*  [9X\* _ 0Z
© ()= () =5

, OY\*  (9Y\* O
© (@)~ (&) =%
" OX Y X Y _

* dz dz = dy dy '

d’ou I'on peut conclure, comme nous allons le voir, les identités

X eX_ Y Y _
9xE T 9yt T 7 ozt T dyr T
En effet, d’apres (6), g—% est positif; nous pouvons poser

oL

- 2.
dz_R ’

puis, en tenant compte de (6) et (6,

%:RCOSa, oX = Rsina,
ox dy

aY oY .
d_.l' —RCOSp, d__}’ —RSIH@.

Alors la condition (4) devient

cos(p—a)=o
ou

B—a==%

SRR

En prenant 8 = a + ~, nous trouvons
f)X:—Rsincx, Q:Rcosa
dx

et, par suite,
Y X 9Y _ X
dz — 9y’ oy x
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ct 'on sait que ces égalités entrainent

#X _OX_ Y oY
P '

gzt T T

Si I'on prenait § =a — g, les résultats se déduiraient des précédents
en changeant Y en — Y.

On peut démontrer que « est indépendant de = et de y : en effet, les
identités

X X ) <()X> d <dX>

0x2+dy2:0’ dz \dy ) dy \o=x

donnent, en se rappelant que R ne dépend que de z,

. do Jdu
— sin o ~— + cosa— — o,

dx oy
cosad—a ~+ sin a(—)z =o
dx dy
et, par suite,
da da
oz = ;); =o.

Ainsi a est indépendant de x, y et, puisqu’on a posé,

JX

—— —=Rcosa, dl:Rsina,
dx

oy
R dépendant seulement de z, on voit que X et Y sont des fonctions liné-
aires de x et y dont les coefficients sont fonctions de z.

L(c). — On en conclut d’abord que ¢X et 8Y se réduisent respective-

. 11).4 \ Y
ment a — 95 et a — P

posant 2 LogA = u,

- Alors les équations (2) et (2)’ deviennent, en y

dp 90X dp 9X __ dX

9z 9z "y dy — 93’

0p Y | 9p OY _ oY
dx dx = Jdy dy ~ 0=

Nous pouvons éliminer p. entre ces deux équations, en les résolvant par
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rapport a e O oy e éerivant que

dz’ dy
2 ()= 2 (%),
dy \dzxz /) dx \dy

D’abord, en tenant compte des relations

Détaillons ce calcul.

O __ X 0¥ _oX
dz — dy’ 9y Iz’
. . . dp. dw.
on peut dans les premiers membres des équations en —=, == ne garder que
I'unc des fonctions X et Y, par exemple, X. Les deux équations devien-
nent
0p X | 0w 0X _0X
dx dx = dy dy — 05’
dp 9X _ dp X _ 9Y

dx dy+37dx_;3—:—’
OX\, (9X\*_ 02
ox dy ) — 93’

0% 0p _ 0X 90X _ 0Y 90X
0z dz ~ 05 dx 03 dy’

L 00X X | 0¥ 0X.
dz dy ~ 0z dy 0z dx

el, comme

on obtient, en résolvant,

Différentions par rapport & y les deux membres de la premiére équation,
puis, par rapport & x, les deux membres de la seconde équation, nous
trouvons successivement

0L 0 (0p\_ #X 90X _ X oX
0z 0y \dx) 9y 0dz dz 9z ds dy’
2 9 (30

X 90X o°X 0X,

en retranchant membre & membre, il vient

?X 0X  *X X _
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1 (d). — En.tenant compte des résultats obtenus dans les deux para-

- . . dp. Oy
graphes précédents, nous allons pouvoir calculer successivement <=, =
e} ’ dx~ Jdy

. , < . Jd .
ctremonter de la a A. L’éealité qui donne 2%, savoir
o dx

duw 02 90X X 9Y 90X

J . . :
montre que S5 contient « et y au premier degré; dans le second membre,
dxr

le coefficient de y est uul & cause de I'identité que nous avons rencontrée

#X oX 92X oX

drds dy  0dyds dx

- ’

donc o est de la forme
dr
e _
Jr —Pr¥r T

p el g ne dépendant que de 53 on en déduit

px’
2

p= —i—qx—l—x}»(y,z);

on voit de méme la forme de . considéré comme fonction de y, et on en
conclut

tp=Logh=Ax*+Cy*+Dx+Ey +F,
les coefficients A, C, D, E, F ne dépendant que de z. On a par suite

J— A+ G+ D +Ey+F

Il reste a déterminer les fonctions inconnues de z en écrivant que A
vérifie I'équation

sy = L0
YT 0xr T 9yt 095
Comme 'on a
) )2}
:Tx =A(2A.2 + D), 5)7 —A(2Az + D) 4 2A1,
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on voit que I'équation ¢A = o donne
(2Az2+ D)+ (2Cy +E)2+2A+2C=A'22+ 0y’ + Do +E'y + T,
et Uon trouve ainsi, pour déterminer A, C, ..., les équations

AN=4A°,  C=4C,
D'=4AD, E'=4CE, F'=D*+E>+ 2A 4+ 2(.

Ces équations s’intégrent aisément; on obtient

1 I

S T Pnys LA iy O
a b

D 2(zs+ h)’ E= 2(z + k)

a? b?

F=

— — —1 z —1Loe(s -
4(z+h) hH(z+k) : Log(s + /) — 3 Log(s +£),

a, b, h et k désignant des constantes, et il en résulte pour A 'expression

1 1
)= ! e_b(z—;—h){'r—a)’—'m('v_b),_
V(s +h)(z+ k)
1 (e). — Nous pouvons maintenant achever de déterminer X et Y; X
satisfait & I’équation aux dérivées partielles
X 0 X 9 1 0X
iz d—xLOg)\+ Iy 5L0gk~ 595 =%

ou, en remplacant A par sa valeur,

z—a dX y—bd_X_+dX_
s+ h Ox s+ k dy Jds

En appliquant la méthode ordinaire pour intégrer les équations linéaires
aux dérivées partielles, on trouve que l'intégrale de cette équation est
donnée par

X =7/ (4, ), u=2_° ‘,__}’—b

_= ’

zh s+ k

f(u, ¢) désignant une fonction arbitraire de deux variables. La vérifica-
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tion de ce résultat s’apercoit immédiatement en comparant
_ p P

oxX 1 df oX 1 9f

9z s+ hou W_z—l—kd—u’
X ___z—a of y—=0b Jf
dz~  (s-+h)2 du (z+ k) 0v

Nous savons, d’autre part, que X est linéaire en z, y. Donc X est de la
forme A

_pr—a y—>o :
X_pz—|—/L+Qz+/<+X°’
de méme '
o x—a y—2>b
Y—Pl_—‘z+/l '*'Ql‘;_i_,,f +Y,,

P, Q, X,, P,, Q,, Y, étant des constantes. Enfin les relations entre les
dérivées de X et de Y donnent

P, Q Q _ P

+h - sk 54+ k s+ N

Il

v
3]

et, par suite,
k=n, P,=—Q, Q,=P.
Posons
P =pcosa, Q=+ psina;

alors, d’aprés I’équation (6),

Nous trouvons, en définitive,
X—X0:p< +Zcosa—|— = /~smoe>,
Y—-—Yo_p< x-;:sinoz -+ ‘Zy—hcosa>,
L—1,=~ z—P:/z

Ainst la substitution la plus générale conservant Uéquation cu = o

sa forme est
_{r—ayp+(y—10?)

e TEITTUX, Y, 7),

Fac. de T. — IX. B.2
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C, a, b, h désignant des constantes et X, Y, Z ayant les expressions
données par les formules précédentes.

2. Cette substitution générale est composée avec les substitutions
simples
1= CU, X=oaz, Y—=0py, 7—0%s
l(:U:e = > X:—~) Y:-—‘Zl-y 7=—
aquuelles il faut joindre les substitutions correspondant & une transfor-
mation des coordonnées. '
Remarquons encore cette conséquence des formules précédentes : si

S (%, y, 5) est une solution de I’équation du = o, on a une autre solution
en considérant la fonction

3. L’identité

N N du dv  Jdu dv
6(zw):uov+vou+2< )

9z 9z " 9y oy

se réduit, dans le cas ol « est indépendant de y et ¢ indépendant de x, a
la suivante :

(7) o(uv)=u o v -+ 0u_ Ju)
7 T U\dyr 0s “\oxz ~ 0z
Donc, en multipliant une solution de I'équation

Pu  Jdu o

dx2 95

par une solution de I'équation

v dv R
dy?  dz

(et en supposant « indépendant de y, ¢ indépendant de x), on a une solu-
tion de I'équation

Pu du_du_
dx? + Jdy? 0z ¢
Cela se vérifie immédiatement sur I'exemple

U = eax+a’z, p = eby+bz up — eax+by+(at+b?)z,
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Sil'on développe ¢“*+* suivant les puissances de @

p =

2 a"
aa— E pp- VVv(x,z);
=0

on sait que les coefficients V,(z, ) sont des polynomes entiers en x et 5

homogénes et du degré ¢ par rapport a = et V=, et qui vérifient I'équation
0% u du

dx?—b—zzo.Ona

. z z?
V,L(x,z):.r”—}—n(n-—x)x"—‘l?—}—n(n—I)(n-2)(n—3)x""5r—2-—+—. e

ou encore, en posant ¢ () = x",

~k

<

V,.(z,5) =o(x)+ 9" (2) % 40 () PEeenny SaatEER
De méme, V,(y, ) vérifie 'équation 2o 90 _,, D’aprés cela, si l'on
b n )/7 q dyg dz L)

pose
w=V,(z,5)V,(y,5),
u est une solution de I’équation Sz = o. De plus,  est un polynome entier
en x, y, s homogéne et du degré p + g en z, y et Vz.
Or si Uon cherche, par la méthode des coefficients indéterminés, le poly-
nome le plus général entier en z, y, z homogéne et du degré n en x, y, N
vérifiant Péquation 8z = o, on trouve de suite que ce polynome contient

linéairement 7 + 1 constantes arbitraires, puisque les coefficients du déve-
loppement :

/ \ 2 -2
u(x,y,o)+(gf) ~+<M> =+
0

\ J3 032 )y 12
peuvent étre calculés au moyen de I'équation
du __ 0u N Fu
Jds = ox? (Typ
dés que l'on connait le polynome homogéne et de degré n en z, y auquel
se réduit « pour 5 = o.
D’aprés cela, on peut prendre pour le polynome cherché I'expression

p=n

Vn(x’)/’:):ZApr(x75)V/](.y,z) (])+q:”')’
p::O

les lettres A,, A,, ..., A, désignant n + 1 constantes arbitraires.
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Effectuons sur ce polynome la transformation du n° 2, nous trouvons
une fonction

z

p X x
) — bz .
v—(n+2)(wﬂ )’,~)——:9 vn<_7

w =
|
=
N——"

qui est homogene et du degré — (n + 2) en x, y et y/z, et qui est aussi une
solution de I’équation Su = o.

4. La notion d’équation adjointe, due a4 Riemann, conduit a I’extension
du théoréme de Green (voir Lecons sur la théorie générale des surfaces,
de M. Darboux, t. II, chap. IV). Si I’équation différenticlle considérée

est
*u  J*u  Ju

T oy T T @

I’équation adjointe est
0%y 0%¢ dv

Iy —
av—_dx9+dy B F

Il est facile de retrouver, dans ce cas particulier, ’extension du théoréme
de Green. Une intégration par parties donne 1'égalité

f ()gvd__ du dV
Yo t* =1 oz 9

et, en ¢échangeant u et ¢,

diu le—vy¢ %—f(—)ﬁggdx
i oz oz oz

En retranchant membre & membre ces deux égalités, on fait disparaitre
les intégrales du second membre, et en intégrant par rapport a y, puis par
rapport a z,

N
f ¢ 0z ¢ 2
de méme

0%y u e {7,090  Ou .
fff<u0y2—vdy2>dxd}d~_j <u@ ()W>dxd.-.

Ajoutons les premiers membres et introduisons Su et ¢'p, de telle facon
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que les termes ajoutés donnent une différentielle exacte, nous trouvons

ff (ud'v—vou)dedyds —fff(ztfa—‘-)—f—()l(;—)dxdyd.

‘n définitive, si’on considére un volume V limité par une surface S, on
a I'égalité suivante, donnant I'extension 4 I’équation du = o du théoréme
de Green,

fff(u&’v-—vau)dxdydz
W)
8 du 0u> ( de du) ]
= U ~— dyds +~|u~ —v— |dzxds+ uvdxd
J I, [(dw oz ) oy~ oy 7

I'intégrale triple étant étendue au volume V et I'intégrale double & la sur-
face S, et la définition de ces intégrales étant précisée comme elle I'est dans
la démonstration du théoréme de Green (*).

L’intégrale triple qui figure dans la formule générale disparait quand on
prend pour « et ¢ des fonctions qui, dansle volume V, sont finies, continues
et admettent les dérivées qui figurent dans la formule et vérifient les équa-

tions
du—=o, o'v=o,

et la formuale devient

ff [(u — — > dy dz + <u {)—V du) dx ds + uy dx a’y]
. ay oy

5. Appliquons cette formule au cas ou la surface S est un cylindre de
révolution autour de 'axe Oz limité par les deux plans

s =23, 3= 3,,
et ot 'on prend
I x4yt
Uu—-—e Al v=V,(z,y, — ) (z>0),

de sorte que 1'on a bien
ou—=o, d'v=o.

Nous remarquerons d’abord que la formule (9) peut s’écrire

ff [(lt———v—-> cos(n, x)+< 3y> cos(n, )+uvcos(n,z)] ds =o,

(1) Voir Emile Picarp, 7raité d’Analyse, t. 1, p. 138.
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en désignant par do un élément de la surface, par cos(n,x), cos(n,y),
cos(n, z) les cosinus des angles que fait avec Oz, Oy, Oz la normale en
un point de I'élément quand on prend comme direction positive sur cette
normale la direction suivie sur cette normale par un mobile qui traverse-
rait I'élément de surface en allant de l'intérieur a ’extérieur du volume
considéré.

L'intégrale double est étendue & la surface totale du cylindre. Consi-
dérons d’abord les deux bases; nous supposerons 3, et z, positifsetz,>3,,
de sorte que z, correspond & la base supérieure B, et z, a la base infé-
rieure B,. Soient I, et I, les parties de I'intégrale double qui sont données
par les bases B, et B,. Pour la base supérieure, on a constamment

5= 3,, cos(n,z)=o, cos(n,y)=o, cos(n,z)=1,

de sorte que I, est donné parl'égalité

L= f”z"z dx dy,
By

en posant

e 2 vo=V,(z,y, —

3]
™
~—

.

Pour la base inférieure, on a constamment
3 =3, cos(n, z) =o, cos(n, y)=o, cos(n,z) =—1,

de sorte que

I,=—— ful oy dx dy,
B,

en désignant par «, et ¢, ce que deviennent « et ¢ quand on y fait 5 = z,.

Quant & la partie I, de I'intégrale correspondant & la surface latérale,
nous allons démontrer qu’elle tend vers zéro quand le rayon R du cylindre
augmente indéfiniment. Posons

xz =R cos?H, ¥ =DRsinb,
il en résulte

de =R df dz, u:-l—e“,

2. 2 —R:
du z -2 RcosO -
~ —=— —3¢€ = ——€¢" ">
dz 252 25

2y . —R2
Ju - R sing —

= Y T s,

dy 252 25
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0 =V, (x,y, — 5)devient un polynome entier enR;ilen est de méme pour

()V et ()__V.
oz " dy

D’apres cela, l'intégrale I, prend la forme

27 Zq
I,— f f P db ds,
0 3

P étant une somme de termes dont chacun est le produit de I'exponen-

tielle ¢** par un facteur qui devient infini comme une puissance déter-
minée de R quand R augmente indéfiniment. Donc chacun des termes de
P tend vers zéro quand R augmente indéfiniment. Il en est de méme de P
ct, comme le champ de l'intégration est limité, puisque ’'on a

5 <<s5< 3y
0o <l<am,

I'intégrale I, elle-méme tend vers zéro quand R augmente indéfiniment.
La formule se réduit a

4 0 “+ o =+ =+ ®
(10) f f wy vy dxdy :f f wsvy da dy.

— —

Pour faire sortir s de chacune des intégrales, posons

‘I‘Q

L

=5,

z_,
Vs

en nous rappelant que z reste constamment positif, il vient

dzdy _ .. s,

] <+ n ~+ + 0(“—!—32
/ / lwdxdy:zE/ f e v Vy(a, B, — 1) dadB.

Si, dans cette derniére égalité, on fait successivement 5 = z,, puis
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3 = 3, les valeurs que prend le premier membre sont égales, d’aprcs la
formule (10). On a donc

n n + o “+ o _0(’—!—3‘2 ’
(%—ﬁ)f f e ¢ Vi(a,8, —1)dadB =o,

et comme 3z, et 3, sont différents

) ~+ o0 + o —_aa_‘_ga
f f e b Vn(“y @,——I)docdﬁ:o.

Cette égalité peut se déduire d’une formule de M. Hermite (Comptes
rendus, t. LVIII). Soient

o(x, y) =ax*+ 2bzy +cy?, 0= ac— b

et ¢ Ja forme adjointe de ¢ (x, y), les polynomes U,, , et V,, , de M. Her-
mite sont définis par les égalités

m e
e—hax+by)—h(bx+cy) — 2?‘}1 A h h
(m) (n) m,n,

Yk k)

ez hy — p 25 2 fom kn
(m) (n) ’Il ny

et la formule que nous voulons rappeler est

-+ ® -+ 1
—520)
e U,,nVp,qdzedy =o.
—_— —

Comme V,,=1, un cas particulier de cette formule est

~+ :
/ / T3y Uy, ndedy =o.

6. Nous ferons encore une application de la formule

(9) 0= <u£‘i-—vd—i> cos(n, x)ds

av du
f(u(—); —V@> cos(n, y)do‘—%—fuc cos(n, ) ds,

déduite de la formule analogue a la formule de Green, en y supposant
Su=octdv=o.
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Nous prendrons
A= p—y?
== T, u=[(x,p,9),

ps

Y —

JS(z,y, z) étant par hypothése une solution de Su = o; quant a ¢, on
vérific immédiatement que I'on a &'¢ = o. Nous étendrons l'intégrale a la
surface totale d’un cylindre de révolution dont I'axe est donné par les

équations
x—A=o0, y—p=o,
et dont le rayon est R.
Considérons d’abord la partie de I'intégrale qui correspond a la surface
latérale; on aura '
x =)+ Rcosb, y =+ Rsinb, do =R dbds,

de sorte que

R? 2
—— v Rcosf — 2

e (g “), = ] {4 2,
t—=3 Jdx 2(f — z)?

Dans I'intégrale

2% z
o dv Ju
fo »[, <u%——vd—x> cos(n, z)ds,

le coefficient différentiel tend vers zéro quand R augmente indéfiniment, si

. . u . .
P’on fait l’hypothese que u et - restent finis quand « et ) augmentent in-

définiment, et, comme le champ d’intégration est limité, I'intégrale elle-
méme tend vers zéro quand R augmente indéfiniment.
Il en est de méme de l'intégrale

2T s
ooy du>
U~ —v—|cos(n, y)ds
fo f < ay "oy 7

si I’on suppose que ¢ et 3—; restent finis quand z et y augmentent indéfini-
ment, et, comme pour un point de la surface latérale on a cos(n, z) = o,
on voit que la partie du second membre de la formule (9) qui correspond
a la surface latérale du cylindre tend vers zéro quand le rayon augmente
indéfiniment. Il reste & considérer les deux bases z = z, et z — z,.

En raisonnant comme on I'a fait dans la premiére application de laméme
Fac. de T. — IX. B.3
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formule, on voit que les valeurs correspondantes de I'intégrale

fuv cos(n,s) ds

sont, en supposant z, < 3,,

I I it N
r_-_ffe vi=m f(2, y,5)dedy
B,

I * =Ny —u)e
— [Be W=z f(x,y,5)drdy,

> ~1 By

de sorte qu'on a, en définitive,

<14Ay“+(v—u)“

u’ —31) f(J,‘ y,ol)dxdy

"+ (r—A) +n~y)-
§—32,/)
ou, en remplacant { par z, x et y par A et u,
TR AR (e A2y —p )2
(12) f f T wG=s f(Mh @, 5)dhdp

I SR T Ed S Ll S it A
:t—f f e bz —33) f()\, p., Zg)d)\dp.

S9
Y — —®

Rappelons les propriétés-de la fonction f(z, y, z), sur lesquelles on
s'est appuyé dans la démonstration, on suppose que
w-—= f(xz, y, %)

est une solution de ¢z — o admettant les dérivées qui figurent dans les for-
mules pour toutes les valeurs de z satisfaisant aux inégalités

aszlb,

c’est-a-dire pour tous les points d’une tranche comprise entre les plans

du du .
restent finis

Yoz’ dy

quand z et y augmentent indéfiniment, ou, si ces fonctions deviennent

infinies, que leurs produits par une exponentielle e % tendent vers zéro

paralléles 3 = @ et z = b. On suppose, en outre, que «,



SUR L'EQUATION DE LA CHALECH. B.1g

pour z et  infinis, & étant une constante différente de zéro. Enfin on a pris
a << 3, <35, b.

ct I'on a supposé { supérieure a la plus grande des valeurs considérées de s.
En supposant toutes ces hypothéses réalisées, on peut dire, d’aprés
I'égalité (12), que la fonction

(=N (¥ — it

bw e
(13) F(:c,)',:):Tl—:f / e vi—so o f(h, 1 5) dhdp,

ol l'on suppose que 5 > 3, est indépendante de z,. On aura, en particu-
lier, puisqu’on peut faire z, = a,

1 -+ @ + o (J'—))’—HJ‘—}M’
F(x, y,3)= - f f e vi—a (R, a)dhdp.

a

Mais, quand z tend vers z,, I'intégrale (13) tend vers 4= f(x, y, 3,); ccla
se démontre rigoureusement par un raisonnement entierement analogue &
celui qui est donné, pour une fonction de deux variables F (., ), dans le
Mémoire de M. Weierstrass, Ueber Functionen einer reellen Verdnder-
lichen (Sitzungsberichte, p. 803 ; 1885 ).

On a donc la formule

(r—=Wt(y —p)?

i —+ ~}- o _
f(x,y,z,):—————-—~)f f S p,a)e va—a ) dy,

4m(z,— a

qui détermine la fonction f(x, y, z) dans la tranche considérée, quand on
connait la valeur de la fonction sur la face z = a.



