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DEFORMATION INFINITESIMALE DES SURFACES,

PAR M. E. GENTY,

Ingénicur en chef des Ponts et Chaussées a Oran.

1. Soient .z, y ct s les coordonnées d’un point A d'unc surface (A); les

expressions
( X =ar 4k,
(1 ¥y =y +en,
(, =35 4+l

ot & est unc constante infiniment petite, scront les coordonnées d’un
point A’ d’unc surface (A’) infiniment voisine de la surface (A) et appli-
cable sur clle, sous la condition

(2) ' Sdrdi —=o,

ce qui montre que %, n et { sont les coordonnées d'un point > d'une sur-

face (P) correspondant a (A) par orthogonalité des éléments.

2. La condition (2) étant vérifiée, on pourra poser
‘ d: =s,dy — y,ds,
(3) “dn=ux,ds —s,dr,

( dl =y, dxr — x, dy,

£y, Yy et s, étant des fonctions des paramctres z et ¢ auxquels on rapporte
la surface (A).

Aussi, & tout systeme de fonctions z,, y, et 3, telles que les seconds
membres des équations (3) soient des différenticlles exactes, correspond
unc déformation infinitésimale de la surface (A). Si nous désignons
par (A,) la surface lieu du point A, qui a pour coordonnées x,, y, ct z,,
nous dirons que (A,) est la surface caractéristique de cetie déformation.
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3. Les conditions d'intégrabilité des équations (3) sont

dy ds, dz dy, _ dy 93, dz dy,

du dJdy du ov dv du Jv éll,

du oy du dv ~ dv du Jdv du’

9z dyy Oy 0ry 0z dyi  dy dry
\ du gy du dv — dv du  dv du

Elles sont ¢videmment satisfaites si 'on suppose que .¢,, y, et 3, soient
des constantes. La surface (A,) est alors un point fixe A, et 1'on a

a, b et ¢ étant des constantes.

On voit que, dans ce cas, la déformation de la surface (A) consiste dans
une simple rotation autour de OA, suivie d’une translation. Iin d’autres
termes, la surface est simplement déplacée, mais non déformée.

La proposition réciproque est ¢vidente; il en résulte qu’a toute surface
(A,) correspond une déformation effective de (A).

4. Soient A, wetvles cosinus directeurs de la normale au point A de (A).
Si nous ajoutons les ¢quations (4) aprés les avoir multipliées respective-

dr dy  0d: . dx dy . 03 . X R

ment par 90’ du et 9’ PUIs par o, oo ct Jo° buis enfin par A, w ct v, il
vient
- orxr
(2) Z I -d#t.tl = o,
(6) V' %? o
ct

A 33 v X 93 v

o 9y 0z | | or o:
(7) du du Jdu | = | dv dv Jdu

9ry vy 95, 9z, Iy 03

de dv  de du du du

Des équations (5) et (6), il résulte que les surfaces (A) et (A ) ont aux
points correspondants leurs plans paralleles.
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Si enfin nous ajoutons les équations (3), apres les avoir multipliées res-
pectivement par z,, y, et 5,, il vient

Sx,d:=o,

ce qui montre que la droite OA, est paralléle & la normale au point P de la
surface (P) qui correspond a4 (A) par orthogonalité des éléments.

5. Posons
J\ dx
p=F5% —— 355
D — )~d2x o o dr Ik dx
o Quode du d¢ ov du’
y . ok dx
D" = E)dv- __ 5;_%()
[ 2 n v !
N
h=1|0u du Jdu|=\eg—J.
2 dp
dv  Jdv Oy

e, [ et g étant les coefficients de I'élément linéaire de la représentation
sphérique de la surface (A).

A T'aide de ces notations, on obtient sans peine les relations suivantes

/,< 0z 0y> o % _p o

* ou du " ou du a0’
W dy aA , 0h.
/l <P~ %‘ — VY b—u'> D ()[t D a)

et celles analogues obtenues en permutant z, y et z, A, wctv.
En tenant compte de ces relations, I'équation (7) peut se mettre sous la
forme

dv dv d_uW+ du du

($) DE Jh dx, o\ dur, Y ok dx,

Soient z et ¢ les paramétres des lignes asymptotiques de la surface (A).

(1) D, D" et D" sont identiques, a un facteur prés, aux fonctions que Gauss a désignées
par les mémes lettres.
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On aura
D=0 et D"—o;

oo )(Q_V(Il_. 07._)();;
a0 e T op PR __‘LL(T«’ e

Jdx ay Js ’
dy de de

Jdv de Ik L Jdu Jdn
T R T T Tl 1
dxz dy Js ,

Ju du Ju

L’équation (8) donnera alors

dh dry Ny Oh Oy
du o0v o0 Jdu =%
d’ott
% ()_7_1 S
du du o ‘due
Op O™ dv 0k 9L Lop
dv dv Jdv d¢ o0 T Toe
dx, % )
dv Jds PRt

et 'on aura enfin

()_‘Z'_l v, Z1
o du du
dr — dy PER

Jde o v

M. Bianchi dit que deux surfaces sont associées lorsqu’elles se corres-
pondent point par point avec parallélisme des plans tangents, de telle
sorte qu’aux asymptotiques de la premicre correspond sur {a seconde un
réseau conjugué. On reconnait alors trés simplement :

1° Qu’aux asymptotiques de la scconde correspond sur la premiére un
réseau conjugué; '
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2° Que les asymptotiques d’une des surfaces et les courbes qui leur
correspondent sur la surface associée ont aux points correspondants des

tangentes paralleles.
Les résultats que nous venons d’obtenir montrent que les surfaces (A)

el (A)) sont associées.
Si la surface (A) est une sphére, la surface associée (A ) est une surface

nminima.

5. Les équations (5), (6) et (8) conduisent tres simplement & Uéqua-
tion linéaire aux dérivées partielles du second ordre dont dépend le pro-
bleme de la déformation infinitésimale des surfaces.

Posons, en effet,
(9) Xix,=p,

on aura, en tenant compte des équations (5) et (6),
) ok dp
(IO) lem.—'ﬁ) EII-E)?’——(—)";'

Si, d’ailleurs, on pose

Dh ok oL
Jdii T % ou TH s

=B B S =/,

—ed,

Jdu dv Ju
I?h oA ok
()(’2:72)—[;-‘_7]%_5")\(1),

avee les équations analogues obtenues en remplagant A soit par u, soil

(V) %, 21, B, B1, v et y; sont les symboles de M. Cristoflel, dérivés de I'élément lindaire de
la représentation sphérique de (A). (Foir le § 3 du Mémoire de M. Cosserat Sur les con-
gruences de droites et sur la théorie des surfaces). On a d'aillcurs

| (_)Z\ ] oA m v
oy dv  dy dh o v
ha=| A i v hay=| ou ﬁ ou |»
922 ﬂl. 5)2 2% 02p 92y
Jur  Jdu? Ju? du?  Ju*  Ju?

avec des expressions analogues pour 3 et By, v et vy,
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par v, on aura

dry d) __ d*p 2 02)

Ou du T duE #1 owr
dxy ) _ dx, d __ 0% R
Jdu dv v ou ()u()v_—EI1 dudc’_T’

dx, d). _ d*p (L N
de de 02 —E‘T'W =T

ot I'on a posé

T — a’p adp ap
— 9P
! __dudv—‘gaﬁ_ ' dp - P
. a*p ap ap
n__ P 9P 9 o).
= Jde? " tge TS8P
I’équation (8) devient alors
(1) DT — 2D’ T+ D'T =o:
c¢’est Uéquation cherchée; elle a pour caractéristiques les asymplotiques
de (A).
A toute solution p de cette équation correspond une surface caractéris-

tique, dont on obtient les coordonnées en résolvant les équations (9)
et (10), ce qui donne :

dp [ O dv op( dv Oy
%('o—v —“£>+W<f*a‘a—'a—u>

ry=ph+ 7 )

avec des expressions analogues pour y, et z,.

Cette surface, qui est ¢évidemment l'enveloppe d’un plan paralléle au
plan tangent 4 (A) en A, mené & une distance p de lorigine, définit une
déformation infinitésimale de (A); nous dirons avec M. Bianchi que p est
la fonction caractéristique de cette déformation.

On peut remarquer que I'équation (r1) admet comme solution parti-
culiére les cosinus de I'angle que fait la normale & la surface (A) avec unc
direction fixe quelconque. A cette solution correspond le cas particulier
déji considéré ou la surface (A) est simplement déplacée, mais non dé-
formée.
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Si, enfin, on rapporte (A) i ses lignes asymptotiques, I'équation (11) se
réduit &
2
6. On a, pour les coordonnées de la surface déformée (A’) les expres-

sions suivantes :
x' = x + &,

Y=y +en,
s'=z +¢f,
d’ou
dr'=dzr +:(3,dy — y,dz),
dy'=dy + ¢(x,ds — 5,dx),
ds'=ds +s(y,de — x,dy).

De ces équations, on déduit immédiatement, cn négligeant les puis-
sances de ¢ supérieures & la premiére,

dx =dx'—¢e(3,dy' — y, ds"),
dy —dy' —e(x,ds' — 3, dx'),
de=ds' —¢(y,dx'— x, dy').

Si nous ajoutons ces équations aprés les avoir multipliées respectivement
par A, petv, il vient :

dr'[h+e(ps—vy)]+dy' [p+e(vae,—hy,)] +ds'[v—+e(hy,— pa,)]=o.

Si done on désigne par 7\,, 1’ et v’ les cosinus diI‘CCtCUl‘S de la normale a
o h
la surface (A’ OIl aura
?

M=ok e (s — vy,
W=p+e(ve,—2r3),

V= Ay, — pay),
et, par suite,

W _ (P 931 _, 9
Jdu ~ du du’”! dlt‘y1+Hdl£ ou )’
dN_ 0x ou dv dsy  _dyy
o = v €<5;~‘1—a;?1+“5;"’ov>’

avee des expressions analogues pour les dérivées partielles de w et de v.
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On a d’ailleurs
(E {)_a;" A s
du Ju ! ou Vi Jdu

Si on désigne alors par @, @' et ®” les valeurs des fonctions D, D’
ct D” pour la surface donnée, on trouve sans difficulté

R N2 s ., .
(o__ZWE_DJrTL(DT_Dr),

. O ox' d) AP py oy & e Lo
0= P o =D — (D D) =D — (DT — DT,

o dr' dN e f—
(@ ——ZWW“D + 7 (DT —D'T").

On a de méme, pour la surface (A)),
A=—-T, A=—-T, AT =—T".
Soient u et ¢ les paramétres du réseau conjugué a (A) et (A’). On aura
D'=o, ®' =o,
et, par suile,
T=o, T = o;

done « et ¢ sont les paramétres des lignes asymptotiques des (A)).

Donc aur lignes asymptotiques de la surface (A,) correspond sur
(A) un réseau conjugué qui reste conjugué dans la déformation.

On peut énoncer aussi la proposition suivante :

St w et v sont les paramétres d’un réseau conjugué a une surface (A)
et a une surface infiniment voisine (A') procenant de la déformation
de (A), les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre

T—=o, T"=o,

dans lesquelles w’entrent que les éléments linéaires de la représentation
sphérique de (A), ont une solution commune.

I résulte enfin, de ce qui précede, que le probleme de la déformation
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infinitésimale d’une surface (A) revient a la détermination des réscaux
conjugués, tracés sur cette surface, qui ont une représentation sphérique
identique a celle des asymptotiques d'une surface, ou, ce qui revient au
méme, qui ont leurs invariants égaux.

7. Comme application, nous allons chercher si, parmi les déformations
infinitésimales de (A), il y en a une qui conserve les lignes de courbure.
Soient alors u et ¢ les paramétres des lignes de courbure de la surface
(A); la représentation sphérique des lignes de courbure devant étre iden-
tique & celle des asymptotiques d’une surface, on aura, d’aprés un théoréme
de M. Dini,
98 _ 9B

Jdu v’

ou
d*loge  d*logg
dudv ~ dudv

Done, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une défor-
mation infinitésimale conservant les lignes de courbure d’une surface (A)
est que I'image sphérique des lignes de courbure de cette surface forme un
réseau isotherme.

On peut alors poser

dzy _ dA dys _ Op 9z, oy
ou P o’ e P oo’ du P o

oz, 0\ 02 i 0z, dv

o0 %o0u’ o0 %9  ov %oua’

Les conditions d'intégrabilité de ces équations sont

N N _ds O o
dv v " PazE T du du"'Ua_Ji’
0 dp  Fu_0s0p 0w
dv 9y T P90 T 9w du " % our’
dpdv O _dsdv
doov " PoF T ouou " our

Nous supposerons d’ailleurs que les paramétres et ¢ aient été particu-
larisés de telle sorte qu’on ait

e—g.
Fac. de T. — 1X. E.2
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Si alors, on ajoute les équations qui précédent apres les avoir multipliées
du dv _ dA d‘u ov

respectivement, ct a tour de role, par A, petv; 3)‘ P AR ril rRlL T

il vient
p=o,

09 1 de o de

S PR PR
do 1 Jde de

P _
2 dv

av 279
Sil'on tient compte de la premiére équation, les deux dernié¢res donnent
d(oe) d(oe)
du —° o0 °
On a donc
ge=C,

ou C est une constante qu’on peut supposer égale a un.

Il vient alors
dry 1 JA dxy _ 10X

— _ —

0u e dv dv  edu

avec des formules analogues pour les dérivées partielles de y, et de z,, cl

I'on a
‘Ti_f<l 0Ad __‘_1_3_)\({(;)...

I1 est facile de vérifier d’ailleurs que' I'expression
p—c¢ehx
est une solution commune des deux équations
T=o et T —=o.

Donc, si l'on connait les lignes de courbure d’une surface (A) ayant
pour image sphérique de ses lignes de courbure un réseau isotherme,
on peut trouver, par de simples quadratures, une déformation infinilé-
simale de (A) qui conserve ses lignes de courbure.

Mais il est facile de voir que les lignes de courbure de cette famille de
surfaces s’obtiennent, elles-mémes, par de simples quadratures.

Rapportons, en effet, la surface aux lignes de longueur nulle de sa repré-
sentation sphérique. L’équation de ses lignes de courbure sera

D du*— D"dv*=o.
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Supposons qu'on ait
' d’logD _ 9%logD’
dudv ~—  dudy

ou

(12) UD" — VD =o,

U ct V étant des fonctions de u et de v respectivement 1'équation des
lignes de courbure deviendra

Udu?>—Vdev?=o.
Si1 donc on pose
\/ﬁdu -+ \/Va’v = 2du,,
VUdu —\/Vdo=2idy,,

u, ct ¢, seront les paramétres des lignes de courbure de la surface, et 'on
aura, pour I'élément linéaire de la représentation sphérique,

2f
ds? =2 fdudy = 2= (du? +dv?);
f ‘/UV( 1 l)

donc u, et ¢, sont les paramétres d'un systeme isotherme de la représen-
tation sphérique.

La réciproque est évidente : si les lignes de courbure d'une surface (A)
ont pour image sphérique un réseau isotherme, I'équation (12) sera véri-
fiée et les lignes de courbure de la surface s'obtiendront par de simples
quadratures.

Donc enfin, on peul énoncer la proposition suivante, plus générale que
celle qui précede :

Si une surface (A) admet, pour représentation sphériqgue de ses
lignes de courbure, un réseau isotherme, on pourra obtenir, par de

sumples quadratures, une déformation infinitésimale de (A) conservant
les lignes de courbure.



