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THEORIE GENERALE

DES

SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LINEAIRES ET HOMOGENES,

PAR L. SAUVAGE,

Professeur a la Faculté des Sciences de Marseille.

CHAPITRE V.

DES SYSTEMES REGULIERS.

88. Nous avons vu que les systémes de la forme (B) o (79)
dy;
wg]; =2“W’j
J

(Chap. IV, n* 83 et suivants), ou les @ sont des fonctions holomorphes dans le
domaine de l'origine, ont toutes leurs solutions réguliéres, c’est-a-dire que les
éléments de chaque solution demeurent finis dans le domaine de I’origine, quand
on les a préalablement multipliés par une puissance convenable de .

Les systémes précédents ne sont pas les seuls a étre ce que nous appellerons

maintenant des systémes réguliers. En effet, si 'on pose

. yi=xhiz; (i=12,...,n),
et, par suite,
dvi . .
jaldi = zhi d—Zl -+ —k‘in ’
dx dx x
le systéme différentiel (79) devient
dz apn— M Q12 Qin
dzr z B+ Zha—le it e 2P By
................................................ )
dz, An1 a2 Ann— hn
pr i oy e ot Sy yore S Rt LR e 8

et, sous cette nouvelle forme, le systéme est encore régulier,
Fac. de T. — 1IX. 1
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Le systéme

dy, I 0 . I I R .

%—— —‘;2+¢Z11+111.‘l‘+... Y1+ ‘;—2+;+d12+112$+... Y2,
dys T I I

i =<—E+5+agl+1;1x+...>_y1+<5—2 +ag2+a;2x+...>y2,

qui ne rentre dans aucune des deux formes précédentes, est aussi régulier. Car,
sil’on pose
B=Y1+ Y2 B2=Y1—"F2

on aura, pour déterminer z, et z,, un systéme différentiel de la forme
d51 I ) 2
%: E‘+.'. 2+ _Eé—i—“' Z32,
dz, 1 Fy - 33 I 3y — 3y
= )T (o ) /—
dx x 2 z 2

et, sil’on remplace z, par zz,, on obtiendra un systéme de la forme (B).
On voit done qu’il y a une grande variété de systémes réguliers. Nous allons
montrer que ’on peul tous les rattacher a ceux d’entre eux qui ont la forme (79)

ou (B), et que, pour cette raison, nous appellerons des systémes réguliers cano-
nigues.

89. Soit

dy; .
(115) -‘%:aiiyi—l—...—a-ai,,y,, (t=1,2,...,0)

un systéme d’équations différentielles linéaires et homogenes, telles que, dans le
domaine de 'origine, les coefficients « soient uniformes et continus, sauf a

origine, et que les éléments des solutions multipliés par des puissances conve-
nables de  restent finis.

Pour le point =, on multiplierait les éléments des solutions par des
. I
puissances convenables de -
Les solutions seront, comme nous allons le rappeler, formées de la maniére
suivante.

Nous avons vu au Chapitre IV (n° 80 et suivants) que Fon peut former un
systéme fondamental de solutions du systéme (115), tel que ces solutions se par-
tagent en groupes distincts dont les éléments prennent les formes

Y= " wm=1A,, ft( u),
Yia= 2T wMm=2A,, fl( u)’

(116)

Yim=2x" fi(w),
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oul'on a
T=1,2,...,00,
(117) w = e2mrv=1,
logz
(IIS) U = *n—;,
amy/ =1

ou Ax f(u) représente la différence d’'ordre A de f(u) par rapport a I'accroisse-
ment 1 de «, et enfin ol ® est une racine de 1’équation fondamentale en w,
fournissant un diviseur élémentaire de degré m.

On sait que « augmente de 1 quand 2 fait le tour de I'origine.

L’équation (117) ne détermine 7 qu’a un nombre entier quelconque prés.

Les polynomes en u, f;(u) fournissent des différences A f;(u) qui sont elles-
mémes des polynomes, et y;, est la seule solution ol n’entre pas forcément u, et
par suite logz.

Ces principes étant rappelés, formons le systéme différentiel caractérisé par
des relations de la forme (116), mais ou les solutions sont réguliéres. On suppo-
sera que toules les valeurs de » sont déterminées de maniére que les coefficients
de « dans les polynomes f;(u«) soient holomorphes, ce qui sera suffisant pour la
régularité.

Or, on sait qu’on a (Chap. III, n° 63)

dv;
Y11 e —t{—zl‘l R Y|
Dajj=| vor cov were aee iy
dvi
Yin - _d‘}T/Z'ﬂ v Yan

D étant le déterminant du systéme fondamental de solutions, et @;; un coefficient
quelconque des équations (115). Il résulte de la forme de a;; que ce coefficient

SR T 4 o ay;
est régulier comme les éléments y; et leurs dérivées %v’l On peut donc rem-

s . ) i .
placer a;; par &—;i] dans les équations (115), et dire que tous les systémes réguliers

ont la forme

dy; aij
(119) @ = D

]

ou les coefficients a;; sont holomorphes dans le domaine de I'origine.
Etudions aussi le déterminant
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Le systéme fondamental de solutions de la forme (116) peut étre choisi tel que,
si 'on pose
yij=x"Pij(log),

P étant la caractéristique d’un polynome, les coefficients de ce polynome restent
holomorphes dans le domaine de I’origine. Dauns ces conditions on pourra poser

D = 2R I (logz),

IT désignant aussi un polynome a coefficients holomorphes. Si la variable x fait
le tour de l'origine, on sait qu’on aura

D, = CD,

ott D, sera la nouvelle valeur de D, et C un déterminant de constantes. Donc, si
I’'on pose

C = exmpV—1,

le produit Dz=¢ sera uniforme dans le domaine de I'origine, et I’on pourra poser
simplement

D = 2p W (x),
ou W (x) sera holomorphe.

Cela suffit pour que les logarithmes disparaissent de II(logz). Posons, en effet,
(logz) = po+ p1logz +...+ prlogh,

Dos Pis « -5 pyreprésentant des fonctions holomorphes, et identifions les deux
formes de D. Nous aurons

(120) 20 W(z) = 2R(py—+ p1logz +...- prlogrz).

Faisons tourner la variable z autour de I’origine, nous aurons

2Vl 20 W () = e2"RV=1 k[ po - py (logz + amy/— 1) +. ..+ pp(logz + 2=y —1)*],
ou, en faisant e2™RYV=1 = (,
(121) Cap W(z) = G, 2% [ po+ p1 logz ...+ prlogra + qo -+ g1 logz +...-+ ¢)— logh-iz],

en appelant ¢, ¢y, ..., i, des fonctions holomorphes.
Des équations (120) et (121), on tire

C(po+- .. prlogrz) = Ci(po~+. ..+ prloghz -+ go+ ...+ @) logh-12).

(est une équation algébrique en logz, ce qui ne peut exister, car une telle



SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 5

équation aurait unc infinité de racines distinctes. Il faut donc que ses coefficients
soient identiquement nuls, ce qui donnera d’abord

Cpr=Cip).

Puisque p) n’est pas nul, il faut que I'on ait C= C,, et, par suite, o et R ne
différent que par un nombre entier.

La relation
go+qilogz +...4+ gy log-tz =0

entrainera ensuite
g —1=0, gr—2= 0, eeey 71= 0, qo= 0.

1l est facile de voir que les p et les ¢ sont reliés par des relations telles que I'on

aura aussi
Pr=0, pr1=o0, cesy  pr=o.

Doncl'expression 2¢ W (x) qui se réduit a z%p, ne contient pas de logarithmes.
Le déterminant D est lié aux coefficients des équations (115) par la relation de

Liouville
D = Ceflan+..+ap)dx,

Il faut alors que cette expression soit aussi réguliére. Pour trouver les condi-
tions de régularité, posons

A A
_ A o—1
A g = 2

)
e ey

a étant plus grand que I'unité, et nous aurons

Ax

ZI—_W +...+K10g.l‘+...—|—Lp«Z'p+....

f(a|1+...+ QAnp) dz =

D’ott nous tirerons
A

9

D = Cell=0)x"" 5 gk < (),

olt §(x) est une fonction holomorphe dans le domaine de I'origine.

I1 est évidemment nécessaire et suffisant que a ne dépasse pas I'unité pour que
I'expression de D soit réguliére. Donc, si D est le déterminant d’un systéme
Jondamental de solutions d’équations réguliéres de la forme (115), Uexpres-
SIOn @y~ . .+ Qpn, multipliée par x, est holomorphe.

90. On peut remplacer le systéme

dy: _ ij
dx 2 %ij
i
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par un systéme de méme forme en posant, pour une valeur de i,
. dy; dz k
(122) yi=akz, d’ont g -—x’f(——i ~+ —z).

On obtiendra les équations

dy; a; i .
J J1 aji Qjn
—- = ..ot 3 e
dx g x4~k - +‘Z'thn Yy

(J=1,2, .0 ,E—1,i=+1, ..., 0)
dz _ an R T Qin , ’ Y
dz —"z‘ﬁirﬂv"yl z% oz B wocgn+ky”

c’est-d-dire que, si 'on considére le Tableau des exposants

a1 R 7Y eee Qqp,
.. “eny

o “es 773 eee  Oipy
Y

Apt  cee Opi oo Oppn,

on peut, par une substitution de la forme (122), modifier la colonne d’in-
dice i et la ligne d’indice i, de sorte que, si tous les nombres de la colonne
augmentent ou diminuent du nombre k, tous les nombres de la ligne di-
minuent ou augmentent du méme nombre k. Seul le nombre a;; est invariable
s’il est positif. Dans le cas contraire, il faut tenir compte du terme introduil

k .
— —dans le coefficient de z.

91. Ecrivons les équations (119) sous la forme

{(123) w‘*“i% =2azm-
]

Si les coefficients «@;; sont holomorphes dans le domaine de l'origine, et si
tous les nombres entiers o; sont nuls ou négatifs, le systéme est régulier.

Nous n’aurons donc de difficultés & rencontrer que dans la recherche des sys-
témes réguliers ott 'un au moins des nombres o; est positif, en méme Lemps que
toutes les valeurs initiales correspondantes af; (j =1, 2, ..., n) ne sont pas nulles
a la fois. Nous nous placerons dans cette hypothése.

Nous supposerons d’abord que tous les nombres a; soient positifs, et nous

poserons
aij=agj+xa}j+x2a}j+.... >

Nous ferons ensuite la substitution

yi=aro(x) =a"(9 + o} + 2292 +...)
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et nous identifierons, sachant qu’il doit exister au moins une solution de cette
forme.
Nous aurons d’abord les équations

0 0 0 0 —
a1 +...+a;,9,=o0,

qui devront étre compatibles, et nous pourrons supposer au moins 'un des g,
soit of, différent de zéro. Alors, si cela est nécessaire, nous remplacerons, dans
les équations différentielles (123), Uinconnue y; par y;+ Ay, (i=2,3,...,n),
de sorte que la valeur initiale ¢! -+ Xi2) ne soit nulle pour aucune valeur de i,
et nous aurons

d
P T = ay @ (Fa ok Rayt) et @ra (Fat Ay,

dy; d )
] - A YL A anyr+ an(Ya+2y1) +. o+ ap( Yo+ hoyr)
dx dx
Il est évident que le nouveau systéme différentiel pourra prendre la méme
forme générale que le systéme (123), et sera régulier comme lui. Mais, de plus, si
I'on fait maintenant la substitution

Yi=x" l?[(z'),

on devra avoir ¢/~ o pour loutes les valeurs de 7.

92. Nous supposerons que le systeme (123) est préparé de maniére 4 satisfaire
a cette hypothése.

Parmi les équations (123) distinguons celles qui correspondent a la plus grande
valeur o des nombres entiers a;, et placons-les les premiéres. Le systéme (123)
pourra s’écrire

(124) zH“(Z—)Z:ZbUyJ- (i=1,2,...,n),
J

et, pour les valeurs 1, 2, ..., & de I'indice 7 toutes les quantités by, ne seront pas
nulles pour toutes les valeurs de J, tandis que l'on aura b),=o pour i=/ 1,
h+2, ..., n.
Dans ces conditions, on peut démontrer que le déterminant
By ... b9,
(125)

bhy ... By
est nul. En effet, dans le systéme (124), considérons la solution

Up=zem=1A, 4 fi(u)= 2P 9;(z) = 2P(9) + 2ol 4+ 2292 +...)
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olt nous pouvons supposer ¢ £ o, et posons

Yi=uiq;.
Nous aurons

dg; du
‘Z'H‘“uigqj = by Uygi+.. .+<b,~iui—x1+°‘ g.;f) qgi+...+ bmu,,,q,l.
Mais
1 du; _ p 41 doi

Nous aurons donc

in @1 P I d(Pi Pn
+o L% — ., 212 ' (£ — T . )
z adw bu c?iqﬁ_“m—[b“ (-”+‘?i dw>x1+a]ql+“-+bm‘?i n-

Comme ces équations admettent la solution qi= 1, nous aurons identiquement

(126) b“i’ +...+b,~n£'—l=o.
oy s

Cela posé, remplagons ¢; par 2"(q} + z ¢! +...). Nous aurons

(127) w1+u[£(g?+xq;+...)+q}+zxq§+...]
i
=(b?1+wb}1+..,):$+ (@3 +2glt..)+....
[

En identifiant a zéro les coefficients des diverses puissances de x, nous aurons
d’abord la condition de possibilité

0 0

bll b??% bg’l%’o‘:

o34 )

by, 1 By, ... By, iz

(128) 21?(2) 22 2n?g = o.

0

bhiy Yl b4,
n

(129)
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Elle pourra se ramener a 'équation

0 0
by —s b9, b3
b9 b, —s b)Y
(130) 21 22 i | .
e e e eeaa .
by bYs by —s

Mais, & cause des conditions (126), on peut écrire

dg; 2 ) .
x‘“"“‘gg =bi2%(92‘-71)+--~+bin%(‘ln—%) (i=1,2,.

de sorle que, si I'on pose

Bh=qr= q1 (h=23,..

on pourra former un nouveau systéme différentiel régulier de la forme

dzy, o Pa
pi+aZh (X2 22 ) s
a7 ( h2 on 12(1?1 2 )

et, en posant

3p=3) + X3+ ...,

Iy

co, ),

on pourra encore identifier a zéro les coefficients des diverses puissances de x,

et I’on aura la condition

0 0
0. %2 __po P2
n2 o 12 .
2 (DO — 0
@Pr T1 )

0 0 0 9
by, 22 pe P2 b, 2% by, P
0 9 0
@3 @1 @32 99
(131) | eeeeeeen beeee e ieenaeeaas . . = 0.
0 0 0 0
by, 22 __py, 22 bY, n _po, Fn
n [) M KN n
Cn 94 Cn 9

Introduisons la racine zéro supplémentaire, et écrivons cette équation sous la

forme
93 &
—s b?z?—? b'”&ﬁ
i
0 9 9
o B9,—09, 2 5 . pg,Pr_py 2
(132) ¢4 ?3 "ot | =o.
O ... PPN bnn"’bgn%—s
D1




10 L. SAUVAGE.

En ajoutant la premiére ligne & chacune des suivantes, nous aurons

¥ h
— 0 iz o 17
s by, T2 .. bm,,o
21 ?1

0

D5

0 2
—s b”qlo}{ . by ,—s

Mais a cause des conditions (126) on a, par exemple,

—[en

Donc, sil’on retranche, dans le déterminant (133), la somme des éléments des
derniéres colonnes des éléments correspondants de la premiére, on aura I'équa-
tion (129) et, par suite, I’équation (130). Appelons A(s) et A,(s) les premiers
membres des équations (130) et (133), nous aurons, au signe prés, la relation

wo
o

-G

-+ s.

Se

50
e (B — $) et DY “‘-‘) = b9,

122 CD“
IR

G
~e

(134) A(s) = sAq(s).

Voici les conséquences de la relation (134).

Considérons d’abord une équation réguliére & une inconnue

d
x1+1d—£=a‘y (a>0);
nous aurons
A(s) =—3s.
Donc A(s) = o admet la racine zéro.

Passons a un systéme régulier de deux équations différenticlles. Nous aurons,

a cause du cas précédent,
Ai(s)=o0

et, a cause de la relation 134 I’équation
9 ’ l
A(s)=o0

devra admettre deux fois la racine zéro.
De proche en proche, on démontrera que I’équation A(s)=o a n racines

nulles, si le systéme (124) est régulier. Mais on a ici, en tenant compte des b,
qui sont nuls,

' b?l—s /)?h b?JH—i b?n
0 0 0 0
b/zi ce bhh —S b/z,lu—t ce b/m
A(s)= o =o0
o — S
o . o o —S
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On en conclut que le déterminant

* b?l e b?h

0
[ bzl e bhh

est nul.
93. Cette condition subsiste aprés qu'on a fait une substitution de la forme
YVi=F+=nmyys-t...=myyn

dans les équations (124).
En effet, on a

dz
$1+°‘% = (byy—myby—...—mubyy)z +Z [bri—ecc—m by mi(byy—. . .—m by ) yis
i

dy;
ml'*-d;l'%rf =615+ (bn+mybi)ya—+...+ (bin~+ m,by) y,.

Le déterminant qu’il faut étudier se réduit, & cause des conditions

bl =o (i=h—+1,...,n),
a
Oy —. o o—mp by DYy —.  —mp b, (DY —.—my b0,
b3, b3, + mybg,

Ce déterminant se raméne immédiatement au déterminant

0 0
by ... DY,

0 0
bhl e bhh

et, par conséquent, ces deux déterminants sont nuls ensemble.

On verrait de méme qu’une substitution quelconque
Fi= i Y M Y My Y e Y,

pour une valeur donnée de {, méme pour { =/ -1, ..., n, ne change rien a la
conclusion précédente.

En conséquence, il n’est pas nécessaire que I'on ait 9? £ 0 pour que le déter-
minant | b°, ... by, | soit nul; car, pour arriver au cas ol %! n'est nul pouraucune
valeur de 7, on n’a fait que des substitutions de la forme de celles que lon vient
d’étudier.
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94. Revenons maintenant au systéme différentiel (123) mis sous la forme

d .
(135) z‘1+1—3}£ =anyi—+-...+ @Qin¥n,

et supposé régulier. Admettons d’abord que, pour aucune valeur de ¢, on n’ail
0 Q o ; <

tous les af; nuls quel que soit j, et posons

(136) Yi=wroi=ar(¢) +zol+ 22040 0).

Nous aurons les équations

(137) ali et +...+af,ol=0 (i=1,2,...,n)

et, puisque le systéme (123) admet au moins une solution de la forme (136), le
déterminant

ad, ... al,
(138) O
ad, al,
doit étre nul.
Posons alors
(139) 3 =My1+Myrt... Ay,

et déterminons Xy, Xy, ..., X, par les conditions

(140) A il +adikpy=o0 (J=1,2,...,n);

nous aurons
dz d.}/‘ (lVl
i+ 2= — pla () __+_+)\ Sn
dx < Vdx " dx
= )\1(‘111}’1—*"- A aln}’n) G+ (@14 o+ QnnYn)

=(Man+...4 @) y1 +. .o+ (M@t ..o Ky @pn) Va-

A cause des conditions (140), celle équation pourra s’écrire

3
rr o= AV\Y14 AV,
ol @, ..., a, seront des fonctions holomorphes comme les fonctions a;j.

Les équations (140) étant compatibles donnent au moins une valeur, %, par
exemple, qui n’est pas nulle, et, de I'équation (13g), on Lire

Ay Y-
3 — Tll.}’i“-‘-—‘ . Yn—1,

_ I
}’n—)\_‘

n



SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 13

de sorte qu’on peut éliminer )-, et remplacer le systéme (135) par le sysiéme

dyy
x1+1{; = bnuyr +...+ b n1 Y +bin 3,

Ay n—y
x‘+1_')f(ﬁ* :-b/l—l,i.}'i"‘- . -"\‘bn——l,n—l}’n—i"‘ b/l—l,n S,

dz
xu(-i_".l' = bnl}’l ... b/z—i,n}'n—l —+ buns,

et, dans ce systéme, le déterminant

0 0
blz—l,l s bu—l,n—~1

devra étre nul en vertu du théoréme du n° 92.

Posons maintenant

Yi=%i+ |3 (i=1,2,...,n—1),
nous aurons
1.1+ud_z" — xH—uiy_f _ u;x‘“‘“gi
dxr dx ! dz

= (bil}/i+-- . binz)— H[z'(bltl}’1+~ A bllIL;)
=bi (314 213) +.oe+bi 1 (Bt + P 3)+ by 3

— {*i-r[b/zl(zl_{“ H13) ..o bn,'z—l(sll—l + Pp—13) + blln::]'
Le coefficient de z sera
b P bi,n—i Hbi— pix(pabpy 4+ A Py bn,n—l “+ bnn),
et, si 'on veut qu’il soit nul pour x = o, 1l faudra poser
(142) wb) Ay ), 00 =0 (i=1,2,...,n—1).

Lyn—

Mais le déterminant de ces équations étant nul, elles pourront n’étre pas com-
patibles.

Supposons ces équalions non compatibles, et remarquons que 'on doit avoir

0 0 0 o L—
b/L-—l 191+ [)/z—l.n"{n = 0.

Il faudra en conclure que l'on a ) = o, et, dans cette hypothése, on pourra
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poser

’

S =5 .
Les équations (142) se réduiront aux équations

“lb?1+"'+ Hﬂ—ibo = 0.

in—1""
Mais I'équation en s deviendra

dsz
i+ dr =bp 2 +.. .+ l)n,n—l Gp—1+ by, 3,
et I'on devra avoir ausst

2105 4. a1 bh oy =0,
et 1l y aura compatibilité, car on doit pouvoir poser

by ey 4.+ b?

1, n—1 (‘?9&“1 =+ b} G?I =0,

in
et de plus, on a identiquement

0 — (=
by, =o (i=1,2,...,n).

Alors, si c¢’est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres vy, v,, ..
vn_i tels que l'on ait

o

v1by +.. .+ Vn—lb%—l,x + by =o,
Vlb?,n—l o= Va— b3~1,n-1+ bg,n—l = 0,
et alors 'expression
.’171+a(\l1 S+ o+ V13— + Z,)
sera égale a

(b Va1 b+ bp) 3+ (D by S
et sera divisible par z. Nous prendrons alors
VI Byt Vg Bpeg + B
pour inconnue a la place de z'. Soit, par exemple,
U =V13 =Yy Ip—q + 3.

Les équations différentielles prendront la forme générale

dy;
x‘ﬂ-d};;- = anyi+...+ al,

(E=1,2, .., —1),

du

% Ir = Apg Y1+ -+ Applly g



SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 15
et ’on aura maintenant .
a), =o (i=1,2,...,n—1).
De plus, le déterminant
apy a?,n—l

0
Ap—1,1 -~ ah_q.n—1
sera nul.

Partons maintenant des derni¢res équations différentielles obtenues, et em-
ployons de nouveau, avec des significations analogues, mais non identiques, les
notations qui nous ont déja servi.

Posons

(143) 3=)\1_}/1+--~+)\n—1,}’n—1,
et déterminons Ay, Ay, ..., A,_, par les conditions
(144) al; M+...+aly jhpy=0 (J=1,2,....,0—1);

nous aurons, comme récédemment
? b

dz ’ r ’
x“a; =a| Y1+t AQu Y1+ aQuu.

Les équations (144) étant compatibles donnent au moins une valeur, %,_, par
exemple, qui n’est pas nulle, et 'on peut poser

I Ay An—s

n— =33 Y1—ee o VT
4 Ap—1 )*n—i )\n—l

de sorte qu’on peut éliminer y,_, et former le nouveau systéme différentiel

dy
-Z'H'u'% = bn}’i ...+ bl,n-—?}’n—z -+ bi,ll-—iz —+b,u,
dyn—s
$1+“"d—“ = bn—-z,i,}’l—f—' . -+bu—2,n—-‘z,}’n——2+ b/z—?,rl—15+ bn—z,n u,
(145) x
dz
xx(,T’L" ——‘bIL—-i,i}/i"i_'" .............. +b,1_.17n_12—l— b/t—l,nu;
du
.Z'u'(—i; = blll}/l R R -+ bﬂ,ll—lz "i‘()nnlt.

et, dans ce systéme, le déterminant
6y, ... b9,
A‘l= oo cee  eesas

) Bhrs v Bl anal
devra étre nul.
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Posons maintenant

Yi= 3;~ ;3 (i=1,2,...,n —2);
nous aurons
dz,-

.Z‘H'a% = A3+ + Aiyn—g Zp—o—+ Ai,n—lz 4+ A u.

Le coefficient de z sera, pour z = o,

p’lb?1 T+t {J.,L_?_bo + b9

1,n—2 iin—-1"

et, si 'on veut qu’il soit nul, il faudra poser

(146) 16 +... b0 =o0

iLHn—1 (i=l.'),,...,n__2)_

Ces équations peuvent ne pas étre compatibles. Mais, comme on doit avoir

0 0 0 0 — | — . —_
bilcP1+"'+bi,n—1<P’l-1“‘0 (L—‘[?l:' s n 2)a

on devra poser o,_, = 0, ce qui conduira a remplacer z par 3. Les équations
7
(146) se réduiront aux équations compatibles

Py b 4. - {J.n__?b;»),u_2=() (i=1,2,...,n—2).

Alors, si c’est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres vy, va, .., v s
tels que l'on ait
Vlb(i)j—f'- ceVpabhs j+ bh yj=o0 (J=1,2,....,n—2)

et alors I'expression

21T (v B+ o Vg Bp—g+ )
sera égale a
(V1b11—|—. .ot b,“)zl—l—. oo ("1bl,ll—l+- .o+ bll,n—l)z’

et sera divisible par . On prendra alors

V181V 9 Bpat+ 5

pour inconnue & la place de 2/, et finalement les équations différentielles prendront
la forme

d_}’,’
xl_'-u% =ai1 Yi+...+~Qn1 U+ Qip Us,

o dLL1
x ar =Qp—-1, Y1t .+ Apq,n—1 U1+ Ap—q,p Us,

2 dug

dr =Qn1 Y1+...+Qpn—1 U1+ Qun U,

et 'on aura maintenant

Pno1=0, al,=o (i=1,2,...,n—2).
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De plus, le déterminant

0
{ al, ...
A3: oo v e

A 31 e-r Al gn-s
sera nul.

Il est évident que le procédé pourra s’appliquer indéfiniment, et, par suite,
qu’on pourra ramener le systéme proposé a la forme

dv;
x“aj—; =anyi+...+amnyYn.

En diminuant « d’autant d’unités qu’il sera nécessaire, ce qu’on sait maintenant
réaliser pratiquement, on sera finalement ramené 4 un systéme canonique.

95. Etudions '’exemple numérique suivant

dy( I 3 1 I .
do = _E—-E—I—‘ Y1+ z’:+;3‘+)?’
d)’z__ I I ’

71.'___ — I +~Z +... .}/1+<;—2~;+._.)}/2_

On trouve d’abord qu’il faut remplacer y, par zy,, ce qui donne

dy, 1 3 + Y LI

dr ~— oz )N m T )

dry _ LT + (= 2+

dz = z e [ 1 z o co | Vo
La méme substitution sera encore nécessaire, et I'on aura

dy, 1 3 I I ‘
-a; ...<—§—;+...)y1+<5§+x+.--),}’2a

dys _ ! ! 1 3
Iz 2+ .. y1+ 3 +.o ) Ya.
On posera maintenant

3= Yi1— Yo, d’out V1= 53+ ¥,
et I’on aura

dz _dyy _dys [ 3 1
dz ~ dz dz ~ r =z

dys I I 1 3
"—{;—<—E+;+...>(Z+}’2)+<ﬁ—-’;+...>‘}’g

Fac. de T. — IX. 3

“"--)(5"‘}’2)4-(5 —{—...)y,,

/
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ou encore

ays
dx

(
O S PR S

Enfin, remplacons z par sz, nous aurons

dys 2 1
7;—<—E+.>y2+<—';+l+>s,
dz 1 5 \
%—--‘z—‘< ........ }/Q—<;+)Z

C’est un systéme canonique, ce qui prouve que le systéme proposé primitivement
est régulier.

Du reste, on peut le vérifier autrement, en remarquant que le systéme qu’on
vient d’étudier dérive du systéme numérique du n° 88 par le moyen des substi-
tutions

Y1=2x3%3, Yo = Z3.

96. Le cas le plus important des systémes réguliers est celui qui provient de
I'équation d’ordre r

_ dn}, P d"_l}’ Pn
(147) :1—',;)71 = den—l +E'}/’

supposée réguliere. On peut le traiter facilement d’une maniére directe.
En effet, remplacons I'équation (147) par le systéme équivalent

dy, P P2 | Pn
(148) S'd—x:ﬁy‘+ﬁ9’2T"-+ﬁJ"L'
14
dy; . .
'\'d‘yx‘/=yj_l (J =23, ..., 1),

les p étant des fonctions holomorphes non nulles pour z = o.
Faisons le changement de variables suivant

Yn= 2P ¢Qn,
........ .
Yn—i= ze—t Pn—i,
[ ceeey
Y= po—(n—1) 91

de maniére que les derniéres équations (148) prennent la forme canonique. Par
exemple, I'équation

AVa_i
Yn—i—1= g; =
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donnera
’ . do, i
On—im1 = (p — 1) Qi+ —%—’-

On remarquera en passant que

o8 ii=(p—U)9h-s
et, par suite, que
op-i=(p—(p—i+1)...(p—1)pel

et tous les o} seront différents de zéro, si p est quelconque.
La premiére équation (148) deviendra

dy, P
—(n—1) 71 — 0N — — L _Pr_
xP P +(p—n41)zxtre = TE—prai qn—i—...—f—wm_p Dns
ou encore
do, Pt Pn
4 o [{ ——
R iy (p—n+no= Pt SR R e 23

Les équations précédentes forment donc un systéme qu’on peut écrire

do
xh?d—,‘z'i = P1?1+P2?2+-.-+ Pn?/l,
do,_; .
x—;i_";‘——l = ‘Pn—i—i—(P — L) Pn—is

et ol toutes les quantités P ne seront pas nulles a la fois pour z = o.

Le systéme sera régulier sil'on a
51, <2, vy w.in,

car alors on aura 251,
Je dis que ces conditions suffisantes sont nécessaires. Pour le démontrer, ad-

mettons la proposition pour une équation de la forme (147) et d’ordre (n — 1) et
démontrons qu’elle est vraie pour une équation d’ordre n. Comme elle est vraie
pour n =1, elle sera ainsi démontrée en général.

Au 1n° 2% du Chapitre I nous avons montré que, pour ramener un systéme de
la forme (148) 4 un systéme non seulement linéaire, mais encore de la méme forme,

on devait poser
yn=y=uftdr;

u étant une intégrale donnée de I'équation différentielle (147). Dans les condi-
tions actuelles, nous supposerons u, régulier et de la forme 2" ¢, () et, en nous
reportant aux notations de ce n° 24, nous raménerons le systéme (148) au systéme
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également régulier

dt
Tz Pity+.. .+ Ppyityy,
diy.
3%‘:[,‘_, (k=2,3,...,n),
oul'on a
I nde pu
p, —L|_nrar  puf
u 1 dz 1
........................... ,
P,_izl _n(n——l)...z.l dr—1u P1 n(n—1)...3.2 d—2u proatt]
t u 1.2...(n—1) dxr—t " 2@ 1.2...(n—2) dxr—t T g@no
Nous s P,,P,,...,P b sous les f L, I
us supposons que by, 'y, ..., P, peuvenl se mettre sous les formes Z
M, 1

w2 0w Iy, Iy, oo 0T,y sont des fonctions holomorphes.

On remarquera alors que I'on a

u=2x"¢(x),

du =z d(? “+rar-lo,
dr ~ 7 dx
et, d'une maniére générale,
drFu o AL - ]dk—l,o —
—— =X 5 - arxrko,
dzk dgk T dxk— k
ce que l'on peut écrire
r=k
N , dE) (riocp
Z””r dzF-x’ \dx? :cp),
A=0

et, par suile,

1 dFu 1 d/“‘7~:?
- x—h~ .
w dz* E ? dzk—x

Chacun de ces produits est donc infini d’ordre infini d’ordre £ au plus.

En conséquence, si des expressions de Py, Py, ..., P,_, on tire —p—l—, L2,
.
%’ on obtiendra des expressions infinies d’ordres finis 1, 2, ..
n—1
pectivement comme Py, Py, ..., P,_; eux-mémes. On devra donc avoir =, =1,

Wr== 2y eoey Wp_y4=nN—1.

., B — 1 res-
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Enfin, de la premiére équation (148) on tirera

Pr _ L
2Bn u

dxn z dxn—' 7T xrt drx

I rn—1
1 <d1u+ p1 drtu + Pr—1 a’u.)’

et, en développant le calcul, on verra que I'on a aussiw,=n (').
On retrouve ainsi le beau théoréme de M. Fuchs :

Les équations différentielles linéaires et homogeénes, d’ordre n et a coef-
ficients uniformes, dont les intégrales n’ont qu’un nombre fini de points
singuliers a,, as, ..., ap, ®, et restent réguliéres dans les domaines de ces
points, sont de la forme

dry _ Pp—](w) dn—ty P‘z‘p—l) () dr—2y 4 + P”(P‘“(x)
o T W(z) davt T [W@)E derd T WaE P

¥(z)=(r—ai)(z —as)...(x —a;),

et o les P(x) désignent des polynomes en x de degrés marqués par les in-
dices ou de degrés moindres.

Cette belle conclusion de I’étude des systémes réguliers montre que le seul cas
général possédant un caractére de simplicité est celui du systéme (148) qui pro-
vient de I'équation (147) différentielle d’ordre n.

97. Ecrivons une équation régulié¢re d’ordre n sous la forme
97. E 0 t liere d

dn}, P dn—ly Pn
dxn —(Z'— dxn—1 et zn Yy =o.

Les exposants 7 des solutions seront déterminés par I'équation
D(ry=(r—n+1)(r—n+2)...r+p{(r—n-+2)...r+...+ p=o,

qui est algébrique et de degré n en r.

Cette équation s’appelle, soit 'équation fondamentale déterminante, soit
Péquation caractéristique de I’équation différentielle.

Il est utile de connaitre les principales propriétés de cette équation algébrique.

D’abord, pour former I'équation D (r') = o, on pourra procéder de la maniére
suivante. On posera y = z” dans le premier membre de I’équation différentielle,
ce qui donnera I’expression

zrnr(r—1...(r—n+1)+pr(r—1n...(r—n—+2)-+...+ p,|.

(') Voir la Thése de M. Floquet.
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On divisera ce résultat par 27, et 'on égalera & zéro le coefficient de la plus basse
puissance de z.

Voici d’autres propriétés :
Si p, est identiquement nul, D(r) est divisible par 7. Faisons cette division et
changeons ensuite r en r + 1, nous aurons ’équation caractéristique de 1'équa-

tion différentielle d’ordre n — 1, obtenue en prenant pour inconnue%- Il n'y a

qu’a vérifier I'exactitude du calcul proposé, ce qu’il est facile de faire.

Si 'on pose y = #75 dans I’équation différentielle, I'équation caractéristique
de I’équation en z aura pour racines celles de I'équation caractéristique primitive,
diminuées de 7. Elle se déduit donc de I'équation D(r) = o en changeant 7 en
P41

Si l'on pose y = W(z)z, W(x) étant une fonction holomorphe différente de
zéro pour x = o, 'équation caractéristique de ’équation en 5 est la méme que

celle de I'équation en y. En effet, on voit sans peine que I'équation en z étant de
la forme

dnz

(Ll‘” +([)1—T— Pl)d.z‘" +(Pv t Pg)

Yo
b oy A+ (pat+Pyr)z=o0,

son équation caracléristique a son premier membre décomposable en deux
parties, la premiére provenant de 'expression

zr=n[r(r —1)...(r—n-+1)+pr(r—i)..(r—n—+2)+...4 p.l,

et la seconde de 'expression
zr=[r(r—1)..(r—n+1)+Pir(r—1..(r—n+2)+...+P,].

Or, le plus haut exposant de z dans les dénominateurs de la premiére expres-
sion étant supérieur au plus grand exposant de z dans la seconde, si 'on multiplie
par 287", g étant le plus grand de tous les exposants, etsil’on fait ensuite z = o,
la seconde expression donnera un résultat nul, et I'on obtiendra, par conséquent,
le méme résultat qu'en opérant sur la premiére expression seule, ¢’est-a-dire sur
celle qui correspond a I'équation caractéristique de I équation en y.

Ces diverses propriétés, rapprochées des théories que I'on a vues dans les Cha-
pitres précédents, servent de base & la théorie des équations différentielles li-
néaires et homogénes d’ordre 72 dans la plupart des Mémoires(*) publiés sur cette

question. Pour plus de détails, nous renverrons le lecteur a ces Travaux.

(*) Fucus, Journal de Crelle, t. 66, p. 121 et Tomes suivants. — TANNERY, Theése de Doctorat. —
TuoME et FRE&BENIUS, Journal de Crelle, t. 66 et suivants.
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Ajoutons enfin une remarque. Il peut se présenter une circonstance curieuse
dans le cas des systémes réguliers. Si, en un point quelconque z = o, toutes les
racines de équation caractéristique F () = o sonl entiéres, positives et distinctes,
elles ne formeront qu’un seul groupe. Si, en outre, les logarithmes disparaissent
dans l'intégration, les solutions n’offriront au point x = o aucune singularité, et
ce point ne sera pas en réalité un point singulier. Il ne differe des autres points
qu’en ce que le déterminant d’un systéme fondamental de solutions s’y annule.
Ces points ont recu, de M. Weierstrass, le nom de points a apparence singu-
liére.

98. Le théoréme de M. Fuchs fournit une seconde méthode pour décider si
un systéme quelconque est régulier.
Posons

5= )\,.}/1—!—.-.4" ln}’m
el soit donné le systéme

dy; )
(149) zpa}é’ =au Y1+ .+ Ain Y-

Il est & peu prés évident que ce systéme sera régulier, si la valeur = satisfait a
une équation différentielle réguliére d’ordre n, quelles que soient les valeurs
de Ay, ..., As. Nous allons préciser cette question.

D’abord z sauisfait & une équation différentielle. Car si la variable z fait le tour
de 'origine, on a, avec les notations du Chapatre 111,

Zj:: )\1Y“‘+...+)\nYnj’

et, entre les anciennes et les nouvelles valeurs y;; et Y;; des éléments d’un sys-
tétme fondamental de solutions, existent les relations

Yij= le)’il"" ot Cjn}’z‘m
de sorte qu’on a

Zj: )\I(Cﬂ‘}/“—i—...—%— Cj,l_}’m)—F...-f-)\,L(CjL}/,“—%-..,—i— C/,L}/,,,,)
ou

Zi=Ciuyu+...+Anyu) +o ot Cin(MFin=-o o hn Yan),

ou enfin

Zj: Cﬂz,—r—. e Cj,,:.,,.

On reconnait les équations caractéristiques d’'une équation différentielle li-
néaire et homogéne d’ordre n. Pour des valeurs choisies de X, 'ordre n’est pas
nécessairement 7; il faut, pour cela, en plus des conditions précédentes, que les n
fonctions z,, ..., z, soient linéairement indépendantes.
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Le contraire peut arriver. En effet, écrivons la relation
Aysi+...+Ayz,=0

A coeflicients constants. On en conclura, en [aisant

z;= )\lhyij—‘“' o )\n_}’njy
la relation

Al()\i.}/11+' ot )\Il.ylll) e T An()w}’uz-i-- o )\n}’nn) =0
ou

)\A(Al}’““‘- ot An_}’ln) - )\lz(Al)’rzi+- .ot An}’nn) =o.

Or, les parenthéses renferment les éléments d’une certaine solution du systéme
différentiel. Donc, si Uéquation générale en s n’est pas d’ordre n, il existe une
solution ny, ..., 1, des équations en y, entre les éléments de laquelle il existe
une relation linéaire a coefficients constants de la forme

M +...4= Ay =o.

La réciproque est vraie. En effet, on a

ni=MAya+...+ Anyin
et, par suite,

)\1(A11}’11+. . .) +...+ )\,,(AL}’,”—F. . ) =0
ou

Ai(Myn+. oo+ Ayn) +o oo+ Ap(MY1n+...) =o.

Donc les n fonclions

&= )\1}’“‘—!—- e )\,l_}’,”'

ne sont pas linéairement indépendantes.

Mais si les A restent quelconques, 'ordre de 1'équation en z est n. Car, pour
que I’équation

)\1(A1y11+. o An_}’in) .o )\,,,(AL}’M—F. .o An,}’nn) =0
soit salisfaite pour toutes les valeurs de A, ..., ky, il faudrait que I'on et
Ayin+...+Apyin=o0 (i=1,2,...,n),

ce qui est impossible, si le systéme de solution y;; est fondamental.
On formera ’équation d’ordre n en z de la maniére suivante.
Posons, en général,
dry; 1
dxk — xke

(Al yi+. o+ Af vy,
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et dérivons cette équation. Nous aurons

di+1y,; 1 dA%, dAf,
TE S o (‘y’_da_v—+ I
I 3 d}’l LAk d}’n>
-+ ,’I,‘_"P <A dx -+ A,,l —dx
k :
_ x&pﬁ—l(Afl'}/l—'_'“_!- Ak yn),

dy;
et, en remplacant par sa valeur tirée des équations proposées, nous ob-

tiendrons
dk+1},l

T = (Aﬁ'l}’:—i— +A1n }’lz):
dzk+1 x(/c—f-l)p

équations ou l'on a

&
DU koo Al (AR AL+ Al AL,

A{’?l = zf
et les fonctions A;; seront holomorphes, & condition que p soit un entier positif, et

que les fonctions a;; de I'équation (149) qu’on peut écrire A/; soient holomorphes.
On aura alors successivement

d’~~ d}q dky,
ok =M Gk e g
dkz A
Z‘k d_ = )\I(A11y1+ .)-‘i—)n"(Aﬂ’}’l—f-...),
d k k
d - = (MAF Oy = (MAE L )

ce que nous écrirons simplement
dkz
x’fP%—z =Puyi+...+Prayn.

En faisant k=1, 2, ..., n dans cette équation, nous obtiendrons n équations
du premier degré en ¥y, ..., ¥,. Avec Iéquation qui définit 5 nous aurons n +- 1

équations entre lesquelles nous pourrons éliminer 3, ..., ¥a. Le résultat ob-
tenu est de la forme

drz
w"PW Pnl *s e p/m
dn—1z
x(n—”F don1 Pn_g‘j P an—i,n = o,
3 )\1 .o )\n

Fac. de T.— IX. 4
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ou, en développant, de la forme

(150) drz 1 A di-lz | [ Ap—y dz 1

A
dzn 7P A dxn—t " -+ z=1p " A dx z"0 A, =o0.

I3

. A; R . .
Silona g =1, tous les rapporis = devront étre holomorphes, car I'équation

en 5 devra étre réguliére comme le systéme proposé.

Pour une valeur quelconque de p, les conditions seront, comme on I’a déja vu
directement, compliquées & cause de la présence indispensable des n indéter-
minées Ay, ..., A, dans les déterminants A.

Cependant, si les hypothéses
)‘jzo’ J#l: )‘i¢01

faites pour toutes les valeurs de ¢ successivement, conduisent & n équations dif-
férentielles d’ordre n, chacune de ces équations, étant débarrassée d’arbitraires,
sera d’une facon rapide reconnue réguliére ou non, et cet examen suffira évi-
demment pour formuler une conclusion sur I'équation générale en z, ou sur le
systeme proposé lui-méme.

99. Le procédé qui permet de ramener un systéme régulier a la forme cano-
nique consiste a faire une suite mélangée de substitutions des formes

yilzky:
ou

O . . .
y,-lzi+2‘17zjyj (J=1,2,..,i—1,i+1,...,n).
J

Réciproquement, si ’on fait, dans un systéme canonique général, une suite de
substitutions arbitraires des formes précédentes, on formera un systéme régulier
quelconque.

Comme conclusion de ce Chapitre, nous dirons que tout systéme régulier peut
étre ramené a un systéme canonique.
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CHAPITRE VL

DES SYSTEMES A COEFFICIENTS PERIODIQUES.

100. Au moyen des principes exposés au Chapitre précédent, on peut recon-
naitre si les solutions d’un systéme d’équations linéaires et homogénes sont ré-
guliéres en chaque point. Si, de plus, les racines de I’équation caractéristique
sont entiéres, et si les logarithmes disparaissent, les éléments des solutions seront
uniformes. Nous supposerons dans le Chapitre VI que ces hypothéses soient
réalisées dans tout le plan, et nous étudierons la classe trés intéressante des équa-
tions différentielles de la forme

dy;
(A) &%

= a; ...+ aQin¥a,
dr iyl inYn

ou les coefficients a sont des fonctions uniformes admettant la période v, et
dont les solutions sont uniformes.

amay=1
Sil'onpose e © =ua’, le systéme A prendra la forme

di" - anz'y—1

(A) dz’ )

=anuyi+...+ A yn.

Ce systeme linéaire pourra étre étudié comme un systéme ordinaire, et, en
rétablissant ensuite la variable indépendante x, on aura mis en évidence le role
de la période w.

Mais on peut employer un procédé direct de recherches, comme nous le mon-
trerons dans ce Chapitre.

101. Soient yi;(j =1, 2, ..., n),0u fij(x)n solutions distinctes du systéme
différentiel (A). Quand la variable # va, par un chemin quelconque, du point z au
point # + w, les fonctions uniformes f;j(x) prennent les nouvelles valeurs
Jij(# + ), tandis que les coefficients uniformes et périodiques a reprennent
leurs valeurs primitives. En conséquence, les f;;(x + w), fonctions toujours dis-
tinctes, forment un second systéme fondamental de solutions dont on peut ex-
primer les éléments en fonctions linéaires, homogénes, a coefficients constants des
éléments du premier systéme fondamental f;;(2). On aura donc des relations de
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la forme
(151) fij(x+w)=Cj1f,~1(x)-+—...+ Cj,,fin(x),

ou le déterminant des constantes C est différent de zéro.

102. Les relations (151) sont caractéristiques dans le plan des systémes
d’équations linéaires et homogénes, a coefficients périodiques, et dont U'inté-
grale générale est uniforme.

Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n2 fonctions
yij(i,J=1,2,3,...,n) d une variable indépendante z, uniformes dans tout le
plan et n’ayant que 'infini pour point singulier.

Supposons que cette variable # décrive un chemin quelconque allant du point z
au point x -+ . Si les n? fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux
anciennes par des relations linéaires et homogénes a coefficients constants telles
que les relations (151), ces fonctions forment un systéme fondamental de solu-
tions d’un systéme d’équations de la forme (A) dont les coefficients @ sont pé-
riodiques et n’ont d’autre point singulier que l'infini. '

Nous démontrerons celte proposition en formant un systéme d’équations tel
que (A) auquel satisfassent les n2 solutions y;;. Nous aurons, en général, les re-
lations

dy

ﬁ:a“.}/uﬁ—...—l—amyn,’ (J=1,2,...,n),
et nous en tirerons
dyii
Vi . _d}% oo Yt
Daip_ . ,
dv;
Yin .. ———-'Zl,.;_n cee Ynn

c’est-a-dire que nous pourrons calculer les coefficients a.

Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno-
minateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en rem-
placant dans D les éléments d’une colonne par les dérivées des fonctions y;;. Les
éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux an-
ciennes par des relations linéaires et homogénes a coefficients constants de la
forme (151) quand la variable # décrit un chemin quelconque du point z au
point z + ©. Les constantes sont les mémes pour les éléments homologues des
deux déterminants qui forment le rapport. Les deux termes durapport sont donc
multipliés par le méme déterminant des constantes. Donc le rapport ne change
pas, el, par suite, les coefficients @ sont des fonctions périodiques.
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Les coefficients @, n'ayant évidemment pas d’autres points singuliers que ceux
des fonctions y;; elles-mémes, n’ont d’autre point singulier que I'infini.

Enfin, le déterminant D n’étant pas identiquement nul, les fonctions y;;
forment un systéme fondamental de solutions du systéme d’équations (A).

103. Considérons maintenant deux systémes fondamentaux de solutions du
systéme d’équations (A). Nous représenterons leurs valeurs par y;; et 1,5, et leurs
nouvelles valeurs par Y,;; et H;; quand la variable x a passé du point z au point
x + w. Les déterminants L et A des constantes qui entrent dans les relations

Yij::ljil}/“—i—.-.—Plju}’m ..
(l,J =1, 2, ...,IZ)
Hij= )\j1}/i1+' A )\jn"‘;in

seront différents de zéro.
Sil’on exprime les éléments n;; en fonction des éléments y;;, on aura les rela-
tions a coefficients constants

nij= Cnyu-+...+ Cmyin,

Hij = Ctiil .o CjzlYi/u
d’ou, en développant les deux expressions de H;j,

Hij: (le l“ —+ .. 4 Cj/lllll).}/il ~+- .. .—*‘(leljn-i-'. . C‘jnllHZ)}/l'lly
Hyj= (i Criteo o= M Cr)yin+. oo+ (M1 Crn+ o oo+ 20 Con)Vins

on aura
Cinlyy+...+Cjply= MG+ o+ )\/-,lC,“';

on en conclut (n° B88) que les diviseurs élémentaires du déterminant

l“——E PEPES l,“
R(s)=| ......

lin cor dpn—c=

ne dépendent pas du choix du systéeme fondamental de solutions qui sert &
Jormer ce déterminant.

104. Posons, en général
Yz’j = lji,}’il R o ljn}’z’m

les coefficients / étant indépendants de l'indice ¢{. Nous venons de voir que le
déterminant R(¢) conserve les mémes diviseurs élémentaires quand on change le
systéme fondamental de solutions. On a vu, d’autre part (Chap. I, n° 53), qu’on
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peut former a priori un déterminant ayant les mémes diviseurs élémentaires que
le précédent. Ce déterminant R'(¢) est

Ri(e) = | .

Il résulte de 1a qu’on peut faire une double substitution de la forme

yvij=Cuyin+-o-+ CinYin,

’
ri; = Cljz'“ -+ ...+ C,lj.Ti,,,

qui rameéne a la fois la forme

Ty Y“ e o= .Z',',,Y,',,
a la forme
. i Yy oo+ 2h Yo,
et la forme
i)Y+t TinYin
a la forme
x;‘l.}/’il R xlin}’;’n

les ' et les Y' étant les anciennes et les nouvelles valeurs d’éléments qui corres-
pondent au déterminant R'(¢).

Or, si l'on considére la forme de ce déterminant par rapport aux coefficients
qu'on appelait / d’une maniére générale, on voit qu’on a les relations impor-
tantes

Yi =y,

7! r ’
Yi,=caYia+ Y,
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On tire de la le théoréme suivant :

Soient (s, — €)%, ..., (s,— )% les diviseurs élémentaires du déterminant
R(c), et il importe peu que les binomes ¢y —«, ..., g,— ¢ soient distincts
ou non, on peut trouver un systéme fondamental de solutions dont les élé-
ments se groupent d’aprés les relations

Yir = enyit,
Yio= epyir + Vit

Yie). = epVien—+ Vien—1s
(en— e)en étant U'un quelconque des p diviseurs élémentaires de R (z).

105. On peut arriver aux relations précédentes en partant d’un systéme fon-
damental quelconque de solutions, et en substituant & ses éléments d’autres élé-
ments qui leur soient liés par des relations linéaires et homogénes indépendantes
et & coefficients constants convenablement choisis.

Le choix de ces coefficients est déterminé par des procédés identiques a ceux
qu'on a exposés au Chapitre Il (n° 68 et suivants) dans une question absolu-
ment analogue.

106. Posons

f(z)=w(x) +zw(2)+...+ 2" 1w, (),
les fonclions ® satisfaisant aux relations
I =cw,

lorsque dans ces fonctions z varie de # & x + . On dit dans ces conditions que
chaque fonction uniforme @ () est périodique de seconde espéce & la période v
et au muldiplicateur c. Sie=1, on dit simplement que w(z) est périodique.
On peut dire aussi que w(z) est périodique de premiére espéce.

Toute fonction uniforme satisfaisant a la relation

I =¢w, ou w(x+w)=ctw(x),
peut étre représentée par I'expression
w(z) = e p(z),

ot l'on a ¢ =e7®, et olt p(x) est une fonction périodique de premiére espéce.
En effet, le produit e7"*w(x) est périodique de premiére espéce.
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107. Pour chaque groupe de solutions satisfaisant aux relations

1= &)i1

is= tYis + Vi1,

Yim= EYVim—+Yi,m—1,
on pourra poser

Yim= fi($)7
Yim—1=¢ A fi(x)v

(152)

Y=z 1A, fi(x)’

absolument comme dans les n° 80 et 81 du Chapitre IV, les différences A étant
prises par rapport a I'accroissement o de z. Vérifions, en effet, que ces formules
sont vraies. Nous aurons

Yp= ekl A/;f(.’l‘ —l—(.o)
= k1A f(@) 4+ Mg f(2)]

=Y m—k+ Ym—k-1-
Mais, dans le calcul de A #(z), il faut bien remarquer que 'on a
f(@)=o(2)+2w:(2) +...= e[ pr(2) + 2 py(2) +... ]
de sorte que l'on a

f(@ 4+ w) = eroers[ py(z -+ w) + (2 -+ 0) pa(z + ©) +...]
ou
Sz +wv)=c[o(x) +(r+ v)ws(x) +...],

et, par suite, dans le calcul des A successifs de f(x), il faut changer z en z + o
seulement en dehors des coefficients w(z), ces coefficients étant considérés
comme des constantes, et ensuite multiplier par ¢ a4 chaque nouvel accroisse-
ment A.

On peut encore dire que chaque groupe de solutions peut étre représenté par
des expressions de la forme

. — erxepl
s Yim = €@y

. — el'T 1 ; 2
(,}/z,m-l—e Pim— x?i.m—l]:

(153)

............................. s
. — el'x 1 2 m--1,M
(}’u =erto} + ro} +...+amtoli ],
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les fonctions ¢ des seconds membres étant périodiques de premiére espéce, et
lides entre elles par des relations qu’on déduit facilement des équations (152).

108. On peut considérer les équations

dy
dx

(A) =anYr1te..+QinYn

a coefficients constants comme des équations a coefficients périodiques, de pé-
riode arbitraire . Considérons le groupe précédent de solutions. 7 y est arbitraire
avec . Mais, si 'on se donne o, r est déterminé par la relation ¢ = ¢™. On re-
trouve le résultat bien connu, c’est-a-dire que les racines ¢ de I'équation fonda-
mentale sont lides aux racines r de Péquation caractéristique par la relation
e=Ce", C étant une constante. De plus, on trouve que les formes sont celles qui
conviennent aux éléments des solutions du systéme (A).

109. Considérons maintenant un systéme d’équations

dv;:
(A) diafzai,_p—i-...—}-a,-,,_y,,,
dont les coefficients a sont doublement périodigues, et dont I'intégrale générale
est uniforme, avec le seul point = oo pour point singulier.
Nous poserons, d’une maniére générale,

Pu(z)=owo(x)+x o (x) +...+2"0,(2),

les fonctions w(x) étant périodiques de seconde espéce, a la période w et au méme
multiplicateur ¢, et

P'm(x):w;(z)"‘a"w,ﬂ(z)"""""xmmlm(l‘)»

les fonctions ©' étant périodiques de secconde espéce, a la période ©’, et au méme
multiplicateur ¢’

D’aprés les formules (152) du n° 107, le systéme (A) admet un systéme fonda-
mental de solutions dont chaque groupe est de la forme

Yim = Po,i(-z'),

(154) Yi,m—1= Py (@)

Ce groupe appartient a un multiplicateur ¢, racine d’une équation fondamentale
R(s) =o. '
Fac. de T. — IX. 5
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D’ailleurs, d'aprés les théories générales du Chapitre IV, toute solution appar-
tenant au méme multiplicateur est une combinaison linéaire d’éléments caracté-
risés par les relations (154). Observons cependant qu'il peut y avoir plus d’un
groupe de relations de cette nature.

En d’autres termes, soit R(e) = o’équation fondamentale aux multiplicateurs;
Sy €2y « - ., &y les racines distinctes de cette équation. A I'une de ces racines ¢
d’ordre de multiplicité px correspondront un ou plusieurs groupes de relations de
la forme

& I

Vim o PO[('T)

............... , (K=1,2,..0,9),
* _ ot

Yit '_‘Pmkr—i(‘z‘>

de maniére que, vx étant le nombre de ces groupes, le nombre total des relations
soit px. Toute solution appartenant au seul multiplicateur e est une combi-
naison linéaire des py solutions précédentes.

Ce théoréme résulte de considérations identiques a celles qui terminent le

Chapitre I'V.

Mais on peut le démontrer directement sous 1'énoncé suivant :
S’il existe une relation identique de la forme
(155) CiAp+...+Cpiy=o0

entre des solutions formant U'ensemble A;, appartenant au multiplicateur ¢y,
des solutions formant U'ensemble A;, appartenant au multiplicateur ¢, .. .,
des solutions formant Uensemble Ay, appartenant au multiplicateur e, ; les G
étant d’ailleurs des constantes, on a séparément

An=o, Ap=o, RN Ay =o.

En effet, donnons & z les valeurs successives x 4+ 0, & + 20, ..., &+ —10,

et désignons par FJ;, F7s

m, Fo, L., Fi les coefficients des plus hautes puissances de x

dans les groupements A, ..., Ay, nous aurons
CiAj(z + o)+ .+ CuAp(z+ o) =0 (M=10,1,2, cooy o —1).

Silon élimine les C entre ces p équations et si 'on ordonne I'équation ob-
tenue par rapport a £, on aura

(156) Fip = xFi2+...+x’ﬂF;"u=o,

ou les fonclions F sont périodiques de seconde espéce au multiplicateur ey ez ... ey.



\ . . . \ r
SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES. 35

Cela résulte de la forme méme de cette équation quand on Péerit

’ A”(_Z’) e Aiy,(w)
An(z + w) A (2 + )
= o.
Ap(z+p—i1w) ... Aig(x+;:Tw)

De plus, la relation (156), dont le premier membre est considéré comme un
polynome en z, doit étre identique, sans quoi 1'équation algébrique de degré v,
ea x aurait une infinité de racines. En effet, cette équation pourrait aussi s’écrire

(182 g Fi+ (2 +20)Fa+. ..+ (2 + do)1F = o,

quelle que soit la valeur de X. Il faut donc que le coefficient FJ, soit nul en parti-
culier. Or, ce coefficient est

€y EP-
F;"u(x) = e} Ce sa F;ﬂ; F?; L. F?v:s
=1 el 1
g u

c’est-d-dire que F}}, (x) est un produit de facteurs dont aucun n’est nul par hypo-
thése.

Donc, la relation (155) ne peut exister que si 'ona Cy=o, ..., Gu=0, ou
encore, la relation ne peut résulter que des relations séparées

Au:O, ey Am: 0.

110. Le théoréme précédent se traduit d’une maniére remarquable par un
rapprochement entre deux déterminants R(e), R(¢').

Considérons, en effet, les groupes des solutions qui correspondent a la pé-
riode w et au multiplicateur ¢; comme formant un groupe unique; appelons G ce
groupe. Le nombre des solutions contenues dans G est pg, c’est-a-dire le degré
de multiplicité de la racine ¢4 dans I’équation R(e) = o.

Toute solution qui admet le seul multiplicateur ¢4 se tire d’ailleurs de G par
des combinaisons lindaires. . ’

Cela posé, soit ¢;;(x) une solution quelconque contenue dans G, ¢, (z + o')
sera aussi une solution puisque les coefficients du systéme différentiel proposé (A)
admettent aussi la période w'. On devra donc avoir

9ij(@ 4 w') = L gi+. . .+ L Gipy (J=1,2, 00y i)
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Ces relations étant absolument les mémes que les relations (151) du n° 101, on
en déduit immédiatement les mémes conséquences, a savoir celles du n° 104.

On peut diviser les relations ¢;j en groupes correspondant aux diviseurs
élémentaires du déterminant

LP<k1 . Lpfkllk_ S,

de maniére que, si (e, — ) est un diviseur élémentaire de R(¢'), on ait un
groupe de solutions linéairement indépendantes qui satisfassent aux relations

(157) Yidzs;zyi6+.)/i,¢—l (0':1,2,...,6};)-

Nous retiendrons de ce théoréme qu'a toute racine distincte de I'équation
R(s)=o correspond au moins une solution satisfaisant a l’équation Y;=¢'y;,
¢/ étant une racine de R (') = o, et nécessairement aussi une racine de R,(¢')=o,
c’est-a-dire de Uéquation fondamentale relative a la période v'.

En conséquence, puisque & toute racine ¢ correspond au moins une racine ¢ et
réciproquement, il faut que les deux équations R(s) =o, R((¢') =0 admet-
tent le méme nombre de racines distinctes et ces racines correspondent au
nombre de groupements incompatibles entre eux qu’on peut faire avec les solu-
tions, comme on ’a expliqué au numéro précédent.

111. Maintenant que les déterminants R(c), R(¢') ne se décomposent pas en
diviseurs élémentaires paralleles, le fait est possible, comme I’a prouvé M. Floquet
[Sur les équations linéaires & coefficients doublement périodiques (Annales
de 'Ecole Normale supérieure, n° 29; 1884)]. 1l existe cependant des rapports
entre les deux décompositions en diviseurs élémentaires et la nature des solutions.
Par exemple, si I'un des déterminants R(¢) n’a que des diviseurs élémentaires
simples, il en est de méme de R(<') et le systéme proposé a tous les éléments de
ses solutions de forme doublement périodique de seconde espéce (Froquer,
loc. cit., n° 6). Sans insister sur ces considérations, malgré l'intérét qu’elles pré-
sentent, nous signalerons les beaux résultats donnés dans un cas particulier par
M. Picard (Journal de Crelle, 1881).

~ Considérons les trois équations

[ du
e =—A¢ +Bw,
dy
(158) T = Au—Cw
ﬂ:——Bu+G

dzx
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Remarquons en passant que ce syst¢tme jouit de la singuliére propriété de
coincider avec le systéme obtenu en changeant les signes de A, B, C et en permu-
tant les coefficients symétriques par rapport a la diagonale principale du détermi-

nant
o —A B

Nous reviendrons d’ailleurs sur ce point, et d’'une maniére plus générale, dans
le Chapitre VII.

Nous supposerons que A, B, C sont des fonctions doublement périodiques
ordinaires de z aux périodes 24 et 27&’.

Admettons que les éléments du systéme (158) soient des fonctions uniformes
dans tout le plan, comme les coefficients des équations proposées.

(a). Soient

‘ U, Vi, Wi,

(159) ¢ Uz, 93, W3,

( Uz, V3, W3
trois solutions distinctes. On aura identiquement
(160) UpUn—+VmOn—+ Wy Wy = Cpy, (m,n=1,2,3),

a cause des équations (158) satisfaites par deux solutions quelconques, méme
confondues pour m = n. Il y a six relations de la forme (160).

Nous imaginons que chacune des solutions correspond a un multiplicateure,,
pour la période 2k et 2 un multiplicateur ¢, pour la période 2¢%’, m prenant
les valeurs successives 1, 2, 3.

1° Supposons que les constantes C,y, C,,, C33 ne soient pas nulles toutes les
trois, et soit Gy, 2 o .Alors la fonclion u? + ¢2 -+ w? admettant les multiplicateurs
e} et ¢} et n’étant pas nulle, on devra avoire? =¢* =1, puisque le changement
de z en z 4 2k et en x + 20k’ ne peut altérer C,,. Donc le systeme (158) admet
au moins une solution doublement périodigue.

2° Si l'on a C,, = C,, = C;; = o, les trois aulres constantes ne peuvent étre
nulles & la fois. Car, si les six constantes étaient nulles, on tirerait des équations
(160), pour une solution quelconque U, V, W,

U2+ V2 W2=o,

ce qui est impossible puisque, pour une valeur donnée de z, on peut imaginer
arbitrairement les valeurs de U, V, W.
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Soit alors Cy52 0. La fonction
Uy Uy P10+ V] Wy

admettra les multiplicateurs ¢, ¢, et ¢ ¢}, et aura une valeur constante différente

de zéro. On aura donc
g1eg = gh ey =1.

Mais le déterminant formé par le tableau (159), a pour valeur
Cefo-xdx = une constante.
!

D’ailleurs, il admet les multiplicateurs ¢, 53¢, et €, ¢,¢;. On a donc aussi
.

’
€3 =1.

o~

c18a83 =€} e

Il résulte de ce qui précéde que I'on a

Il

gg=sy=1,

c’est-a-dire que le systéme (158) admet encore au moins une solution double-
ment périodique.

(B). Nous rappelons que nous appelons fonction périodique de seconde
espéce toute fonction qui admet les deux multiplicateurs ¢ et ¢’ dont 'un au
moins différe de 'unité, et nous avons supposé, dans le cas («), que le systéme
(158) admettait trois solutions de cette nature. Nous en avons conclu I'exis-
tence d’une solution doublement périodique au sens ordinaire du mot.

Nous supposerons maintenant que le systéme (158) n’admet que deux solutions
Uy, 94, et iy, 03, w; doublement périodiques de seconde espéce, el nous imagi-
nerons une troisiéme solution us, ¢y, w, distincte des premiéres. Nous avons vu
dans la théorie générale qu'on peut choisir cette solution de sorte que 1’on ait

us(x +2k) = ¢ uy + auy,
o3(z +2k) =¢105 + avy,

wo(x + 2k) = ¢, wy+ awy,
a étant une constante; on aura aussi et en méme temps

Ug(x—+ 21k')y = ¢} uy + buy,
o3 (2 +20k') = &) wy+ vy,

wy (2 +2ik') = & wy+ bwy.
Si Pune des constantes Cyy ou Cy3, par exemple C;, n’est pas nulle, on a vu qu’il

existe une solution doublement périodique.
N * . < (el v
Le seul cas a discuter est celui ott on a C;; = C3;3=o0. Si C,, n’est pas nul,
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on aura el=¢?==1, car Pexpression u; us + ¢4 vy - W, W, se transforme, par
le changement de z en z + 2k, en e} (uy us + 0y 02+ W, ;). Onauradoncej=1
et de méme ¢;? = 1. Donc il existe une solution doublement périodique.

Si Cyy, Cs3, Gi5 sont nulles a la fois, soit Cy; 2 0. L'expression uj -4 ¢ -+ v}
devient, en changeant z en z + 2k, ¢2(uj + ¢ + w}), d’ot L'on tire encore les
mémes conclusions que dans les cas précédents.

Si Gy, Cs3, Cys, Cyo sont nulles & la fois, soit szo, on aura sgje3=1, el, si
enfin C,;= o, on aura encore la relation ¢;¢; =1, car on a

Uyity—+ 003+ wawz = Cyg,

et nécessairement Cy3S0, comme on I'a vu plus haut.
Mais le tableau (159) est un déterminant constant qui donne les relations

2 U ’
eleg=1 et gley =1,

quand on change x en x + 2k ouen z + 2ik’. Donc, & cause de I'une des relations

"

=1, ei=1 ou gye3=1,

et de celles qu'on vient d’écrire, 'un des multiplicateurs &, ou ¢; sera égal a 1,
Pautre ¢’ étant égal a == 1. Dans le cas de ¢'=—1, on considérera la période
4tk'. Donc, il y a une solution doublement périodique comme dans les cas pré-
cédents.

(Y)- Supposons enfin qu'il n’y ait qu'une solution u, ¢, w,; doublement pério-
dique de seconde espéee, deux autres solutions pouvant étre choisies de maniére
a satisfaire aux relations

Uy(x +2k)=-¢c u, + auy,
vi(x +2k) = g 09+ avy,
wa(x +2k) =¢e wy+ awy,
us(z +2k)=¢cuz + bus + cuy,
v3(x + 2k) = gy05 + boy + coy,

wi(x +2k) =g w3+ bwy+ coy.

On verra, au moyen des équations (160), que 'on a toujours e = 1. D’ailleurs
le déterminant (148), qui est constant, permet de poser ¢ =1 : on aura donc
ey=1. De méme, ¢, =1. Il y a donc encore dans le cas () une solution double-
ment périodique.

112. Pour déterminer les formes analytiques des éléments des solutions satis-
faisant a la fois aux conditions (154) du n° 109 et aux conditions (157 ) dun° 110,
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nous rappellerons d’abord quelques propositions de la théorie des fonctions
elliptiques.

On démontre l'existence d’une fonction § satisfaisant aux relations

0(z +w) =0(x),
_2my=l
O(x+ow)=0(x)e ©

(x+c)
2

De ces relations on déduit, en prenant les dérivées logarithmiques,

0(x+w) 0(2)
W(z+w) 6(z)

V(z+o) _0(z) omy—1

Bz+ow) 0= o
d . 0'(z) .
e sorte que, si 'on pose Z(z) = 8z O" 2 les relations

Z(x +w)=12Z(r).
Liz+ow)=2L(x)+q,

wg =—27 —I.

Au moyen de la fonction Z(z) construisons les fonctions

u(z) = -Q—T%Z(x) et (a;)=_-2._°°“’_:_l [Z(gg)__qm_x].

Nous aurons les relations

u(x +w) =u(r), u(z+w) =u(r)—w,
u(z+ow)=u(x)—uo, w'(x+w')=u(z)

et
u+u—+x=o.

Nous allons montrer qu’on peut exprimer les éléments des solutions des systemes
a coefficients périodiques et & intégrales uniformes au moyen de ces fonctions
w(z) et v (x).

113. Considérons I'expression
Pu(z)=wo(2)+...4+~ 2" ©n(T),

de multiplicateur ¢ par rapport i la période , et admettant o comme seconde
période avec le multiplicateur ¢'; nous aurons

P(z +uw') = ¢P(x),
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c’est-a-dire

B (2 + ')+ (2 + )51 (2 + o) +... - (2 + 0 )E, (T + ')

=¢[m () +2xm(2)+. ..+ 275, (2)].

Identifions les deux membres par rapport aux diverses puissances de x, nous
aurons les m 1 équations

m—k+1
m/ll—].‘(-z’ -+ UJ,) +fw’m;n_k+1(x -+ (.L),)

N (m—k+ 0)(m—k—+2)

5 02w (Z+0') 4. ..

- (m——/r—l—I)(m—/c—}—z)...(m—l)mm,kmm(z_’_w,)

1.2...k
=a'mm_1,-(x) (I{:O,T,‘Z, ey ).
Ces équations donnent
[ ®pE+o)=do,(z),
r ’)z ’ ’ 1
Tm—1 (2 + w )'-:'—TE w'wy () + ' wpa(2),

pmim—n)...(m—k-+r)
1.2...k

(161) Bp—i(Z + )= (—1) fw'tw,,(z)+...

m—k+1
— ———— W' my 1 {Z)+ i (),

De ces relations, nous déduisons les conséquences suivantes.

Soit posé
T () = oo (@),
on a
Bm—(x 4+ ') _ Bm—1(x) —_— e
mm(-”“‘ wl) @ (x)
Par suite, la fonction
©yp— (2
O (7) )—mu(x)
By (7)

est uniforme et périodique aux deux périodes » et w'.
Soit y, («) cette fonction doublement périodique.

Posons
, . Xl(x)mm(x) = 'GJw({I)).
Nous pourrons écrire
m
- 1(2) = o (2) + Twoo(x)u(-z')~

Fac. de T. — 1X. (8
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Nous allons montrer que I'on peut poser, en général,

wm——k(z) = mko(x) -+ m— kit mk—l,o(z)u(‘”)
(162) + (m—k+21).(2’"'_k+l)wk_2’0(z‘)u2(.z')+...
- 2 T () (a).

Admettons que la loi soit vraie pour lindice Xk — 1, nous pourrons toujours
écrire la relation (162) ot wx () est une fonction & déterminer.

Cette fonction wx, () sera nécessairement uniforme, périodique de seconde
espéce avec la période w et le multiplicateur ¢; nous allons voir qu’elle admet
encore comme les autres fonctions w, la période w' avec le multiplicateur ¢'. En
effet, on a

, ,m—k—+1 ,
Bm— k(T 4+ 0') =B (7 + 0') +¢ ——I"—G’k.i,o(z)[u(x)“ ']+,

+s,m(m——1)...m——k+l
T.2...k

woo(@) [ u(@) — ' |E.

D’ailleurs, 'une des relations (150) donne

km(m—l)...(m—k-i—l)s,

Bp—i(Z +0)=(—1) ok w%wy(z) +...

m—k-1
I

—i—s'[m‘ko(x)-i— mk_,,o(x)u(x)+...]'

En égalant ces deux valeurs de &,,_x (2 + '), on a
Tro (@ + 0') = 'Bro (2),
ce qui démontre la proposition qu’on avait en vue.
11%. On déduit de ce qui précéde que l'on a

Pu(z) =wy(2)+...+ "5, (x)

=[®mo(®) + 2B pm—1,0(x) +... 4+ "W ()

+ u(Ix) [Bm—1,0(2) + 22Bm—2,0(2) +. ..+ mam=twg(z)]
e e, e RN e
-+ Mrn(m—l)...z-lwoo(z‘)-

I.2...m

Chacune de ces parenthéses est une dérivée de la premiere d’entre elles, lors-
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qu’on y considére les fonclions wj, comme des constantes. On peut écrire, avec
cette convention,

u(z) oll(z) [u(z)]m omI(x)
Pm(:l‘):ﬂ(.z‘)—l- ——I —_——0.’1) +"'+—_x.2...m ————dx'" .
Remplacons # par z + u(z) en dehors des mj,(z) dans II(2), nous aurons pré-
cisément ’expression P,.(x) que nous venons d’écrire.

Mais # + u(z) =— «/(z). On a donc
Pu(2) =wmo(2) — m,n_i,o(w)it'(w) + Bm—2,0(@)[ W ()24 .. (= 1) w0 (2) u'" (2),
ce que 'on peut écrire

Pu(z) =mo(x)+ m(2)u/ (%) 4. o .4 Ty (2)u'm (2),
en posant ’
(=Y ®m—jo(2) = 7(2),
et en particulier
T (Z) =(—1)"wo(2) = (—1)"®, (2).

Donc, quand la forme P, admet le multiplicateur ¢ pour une seconde pé-
riode w', on peut poser

(163) Pp = m(2) +.. .4 wp (@) u'm(2),

les fonctions w(z) étant doublement périodiques de seconde espéce et aux
multiplicateurs ¢, ¢ avec les périodes w, o'. Les deuz formes de P, sont tou-
jours du méme degré en x et W' (x). Car les coefficients wy(z) et m, (z) des
termes du plus haut degré sont égaux au signe prés.

113. De méme, I'expression P, au multiplicateur ¢’ avec la période o', admet-
tant w comme période de seconde espéce au multiplicateur ¢, peut se meltre
sous la forme

(16%) P, =) (@) + w (@) u(z) +...+ T () u' (2),
les fonctions 7 étant périodiques doubles de seconde espéce.

116. Siune fonction F(z) peut se mettre sous les deux Jormes P, (x) et
Py (z), on peut lui donner la forme (163). De méme, si elle admet les deux
Jormes Po(z) et P, (z), on peut lui donner la forme (164).

Cet énoncé est le résumé des numéros précédents.

117. Cherchons maintlenant I'expression d’une fonction F(x) capable des deux
formes P, () et P, (z) ot aucun des deux nombres m ou 7/ n’est nul.
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Supposons que I’on puisse ramener la forme

Pu(z) =wo(z) +...+ 2" wy(2)
a la forme

Po(2)=wy(2)+...4+ 2" w5, (x).
Il faudra que I’on ait identiquement
W (X)) + ...+ ey (2)= P/m’(x)v

et par suite, en changeant Z successivement en z - w, x4+ 2w, ..., on aura les
relations

‘ To(2) 4. ..+ 2" wy(2) =P (2),

(165) cw(z)+...+ (x +w)ew,(x) =P, (z+ ),

A R et C et st cenans

\ e (Z) .o+ (2 + mo)mem ey, (2) =P, (z + mo)

suffisantes pour déterminer @y (), ..., ®,(2). On aura
[ ’ ’
wp(x)= i [A Pu(z) ...+ A0, Py (2 + mw)],

et 1l est facile de calculer les déterminants A.

Dans le dénominateur commun A, on peut mettre en facteur

mm—+1)
2

: )

sl+2+.+m —

et I'autre facteur devient le produit des différences mutuelles des m +1 quantités
Z,x+w, ..., £+ mo, c’est-a-dire est égal a

m(m-+1)
w 2 Lamoomst(m—1)2ml.
On a donc

m(m-+1)
A=(ew) 2 ,1momtl, (m—1)2ml.,

Quand a I'un quelconque A; des autres déterminants, on I'obtient en suppri-
m(m+11

mant la (j + 1) ligne et (k +1)¥™ colonne. On peut donc mettre ¢ 2
en facteur et 'on a un second facteur qui est le produit des différences mutuelles

]

des m quantités £ + o (oW h=0, 1,2, ..., 7 — 1,7+ 1, ..., m) multiplié par
la somme S; ,,_x de leurs produits m — &k & m — k. On a donc, aprés un calcul
facile,

m(m+1) mim—1)
Aj=(—1)m+ke 2 w 2 gm-loom=2 (m—1)1C,S; ur,
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d’ot ’on tire
A
A

Clu =78yt

= (— 1)m+k
(=1 (aw)’”l.z.,.m’

ou C/, est le nombre des combinaisons de m objets j 4 j.
Par suite, on a
Ch So,m—kam Pl(z)— G}, Sj,m—k em=1P" (2 + w)
(__])k B I R T PP C ettt e
mk(&l’) = _—_Tu))"l[ 5 .’_n_ I / .
(s e + (— )P CR 1 eS g s Pr (@ +m —100)
+ (—1)m G Sm,m—/cP,m'(Z' + muw)

(k=o,1,2,...,m).
Si P'on pose d’une maniére générale
flz+mw)—Cotle flz+m—iw) ...+ (—O)mem flz) = f(z),

on aura, en particulier,

I am ,
" Sus Pl (@)

By (2) = Goyni.a...m

On voit, par conséquent, que w;(z) est une fonction linéaire homogéne des
quantités P (z), ..., P, (z+mw), dontles coefficients sont des polynomes en
tous de degré m — k. Or, ces quantités P' sont des expressions de méme forme
que P, (z), de méme multiplicateur ¢’ et de méme degré m’. Donc wi(x) est
une expression de la forme P, (2) de méme multiplicateur ¢ et d'un degré égal
ou inférieur a m'+ m — k.

Faisant successivement k=m, m—1, ..., 1, 0, on aura pour @, (z),

i

B (Z)y « o+, B (&), wo(2) des expressions de la forme P/,

(z) du méme mul-
tiplicateur ¢/, mais de degrés respectivement égaux ou inférieurs a m/, m'+1,
m' -+ m —1, m'+- m. Les coefficients des termes dua plus haut degré sont dans

ces expressions

— C})z ane 1
owé wlﬂ’(‘”)?

(166) (ew)m1,2,...m

(—1)m G
)Gt o510 (),

{ C’O)Z N !
s (ew)m1.2...m St B (),
|

(ew)mv.2...m

et ne difféerent mutuellement que par des facteurs constanls.
Donc, si les deux formes P, (z) et P, (x) représentent une méme Jfonction,
chaque coefficient de 1'une admet la forme de 'autre ainsi que son multiplica-
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teur, mais avec un degré égal ou inférieur & la différence entre m 4 m’ et 'expo-
sant de la puissance de z qui multiplie ce coefficient.

Pour m'= o, on voit que w,(z) est du degré zéro, c’est-a-dire, ce qu’on a
déja vu, que si P, (z) admet la période o' au multiplicateur ¢/, le coefficient
wn(x) de la plus haute puissance de z est doublement périodique de seconde
espéce comme P, (x) lui-méme.

118. Soit maintenant F(z) capable des deux formes P,(z), P, (z); il faut
que les coefficients ;(z) de Py(z) soient de la forme P}, (z) avec des degrés
respectivement égaux, en général,  m', m'+ 1, m'+ m. On aura donc

Bt (2) = Bho(2) +. ..+ 2w () (k=o0,1,2,...,m),

les fonctions ' 4 deux indices étant entiérement analogues aux fonctions w aun

seul indice dans P/, («). Remarquons que I'on a, d’aprés la formule (166),

(— I)k Cfn am

B, mak(T) = { Sae Wi (2)-

sw)?1.2...m
Mais le second membre de I’équation (166) admet comme le premier membre
la période w et le multiplicateur e. On a donc

Donie(2) = Wyo (@) + My (&) (@) 4+ o o W i n () W'+ (2),
ott les fonctions II' sont doublement périodiques de seconde espéce aux multipli-

cateurs ¢ et ¢,

Rappelons en méme temps que l’'on a
Hllc,m/+lc('z') = (—1)ym'+k w'l;,m'+k(‘z')-

La fonction considérée F(z), qui est égale & P,.(z), s’exprime de la maniére

suivante
F(-’l') = U+ 2Umsm—1+.. .+ a2m Uy,

en désignant par U, _x un polynome en u(z)de degré m' + k, dont les coeffi-
cients sont doublement périodiques de seconde espéce aux multiplicateurs ¢ et ¢'.

119. Si l'on dirige le calcul de maniére que I'expression P, (z) soit suscep-
tible de la forme P,,(z) on obtiendra pour F(z) 'expression

’ ’ ’ !
F(z)= Ui+ 2 Uiy + oo =27 U'ns

on U’ désigne un polynome en «'(x) de degré m—+4, dont les coefficients sont
doublement périodiques de seconde espece aux multiplicateurs ¢, €.

Nous nous proposons de mettre F(x) sous une forme finale qui renferme a la
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fois les deux formes P, (z) et P, (z). Mais nous aurons besoin de quelques

m!

théorémes préliminaires.
120. Sile polynome en u(z)
Yo (@) + 4 (@) w(@) ...+ Y (@) up(2),

dont les coefficients ' admettent la période o' au multiplicateur ¢, est nul
identiquement, tous ses coefficients sont identiquement nuls.

On a, en effet,

Yoz +ko') + (2 + ko) u(z+kw') ...+ (2 + ko) ub(z + ko') = o,

ce qui s’écrit, en divisant par ¢* et quel que soit I'entier £,
Yo(z) + ¥ (2)[u(z)— k'] +.. .+ u(z)— ko'le=o.

Le polynome en 3z
bo(2) + 4 (2)s +. ..+ 4 (2)ap

a donc infinité de racines et, par suite, les coefficients ¢/

sont identiquement
nuls.

De méme :

Si le polynome en v/ (x)
bo(2) + Yu(z) W (@) +...+ Yo (@) [W/ (2)]¢,

dont les coefficients admettent la période o avec le multiplicateur e, est
identiquement nul, tous ses coefficients sont identiquement nuls.

De ces deux théorémes, on déduit que :

St un polynome aux variables u(x)etu'(x), dont les coefficients admettent
les périodes v et o' et les multiplicateurs ¢ et ¢, est identiquement nul, tous
ses coefficients sont identiquement nuls.

En effet, ordonnons-le par rapport & u(x). Les coefficients de u(z) sont de
la forme ', donc ils sont séparément nuls. Mais ce sont des polynomes en «'(x)
dont les coefficients sont de la forme ¢ (z). Donc les divers coefficients de ces
polynomes sont identiquement nuls.

Comme corollaire :

Si deux polynomes aux deux variables u(z), ' (x) dont les coefficients
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admettent les périodes w et v’ avec les multiplicateurs ¢ et ¢' sont identiques,
tous leurs coefficients sont identiques chacun a chacun.

121. Nous avons trouvé
F(.Z‘) =Upm+2Unmam—1+...+2mU,.

En dehors des U remplacons x par — [u(z) + «/(x), ce qui est possible,
puisque I'on a par définition

u—+u'+xz=o.
Nous aurons

F(z)=Unam—[w(2) + ' (@) Upsma+.. .+ (—D)"[u(x) + v ()] Uy

C’est un polynome aux deux variables () et ¢/(2) 4 coefficients doublement
périodiques de seconde espéce, de degré m en u/(z). Je dis qu’il est de degré m/
par rapport a u(z).

En effet, on a aussi

F(z) = Ul — [u(@) + &(2)] Uiy . .+ (— 1) [w(@) + 0 (2)]7 Uy,

et cetle expression doit éire identique & la précédente. D’aprés les théorémes
du n° 120, il faut que F(z) soit du degré m’ par rapporta u(z).

En résumé :

S¢ une fonction ¥ (x) est capable des deux formes Pp(x) et P, (x), elle
coincide avec un polynome aux deux variables u(x) et u'(x) a coefficients
doublement périodiques aux périodes w et o' et aux multiplicateurs ¢ et ¢';
elle est de degré m + m' en général, et est toujours de degré m en u'(x) etde
degré m! en u(z), et ne peut sexprimer ainsi que d’une seule maniére.

122. Nous avons vu que, dans tous les cas, le systéme (A) du n° 109 admet m
solutions distinctes susceptibles chacune des deux formes P et P'.
[l résulte de ce qui préceéde que les éléments de ces m solutions peuvent étre

mis sous la forme
yie= Ru(u, v, x),

ou R(z, u, ') désigne une expression de la nature de F(x) dans le numéro pré-
cédent.

123. Comme exemple d’intégration du systéme (A), nous rappellerons que
M. Picard a intégré le systéme

du © dy u w dw [

&R & R &
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ou R et 7 désignent les deux rayons de courbure d’une courbe dont I'arc ests,
et u, ¢, w représentent les neuf cosinus des angles que font avec les axes de
coordonnées la tangente, la normale et la binormale de la courbe. M. Picard a in-
tégré ce systéme de la forme du n° 111 dans le cas ou 1’on a

L2224, (3 L
R~ "\&) ro 0

a et b étant deux constantes, n un entier positif et dnz la troisiéme fonction
elliptique.

Nous renverrons, pour cet exemple, le lecteur au Mémoire de M. Picard, ot il
trouvera les détails nécessaires pour le calcul, et des explications sur 'origine de
ces questions dans les profondes recherches de M. Hermite sur I'équation de

Lamé

T [n(n+1)k2sn2x +h]y,

ou snz est la fonction elliptique ordinaire de module k&, n un entier positif et /
une constante quelconque.

e €6 O

Fac. de T. — 1IX. 7
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CHAPITRE VIL

DES SYSTEMES D'’ORDRE QUELCONQUE ET THEOREMES COMPLEMENTAIRES.

12%. 11 est facile d’établir qu’un systéme d’équations différentielles d’ordre

quelconque peut étre remplacé par un systéme d’équations du premier ordre.
Soit, en effet,

hjn )""Z . .
(167) Ft( day o dhia dzn .-,d' ">=o (i=1,2,..., 1)

ZyZy =2y 37 92 3ny g0 =
' dx 7 dakis " dx dxhin

\

un systéme de n équations différenticlles, d’ordres variés par rapport 4 des fonc-
tions z,, ..., 5, d’'une méme variable indépendante z. Ce systéme renferme au-
tant d’équations que d’inconnues. Prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées

successives des variables z,, ..., 5,, nous aurons le nouveau systéme

/ dzh—1 (hn—1)
| F;l 2, 2,3 zh—1 1 ey 3 z(ha—1) dznn —
i 3R1y Ry 00y By ’ ’ 1Y Bny vy Ry ) = 0,

dx dx
dzy fiz‘l)"_z) — s
(168) { drz ~ "V ’ de — 1
e , ey e R ,
u—2
fi,zﬂ = 3, di"' —J = gD
dx n e dx L

renfermant %+ hy+-...+ A, équations du premier ordre, si 'on appelle %,
D2y - -+, by respectivement les plus grandes valeurs des nombres Kjry -y hju dans
les équations (167).

[l est évident que l'intégration du systéme (167 ) entraine celle du systéme (168)
el réciproquement.

125. On peut remplacer le systéme (167) par un syst¢éme analogue au sys-
téme (168), mais de forme plus symétrique.

En effet, on suppose implicitement dans le systeme (167) et, par suile, dans le
systeme (168), que les premiers membres des équations, c’est-i-dire les fonctions F
des diverses letires z, 54, 5, ..., sont indépendants entre eux. On pourra donc

. , . , ., dz\%)
tirer de 7 — 1 de ces équalions n — 1 des dérivées —— (=X, ..., A,), et les
q dz ) ’

porter dans 'une quelconque des autres; en d’autres termes, on pourra ¢liminer
n — 1 dérivées dans chacune des n premiéres équations (168), et il faudra que le
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nouveau systéme se présente sous la forme

dz'x)
< - (W wa )
s <I>l-<x, 21, 31, ...,,..(,lu"), ...,Zl;,z:lg, ey zLE””)d—.:‘—’ Tt B ---,Z,L”’)> =0,
16¢
(169) dzla—1 .
-—Bz—:z(“’ (i=1,2,...,n).

Chaque équation ® renfermera une dérivée, sinon on pourrait, sans intégra-
tion, faire disparaitre, par des procédés de calcul ordinaire, 'une des variables
de la question. Chacun des ® renfermera une dérivée distincte, sans quoi on
pourrait égaler les valeurs des dérivées égales tirées des deux équations ® = o
différentes, et ’on aurait une relation ® — o sans dérivées.

Développons le calcul. Soit

- , v ' ) —
(170) (@, 81,37, .0, 80, o B 5, ., E) =0

une équation sans dérivées. On tirerait de 1a 'une des inconnues s} et on pour-
rail I'éliminer entre cette équation (170) et 7 — 1 des n premiéres équations du

systéme (169), de sorte qu’on ait
( (r—1 (r+1 (
(17]) qli(x7 51,5’1, ~-~7z‘“”’ '--7z/c;z,/v7 9 )7zk )7 "'75%.%“75111 --'75#")):0
(i=1,2,3,...,n—1).

I3

En outre I’équation

pourrait étre remplacée par I'équation

r-1  _(r+1) dzji ™t
1 , !
¢ (x, B4, 8'y ey Bg L Ba L, By B, ,Tx——> =o,
c’est-a-dire par I'équation (170) quand on y a remplacé =’ par sa valeur tirée de
I’équation ci-dessus.
Mais si 'on différentie 'équation (150), on a

d_?.;_._d_q’_z’_'_ +diz([)+_diz([+”+ =o0
oz ds ! o~V 05"
R . da{Y
On peut encore éliminer z{” au moyen de la relation ‘;x =z et l'on aura
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finalement le systéme

Y=o,
Yi=o (i=1,2,...,n—1),
(4,—2)
dzy — 2 ) d,zlp'l — S
dx b ’ dx 1 ’
(152) T e e .
(r—2) (r+1) ~(U—2
dzp 5 dzy, — dzy, ) dsp
= . —— = 3 —_— =3 oo —_— —_ =
dz ) 9 dz & ) dx L ) ) dr A )
ety ey e 3 eeeeeearaaanen s ) e ooy
(W,—2)
! d_zf =z’ dz#” - WD
\ dz 3] s e n 9

qui renferme w, ...+ (s —1) +. ..+ u, équations & autant d’inconnues.

Le systéme (172) est équivalent au systéme (169) puisque toutes les conditions
fonctionnelles de ce derrier systéme sont satisfaites dans le systéme (172).

En continuant ainsi, on peuat étre ramené a unsystéme complétement algébrique.
Nous écarterons ce cas.

Donc, en général, tout systéme de n équations dilférentielles & » inconnues
peut éitre ramené a un systéme de la forme dite de Jacobi.

. )
(173) fl(a‘,ynyg.,.--,ym,%>=o (A=1,2,...,m).

126. En résolvant les équations (163) par rapport aux dérivées qu’elles renfer-
ment, on pourra metire lc systéme sous la forme

d
:‘i};‘}\:?)\(xuyh--w}/"l) (A=1,2,3,...,m).

Le calcul est particuliérement intéressant dans le cas ot le systeme (153) est
algébrique, c’est-a-dire lorsque les fonctions I sont algébriques, enti¢res et ra-
tionnelles par rapport a toutes les lettres qu’elles renferment.

Mettons les équations (173 ) sous la forme

‘ Y‘i‘ +f11 (xv Yiseeny ,}/III)Y‘{‘—‘ +...+f1y| (.‘Ir',}/h "'7}/"1):05

/

—

N1
EEN

~

Y;’I’l"+ fnzl (z, N ETRERE) ,}’m)Y‘;ﬁ"_]—"' . '+f"1‘/m('r7 VATIEERR .Vlll) = 0,
oul'on a
dys _ i
doh e
Posons

(175) t=a;Yi+...+amYn,
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les quantités @ étant des indéterminées et formons P’équation
(176) (t—=1t)...(t—ty)=o,

ot N=v, v, ... v, représente le nombre des combinaisons des éléments des
solutions des équations (174). [’équation (176) est rationnelle par rapport aux
coefficients des équations (174), car son premier membre est une fonction symé-
trique des racines de ces équations. On peut donc calculer les coefficients de
Péquation (176) et la mettre sous la forme

(177) R(t)=gol@, y1, ..., ym) O+ ..+ EN(Z, yi, s YY) = 0,

ou les g sont des fonctions entiéres des lettres qu’ils renferment.

Prenons maintenant d’autres constantes & et posons
(178) u=bY +...+ b Y,

ce qui donnera N fonctions w,, u,, ..., uy. Il est évident que, quel que soit z entier
et positif, Uexpression ¢ u, +... 4 % uy sera une fonction symélirique des racines
des équations (174) et s’exprimera rationnellement en Zy Y1y ooy ¥m. Posons
alors
(W +duy =0g(@ Y ),
s Wity oo uxti o =o(@x, Y1, oo Ym)s
(179)
........................................ ,

( N—1 N=-1 o ;

u1t1 +-'-+uN'N —w)—l(‘ra.}/l)"",}/ﬁl)a
et multiplions ces équations par des facteurs indéterminés Incty Mgy o oes by €l gy
nous aurons, aprés addition,

(180) Ui Q(t)) +... 4+ ux Q(Ix) = gowy—1+ A ox_s+..,+— AN—1wy,
a condition que Q soil déterminé par la relation
ot M N2 Ay = Q(4).
Déterminons maintenant les %, de sorte que 'on ait
Q1) = o, cey Q(ty—1)=o, Q(tgs1) = o, Q(Ix) = o,

ou, ce qui revient au méme, a condition que Q(¢) qui est du degré N -— 1 en /.

N . . R(¢ N
et dont on connait les racines, devienne 7(7), c’est-a-dire
— ta

SoN T 4 (g1 o ta) 2+ (&x—1+ &xmaly—+...+ &ty ).
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Alors, en tenant compte de I'équation de définition de Q(¢), nous aurons

M=gi1+ goly,
(8r)y e ,

AN-1= EN—1+ EN—2ly—+ ...+ goti‘l.
En outre, Péquation (180) deviendra

_ SoWN—1+ )\lwx_g—i—. oo )\N_ﬂx)(,

u :
* Q(1y)

Puisque, d’une part, les 2., d’aprés les équations (181), sont des fonctions entiéres
de ¢, avec des coefficients entiers en z, ¥4, ..., ¥m €t que, d’autre part, d’aprés

e R(D
I'équation Tt Q(t),ona

Q(ty) =R (tg) = Ngo 3 '+ (N—1) g1ty 2 +... % gx1,
on voit que u, prendra la forme

CSU@, Yy s YT S0 (X, Y1y ey Yy P SN, Yy ey W)
(182)  uy= M) s
24

ol les S sont rationnels et ot R'(¢,) ne dépend pas des constantes b renfermées
dans uy. En outre, & cause de I'indétermination des constantes @, on peut sup-
poser que R'(#,) n’est pas nul.

Si 'on supposait R/ (¢,) =0 il y aurait deux racines égales dans I’équation (177)
et, par suite, une relation algébrique entre z, yy, ¥2, .-+, ¥m, C€ que Pon ne
suppose pas.

Soit Yyg, ..., Yy la combinaison des solutions des équations (174) qui corres-
pond & 7, et, avec des choix quelconques des constantes b, formons les m équa-
tions
[ aYig .ot amYpa =1g,

(183) b1 Yig vt b Yma = Spty -4 Sx R'(Zx).

N— L Q .
bim—Yia~+. o+ bmm—1 Yma= S1,m—11g e o+ Syym-1i R (2g).

Nous pouvons construire les formules
Ym(: Aipt§—1+. ot ANp:R’(ta),

ot les A sont des fonctions rationnelles de z, ¥4, ..., ¥m et R’(a) une fonction
entiere de degré N —1 en ¢, avec des coefficients fonctions entiéres des mémes
lettres.

Donc, les branches Y,q, ..., Yq des fonclions algébriques Yy, ..., Y, de z,
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Y4y --y ¥m sont formées de fonctions rationnelles d’une seule fonction algé-
brique ¢, et de ces grandeurs z, ¥4, « -+, Ym-

Les coefficients s'expriment rationnellement au moyen de ces quantités, et a
chaque combinaison de branches correspond une valeur de ¢, solution de I'équa-
tion (177) et réciproquement. De plus, la forme des expressions obtenues est
indépendante de l'indice « de ¢.

127. Soit g(z, ¥1, ¥2, + - -, ¥m) le plus petit dénominateur commun des fonc-
tions Ajp, ..., Ay, (p=1,2,..., m), on aura

Ay, — gup(xy BAT -'-1.}'111) .
op — b
é’(x,.}’n ~~-,_}’m)

et gqp et g seront des fonctions entiéres. On pourra donc écrire

Ypd: A’1pt§*1+é’2pt§_2+. ot ng,
g R'(ta)

et, si 'on pose gR(¢)=G(x,t,¥1,..-»¥n), on aura, puisque g ne dépend pas
de ¢,
Gp(.’l‘, tdv Yis oeoy )’m) s
dG(.’l‘, [ou)’h '~-7)’m)
oty

Yo, =

ou G, sera une fonction de , ¢y, ¥1, .-, ¥m, du degré N — 1 en #,. En revenant

. ) d L
a la notation Y = é, nous aurons ce théoréme :

Le systeme différentiel
d N
f;(z',y,,...,_y,,,,—c%%):o (A=1,2,...,m),

li deoré dyy P [ . | .
dudegréwen —==; peut étre remplacé par les v, va, ...,v=N systémes sui-

vants, chacun équivalent au précédent

N dy Go( @y toyy YVis ooy Ym)
84 — ’ ) ’ s m _ .
(184) dx O0G( &, oy, Y1y e voes VYm) (a=1,2 ..., N)

ote Gy, Gy, ..., G, sont des fonctions entiéres et ou t, représente successive-
ment chacune des N solutions de ’équation du N degré

G(z,t, ¥1, .o, Ym)=o.

Les fonctions Gy, ..., G, sont du degré N — 1 en ty. La forme (184) est dite
de Jacobi ou de M. Weierstrass.
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128. On peut décomposer G en facteurs irréductibles en ¢. Supposons que Zy
annule le facteur g(z, ¢, 5, ..., ym), on aura

G= g X h(z, t, ¥1, ey Ym)s
et & ne sera pas nul pour ¢ = z,. On aura, par suite,

oG _ hdg . _oh

o =t T8
el pour ¢ = ¢y
96 _ 98,
oty — Oty

On en déduira la formule

Gp(x, Loy Vs o vvs Ym) < T

h(Zy by Y1y oo oy Ym) _d_,.',"
0ty

Yrqa:

Soit n le degré en ¢ de I'équation g = o et soient ¢y, (g, ..., ¢, ses solutions,
on aura
Gp(ta) _ Gg(ta) > h(tg)><...x h(ty)

W(ty)  h(tey)x< R(tg)><...>x<x h(ty)

et le dénominateur sera une fonclion entiére symétrique des racines. 11 s’exprimera

rationnellement en z, »,, ..., ¥m. Le numérateur renfermera une fonction en-

tiere symétrique des racines de I'équation et ;

en &, ¥i, ...y ¥m. e numérateur pourra méme, au moyen de I'équation g =o,
étre abaissé au degré n — 1 en ty. On aura donc la formule

;rt s’exprimera rationnellement
oL

Y zgp(xvtou}’hv--a}’m).
po og
dta

D’ou, comme conclusion générale, le théoréme suivant :

Décomposons le polynome R(t) en facteurs irréductibles g1, g2y -+ &o
Le systéme différentiel proposé pourra étre remplacé par les systémes équi-
valents suivants, au nombre de N =v,, va, ..., ¥m

; t/0, Y eees
(185) -~ %)‘;T) = g2, /lpdc"}:/: Ym) (h=1,2,...,0),
o

Ol Gky 8kiy -+ Ghm SONE des fonctions entiéres de leurs lettres et ot iy, est
successivement remplacé par chacune des racines de chacune des équations
irréductibles gy =-o.
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Il est important de remarquer que la réduction pratique du systéme (174) au
systéme (184) est toujours possible, mais que le passage au systéme (185) n’est
pas toujours praticable, a cause de la décomposition effective du polynome R ()
en ses facteurs irréductibles. On a donc seulement démontré I'équivalence des
systémes (174) et (185 ). Nous ajouterons que, dans une équation irréductible telle
que gz=o0, on peut passer d'une solution ¢ & toutes les autres, d’'une maniére
continue en faisant décrire certains chemins fermés aux variables 2 et 3. Donc
les systémes (185 ), qui correspondent aux diverses solutions d'une méme équa-

tion g4 = o, peuvent éitre représentés par un seul d’entre eux et, par suite :

Le systéeme (174) peut étre représenté par les s systémes diflérentiels

(186) % _ &nlz, t%é;;f --.,ym)’
ot

ot by, est une quelconque des solutions des s équations algébriques

k=0 (k=1,2,...,9).

La théorie que nous venons de faire est générale. Le cas particulier qui nous
intéresse est celui ot les équations finales (184) ou (186) ont leurs seconds mem-
bres fonctions linéaires et homogénes de y, y2, ..., ¥m. L'étude de ces équa-
tions a été faite, dans tous les Chapitres précédents, sous la forme (A) du Cha-

pitre I.

129. Puisque nous avons donné la théorie de laréduction a la forme canonique
des sysiémes algébrigques, il ne nous semble pas inutile d’y joindre les premiers
principes de I'irréductibilité de ces systémes.

Soient

! 0 b b ey .
(184 G(x, t, g’ti .)’m)%:G;(x,tl,...,ym)
1

les équations d’un systéme algébrique ot ¢, est une racine choisie de I'équation
G =o.

Supposons qu'il existe une solution 7,4, ..., 7, donl v des éléments satisfassent
a une relation algébrique telle que

(187) S, my, o0, my) =o.
Si, dans les équations (184), et avec les conditions G = o et
(188) J(&, ¥, .., yy)=o,

on élimine yy, par exemple, on obtiendra un systéme différentiel & m — 1 équa-
Fac. de T. — IX. 8
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Lions qu’on pourra supposer ramené 3 la forme canonique

OG(Z, UL Vyy oo oy Vs Vuste ooy Vo) Ay
(189) o dr

=&1Xy Y1y ooy Yumty Vvt oy ¥m) (A=1,2, so0,v— 1,941, ..., m),

et ot i, est une solution de 'équation g(x, t, ¥y, ooy Vm) =0, €LT4, oy eeny Ty_i,
Nygt} + -+, hm formera une solution de ce systéme (189).

Réciproquement, si une partie des éléments d’une solution 7,1, ..., 1 de (184),
SOiL ™y, ..., 7y, forme une solution compléte d’un systéme a v équations différentielles

Oh(m, 01, ¥iy ooy y) Ay :
(190) “ot: ‘y')?l;if = hp(@, 00, Yoy ooy P) (L=1,2,3,...,v),

ol ¢, satisfait a I'équation 2 (x, ¢y, ¥, ..., ) = o, appelons 7, et v, les valeurs
de #; et ¢, qui correspondent & la solution 7,, ..., 7,, on tirera des équa-
tions (184) et (19o) les relations

dG('Z'ytly?Ah"‘eTAm,) N - _dh<xvv—h7}1v'°
- h)\ X, V15 N1y ""A’}V)_ -
(191)(‘ dl[ d(“

(A=1,2,3,...,v).

. 'ﬂv) G)\<Z‘~ va,,..,'f,m>

Il y aura donc des relations algébriques entre les éléments de la solution
N4y + vy imy & la condition que les équations (1g1) ne soient pas toutes identiques,
c¢’est-a-dire que les v premiéres équations du systéme (184) ne renferment que
Yty «-+y yv; alors elles formeraient elles-mémes un systéme différentiel 8 v équa-
tions. Ecartons ce dernier cas, et éliminons de Pune des équations (174), de
I'équation G = o et de 'une des relations

AG(r. b, Vi ooy ¥m oh
o 1'(”’1 ',’II)ILJ((-ZV"M}/I’"-a}’m):av-lGly

la quantité y,,; nous aurons un systéme différentiel & m — 1 équations, admet-
tant la solution 7y, 72, ..., Tm_s €t dont la partie n,, ..., n, forme encore une
solution de (19o). Opérons sur ce systéme a m — 1 équations comme on a fait
pour le systéme précédent, nous obtiendrons un systéme a m — 2 équations, elc.
et, finalement, nous aurons un systéme de v équations de la forme

OH(x,, Ty, ¥iy ..oy, ¥y) d0y
L 10'[.'}1‘ “V)ﬁ=II)\(T,T;,)‘1,...,J‘~,) (h=1,2,...,v),

(192)

ot T, satisfait a la relation

(193) H(z, Ty, y1, -y yv) =o.
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Ce systéme admettant la solution 7,, ..., 7,, commune avec le systéeme (180),
on tirera de (193) et (19o)
oh

OH(2, Ty, my, ... —
’ 10’:[“—1“ AV)IIQ:(Z',"‘l,"m—--,'ﬁv)ztg—lﬁa (x=1,2,...,v),

(194)

ou T, satisfait & la relation

(l95) I{(Z‘,.’IT, 1y ---,",v)=0-

Si les équations (195) n’étaient pas identiques en 7, ..., 7y, on pourrait en-
core diminuer d’une unité le nombre des équations du systéme (192), et alors une
partie 0y, ..., =, de la solution 7, ..., 7, du systéme (19o) serait une soluation
d’un systéme & moins de v équations; mais nous supposerons qu’aucune partie
de la solution n,, ..., w, de (190) ne Jorme une solution d’un systéme algé-
brique @ moins de v équations. En conséquence, les équations (195) seront
identiques, et, par suite, toutes les solutions de (190) formeront des parties des
solutions de (184), et il est évident que l'identité des équations (195) subsiste
quand, au lieu de ¢,, on y introduit une branche quelconque de la fonction im-
plicite ¢, définie par Uéquation A(z, ¢, y, ..., Ym) =0, €L que Ty, ..., T €st
remplacé par yy, ..., y,. Il faudra supposer que;, a suivi un chemin convenable
pour arriver a I'une quelconque de ses branches.

De 13 une définition de I'irréductibilité.

Le systéme algébrique et différentiel de m équations est dit irvéductible,
quand aucune combinaison de moins de m éléments de chacune de ses solu-
tions ne forme une solution d’un systéme différentiel de moins de m équations.
En d’autres termes, le systéme proposé ne fournit aucune solution & un sys-
teme quelconque de moins de m équations, algébrique et de méme forme.

130. Revenons aux équations (184) du n° 127, et appelons degré du systéme
le degré en ¢ de I'équation algébrique

G('l‘, 12 ST --,]zlz) =o.

Nous allons montrer qu'un systéme irréductible de m équations et de degré n
ne peut avoir aucune solution commune avec un systéme de m équations, mais
de degré inférieur a n.

Mettons, en effet, ce deuxiéme systeme sous la forme canonique

Og(2, 0, ¥1veers ) Ay
(196) : 3010 o) 3)3 =&, 0y ym)

(X =1,2,..., m),
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ou U est une racine de ’équation irréductible de degré v < n,
(197) g(l‘,eyyu---,}’m)—to;

et supposons que le systéme (174) et les équations (196) et (197) déterminent
une solution commune 7y, ..., 7,. On aurait

Go(z, Ty, 11y ooy ) Ea(Xy By M1y e vey Nim)
198 : LA = » by Al vy Am 1=1,2,...,m),
( 9 ) OG(.Z‘, Tl)"]ly ey Tlm) 0g(x, 01, 1y, ..., nm) ( T )
()T1 081

ol Ty et @, représentent les valeurs de ¢, et §, qui correspondent a la solution
Ty « ooy - D’aprés ce qui précéde, puisqu’il ne peut y avoir de relation algé-
brique entre les éléments d’une solution d’un systéme irréductible, I'équation (188)
ou encore 'équation

GO((‘Z‘7 ti-..yla -"~.yln) — gu(x: ely.}'h ---:J'lll)
f)G(Z‘, Ly Vi oo s Ym) Jg(x, 0, Vis eeen VYm)
Ji, 001

doit étre identique en yy, ..., )m, el alors les deux systémes d’équations (184)
et (196) se confondent, puisque toutes les solutions leur sont communes.
Mettons I’équation (197) sous la forme

(199) B+ 01 (2, Y1y e, V)0 o0y (2, Y1y ooy Ym) = O,

ol les @ sont des fonctions rationnelles, et remarquons que la réduction d’un
systéme différentiel a la forme canonique peut toujours étre conduite de sorte

. . . dy, dy .
que ¢y, qui est une fonction rationnelle de 2z, yy, ..., ynu,  RREEE da;”’ soit

encore, au moyen des équations (186) et (199), rendue fonction entiére de 6, au
degré n — 1, et a coefficients rationnels en z, y,, ..., 3. Alors on pourra
poser

(200) t1=Qo(Z, Y1, ooy Fm) + (@, Y1y o, Y )0 oo Qi (2, 1y oo, ) OTN

Alors, a cause de (189), ou encore en éliminant §,, on aura une équation du
degré v en ¢y, et les coefficients seront rationnels en z, yy, ..., ¥n. Mais 'équa-
tion G = o étant irréductible, il est impossible de supposer que I’équation (187)
définissant 8, soit d’un degré inférieur.

Comme corollaire, 'équation G = o, irréductible en ¢;, x, y1y «vv, Ym, est
encore irréductible en ¢, 7y, ..., n,. Car, s’il en était autrement, le systéme
différentiel initial aurait une solution commune avec un systeme de degré
moindre.
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Enfin, il résulte de ce qui précéde que, sil’on considére un systéme irréductible
qui a une solution commune avec un systéme du méme nombre d’équations ou
d’un nombre plus grand, toutes ses solutions forment chacune toute une solution

ou une partie d'une solution du second systéme.

131. La théorie générale d’'intégration que nous avons exposée dans les
Chapitres précédents n’dte rien a Uimportance de procédés particuliers d’inté-
gration qui fournissent d’ailleurs de remarquables théorémes.

Nous donnerons, pour terminer ce travail, quelques exemples de ces théories
particuliéres.

Nous avons appelé solution du systéme

Ay

= a; “+. ..+ a; (=1,2,...,1n)
Az iy inYn ( y 2y s 1)

(A)
un ensemble de fonctions yy, yi, ..., y. satisfaisant & ces équations. Nous
appellerons, par opposition, intégrale du systéme (A) toute relation

(201) S(z, ¥1, ..., ¥n) = const.,

qui est identiquement satisfaite en vertu des équations (A), c’est-a-dire par une
solution arbitraire de ces équations.

Si P'on connait un systéme fondamental de solutions y;j, la solution générale
des équations (A) est de la forme

(202) Yi= Cl}’il"*‘-'l—*— Cn,}’in,

et 'on peul résoudre ces équations par rapport aux conslantes arbitraires. On ob-
tiendra ainsi 7 intégrales linéaires distinctes
. 111,}’1+---+°‘1zt.}’lzzcl

(203) ! ’
( Apt Y1+ AnpYn= Cm
ol les o sont des fonctions connues des solutions données Vij

Réciproquement, si 'on connait  intégrales distinctes, on obtiendra, en ré-
solvant les équations (203), des équations de la forme

(204) Yi=CAn+...+CuAu,

et, puisque les constantes sont indéterminées, on peut faire, par exemple,
Cy=o,...,,C,=o, et I'on voit que A;; sera une solution du systéme (A). On
pourra donc mettre les équations (204) sous la forme (202).

Posé au point de vue de la recherche des intégrales, le probleme de lintégra-
tion du systéme (A)est donc différent de la théorie générale que nous avons ex-
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posée. On comprend qu’il y ait une importance considérable a rechercher les
formes les plus simples des intégrales.

Supposons, par exemple, avec M. Darboux, que les coefficients @ des équa-
tions (A) soient des fonctions rationnelles de z. 1l pourra exister des intégrales
non linéaires, algébriques et rationnelles, tandis que les intégrales linéaires
peuvent étre irrationnelles ou méme transcendantes. Il y a donc intérét a chercher
ces intégrales de degré supérieur. Nous allons montrer comment M. Darboux
pavvient a résoudre ce probleme, et en méme temps indiquer les beaux théorémes
qui se rattachent a la question.

Prenons d’abord un exemple. L’équation
azy ,dy

dot TV T

2Q

ot ' est la dérivée de a, admel les deux intégrales premiéres linéaires

_je

Va —dy\
e <y+\/aﬁ>_G;,
dr

Va ~dy\ _
<}”'—\/(l dr ‘_C2v

et elles peuvent étre irrationnelles ou transcendantes, tandis que l'intégrale du

second degré
, dy?
y—ags = (OFNON

est algébrique et rationnelle quand a est rationnel.
Considérons une intégrale rationnelle de degré quelconque

(205) f(xyj’u--u}’n):C,
elle doit satisfaire identiquement & I'équation aux dérivées partielles

of 9 of C ]
(206) o= d—j -+ d—f—(anyﬁz—‘ e @ Yn) . 5)_':(0"”)/‘_’_' e Qun¥a)-
i 1 7i
On voit ainsi que, si la fonction f n’est pas homogéne, en la décomposant en
parties homogénes en ¥y, -y Ya, chaque partie égalée séparément & une con-

stante donnera une intégrale du systéme (A). En effet, soit

f=h+fot+ .+

on aura identiquement

xr

g . of;
(207) %Zi —'1—23—{};(0“3’1—!—. . ‘+a“l.)’/l)" '+25.%(a1l1]’1+~ o dpp Yn) =0

(i=1,2,..., k).
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Changeons Y en 1y, el nous aurons

f[()\_}/h sy )‘.)/IL) = R"J“Aﬁ(}/l‘ o 'h}’ﬂ)y
dfi())’l: '--1)‘)"1) — ;\W(),fi(}’h ey 'Vn)’

(208) { oz ox
d.fi()‘]’h ey )‘.y") — Ai—1 ()fi(yli '-'7}’11),
9(Ay) o dy
et aussi

ofi of; of;
(209) E).wd'—i'+2Mi(~)§’;(a1.yi+...—;—a,uy,,)—:-...+2)\\ufd‘—;(...)=o,

et, 2 étant absolument arbitraire, il faut que I'on ait séparément

. of; of; af;
(210) d—"/:’ -+ (Vf‘l(a“y,—i—...+a,,1y,l)+...+ E)-){-;(a,”ym-...q—awy,l): o.

Nous pourrons donc supposer que, dans I'équation (205), f est homogéne en

Vi ooy Ya-
Cela posé, soit y;j un systéme fondamental de solutions et soit

(2”) }’izcl)’t'l+-'-+ C/z}’in

la solution générale.

On peut supposer ces valeurs y; portées dans NG TR -y Yn) et f devra
rester constant aprés la substitution (211). .

Tout covariant F de f, multiplié par une puissance convenable (négative) du
déterminant de la substitution (211), se transforme dans le covariant analogue
formé avec la fonction 2(Cy, Gy, ..o, C.), ou ¢(Cy, Cs, ..., C,) est la fonction
indépendante de x qui résulte de la substitution (211) faite dans f(z, Vs ooy ¥n)-

Mais ce nouveau covariant élant exprimé au moyen des-constantes C,, ... , Gy
prises comme nouvelles variables, est indépendant de z, c’est-a-dire est une con-
stante par rapportl a x. Donc enfin tout covariant de Uintégrale f, multiplié
par une puissance convenable d'une fonction connue de z, estégalement une
intégrale.

La proposition s’étend au cas o1 I’on a plusieurs intégrales, et ot 'on considére
un covariant quelconque du systéme de ces formes.

En effet, soient

Silz, yio ool ),

Je(z, 31, cey V)

Ak formes intégrales homogénes qui deviennent par la substitution (201)
2:(Cyy .n o, C.), c’est-a-dire des constantes.
Remplacens les variables Y1y ««+y ¥a par les variables C,, ..., C," au moyen
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de la substitution (211). Nous aurons d’abord
fl‘(.Z', CL}/“—F. A o Cll,yilly .o .) = ?,’(C[, Cz, ey C,L).

Ensuite le covariant F de fi, fs, ..., f& est une expression F(f}, ..., fx) qui
se reproduit aprés la substitution (201), mais multipliée par une puissance 3 du
déterminant de la substitution.

On aura donc, par suite du changement de variables (211),

F(fh ...,fk) = F(?l? ...,ka)a"’.

Or ¢ ne dépend que de #. On voitdonc, en revenant aux anciennes variables,
que

F(fis -0 fA) > 0N

est une constante, c’est-a-dire une intégrale.

Ce beau théoréme s’applique, avec des modificalions convenables, aux contre-
variants de f(z, ¥, .-+, ¥n), comme nous allons le montrer.

Introduisons pour cela le systéme auxiliaire

dsz; .
(212) ;{;I=—a1i51—(l2i52—..._a”[5” (i=1,2,..., n).

Le systéme (212) est dit réciproque du systéme (A). Soient y, ¥, ..., ¥n €t
34, ..., 3p deux solutions quelconques appartenant respectivement au systéme (A)
et & son réciproque (212), on aura

Y131+ Y2y ..~ ¥Yps,= const.
En effet, en dérivant, on trouve

d y dz ds
z,—j—;;‘-+‘..+z,,£;l—x”+yld—;—'.—...+y,,——ﬁ:

et, si 'on remplace les dérivées par leurs valeurs tirées de (A) et (212), on trouve
une identité.

Il résulte de 1a que, pour intégrer le systéme (A), on n’augmente pas la diffi-
culté en considérant ’ensemble des systémes (A) et (212). On aura, en effet, &
résoudre en plus un systéme algébrique de la forme

y1izl+'--+ylzizn:ci (i=177~7-"7n)

pour connailre la solution générale de (212) quand on aura déja un systéme
fondamental de solutions de (A).
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Or, sil’'on pose

H:EEaMz;yk (i,k=1,2,...,n),

Iensemble des systémes (A) et (202) revient a écrire le systéme canonique,
dans le sens classique du mot,

. dy; _oH ds; ol
(213) dz ~ 95 dz T oy
Alors, soient
fi(,}/h}/Q:""}/ItlziaZZa'-~7zn):ci (i:l,z,...,li)

k intégrales homogénes en yy, ..., yp et en z,, ..., 5,.

Toute forme invariante de ce systéeme d’intégrales, multipliée par une
Sonction connue de x, est encore une intégrale du systéme canonique.

En effet, la solution générale de (A) est

(214) Yi=Ciyn—+... 4+ Cpy,
et les intégrales de (203) sont
(215) YiiBi—t. oo YniBn="i (i=1,2,...,n),
car les équations (204) et (205) donnent
Y151+ +ynsa= Ciy1+...+ CGpy, = const.

Alors, si dans les intégrales on remplace yy, ..., ¥n, 5y, ..., 3, par leurs va-
leurs tirées de (204) et (215), elles doivent se transformer en des fonctions

©:[C1, o s Cn Y15 oo vy Y] (i=r1,2,...,k)

indépendantes de x. Mais (214) et (215) sont des substitutions linéaires qui
changent les variables y et z dans les variables C et . Donc toute forme inva-
riante du systéme des intégrales f se réduira, quand on la multipliera par une
puissance convenable du déterminant de la substitution (214), 4 la fonction analy-
tique formée avec les fonctions ¢;, c’est-a-dire a une fonction des constantes C
et 7. Or, une telle fonction est encore une intégrale.

Le déterminant de la substitution. est égal, comme on I'a vu au Chapitre I, a
e/Zaidz, Enfin, remarquons que le dernier théoréme démontré comprend la fa-

meuse proposilion de Poisson dans la théorie des équations aux dérivées partielles.

132. Donnons enfin, d’aprés M. Appell, les principes essentiels de la théorie des
Fac. de T. — IX. 9
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fonctions invariantes des intégrales des systémes quelconques de la forme (A)

() o

iz =anyY1+...+~=Q&n¥n-

M. Appell donne, dans un sens trés général, le nom de fonction invariante
de np quantités X a chaque fonction algébrique entiére des variables qui se re-
produit multipliée par une puissance de la substitution quand on fait sur les va-
riables une substitution linéaire telle que

Xie=CuYip+...+CinYnr.

Une pareille fonction peut étre représentée par le Tableau

s > S &
[ X oo Xup
X“ SN Xip
ou par la notation I ,
Xpt oo. Xnp

ou par la notation simplifiée I(Xyz)pp-
M. Appell démontre les théorémes généraux suivants :
I. Sil'on a l'identité
I(Xik)np =Dm I(Yilc)np,

D étant le déterminant de la substitution ; la fonction invariante est homogéne et
de degré m par rapport aux variables d'une méme ligne.
II. On a identiquement

I(Xl'k)npz 0 s1 p<n.

IIl. Si p = n, une fonction invariante est, & un facteur prés indépendant des
variables X, une puissance du déterminant

XH Xln
A= ee |o
Xnt ovor Xun

1V. Toute fonction invariante est une fonction entiére et homogéne de degré n
des n(p— n) + 1 déterminants A, A;p, Ajpyy (i=1,2, ..., n) ol Ion a posé
d’une maniére générale (en supposant p > n)

Xy oove X1 X Xyget oo X
A= e . ceees e ceeien

an oo Xn,i-l Xnk Xn,i+1 e Xnn
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On pourrait appliquer ces théorémes i I'étude des sysiémes différentiels (A).
Mais, comme le fait M. Appell lui-méme, on peut faire de ces sysiémes une
étude directe et d’ailleurs trés simple; nous allons le faire voir.

Toute fonction algébrique entiére F des éléments des solutions d’un sys-

téeme fondamental yix des équations (A)

dv;

71'23' =anyr1+...+a&nYn
et des dérivées de ces éléments, qui se reproduit multipliée par un facteur
constant différent de zéro quand on remplace le systéme fondamental de so-
lutions par un autre systéme fondamental, est égale & une fonction algé-
brique entiére des coefficients a et de leurs dérivées multiplice par une puis-
sance de Uexpression e/(@ut - ta)dz,

D’abord F doit se reproduire & un facteur constant prés quand on permute
entre elles les solutions y;4. En effet, on peut remplacer les deux solutions y;
et ¥ par les deux solutions @,y -+ by yi2 et @yyii =+ by )iz, pourvu que le dé-
terminant a, b, — b, a, soit différent de zéro. On prendra @;=o0, by=0, ax=1, -
b, =1 et1’on aura permuté les deux solutions y;, et y;. Alors, les deux fonctions
entieres F(yii, ¥izy oo oy Yin)y F(¥iz2, Yity - - +y Yin) ne différant que par un fac-
teur constant, il faut qu’on trouve dans chacune la solution y; avec les dérivées
de ses éléments jusqu’a un méme ordre de dérivation.

Donc, T contient les dérivées des éléments des solutions yix jusqu'a un
ordre de dérivation indépendant de Uindice k.

F est une fonction invariante des quantités formant le Tableau

Y11 ey Yin,
dyiy d,}’m
dz ’ ’ dz ’
dryqy aPyin
dzp ’ ’ dzp ’
ey eeey eeeneny
,}’nly cevy ,}’nm
cens cee, vy
dP yny ... dp_}’nn
dzp ’ 7T

et au nombre de n2(p +1). En effet, supposons qu’on passe du syst¢éme fonda-



68 L. SAUVAGE.
mental de solutions y & un autre systéeme fondamental quelconque
Yire =Cuiyiun+...+ Cui¥in-

Il faudra que I'on ait identiquement

dr dr drY darY,
F<y“, s P ey T dZZ")=HF<Y“,...,Y,,,, R4 R dxplﬂ),

H étant une fonction des seuls coefficients C de la substitution. D’ailleurs ce fac-
teur H est différent de zéro tant que le nouveau systéme Y;; est fondamental,
c’est-a-dire tant que le déterminant des constantes C est différent de zéro. Donc H
ne peut différer que par un facteur numérique & d’une puissance de D et 'on a

H = kDm,

On peut supposer Y, =y, ..., Y, =y, pour calculer %, et le calcul donne
immédiatement k =1.

La fonction F se reproduit donc multipliée par D™ quand on fait sur les va-
riables y; la sabstitution indiquée. Donc F est une fonction invariante des
n*(p -+ 1) quantités du Tableau ci-dessus. Or, en vertu des équations proposées
(A) etdes équations dérivées qui ont méme forme que les équations (A) elles-
mémes, on péut éliminer dans I toutes les dérivées, et alors F étant une fonc-
tion algébrique des seuls éléments du déterminant

D =i_}’l’kla

et ne s’annulant qu’avec lui, est précisément une puissance de ce déterminant,
multipliée par un facteur qui ne peut étre que zéro ou une fonction algébrique
entiére des coefficients de I'équation différentielle et de leurs dérivées. Ce ré-
sultat est conforme aux théorémes généraux.

Pour les systémes de la forme (A), le nombre des applications semble restreint.
Mais, pour le cas particulier d’une équation linéaire d’ordre n, on peut tirer de
la les théories de I’élimination et de la transformation des équations différen-
tielles, comme en Algebre pour les équations de degré n. Nous renverrons pour
ces questions au Mémoire de M. Appell.
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NOTE SUR LES DETERMINANTS.

133. Considérons un déterminant quelconque P dont les éléments sont repré-
sentés par la notation @,;. Nous aurons les relations

[0 P +. P _ P
~ 1s da;, T Ans oan,
) 1
oP + oP
all(%l,—.l . a”lda,, =,
a2y tan, 2P
\ 17 m . nr dans -
(2) i
’ oP ta oP
[ ary dags .. " S 0,
5 P _ 2P »P
(3) dak, — " Oapdar, ~ % dagdam =
) 2P 92P
) 0ars0ayy 0, O
) A . 02P , (1 . . ,
Le déterminant 5———-— de I'ordre n — 2 se déduit, au signe preés, du déter-
0a s 0a g

minant P en effacant dans ce dernier deux lignes, la ritme gt la /i¥me of deux

- - . . 3, . oP
colonnes, la s et la s/m, Mais on peut aussi considérer les expressions ———
rs

comme des déterminants principaux, et 'on obtient les formules suivantes, ana-
logues aux formules (1),

w, P P P
st 0a,y dagy e o m - dar ’
0P e 2P 9P
(5) 1 O 0y, § 1T Fan 0ars 0as,  Odypg

« 02P N +a 2P oP
s 0a,,0asy e s 0a,,0as, - oa,, .

Portons ces valeurs dans la seconde relation (1) et tenons compte des équations
(3) et (4), nous aurons

- ar1 Qs 02P Ar,n—1 Qs,n—1 02P
(6) P= — o - .,
Ary Qs 0ary 0asy Arn Asp 0@y n—1 da,
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ou encore
(7) P=¥>

L’équation (7) correspond a la régle de Laplace quand on développe le déter-
minant P par rapport aux éléments de deux colonnes a la fois.

Aru  Asy

02P
0 ry 0asy

Ary  Asy

134. 1l est facile de démontrer cette régle en général. On peut d’abord faire
des calculs analogues aux précédents, mais on peut aussi faire une démonstra-
tion générale comme nous allons I'indiquer.

Rappelons d’abord que, pour former les permutations des nombres o, .. ., a,

q ? p P bl y >n

donnés, on peut considérer d’abord p désignées de ces lettres oy, ..., a, par
) p P g ) » %p P

exemple, et permuter d’abord ces lettres. Puis, considérant les n — p autres

lettres, on les permutera. On obtiendra ainsi ®,®,_, permutations, m; élant en

général le nombre des permutations de & lettres. En appelant C2 le nombre des

combinaisons de n objets p a p, on aura C? maniéres de faire 'opération précé-
dente; on auradonc

Wy = ClpL WpWn—p,

parce que toutes les permutations de n lettres ont été comptées ainsi chacune
une fois et une fois seulement comme il est facile de s’en assurer.

Toutes les permutations d’un méme groupe sont caractérisées par ce fait que
les p premiéres lettres sont les mémes.

Cela posé, considérons un déterminant dont un terme quelconque ait la forme

®

Ea11’azgi... anan ( =il)

k)

Uiy %2, o+ ey %, €tant une permutation des seconds indices, et ¢ donnant le signe
correspondant a cette permutation. Dans tous les termes, on peut supposer que
les p premiers seconds indices sont toujours oy, ..., ap rangés dans un ordre

quelconque. Donc, pour obtenir tous les termes, on pourra les déduire de la
permutation

Apeee Ap,y Api1ee-p,y

en permutant d’abord les premiers indices, puis les » —p derniers. On ob-
tiendra ainsi successivement les termes

aap_..i’upﬂ...a,,,un[ E iaia‘...a-p’a,,],

€ l E (2277 a/pqp] ap+1,c(p+1 e Aoy

ou
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et ensuite les termes

€ [ E 22T ap,ap] [ E ap+1yaP_H e anan],

le signe ¢ résultant toujours de la permutation oy ... %p | Gpyt « o« Ly considérée
comme résultant maintenant des deux permutations oy ...op €L Gpyy e+ %p.

La conclusion a tirer de 1 est la régle de Laplace, qui consiste a prendre, par
exemple, p lignes, a en tirer tous les déterminants possibles & p* éléments, et a
multiplier ces déterminants partiels par les déterminants complémentaires, c’est-
a-dire par ceux qu’on obtient en effacant, dans le déterminant principal, les
lignes et les colonnes qui ont déja servi. Les signes doivent concorder dans le dé-
veloppement ordinaire du déterminant principal, et dans le développement par
la réegle de Laplace.

. . oP .
r I3 I3 2\
133. Dans les formules (1) et (2), chaque dérivée partielle Jan est, au signe pres,

le déterminant qu’on obtient en supprimant la ligne r et la colonne s dans le dé-
terminant principal P. En général, on appelle mineurs d’ordre m les détermi-
nants qu’on obtient en supprimant m lignes et m colonnes quelconques dans le
déterminant principal. Soit

n(n—rt)y...(n—m-+1)

(%) €= 1,2, ...,m

le nombre des combinaisons de n objets m a m. Ecrivons ces combinaisons les
unes a la suite des autres dans un ordre choisi, et numérotons-les de sorte que
les numéros 1, 2, ..., ¢ caractérisent les diverses combinaisons. Soient 7 et o
deux quelconques de ces numéros. Si dans le déterminant P on supprime tous
les éléments qui ont leur premier indice dans la combinaison v, et leur second
indice dans la combinaison &, les éléments restants formeront un mineur quel-
conque d’ordre m. Nous le représenterons par la notation P{3’. Le nombre de
ces mineurs est évidemment égal & ¢2, et avec eux on peut former le déterminant

7
‘pr,",w U

(9) Sim=1 ... . ol
’PL’{” < PYP

On a pour les mineurs du premier ordre les plus simples combinaisons. Par
exemple, la notation P}} indiquera qu’on a supprimé la ligne » et la colonne s.
Le déterminant S} est dit alors le déterminant adjoint du déterminant P,

Si, dans le déterminant P, on supprime les lignes et les colonnes qui servent a
former P7’, il restera un déterminant d’ordre 7 — m qu’on peut représenter par
le symbole

(n—m)
P,
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et qu'on appelle complémentaire par rapport au mineur P{3’. De méme, le dé-
terminant S~ formé avec les P”™) est dit complémentaire du déterminant
S, En particulier, les mineurs complémentaires des P!}’ sont les éléments eux-
mémeés du déterminant P.
Choisissons les seconds indices dans la combinaison & formée de m leltres,
alors la régle de Laplace aura pour traduction algébrique la formule
— Plm)pin—m) (myp(n—m) _ (m) p(n—m)
(10) P =PpPrrm + PUOPUTM ..+ PP
Si, dans cette formule, on remplace 8 par &/, on introduira nécessairement des
lettres qui appartiennent & la combinaison complémentaire — 3. Alors le déter-
minant P pourra étre remplacé par un autre déterminant ot des colonnes seraient
identiques. La formule (10) entraine donc la formule
— pimypin—m) (m) p(n—m)
(11) o= P P—:,—6'+"'+ 943 P_c’_a,.
136. Comme applications des formules (10) et (11), formons des produits de
déterminants ou les indices (m) et (n — m) seront supprimés pour la commodité
de V’écriture. Nous aurons, comme premiére application, la formule

P—l,-—l P—l,—‘l aee P—i,—S oo P—i,—-c P o ves PlS e Pic

P .. P Py Py o ... Py o ... Py o P ... Py ... Py

' 8 - P P
1 o o ..

Per ... Pg © © ° s s¢

o ) o 1 o0 0 .. P ... P

En particulier, pour m = n —1 et s=n — 2, on a, en changeant les indices
n—1etnenieta2,

oP  oP op  oP 02P

I 5. 2
dayy 0as; 0as 0as 0ay 0ase

oP oP 0P 02P
(o) o 0P 0P P, P

137. Comme seconde application on a, de la méme maniére, la formule
(13) S(cm)s(cn—m)z PC,
d’ou, en particulier,

) s = P,
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Cette derniére formule donne la valeur du déterminant adjoint en fonction de

celle du déterminant proposé.

138. Arrivons a la formule de Cauchy,

IS ) (my nym) (m) nyim
(15) Ry = PUYQg" +.. .+ P QY.

Commencons par définir le produit R des deux déterminants P et Q du méme
ordre. On aura, par définition,

(16) Puy = Purgui—t.. .+ PunGvn;
en appelant p, g, r les termes des trois déterminants; on peut écrire simplement
(17) "p.v=S"(Pp.h qvi),

le signe de sommation S étant relalif aux seconds indices 1. On aura, par suite,

S7(pi1gu) S"(p11ga1) .. S*(pugar)

Sn Sn 21) ... Sn ’
(18) R = (P21911) (p21g21) (P21 gn1) )

S?(priqu) SP(Pr1qa) .. SP(Puiqni)

Supposons que dans R on échange deux lignes, par exemple les deux premiéres.
On aura I’échange entre les deux éléments

St(p11gin) et S*(pagu)-
Rien n’est donc changé dans le déterminant Q. Au contraire, dans P, la suite

p“r Pl?y cveey Pin
est remplacée par

P21y P22y «e.y  Pan,

et inversement. On a donc échangé au fond les deux premiéres lignes de P.

D’une maniére générale, on peut dire que, si 'on échange les lignes d’indice ¢
et j dans I’'un des deux déterminants P et R, le méme échange doit étre fait dans
lautre déterminant pour que la loi

R:PQ

subsiste. Si, au lieu des lignes, on considére les colonnes, alors R et Q seront
associés dans ’ordre de ces colonnes.
Cela posé, considérons un mineur quelconque R{¥’ de R. Amenons les lignes
et les colonnes qui correspondent aux combinaisons y et 3 dans les premiers
Fac. de T. — 1X. 10
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rangs. La méme opération devra étre faite sur les lignes de P et les colonnes de
Q et 'on aura toujours

R = PQ.

11 suffira donc de démontrer la formule de Cauchy dans lecas particulier repré-
senté par la formule suivante :

(19) RYP = PUPQYD +...+ PLOQYY.

Considérons un terme quelconque de R{}. Il est dérivé du terme principal

11722+« « "mm

par des permutations effectuées sur les seconds indices. Il sera donc de la forme

CRET- AR Y- e
ou encore de la forme

e8P (P11, Qai1)-S%(Pat, Gasyt) - - - SP(Pmts Fapr)-

Son développement renfermera donc toutes les combinaisons

(A) P13y PmBuqoyse+ QomYm

ou By ... Bms Yi+.-vmsont des combinaisons quelconques de m des indices 1,
2, oeuy N

Cela posé, RV} est un déterminant, c’est-a-dire une fonction qui change de
signe quand on change la parité de I'une des suites des indices de ses termes. Il
faut donc que toutes les combinaisons A soient précédées d’un signe conforme a

la loi de leurs indices. Mais alors, en raisonnant comme pour la régle de Laplace,
on pourra démontrer la formule

R(lnll) =¥+ S(Pi,ﬁi . .p,,,,pm)S(qa‘,Yl oo Qam’ym>,

ou encore, en revenant aux notations adoptées,
RYD =Py QY .. .+ Py Qym,

139. 1l nous reste a démontrer que le déterminant S est une puissance de
P. M. Francke I’a démontré d’abord par une méthode directe. Ensuite, M. Bor-
chardt, dans une Note ajoutée au Mémoire de M. Francke, a obtenu d’une ma-
niére presque immédiate ce théoréme important en s’appuyant sur la remarque
suivante facile & démontrer : 'expression entiére et rationnelle

(Alﬁi—ﬂ—Ag.’l‘g“*—. e Anz’n)k
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) .. . . :ons de la for
na pour diviseurs entiers et rationnels que des expressions de la iorme
MA D)+ Apxy) (p=0,1,2,...,k);

or ¢’est le cas du déterminant P%, ot 'on peut appeler zy, ..., z, les éléments
d’une méme ligne ou d’'une méme colonne.
Cela posé, la relation
S(cm)S(cn-m) = Pe,

établie par Cauchy, montre que S/’ est un diviseur de P¢ et, de plus, un diviseur
entier et rationnel. Il faut donc que I'on ait

Sym = AP,

On trouve facilement I'exposant p. et la constante A=1, en cherchant d’une
part la dimension de S{™ par rapport a une lettre quelconque du déterminant P,
et, d’autre part, en supposant P réduit a sa diagonale principale.
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NOTE SUR LA REGLE DE LAGRANGE.

140. Soit la fraction rationnelle

S(z) _ A, A, ' A,
(z—a)rg(z) (z—a)r -+ @z —ay—i e

2 V(@)

ou ¢(z) n’est plus divisible par z — a.
Posons # = a -+ %, nous aurons

Sla+h)

L?((l-‘.—h) :A1+A2h+"‘+Anh"—l+h"l}"(a-i—h),

D’un autre ¢dté, nous aurons

+h .
(z‘—ai(/(:)h'lw)(a R (A Ash oo Aphemtop AW (a - )]
I 1 h hn—1
XZT‘[:L‘—-—_;Z t m—l—...—l—(—-x_—wl—\—hnx(a—y—]l)]'

Le coefficient de ;—l, dans ce développement, est

Ay A LA
(ar;——ot)"_*_(x—‘a.)"-1 T r—a’

Sf(2)

c'est-a-dire la partie du développement de @ aye@)

cine a.

qui correspond a la ra-



