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SUR LA

RECHERCHE DES EQUATIONS FINIES

D’UN GROUPE CONTINU FINI DE TRANSFORMATIONS,

ET SUR LES EQUATIONS DE LIE,

PAR M. E. VESSIOT,

Chargé de Cours a la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

Ce Travail est destiné a compléter, sur certains points, celui que nous
avons publié précécdemment sur les systémes d’équations différentielles
du premier ordre qui ont des systémes fondamentaux d’intégrales ('),
ou, ce qui revient au méme, sur les équations aux dérivées partielles que
nous proposions de nommer équations de Lie. Ce sont les ¢quations de la
forme

o Y3 6 Xuf=o,

k=1

ou les r transformations infinitésimales indépendantes

n
(2) Xa-f:254-5($1---$,1)§3£ (k=1,2,...,7r)
i=1
définissent un groupe. Nous avons donné, dans ce Mémoire, une théorie
complete de l'intégration de ces équations de Lie, mais avec 'hypothese
que l'on connaisse les équations finies du groupe (2), sous une forme
quelconque. L’un des résultats en était que, sous cette hypothése, linteé-
gration de telles équations peut toujours se ramener a celle d’¢quations

(V) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VIIL.
Fac. de T. — X. C.1
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différentielles ordinaires linéaires; et, ce qui augmente I'importance de ce
résultat, c’est que, comme nous le montrions alors, le probleme normal,
auquel M. Lie rameéne toutes les questions d’intégration ou intervient la
théorie des groupes continus finis, peut se réduire lui-méme a I'intégration
d’une équation de Lie (1), pour laqueclle on connait les équations finies du
groupe correspondant (2) ().

Nous reprenons aujourdhui le probleme préliminaire, réservé alors, de
la détermination des équations finies d’un groupe continu fini de
transformations dont on connait les transformations infinitésimales (2);
et nous donnons, pour le résoudre, plusieurs méthodes, toutes fondées sur
la théorie de I'intégration des systémes complets exposée par M. Lie au
t. XXV des Mathematische Annalen. La derniere (§ IV) ne suppose con-
nues, en outre, que les propositions les plus élémentaires de la théorie des
groupes; elle est, de plus, comme nous I'indiquons rapidement pour ter-
miner, susceptible de s'étendre a l'intégration d’une équation de Lie (1),
dans le cas le plus général. Nous avons cru intéressant néanmoins d’exposer
les autres, parce qu’elles sont plus naturelles et qu’elles fournissent inci-
demment, de la maniére la plus simple, tous les résultats donnés par M. Lie
sur la recherche des groupes transitifs de structure donnée : il est égale-
ment digne de remarque que les notions de groupe asystatique, de groupes
simplement transitifs réciproques, et méme de groupe adjoint s’y intro-
duisent nécessairement et d’elles-mémes.

Les résultats particuliers donnés par M. Lie sur le probléme que nous
traitons se présentent ici naturellement et sont obtenus par une voie uni-
forme. Nous établissons, de plus, ce fait général que, pour les groupes
transitifs (§ I1), la recherche de leurs équations finies dépend encore uni-
quement d’éliminations, de quadratures et de lintégration d’équations
différentielles linéaires ordinaires. Notre méthode, combinée avec celle du
Mémoire que nous rappelions en commencant, permettra, du reste, d’exa-
miner ( théoriquement du moins) les simplifications qui pourraient se pré-
senter pour certains groupes particuliers, parmi tous les groupes qui leur
sont semblables.

(1) Dans I'application des théories d'intégration de M. Lie, on peut avoir & déterminer
- d’abord les transformations infinitésimales du groupe intervenant dans la question; mais
ces transformations infinitésimales sont données par leurs équations de définition, qui s'in-
tégrent elles—-mémes par des équations linéaires différentielles ordinaires.
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Pour les groupes intransitifs, on est, en général, obligé (§ III) de
mettre a part le probléme préliminaire de la détermination de leurs inva-
riants. L’étude compléte de ce probléme nécessiterait une théorie appro-
fondie de I'intégration des systémes complets, dans le cas le plus général :
c’est une question difficile, sur laquelle nous espérons pouvoir revenir dans
une autre occasion. Si I'on suppose ces invariants déterminés, on n’est pas
dans un cas essentiellement distinct de celui des groupes transitifs. Nous
donnons, néanmoins, une méthode directe et générale pour traiter ce cas,
et qui peut révéler certaines simplifications importantes.

Nous avons enfin jugé utile, pour faciliterla lecture de notre travail, de
rappeler, dans un premier paragraphe, les résultats de la théorie des
groupes qui nous servent plus particuliérement, et qui se trouvent, souvent
disséminés, dans le grand Ouvrage de MM. Lie et Engel (*).

I. — LES GROUPES PARAMETRIQUES CANONIQUES.
1. Le fait qu'un systéme d’équations
(l) x;:fi(xl*--xn]al-”ar) (‘.:"2"-"”)

définit un groupe continu fini de transformations des x en ', aux para-
meétres a, se traduit par les identités (écrites sous forme abrégée)

(2) ft(f(x]a){b):f,(xlc) (i=1,2,...,n),
ou les nouvelles valeurs ¢ des paramétres sont données par des équations
(3) cr=0i(ay...a,lb ... b)) (k=1,2,...,71),

que nous appelons, comme il parait naturel, les équations paramétriques
du groupe (1). On sait que ces équations définissent elles-mémes deux
nouveaux groupes qui se trouvent ainsi associés au groupe (1). Le premier
s'obtient en considérant les équations (3) comme représentant une trans-
formation des variables @ en les variables ¢, les b étant des paramétres :
nous l'appelons le premier groupe paramétrique du groupe (1). Si, de
méme, on considére, dans les équations (3), les b comme des variables,

(1) Les principaux résultats de notre Travail ont é1é annoncés dans-une Note insérée aux
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (14 janvier 1895 ).
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les ¢ comme des variables transformées, les @ comme des paramétres, on
obtient le second groupe paramétrigue (') du groupe (1). Ces deux
groupes sont holoédriguement isomorphes au groupe (1), et chaque
transformation de I'un est échangeable avee chaque transformation de
'autre; en d’autres termes, ce sont deux groupes simplement transitifs
réciproques.

Les transformations infinitésimales de ces deux groupes s’obtiennent
comme il suit. Les seconds membres des équations (1) satisfont a des équa-
tions aux dérivées partielles de la forme

(4) ;’—{;zﬁ (@) Epe( f)
j=1

(i=r1,2,...,n; k=1,2,...,1),

cue I'on peut écrire aussi

»

4 A= N o, 9fi
(4) Gilf) = X an(@) 5o
k=1
(t=12,...,n; j=1,2,...,1).

Le groupe (1) est alors engendré par les transformations infinitésimales
» Q 9 .
() Xjf:ZEjz‘(x)d—i (J=1,2,...,0);
i=1
et le premier groupe paramétrique par les transformations infinitésimales
N of . |
(6) Ajf:2ocjk(a)(~)—a; (=1,2,...,7).
k=1

On arrive de méme au second groupe paramétrique en partant des équa-
tions (1) résolues par rapport aux x :

(7) z,=F (... 2)]a,...a,) (i=1,2, ...,n).

On a alors des identités

. < oF,
(8) ‘-"'(F):Eﬁfk(“)'()—ak
k=1
(I=1,2,...,0; J=1,2,...,7I),

(1) Nous avons employé précédemment l'expression de groupes des paramétres (pre—
mier et second), Parametergruppen de M. LiE.
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et le second groupe paramétrique est engendré par les transformations
infinitésimales

(9) ij:EBjk(a)% (J=1,2,...,7).

k=1
On a enfin, simultanément, des identités

r » ”

(10)  (XeX0)= X ewXe  (AA)= X cinsAs, (BB = cusBs,

s=1 s=1 s=1

(11) (A;B)=o0 (Lhk=1,2,...,1),

ot les ¢, sont des constantes qui définissent la structure du groupe (1).

Inversement, si I'on connait, en méme temps que les transformations
infinitésimales (5) du groupe (1), celles de I'un de ses deux groupes para-
métriques, on remonte aux dquations finies (1), en intégrant un systéme
complet. En effet, les fonctions I¥;, ot1’'on suppose les lettres x mises a la
place des =, sont les intégrales du systéme complet

(12) X;f+A;f=o0 (J=1,2,...,1),

)

qui se réduisent respectivement a x;, quand on donne aux a les valeurs qui
correspondent & la transformation identique, valeurs qu’on peut se donner
arbitrairement, car cela revient & augmenter, dans les équations (1), les
paramétres @ de quantités constantes. Et les fonctions f; se déterminent,
" d’'une maniére toute semblable, au moyen du systéme complet

(13) X;f+B;f=o0 (J=1,2,...,1).

Les ¢quations paramétriques (3) s’obtiendraient d’une maniére analogue,
en vertu de cette remarque que chacun des deux groupes paramétriques est
a lui-méme son premier groupe paramétrique, et admet 'autre comme son
second groupe paramétrique.

2. Un méme groupe de transformations peut étre représenté par une
infinité de systémes différents d’équations, tels que le systéme (1). On les
déduit tous del’un d’entre eux, le systéme (1) par exemple, en y effectuant,
sur les paramétres @, tous les changements possibles de variables. A chacun
de ces modes de représentation du groupe G considéré correspond un
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couple de groupes paramétriques, respectivement semblables aux groupes
(6) et (9); mais le groupe G est toujours défini par les mémes transforma-
tions infinitésimales (5).

On sait qu’inversement, si 'on connait ces transformations infinitési-
males (5), ainsi que les transformations infinitésimales (6) d'un groupe
simplement transitif, de la méme structure ¢, que le groupe (5), les équa-
tions qu’on en déduit, en opérant comme il a été dit 4 la fin du paragraphe
précédent, constituent I'un des systémes d’équations finies du groupe (3);
et le groupe (6) est alors précisément le premier groupe paramétrique
du proposé.

Parmi tous ces modes de représentation du groupe (5), il en est un par-
liculierement important, fourni par les équations canoniques de ce groupe.
On y est conduit en cherchant tous les groupes a un paramétre qui y sont
contenus : ils s’obtiennent en intégrant le systéme d’équations différen-
tielles ordinaires

Az Ny, : :
(l/l) W:E)Iéjl(l) (LII,Z,...,II),

=1

ou les A sont des constantes arbitraires, avec les conditions initiales
x; = a; pour £ =o. Les intégrales ne dépendent de 7 et des A que par les
combinaisons A, Z, ..., Az, de sorte quil suffit d’y remplacer A;7 par ¢;, pour
obtenir un systéme d’équations finies du groupe, les e y étant les para-
métres. Ce sont précisément les équations canoniques du groupe, que 1'on
peut écrire, sous forme de séries,

(13) zi=zi+ X2+ XXz + s XXX+ .0 (=152, 0),

avec

X/= Y X, /.

j=1

Ces ¢équations canoniques ont cette propriété remarquable qu'il suffit d'y
faire varier les paramétres proportionnellement pour obtenir un sous-groupe
quelconque, a un parameétre, du groupe considéré. Les deux groupes para-
métriques correspondants sont dits les groupes paramétriques canoniques
du groupe (5).

L’intégration du systeme (14) est, du reste, équivalente, avec un chan-
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gement de notations, a celle de I'équation aux dérivées partielles

.
(16) Y X =
j=1

Remarquons enfin que, comme les transformations infinitésimales (5)
peuvent étre remplacées par r combinaisons linéaires a coefficients constants
des X,/ (linéairement indépendantes ), il y a une infinité de systémes d’équa-
Lions canoniques pour un groupe, se déduisant les unes des autres par des
transformations linéaires et homogenes opérées sur les parametres; de
méme pour les couples de groupes paramétricues canoniques.

3. Les transformations infinitésimales des deux groupes paramétriques
canoniques du groupe (5) peuvent étre considérées comme connues, dés
qu'on connail les constantes ¢y, qui définissent la structure de ce groupe.
Le caleul n'exige que la résolution d'une équation algébrique (') : voici
comment on peut le diriger, pour le premier groupe paramétrique, par
exemple :

Tout revient a la détermination des fonctions Ujx, qui figurent dans les
équations (4). Or, si I'on prend comme inconnues les fonctions de ¢

lpjk(l) - tq‘jk()‘ll’ )‘2t, .. ")\l’t)’

on trouve qu’elles sont déterminées par les équations linéaires & coefficients
constants

roor
d];j;jk:ajk—%z 2)\,,cs;,j‘lf“s,” e = : éggﬁi‘;;ﬁ,
h=1s=1

avec les conditions initiales W', = o, pour £ = o. Ce qui établit le résultat
annoncé. Quant au second groupe paramétrique, il se déduit du premier
cn changeant, dans les expressions de ses transformations infinitésimales,
€y €y ..., €, vespectivementen —e,, —e,, ..., —e,; cela tient & ce que,
sous la forme canonique (15), deux transformations inverses du groupe
correspondent & des valeurs des paramétres canoniques e,, ..., e, égales et
de signes contraires.

(') Ce résultat est di @ M. Lie, le mode de calcul indiqué & M. Engel (voir, par exemple,
S. L1k et ENGEL, Theorie der Transf-gruppen, t. 111, p. 792 et suiv.).
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Des formules précédentes, on déduit encore que les transformations infi-

nitésimales A, f, ..., A,/ du premier groupe paramétrique canonique
satisfont a I'identité

Z ejAf= 2 €j ()e
j=1 j=1
Cette identité permet de rattacher l'un & l'autre les deux modes de

calcul des équations finies du groupe (5), précédemment donnés. Si 'on
applique, en effet, au systéme (12) la méthode de M. Mayer, en supposant
quele groupe A, f, ..., A, festle premier groupe paramétrique canonique,
on devra poser ¢, =\, ..., e,= A.tet, en vertu de I'identité précédente,
on aura

IS = N

j=1 j=1
de sorte que l'intégration du systéme complet (12) se raménera précisé-
ment & celle de la seule équation (16).

Si le groupe considéré (5) ne contient pas de transformation infinité-
simale distinguée, on peut méme obtenir sans intégration les équations
canoniques finies des deux groupes paramétriques canoniques. Dans ce
cas, clles sont, en effet, les mémes pour ce groupe et pour son groupe
adjoint (), qui lui est alors holoédriquement isomorphe. Or, les transfor-
mations infinitésimales de ce groupe adjoint sont, comme l’on sait,

E,f= Ezckfsek (f=1,2,...,1),

k=1s=1

et la détermination de ses équations canoniques finies (d’ot I'on déduira
immcddiatement ses équations paramétriques) dépend de I'intégration d’un
systtme d’¢quations linéaires & coefficients constants.

Mais, si le groupe considéré contient une ou plusieurs transformations
infinitésimales distinguées, la détermination des équations finies de ses
groupes paramétriques canouiques nécessite certaines quadratures. Clest
ce (ui résultera, du reste, des développements qui suivent.

(1) Pour ce qui concerne le groupe adjoint, son origine et ses propriétés, nous sommes
obligé, afin de ne pas allonger outre mesure ces préliminaires, de renvoyer a I'Ouvrage de
M. Lig (Theorie der Transf.—gruppen, t. I, Chap. XVI et t. 1II, Chap. XXVIID).
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II. — DETERMINATION DES EQUATIONS FINIES D'UN GROUPE TRANSITIF.

5. On suppose connues les transformations infinitésimales d’un
groupe

< p)
(1) ka:EE'“(Il"”’x")TL (k=1,2,...,r);

i=1
et Uon se propose de trouver, sous une forme quelconque, les équations
finies de ce groupe.

En vertu de ce qui précéde, on peut considérer ecomme connues les trans-
formations infinitésimales de ses deux groupes paramétriques canoniques,
ou, si 'on veut (par un changement de variables arbitraire), plus généra-
lement celles de deux groupes simplement transitifs réciproques, iso-
morphes au groupe (1). Soient

(2) AkuEa“L(al...a,.)d()‘Tf/ (k=1,2,...,71),

h=1

(3) B;,f:EﬁM(a,...a,.)adall (k=1,2,...,71)
h=1

ces deux groupes, et I'on peut supposer que ’on a les identités

r ” >

(XjX/c):ZCjA-sxs, (AjAL-):ECjI.-sAs’ (B;B,) :Ecj/vsBs,

s=1 s=1 s=1

(AjB/c):O (./"k:llg"“”.)‘
Tout revient dés lors a intégrer le systéme complet
(4) Xef+Arf=o0 (k=1,2,..., 1),

connaissant les transformations infinitésimales (3) qui laissent ce systéme
complet invariant.

Si I'on connait en effet n intégrales indépendantes de ce systéme com-
plet :

Q,(zy...2y|a,...a,) (i=1,2,...,n),
les équations finies cherchées s’obtiendront en résolvant le systéme

O (... xpla...a,) =0 (z,...2,|a’...al) (i=1,2,...,n).

Fac. de T. — X. C.2
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Nous sommes donc naturellement conduits a appliquer ici la théorie de
l'intégration des systémes complets admettant des transformations infini-
tésimales connues, due & M. Lie, avec les perfectionnements que nous y
avons apportes.

Si nous supposons d’abord que le groupe (1) est simplement transitif,
c’est-a-dire que n =r, et que le déterminant des &;, n’est pas identique-
ment nul, nous nous trouvons en présence de ce que M. Lie appelle le pro-
bléme normal de sa théorie, et qui peut s’énoncer ainsi :

On donne un systéme complet @ v = p. + g variables et p. équations

(5) Ljfzzlji(yi...y‘,)a()}{:o (J=1,2, ..., 1)

i=1

et un groupe de g transformations infinitésimales indépendantes

(6) Y’f:Eﬂ“(y""%)'ddyfi (l=1,2,...,p),

i=1

satisfaisant aux identités (L;, Y,) = o pour toutes les valeurs des in-
dices; on suppose de plus que le déterminant des coefficients desL; et Y,
n’est pas nul : intégrer ce systéme complet.

Ce probléme se rameéne soit a I'intégration d’une seule équation de Lie,
soit 4 l'intégration successive d’une suite d’équations de Lie simples; ou
encore, si I'on préfere, a I'intégration d’équations linéaires auxiliaires et &
des quadratures (').

Ces résultats trouvent ici leur application immeédiate : si nous voulons
par exemple effectuer la réduction 4 des systémes linéaires, nous introdui-
rons le groupe linéaire adjoint au groupe (3), soit

S N d .
Ejf:ZEijseko—'ef‘; (J:I,Z,...,I'),

hA=1 s=1

et écrirons les équations

ka—l‘— Akf:O, Bhf—i—Ehf:O (k,/l:I,Z,..., I').

(1) Ces résultats sont contenus, explicitement ou implicitement, dans notre Mémoire :
Sur les systémes d’équations différentielles, etc. (Ann. de la Fac. de Toulouse,
t. VIII), ou s’établissent par des raisonnements analogues a ceux qui y sont employés.
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Elles forment un systéme complet; pour I'intégrer, on posera x; = &,¢,

ay= o, et I'on sera ramené a une équation de Lie, linéaire, de la forme

3—{+ N 6u()Ef=o.

k=1

L’intégration de cette équation résoudra complétement le probléme, si
le groupe (1) n’a pas de transformations infinitésimales distinguées. Sinon,
il faudra en outre effectuer autant de quadratures indépendantes qu’il y a
de ces transformations distinguées dans le groupe (1).

6. Passons maintenant au cas o le groupe (1) est un groupe transitif
quelconque.
. : , : A -
Nous pouvons résoudre 7 des équations (4) par rapport aux 9, Pt
exemple les n premiéres, et porter dans les autres. Le systéme (4) prend
ainsi la forme

9 X :
(7) M,-f:a?fi —+—2p.,-j(.z*)Ajf:o (i=1,2,...,n),

j=t

(8) Ag,lf:A,H,‘f—kEv,l,-(x)Ajf:o (h=1,2,...,8; r=n-+s);

j=1

et, comme cette transformation du systéme revient a faire des combinai-
sons linéaires dont les coefficients sont fonctions des x senls, on a les iden-
tités

(9) . (NI,', BA«):O, (o{ah,Bk):O.

Et puisque les équations (7), (8) forment toujours un systéme complet,
on a

(10) (fopy foy) == combinaison linéaire des o

d’autre part, par un calcul direct, on voit que ces mémes crochets sont des
combinaisons linéaires de A,...A,, &,...A,, dont les coefficients ne dépen-
dent que des z. Mais comme il n’y a pas de relation linéaire et homogéne
entre ces derniéres transformations infinitésimales, on en conclut que les z
figurent seuls dansles coefficients des seconds membres des relations (10),
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c’est-a-dire qu’on peut les écrire
)

(11) (o, o,\q,):zx,,,m(x),\.),,, (hyl=1,2,...,5),

m=1

c’est-a-dire que, pour chaque systéme de valeurs des x, les transformations
(8) définissent un groupe.
Nous pouvons maintenant, des équations (8), tirer les valeurs de s déri-

: 9 9 I
vées, par exemple 2L, ..., % Portons ces valeurs dans les B;, en écrivant
da, da, ’ )

pour plus de netteté, b,...0, a la place de a,,,...a, : on obtient les nou-
velles transformations (ou la lettre a désigne le systéme des variables
a,...ay)

s n

—— J
([2) 1“-)kf:BA-f+ E 64.,L(x|aib)¢l>/,f: Eﬁk,(rla 1 b)(—)—/}/j"

h=1 =1
Calculant les crochets de Jacobi, il vient

,
(W, Wb, ) = Z cniWh -+ comb. lin. des Ao
(=1

, . . 0 p) :
or, le résultat ne doit contenir aucune des dérivées Ega ey 56—{—0, et il

1 s
n’existe pas de combinaison linéaire des & qui n’en contienne aucune. On
a donc simplement

I

(13) (Why, 1‘!)/"):20/”{/“1’[ (hyk=1,2,...,r).

=1

Les transformations (12), si I'on y considére les = et les @ comme des
constantes, définissent donc un groupe, isomorphe au groupe (1). Mais il
y a plus, ce groupe est semblable au groupe (1). Faisons-y en effet le chan-
gement de variables

si=F(x, .., xplay, ... a4 by, ..., by) (E=1,2,...,n),

ou les F, sont les mémes fonctions que dans les équations (7) du § I. Ces
fonctions étant intégrales des équations (4), et, par suite, des équations (8),
il vient '

Wz =Brsi=Eri(31, -5 50)s



SUR LA RECHERCHE DES KQUATIONS FINIES, ETC. C.13

en tenant compte des relations fondamentales [(8), § I]. Le groupe (12)
devient donc le groupe (1), ot 'on a mis les 5 a la place des x.

Remarquons en passant que la remarque essentielle qui précéde fournit
une méthode pour déterminer, sans intégrations, les divers types de
groupes transitifs d’une structure donnée. 1l suffira, en effet, de prendre
pour le groupe des &, les divers types de sous-groupes du premier groupe
paramétrique, et d’en déduire les divers groupes (12) correspondants, aun
moyen du second groupe paramétrique. (Les x ne jouent, en effet, dans
le calcul précédent, aucun réle, et peuvent étre remplacés par des constantes
quelconques) (*).

7. Revenons & notre probléme qui est actuellement le suivant [les équa-

. : : . P d '
tions (8) étant résolues comme il a été dit, et les valeurs de d_&i’ e g({
1 5

portées aussi dans les équations (7)] : Intégrer le systéme complet

! n
af 9 _ .
5;‘;—%2@1](‘1[“11[))2)’5;“0 (i=1,2,...,n),
(4) o
af N ar
E_‘_thj(xla“))d‘bj:o (h=1,2,...,s),

j=1

connaissant le groupe de transformations infinitésimales (12) que ce
systéme admet.

Parmi ces transformations 4%,, on en peut trouver n dont le déterminant
ne soit pas nul, les 7 premiéres par exemple, et ’on a alors

n
LEY— 2 onj(x|alb)wh, (h=1,2,...,5).
j=1

Les fonctions ¢,; sont, comme I'on sait, des intégrales du systéme (14),
et il en résulte qu’il y en a autant d'indépendantes comme fonctions des «
des a et des b, que comme fonctions des b seuls. Deux cas peuvent alors se

présenter :
1° Parmi ces fonctions ¢,;, il y en a n d’indépendantes. Le probléme est

(1) Cette méthode ne différe du reste que par le mode d’exposition de celle qui a été in-
diquée par M. Lie (voir Theorie der Transf.-gr., t. 111, p. 798 et suiv.).
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résolu dans ce cas sans aucune intégration. Dans ce cas le groupe (12), et
par suite le groupe (1), auquel il est semblable, est asystatique, pour em-
ployer une expression de M. Lie. Nous retrouvons donc ce théoréme de
M. Lie (') : Les équations finies d’un groupe asystatique s’obtiennent
sans intégrations, dés qu’on en connait les transformations infinitési-
males.

2° Passons au cas général. Parmi les fonctions g,j, il y en a seulement
n—p=gq, qui soient indépendantes. Prenons-les comme nouvelles va-
riables u,, u,, ..., u, 4 la place de ¢ des b, par exemple b,.,, ..., b,. Le
systeme (14) se réduit a

pr +Zw,l(w|a|u|b)—'}—c_o (i=1,2,...,n),
(15) =

df+2w,,(x|a]zt|b)db —o (h=1,2,...,s),

j=1

et les transformations (12) prennent la forme

(16) Bif=Urf+ W, f (k=1,2,...,71),

(]
UA-f—-—EUki(u)g—‘l{i’ “%f—-zﬁu(xla]ulb)db

i=1 =1

Remarquons en passant que les transformations Uy définissent un groupe,
isomorphe au groupe proposé. D’ou cette conséquence qu'un groupe tran-
sitif simple, de structure donnée, avec le nombre minimum de variables,
est nécessairement asystalique.

Reprenant les transformations (16), ou plutét les n premieres d’entre

elles, nous en pouvons déduire exactement p combinaisons linéaires de la
forme

n

(17) Do),
k=1
of of L
qui ne contiennent aucune des dérivées —- R T et ne solent liées par
1 q

aucune relation linéaire et homogéne dont les coefficients soient fonctions

(1) Voir Theorie der Transf.-gr., t. 1, p. 518.
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des u seuls. Soient

P
. d
(18) CkuEykj(m]a!ulb)d—bfj (k=1,2,...,p)
j=1
ces p transformations. Le crochet de deux d’entre elles étant aussi de la
forme (17), on aura des relations

»
(19) (CE,CL.):EK,'_,L,,(U)C, (Lh=1,2,...,p),
=1
c’est-a-dire qu’en considérant les x, les a et les « comme des constantes,
elles définissent un groupe simplement transitif. On peut du reste supposer
que les K ne dépendent pas des u. Remarquons en effet que toute transfor-
mation infinitésimale, échangeable avec chacune des transformations (16),
admet comme invariants les fonctions u,, ..., u,, et est par suite de la
méme forme que les transformations (18) et est aussi échangeable avec cha-
cune d’elles; rappelons-nous que, d’aprés un résultat de M. Lie ('), il ya
précisément p de ces transformations, linéairement indépendantes, formant

un groupe

5 o -
(20) Dkf_gal,.j(x]alulb)d—b; (k=1,2,...,p).
Nous pouvons ajouter que ce groupe, relativement aux variables b,, .. .,
b, est transitif; car si ces transformations (20) étaient liées par une relation
linéaire et homogene, on en déduirait des invariants du groupe (16), ce
qui ne peut étre, ce groupe étant transitif. On voit donc que, relativement
aux variables b,, ..., b,, les deux groupes (18) et (20) sont deux groupes
simplement transitifs réciproques, et, par suite, ils ont méme structure. Et

comme la structure du groupe (20) s’exprime par des formules

P
(Dka):zKithl (l', IZ:I,2, ...,p),
(=1
ou les K ne dépendent pas des variables u, il en est de méme pour le

groupe (18).

En définitive, nous sommes ramenés a l'intégration du systéme (15),

(1) Voir Theorie der Transf.-gruppen, t. I, Chap. XX.
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connaissant le groupe (18) simplement transitif qu’il admet, c’est-a-dire de
nouveau au probléeme normal du n° 5. Tout dépend donc de Uintégration
d’une équation linéaire de la forme

P
) .
(—){+ E 01 ()Erf = o,

k=1

ou figure le groupe adjoint du groupe des transformations infinitési-
males échangeables a celles du groupe donné (1) : si ce groupe contient
des transformations infinitésimales distinguées, il en sera de méme du
groupe (18), et il faudra, en plus, effectuer certaines quadratures.

Remarquons enfin que les développements qui précédent nous fournissent
le moyen de déterminer, connaissant les transformations infinitésimales
d’un groupe transitif, la structure du groupe des transformations
échangeables; car, la structure du groupe (18) ne dépendant pas des va-
leurs des u, on peut, pour la déterminer, donner & ces quantités, dans les
formules (19), des valeurs arbitraires.

On pourra, ensuite, remplacer les C; par d’autres combinaisons de

méme forme, de maniére & mettre en évidence la structure ainsi déter-
minée.

8. Appliquons la méthode générale & un cas particulier important,
étudié par M. Lie, celui ou il n’y a pas, en dehors du groupe (1) lui-méme,
de transformation infinitésimale échangeable & toutes les siennes. Si le
groupe n’est pas asyslatique, cas déja examiné, ses transformations infini-
tésimales distinguées constituent le groupe des transformations infinitési-
males échangeables & toutes les siennes. Alors le groupe (20)ne se compose
que de transformations distinguées, et il en est par suite de méme du
groupe (18). La question se résout donc par autant de quadratures indé-
pendantes qu'il y a de transformations distinguées.

Si 'on considére en particulier le groupe formé de I'ensemble

Afs ooy Afs Bifs ..., Buf

des transformations de deux groupes simplement transitifs réciproques, on
voit qu'il est asystatique si le groupe A fn’a pas de transformations infini-
tésimales distinguées, et qu'il a, dans le cas contraire, autant de transfor-
mations distinguées que ce dernier. Remarquant, de plus, que la méthode
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donnée fournit, si I'on veut, les équations canoniques du groupe considéré,
et que, celles-ci connues, on peut en déduire aussitot celles des sous-
groupes, on arrive, avec M. Lie, & cette conclusion :

La détermination des équations finies d’un groupe simplement tran-
sitif, quand on connait les transformations infinitésimales du groupe
réciproque, exige uniquement autant de quadralures que le groupe
contient de transformations infinitésimales distinguées. Ce résultat
contient, comme cas particulier, celui dont I’énoncé termine le n° 4 de ce
Travail.

On peut du reste I'établir directement, comme on le verra plus loin, et
par une méthode qui conduit a des calculs plus simples.

9. Sil'onsuppose connues, dans I'application de la méthode précédente,
non sculement les transformations infinitésimales, mais aussi les équations
finies canoniques des groupes (2) et (3), on pourra lui faire subir quelques
modifications avantageuses que nous allons indiquer. Ce sera toujours le
cas (voir n° 4), sile groupe (1) n’a pas de transformations infinitésimales
distinguées; et, dans le cas général, cela nécessitera au plus certaines qua-
dratures préliminaires (voir n* 4 et 8).

Supposons donc qu’on ait mis le systéme (4) sous la forme (7) (8). On
peut ici considérer comme connues les équations finies, et par suite les in-
variants du groupe (8). Soient ¢,, ¢,, ..., ¢, n de ces invariants (indépen-
dants), et introduisons-les comme variables nouvelles, a la place de «,.,, ...,
a, par exemple. Les équations (8) se réduiront alors a

of _of _  _9of
(21) 'Ja—i_—b—a;———%"s

—= o0,
et, en tenant compte de ces équations, les équations (7) prendront la
forme

9 4 .
(22) Rif:0—£_+ Spi,(x|v)—j{':o (i=1,2,...,n),
P J
j=1

ot les p;; ne dépendent pas de a,...a,, comme on le voit en écrivant que
ces équations forment, avec les équations (21), un systéme complet.

Le méme changement de variables effectué dans les transformations (3)
Fac. de T. — X. C.3
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donne
Bif=Vi/f+Bj (k=1,2,...,7),

n 5
9 , , 9
ka:2wkj(x[v)d—vjj, BAf:Eﬁkh(x]c)lal...as)d—j—h;
i=1 h=1
et, comme le systtme (21) (22) admet toujours ces transformations, on
voit facilement, d’abord, que les w;; ne dépendent plus des a, d’ou I'on
conclut les relations

(VrVk):EC;'/uV/ (Lhk=1,2,...,r);
(=1

et ensuite que le systétme complet (22) admet les transformations V.
Enfin, ces transformations forment, d’aprés ce qui précéde, un groupe, et
ce groupe est de nouveau semblable au groupe (1). On le voit en remar-
quant que si I'on prenait pour les ¢; les fonctions F;(x,...x,|a,...a,),
d’apreés le raisonnement qui a été fait pour le groupe (12), les wy; seraient
précisément les fonctions &;;(¢,...0,). On est donc ramené & un probléme
de tous points semblable & celui du n°7 et qu’on traitera de méme. L’avan-
tage est, ici, d’abord que le systéme (22) dépend de moins de variables que
le systéme (14), et aussi qu’on peut considérer comme connues les équa-
tions finies du groupe V. '

Enfin, la remarque précédente, sur la similitude du groupe (1) et du
groupe V,, conduit immédiatement & la premiére méthode donnée par
M. Lie pour la détermination des divers types de groupes transitifs de
structure donnée, et qui permet de déterminer, par Uemploi au plus de
quadratures, non seulement les transformations infinitésimales, mais
ausst les équations finies canoniques de ces divers types. La marche &
suivre sera la méme qu’a la fin du n° 6 : on déterminera les divers types de
sous-groupes du groupe (2), on formera leurs invariants ¢ et, au moyen du
groupe (3), on en déduira les groupes V, correspondants (').

(1) Voir Theorie der Transf. gruppen, t. I, Ch. xxit et t. III, Ch. xxvir.
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III. — ActrE mMETHODE. CAS DES GROUPES INTRANSITIFS.

10. Soit toujours a déterminer les équations finies du groupe

(r) XA.f:2£ki(x1...x,L)dL£ (A=1,2,...,1).

i=1

Supposant encore connues les transformations infinitésimales

(2) A,‘.f:.Eakj(a,...a,.)g‘{—; (k=1,2,...,71),

j=1

(3) kaZZﬁkj(a,...a,.)(%{; (k=1,2,...,71),

=1
de deux groupes isomorphes au groupe (1), simplement transitifs et réci-
proques, nous ramenons encore la question & intégrer le systéme complet
4) Xif+Arf=o0 (k=r1,2,...,71),
qui admet les transformations infinitésimales connues (3). Mais nous ne
voulons plus faire d’hypothése sur la nature du groupe (1).
Résolvons les équations (4) par rapport aux I, ce qui est toujours pos-

)
ddk

sible; employant toujours les notations de M. Lie, il vient

p) :
(3) Pes= 3L + Bdu(@Xyr=o (h=1,2,...,7r),

j=1

ou les ¢, sont des fonctions introduites au n° 1 [éq. (4)]. Portons les
valeurs ainsi trouvées dans les transformations (3), ce qui revient a faire
les combinaisons

(6) Yif=Buf— X Bul@)Pef= X pas(as...a)) X, f
k=1

j=1

(h=1,2,...,r),

ot I'on a posé, pour abréger,

(7) Phj(a):-zﬁhk(d)%k(a) (hyj=1,2,...,7r).
k=1



C.20 E. VESSIOT.

Des formules (7) on conclut facilement que le déterminant des g;; n’est
pas identiquement nul, de sorte que, si I'on considére les @ comme des
constantes, les transformations (6) définissent précisément le groupe (1).
Du reste, si 'on suppose la structure commune des groupes (1), (2), (3)
définie par les identités

(X X%) =E Cins Xy, (A;A%) :2 CirsAg, (B:Bx) = 2 CirsBs,

s s s

un calcul direct facile donne, en partant des valeurs (6),

(Y;Yp)= 2 cirs Ys+ comb. lin. des P,

s

et, comme aucune combinaison linéaire des transformations infinitési-

males (5) ne peut étre indépendante des ;Tf, on en conclut simplement
k

r

(YiY/c):EciksYs (i,k:l,?,...,r).

s=1

Remarquons enfin qu'il suffit de comparer la formule (7) & celles qui
terminent la page 8o du t. I de la Theorie der Transformations-gruppen
de M. Lie pour en conclure que nos fonctions p,; sont bien les mémes que
celles qui figurent dans les équations finies du groupe adjoint, de sorte que
les transformations (6) sont ce que deviennent les transformations (1)
quand on y effectue la transformation définie par les équations finies

x;=fi(x,...x5]ay...a;) (i=12,...,n)

de ce groupe. Résultat que l'on s’explique, du reste, bien facilement, en
faisant; dans les équations (4), la transformation inverse de celle-la.

Quoi qu'il en soit, le probléme est ramené a intégrer le systeme (5),
connaissant les transformations (6) qui le laissent invariant, et ’on voit
immédiatement que toutes les propriétés du groupe (1) vont influer sur la

nature des opérations & effectuer dans cette intégration.

11. Reprenons d’abord le cas ou le groupe (1) est transitif. En général,
il n’y aura qu'a opérer exactement comme au n° 7 et I'on sera conduit aux
mémes résultats.
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Mais supposons qu’on connaisse toutes les transformations infinitésimales

(8) ZIfZECIi(xh""‘Tn)()B{Ti ({=1,2,...,p)

i=1

qui sont échangeables & toutes les transformations (1). Le systéme com-
plet (5) les admet aussi et 'on a & opérer cette fois avec le groupe formé
de I'ensemble des transformations (6) et (8). Ce groupe n’admet pas, en
dehors de lui, de transformations infinitésimales échangeables & toutes les
siennes. Si donc il ne contient pas de transformations infinitésimales distin-
gueées, il est asystatique; de sorte que, si I’on exprime en fonction de 7» des
transformations (6) et (8), toutes les autres, il y aura, parmi les coefficients,
n fonctions indépendantes, qui seront des intégrales du systéme (5). Donc,
dans ce cas, les équations finies du groupe (1) s’obtiennent par de simples
éliminations.

Si, au contraire, le groupe (6), (8) contient p transformations infinitési-
males distinguées, la méthode du n° 7, appliquée a ce groupe au lieu du
groupe des B, f, fournira n — p intégrales sans intégration, et raménera le
calcul des p derniéres a ¢ quadratures indépendantes.

Donc, la détermination des équations finies d’un groupe transitif,
quand on connait, en méme temps que ses transformations infinitési-
males, loutes celles qui leur sont échangeables, dépend au plus de qua-
dratures.

Ce résultat est, au fond, équivalent & celui du n® 8. Dans le cas ou le
groupe est simplement transitif, le raisonnement précédent est précisément
celui que nous avions annoncé en terminant le n° 8.

12. Disons quelques mots du cas ot le groupe (1) est intransitif. Suppo-
sons d’abord que les transformations (1) soient, comme formes linéaires

of of

en st 57 linéairement indépendantes; il en est de méme des transfor
1 n

mations (6). Alors r < n, et le systéme
P.f=—=o, Y.f=o0 (kyh=1,2,...,1

admet n — r invariants qu’il faudra d’abord calculer; on les introduiia
ensuite comme variables et I’on sera ramené au probléme normal du n° 5
Cela revient a la détermination préliminaire des invariants du groupe (1),
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que 'on peut prendre justement pour les n — r invariants précédents. Ce
procédé peut, du reste, étre employé dans tous les cas, mais dans les
autres cas ceux que nous allons indiquer peuvent étre plus avantageux.

Si nous supposons, en effet, que, parmi les transformations (1) et, par
suite, (6), il y en ait, au sens indiqué, seulement m < r, n d’indépen-
dantes, en exprimant les autres au moyen de celles-1a, on obtiendra, comme
au n° 7, desintégrales du systéme (5), en nombre ¢ par exemple. Si o =n,
le probléme est achevé. Si n > c2m, il restera & déterminer, sans réduc-
tion en général dans ce probléme, les n — o restantes. Enfin, si ¢ =m, en
opérant, comme au n° 7, on sera ramené & un systéme de 7 équations,
a r+ n — o variables avec m — ¢ transformations infinitésimales indépen-
dantes, et il sera de nouveau nécessaire de déterminer d’abord n — m inté-
grales, qui seront, par exemple, les invariants du groupe (1), avant d’étre
ramené au probléme normal de M. Lie.

On voit donc que, pour les groupes intransitifs, au contraire de ce qui
avait lieu pour les groupes transitifs, ce n’est qu’exceptionnellement que le
probléme pourra se ramener a l'intégration d’équations linéaires. Et cela
était a prévoir, car la détermination des équations finies d'un groupe tran-
sitif entraine celle de ses invariants et la recherche de ceux-ci comprend,
comme cas particulier, I'intégration d’un systéme complet, absolument
quelconque, qui peut toujours se mettre sous la forme

L,f=o, ceey L,f=o,
les L, f étant des transformations infinitésimales échangeables.

IV. — TRroiSiEME METHODE. — IEXTENSION AU PROBLEME DE L'INTEGRATION
D’UNE EQUATION DE LIE.

13. La recherche des équations finies du groupe

(1) ka:ZEki(xi...x,,)g%i (k=1,2,...,1)

revient, comme I'on sait (voir par exemple n° 2), a I'intégration de I'équa-
tion aux dérivées partielles

(2) Lf:‘;_/[‘+2>\,¢x,‘f—_—o.
k=1
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Pour appliquer a cette équation la méthode d’intégration de M. Lie, nous
commencerons par déterminer les transformations infinitésimales qui la
laissent invariante et qui sont de la forme

(3) Y/= Y o (0)Xnf.
k=1

Les fonctions p,(¢) doivent satisfaire a I'identité (L, Y) = o, qui s’écrit,
en développant les calculs,

3% 3 e )x o

s=1 \ =1 k=1

Cette relation se décompose, les transformations (1) étant indépendantes,
en les 7 suivantes :

(4) 5{& 220“5 Pk (s=1,2,...,7).

k=1 j=1

Les constantes ¢, sont celles qui définissent la structure du groupe (1),
et I'on a tenu compte des relations

CjL.s+ ijs: O.

Les équations (4) sont des équations linéaires a coefficients constants,
dont D'intégration dépend, par suite, seulement de la résolution d'une
équation algébrique. Elles admettent r solutions indépendantes, qui, por-
tées dans (3), fourniront r transformations infinitésimales indépendantes

(5) irk/‘:EP/c/L(t)th (k:l,?,...,l'v),

h=1

laissant invariante I’équation (2). Le crochet de deux d’entre elles, étant
de la forme (3) et laissant encore invariante I'équation (2), est forcément
une combinaison linéaire & coefficients constants des transformations (5);
et, comme le groupe que celles-ci forment ne différe pas, quand on traite
¢t comme une constante du groupe (1), on peut supposer les transformations
(5) choisies par exemple de maniere que I'on ait, en méme temps,

r r

(X:Xy) :Zci/.'sxs, (YiYk):ECiksYs (Lhk=1,2,...,r).

s=1 s=1
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On est dés lors ramené a un probléme tout semblable & celui du n° 7,
et 'on retrouverait par suite sans peine, par cette voie, tous les résultats
précédemment obtenus sur la nature des intégrations que nécessite le pro-
bléme considéré.

Remarquons que le systéme (4) est équivalent a I'équation aux dérivées
partielles

() r
d—/: + 2 MErf=o,
k=1

ou les transformations infinitésimales E; f sont, suivant la notation habi-
tuelle, celles du groupe adjoint du groupe (1), de sorte que ’on pourrait
prendre pour les p,4 les coefficients qui figurent dans les équations cano-
niques de ce groupe adjoint. On en conclurait bien facilement que le résul-
tat actuel ne différe pas de celui du n° 10, lorsqu’on applique au systéme
(5) (n° 10) la méthode de Mayer, en supposant que les groupes A fet By f
y sont les groupes paramétriques canoniques.

Mais Ja méthode présente a 'avantage de ne supposer connus que les
théorémes les plus fondamentaux de la théorie des groupes.

14. Cette méthode a un autre avantage, celui de pouvoir s’étendre &
I'intégration d’une équation de Lie quelconque

d r
(6) Af:d;f+zek(¢)x,,f:o.
k=1
Cherchons en effet de nouveau les transformations de la forme

(3) Yf:Epk(t)ka,

k=1

qui satisfont a V'identité (A f,Y f) = o. Il vient, en développant les cal-
culs,

\

r d » ”
E <7P; + 2 2 ci’fseij)xsf: o,
s=1 i=1 k=1

c’est-a-dire que les py sont définis par le systéme linéaire

(7) %:zzckjse,-pk,

k=1 j=1
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équivalent a ’équation de Lie
(8) A G WL
k=1

ou intervient le groupe adjoint de celui qui figure dans '’équation donnée
(6), et que nous pouvons appeler I'équation de Lie adjointe a I'équa-
tion (6). Ce systéme linéaire intégré, on en déduira, comme précédemment,
un groupe

(9) Yef= X Pun(O)Xnf (h=1,2,...,7)
h=1

auquel on peut supposer la structure cj, et 'on sera ramené au pro-
bléme normal (voir n°5) de M. Lie, c’est-a-dire a de nouvelles équations
Jinéaires, ou 4 des quadratures auxiliaires, par les mémes opérations qu’au
n°7.
Le fait essentiel de la réduction des équations de Lie aux équations
linéaires, toutes les fois que le groupe correspondant est transitif, se trouve
ainsi établi.

15. Une fois déterminées les transformations (), on peut achever la
question autrement, en imaginant que I'on cherche, d’autre part, les trans-
formations infinitésimales échangeables avec chacune des transformations
(1), ce qui a I'avantage de ne plus faire intervenir les fonctions 6,(¢). Clest
un probléme qu'’il serait facile de traiter directement, mais nous nous con-
tenterons de remarquer qu'il est équivalent, a certaines quadratures pres,
au plus, a celui de la détermination des équations finies du groupe (1). Car
d’une part nous avons vu que, ces transformations une fois déterminées, le
calcul des équations finies du groupe exige au plus des quadratures ('); ct
M. Lie a montré d’autre part que ces transformations se déduisent par des
éliminations des équations finies du groupe, supposées connues (*).

Nous pouvons alors supposer le groupe (1) transitif, car s’il ne 'est pas,
on connait ses invariants, et, en les prenant comme variables nouvelles, on

(1) Voir n° 11 : nous n’avons raisonné que sur les groupes transitifs, mais il est facile
d’étendre les résultats aux groupes intransitifs, en remarquant que les invariants sont alors
connus.

(2) Voir Theorie der Transf.-gruppen, t. I, p. 394, 513 et suivantes.

Fac.de I. — X. C‘-[#
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sera ramené au cas d’un groupe transitif. On se trouve alors dans des con-
ditions tout & fait analogues & celles du n° 11, en considérant I’équation (6)
qui admet le groupe formé des transformations (g) et des transformations

n
v . 9
(10) [/‘f:ZC/i(l‘,...Jf,,)——'—- (U=r1,2,...,p)
dl‘,‘
i=1
¢changeables avec les transformations (1). Et trois cas peuvent se présen-
ter :
o ’ P 3 . .
1° p = o, cest-a-dire que le groupe (1) est asystatique. Les relations
linéaires entre les transformations (g) fournissent toutes les intégrales de
I'équation proposée.
2° p > o0, mais le groupe (1), (10) ne contient pas de transformations
infinitésimales distinguées : il est alors asystatique et, des relations linéaires
entre ses transformations infinitésimales, on déduit encore, sans intégra-
tions, toutes les intégrales de I’équation proposée.
3° p > o, mais le groupe (1), (10) contient un certain nombre de trans-
formations infinitésimales distinguées : il faudra un certain nombre de qua-
dratures indépendantes pour achever la question.



