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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. E.25

5. Légitimité de Uapplication du théoréme rappelé au début. — Pour
simplifier 'exposition, nous désignerons, dans ce ui suit, par | /| lasomme
des modules des termes de f développé par rapport a tous ses arguments.

On peut supposer qu’a I'intérieur de certains cercles, de rayons p pour
les z, R pour les «, les F; soient holomorphes et que, de plus, les dérivées
partielles vérifient les inégalités

LOF .,
S étant constant, si 'on a

|xz|<p et || SR'SR.

I1 résulte des hypothéses faites plus haut que, si p est suffisamment petit,
on peut fixer deux nombres g et v, le second plus grand que 1, de sorte que
I'on ait

|l — 20| < p" g,
|24+ — i<
pour

EQ
~ Enfin, il est important de faire la remarque suivante : y,, y., ..., ¥,;
Ayy Agy ..., A, étant des fonctions de certaines variables indépendantes,
ona
| f (i + Ay Yo+t ooy Ynt+ o) — S (715 Yoy v s ¥n) |

2 O Uy '+ M1 [yl + 12 - lynl R )
R J .
< ‘|)‘ll‘ d]’i

Cela posé, imaginons qu’il existe un nombre p, inféricur & p, tel que
I'on ait
|ty |'<<p' Oy,
[y |'<<p' 96y,
dés que |z |Sp'Spy, M,y et 9T, étant des constantes.

Nous allons faire voir que, sous certaines conditions, les séries | G;|' re-
latives aux équations qui définissent les 8, sont convergentes 4 'intéricur
et sur le contour des cercles de rayon p, ; nous en déduirons la méme pro-
priété pour les | 8, |/, ainsi qu'une limite supérieure de ces quantités.

On a d’abord, pour |z |Z¢'<p,,

[, — a8k, < el — 2oy |09 (| &Y l’: |2 — x|
Ly
Fac. de T. — XI. E,4
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Et comnme
Ix;/u_ a.;.(k) [/< P/zg
et
k i k ¢
hkypr .- N .
| |2 — 2B < s
il en résulte que
np'?gy o,
(7) |32, — < HETL L

D’autre part, on sait que

X LI I kY |y |7
<8>ameﬁwMLv>—Fxx“nMgrnu<ZSqaﬁiMOF“xnwmﬂ + 10 D),

dujz,
Or,
e, 113, < LR Tor),
quand !
lz|Zp'Zps
St donc on suppose
(9) ZLOR ) 2R

les deux membres des inégalités (8) sont définis pour|z|<g, et 'on a dans
ces conditions, si |z |Z¢'Sg,,

12

(10) | Fy(ae | a1 — Fi(as | @2, 1) < %mps X6y (M gy + IO _y).

On conclut des inégalités (7) et (10) qu'il existe deux constantes A et B,
indépendantes de o', 9%,_, el 9L, ,, telles que I'on ait dans les équations (6)

| G |'<< 06, [A + B(O, 4+ Ipy )15

en faisant toujours les mémes hypothéses sur les .
11 résulte de la que, dans les mémes cercles de rayon p,, les 8 sont dé-
finis et que 'on a

100 1'< g2 P T [A ++ B,y Doy )],

Pour déduire de ces propriétés que les suites de fonctions ¢ satisfont aux
conditions requises par le théoréme rappelé au début, 1l suffit de montrer
que Pinégalité (9), qui peut étre vérifiée pour les premiéres valeurs de t si
o, est assez petit, le sera ensuite indéfiniment.
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De la limite supérieure trouvée pour| 8, |, on conclut qu’on peut prendre

pour %,
Pl P%t—l [A -+ B (:)]L[_g—f‘ %1—1 )],

de sorte que la formule générale permettant de calculer t,, en supposant
I'inégalité (9) constamment vérifiée, sera

t—1
(11) =0, PO, [A+BE;9L,].
1

Or, posons
2

f(J):J————-(jH)’

A étant positif; si A’ et B’ désignent deux quantités positives satisfaisant &
la condition

6A'+3B'A—2 <o,
on a toujours

J(6)> [A’+B’Eff(j)] f(E—=1).

1
: o
Donc, si nous supposons 9%, = = et
2

36,P(2A + AB) — 2S6A’ 4+ 3B/% — 2,

on aura 3%, < f(¢). Par suite, la série

T

2:%,

1
sera convergente, et 'inégalité (9) sera constamment satisfaite si

YR
plé/)\ *

A ces diverses conditions, qui se réduisent a prendre p, assez petit ('),

(1) I1 suffit que p; soit inférieur & p, et au plus égal au plus petit des deux nombres
A B YRt ins égal a 29%,. Or, 90 dtre défini par r
FaAaB) X’ A ¢antau moins égal d 29%;. Or, JT; peut étre défini par rapport aux
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®

les séries Zt]&i, | sont a D'intérieur et sur le périmétre des cercles de
1

rayons g, des sommes au plus égales 4 A. La deuxiéme partie de la dé-
monstration est donc faite.

6. Conclusion. — Le dernier point est immédiat. On a, en effet, en
vertu des relations (4),

Ui = Ek’lak/iu,/(tk) + 2%11‘[“‘1&1 — W ]+ b+ Fo(ag, ).
Comme les u;, tendent vers des fonctions «; on a, a la limite,
w= Fmi sl it i ),

ct le théoréme est établi.

7. Remarque. — En terminant, il n’est pas inutile de remarquer que
les ¢;, commencent par des termes de degré ¢, de sorte que les modifica-
tions qu’on fait subir successivement aux valeurs approchées poftent sur
des parties de plus en plus éloignées, des portions de plus en plus grandes
des développements étant ainsi définitivement acquises.

cercles de rayons p; il reste alors les conditions

<2

I
o { S3P(AXBIG,)
vR .

<

= ‘29‘(71
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CHAPITRE IIL.

EXAMEN D’EQUATIONS QUI ECHAPPENT AU CAS PRECEDENT.

] "

1. Les conditions imposées aux fonctions de substitution dans I'énoncé
du théoréme fondamental qui a fait 'objet des deux premiers Chapitres,
ne permettent pas, en particulier, de supposer qu'une dérivée d’une de ces
fonctions devienne égale & 1 & 'origine. Or, c’est 14 un cas spécial qui est
intéressant. Nous allons 1'examiner sur quelques types d’équations, en nous
servant eneore des méthodes d’approximations successives.

2. Rappel d’un théoréme général. — Voici un théoréme, nécessaire
pour ce qui suit, et qui se rattache étroitement a celui qui nous a servi de
point de départ dans le Chapitre précédent :

Siles fonctions f,, f,, ..., f,, ... desvariables x,, ..., x, sont holo-
morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad-
mellant un minimum différent de o; et si, dans les aires (A), accrues
d’anneaux dont I’épaisseur n’est nulle en aucun point, les maxima des
modules de ces fonctions sont tous inférieurs ¢ 1 et forment une série
convergenle, le produit infini

(+=/DO+L) (141 .-
est holomorphe dans les aires (A).
Il suffit, en effet, d’¢tablir la méme propriété pour la série
La+/f)+~LO+/f)+...+Lt+fy)+....
Or cette série est comparable ala suivante
Sifoto e+

qui jouit de la propriété indiquée en vertu du théoréme qu’on a rappelé
plus haut. La proposition est donc établie.

3. Cela posé, soit une fonction holomorphe a I'origine, et de la forme

(1) 0(3) =5+ g3+ g 3+ .
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Nous désignerons 9(z) par z,, 9(z,) par z,, ..., 9(5,—,) par z,, et par
So(5), f(5,); f(z) étant une fonction quelconque, et z,= 3.

Relativement a une pareille fonction ¢(5), nous allons établir la propo-
sition suivante :

Tukorine I. — Sil’on prend un point quelconque a Uintérieur d’un
cercle asses petit ayant son centre a l’origine, il arricera nécessaire-
ment que les transformés successifs de ce point, soil par ¢(z), soil par
la fonction invcerse, soit méme par loutes deux, ont le point O pour point
limite.

Examen d’un cas simple. — Considérons d’abord la substitution parti-
culiére suivante

zl——l

. R A Q-
(2) 3 T 1 — AV

ol /i est une constante quelconque, et ol I'on adopte la détermination

dz\
de 3, telle que <7z—>0 =1.

En premier lieu, si i = 2, la transformation (2) conserve les cercles tan-
gents a 'origine a la droite

ot
3=
¢ étant une variable réelle. Sil'on prend un point P dans le plan, ses trans-
formés, directs et inverses, sont situés sur celui des cercles précédents qui
passe par P; les uns et les autres ont 'origine pour point limite.

En second lieu, si ¢ est quelconque, la transformation (2) laisse inva-
riables les courbes dont I'équation, en coordonnées polaires, est

(3) pi—t == ksin (i —1) (0 — ),

a et k étant deux constantes, la premiére fixe, la seconde arbitraire. Ces
courbes ont la forme de rosaces & 2(¢ — 1) branches, qui se coupent a1’ori-
gine sous des angles égaux, les branches des différentes courbes étant tan-
gentes entre clles en ce point. Méme remarque au sujet des transformés
d’un point que dans le cas précédent.

Lorsque z est trés petit, la substitution (2) fait correspondre a un point
P d’une des courbes (3) un point P, situé sur la méme boucle; si I'on fait
varier z, par continuité cette propriété subsiste; de plus, le sens de par-
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cours de P a P, est le méme sur deux courbes infiniment voisines : nous
I'appellerons le sens direct.

Extension au cas géncéral. — Considérons a présent (). Partant
d’une valeur de z, nous serons conduits a une méme valeur par les substi-
tutions (1) et (2), sl nous prenons

h est une fonction de z, holomorphe et de la forme
(I—1)gi+...,

tant que ¢(z) est lui-méme holomorphe, et ne s’annule pas en d’autre
point que 'origine. A chaque point P est ainsi liée une courbe I' (3) telle
que P et P, soient sur I'; nous appellerons arc direct relatif a P I'arc de
I" allant de P a O en passant d’abord par P,.

De méme, si 'on prend la fonction inverse de ¢, que je désigne par s_,,
on a des propriétés analogues aux précédentes. A chaque point I corres-
pond une courbe I"(3) telle que P et son transformé P_, par o_, soient
sur I'; I'arc inverse relatif a P est I'arc de I allant de P a O, en passant
par P_,.

Ici, on a
h=—(G—1)g;+....

D’ailleurs, pour s infiniment petit, toutes les courbes I' et T” différent
infiniment peu de celles qu'on obtient en donnant a % la valeur constante
(t—1)g; (deux valeurs de %, de rapport réel, conduisent aux mémes
courbes). I’angle d’écart d’une tangente a 'origine a I'une quelconque de
ces courbes et de la tangente correspondante aux courbes limites n’atteindra

T

Pas S si| 5| est assez pelit. Soit un cercle C de centre O a 'intérieur

duquel la condition précédente d’une part est réalisée, et d’autre part les
fonctions z, et z_, sont holomorphes et ne s’annulent qu’au centre. Suppo-
sons i = 2; les raisonnements s’é¢tendront d’eux-mémes au cas de ¢ quel-
conque. On a marqué (fig. 1) la tangente OA aux cercles limites,
I’angle BOD qui comprend les tangentes a toutes les courbes I' et T7;
parmi toutes ces courbes, celles qui sont tangentes a C sont donc nécessai-
rement intermédiaires soit entre les circonférences OE, OF; soit entre OG,
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OH. Admettons que le sens direct soit celui de la fléche. 11 est clair que,
pour tout point situé dans la région OLEMGL’O, I'arc direct est tout

entier dans la méme région. De méme, pour tout point de la région
OTFNHT' O, l'arc inverse est aussi entiérement dans cette région nouvelle.
Si I'on effectue, plusieurs fois de suite, la substitution (1), on a

~i—1 ~i—1 i—1

-1 __ <1 , R i1 S n-1
—_ 4_ .. »’U/L _ ﬁ——’_-
P— Iysit 11—y, 57!

e -

-
~ 1 — hsitt

<5

9

et, par suite,

) Zi—t
i—1 ~

S, =

L— (A4 D)5
Supposons le cercle C assez petit pour que, pour tout point de ce cercle

h(s)

: —-1‘<:K<<1,
(l—])gi

K étant une constante, et pour que la condition analogue soit vérifiée pour
la substitution inverse.
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Nous avons prouvé l'existence a 'intérieur de C de deux régions R+ R/,
R + R” ayant une partie commune R, pouvant d’ailleurs étre formées de
portions distinctes et avoir une étendue plus grande que celle qu’on leur a
reconnue, et qui jouissent de cette propriété : tous les transformés directs
des points de R + R’ sont a l'intérieur de R + R’; tous les transformés in-
verses des points de R + R” sont dans R + R”.

Prenons un point situé¢ dans R + R’; on aura donc, quel que soit I'enticr

positif p,
; |
]M —i <K<,
[ (6 —1)8: 1
. h(s
et, si l’on pose LG N 8(=),
(e—1)g:
~i—1
Zi—1 — ~ .
(4) s, = : N DN e ST
1—n(i—r1)g;57 " 1+ 7
Comme

<K,

’8+6.+...+6,,_1
n

50! et, par suite, 5, tendent vers o quand 7 croit indéfiniment.

De méme z_,(z_, = 3_—)(z—,)) tend vers o pour 7 infini, quand z esl
pris dans la région R + R”.

Si donc on considére le cercle de diamétre VV', il se trouve bien dans
les conditions annoncées au début de ce numéro.

4. Théoréme concernant la limite de nz’'. — Nous pouvons déduire
de ce qui précede un théoréme qui a été démontré par M. Lémeray (') et
qu’on peut énoncer de la maniére suivante :

TueoreMe II. — Dans la région R + R, on a
3
limnsit=— — ! = .
n=w (i—1)g; (i—1) diz\
dst /g
et dans la région R + R”
. i1 1 _ 0! )
,]z|=nin~"‘ =" (E—ngi . dis_,
=0z ),

(1) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIII, n° 9 et 10.
Fac. de T. — XI. E.

Crt
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Bornons-nous au premier cas. On peut trouver un cercle € tel que l'on
ait a l'intérieur
[0] <e. -
Les transformés du point P choisi seront, & partir du peme, tous dans ce
cercle. Par suite

0+ 0, 4. ..+ 0, - Kp+ce(n—p)
n n

Le second membre ayant 2 pour infini, ¢ pour limite, il en résulte qu’a

. . f— o 1 e
partir d'une certaine valeur de n, nz" differe de - d’une quantité

—1)8;
1

inféricure & un nombre fixe arbitrairement choisi : ¢’est dire que n:.f;' a

— ————— pour limite.
(L—1)g: I
5. Remarque sur le théoréme précédent. — Peut-on en conclure que

1 : . o 1 -
=, est comparable & ~ dans le domaine R + R'? Evidemment nonj car le
nombre p du numéro précédent peut croitre indéfiniment, ct il est visible

que ce fait se produit si 'on fait tendre s vers o suivant certaines lignes.

Démonstration d’un théoréme important. — D’une maniére précise,
cherchons une portion du plan telle que 'on ait constamment

c’est-a-dire

I

=g

nst—1

K’ étant une constante positive quelconque.
< “ 1 . . I
Considérons le cercle de centre (¢ — 1) g;, de rayon K (i - 1)|g:|+ K’

puis la symétrique C’ de son inverse par rapport a o, la puissance étant 1.
(7 sera extérieur a G et vu de o sous un angle aussi petit que I'on veut,

. . . . 1 "o
pourvu qu’on ait choisi assez petits K, i et le rayon de C. Il suffit évi-
demment que 7' soit extérieur a I'angle qu’on vient de définir, ¢’est-a-dire
que z soit extérieur aux angles qu'on en déduit par la transformation
3'"~' = z. Ces angles interceptent dans R des portions (aussi petites quon

a voulu) situées du coté des arcs inverses, et que j’appelle 8”. De méme z_,
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nous conduirait & enlever des parties que j'appelle §'. Outre S et 8, R
comprend une région S, limitée par des espaces angulaires en o. Ainsi :

TuioreMe III. — Dans S + S+ R'; on a

!

i Ii
I ::/;l l < n 4
el dans S + S”+ R”

; K’
~i—1
S < )’

quel que soit 5 dans la région considérée, et quel que soil n.

Cette propriété nous sera trés précieuse.

6. Application a une équation particuliere. — Soit I'équation
(5) w(s)=u(z) + L(3).

Supposons la fonction L(z) donnée, définie dans S+ 8"+ R ct telle
qu’on ait constamment
¢ étant un nombre positif fixe, supérieur a ¢ — 1. Il est clair que la scric
L(z)+L(s)+...+L(5,) +-..
fournira une solution de I'équation (5), holomorphe a I'intérieur de
S+ 8"+ R

Toute autre solution ne différera de la précédente que par une fonction
restant invariable par la substitution ¢(z).
Si L( ) satisfait 4 une condition analogue dans S + 8"+ R, la série

\

— 1 L(5.,) -+ L(:_2)+...4—L(:_”)—!—...’5

donne dans ce domaine une solution holomorphe de la méme équation.
Alors, de deux choses I'une : ou la différence des deux solutions se réduit
dans S & une constante, qu'on peut supposer nulle, ou elle définit dans S
une fonction holomorphe, admettant la substitution ¢ (). Dans le premier
cas, on dispose dans le cercle C d'une fonction qui n’est pas uniforne, ou
bien qui est holomorphe dans tout le cercle. La premicre hypothése esl
¢videmment réalisée si L(s) n'est pas uniforme. Quand la fonction est
uniforme, eclle est nécessairement holomorphe en o, ce point ne pouvant
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¢tre ni pole, ni point singulier essentiel isolé, puisqu’on connait un maxi-
mum du module de la fonction dans le voisinage de 1'origine.

Il est méme facile de voir (') que la solution de (5), que nous avons
trouvée dans S+ S’ + IV, tend vers o avec 5. Iit c’est la seule qui soit dans
ce cas : on a, cn effet,

u(z)=u(z,)+L(z)+L(s)+...+L(5,-),

¢galité qui ¢tablit la proposition. Remarque analogue pour S + 8"+ R”.

En particulier, sil existe une solution holomorphe en o, ce qui ne peut
arriver que si L(z) est lui-méme holomorphe en ce point, elle est nécessai-
rement fournie par les deux séries trouvées respectivement dans

S+8+R et S+8"+R".

Réciproquement, si L(z) est de la forme

a;st4...,
et si, quand z tend vers o dans la région S” par exemple, la série qui cor-
respond 4 S + S’ + R/, et qui est aussi définie dans 7, tend aussi vers o,
il existe une fonction u(z), représentée dans la région S a la fois par les
deux séries, et, par conséquent, définie et holomorphe dans le cercle C.

7. Application @ une autre équation. — Soit I'équation

(6) u(s)=A(s) u(z1),

ou

A5y =1+ f(5).

Si la fonction f(z) donnée est définie dans S + S'+ R, si elle reste in-
férieure a 1 en valeur absolue et si 'on a constamment

=

< M ([ > l - I)’
le produit infini

A(z)A(zy). .. A(50). ..
fournira une solution de (6) holomorphe a I'intérieur de S + S’ + R'.

Les mémes circonstances se présentent avec les équations (5) et (6) qui
se ramenent d’ailleurs 'une a 'autre.

(1) Cela résulte de ce que, dans S + 8+ R', on a, p étant assez petit et H désignant une
constante, |z, | < H|z| pour | 5| < o et n quelconque.
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Si le produit
]

Al ) A(329) - A(5-p) -

donne une solution dans S + 8"+ R”, ou le quotient des deux produils
A Ao AG)YA(S) . A(s,)

sc réduit & une constante qu’on peut supposer égale a r dans S, et 1'on dis-
pose alors d’une solution dans C, ouil constitue dans cette région unc fonc-
tion admettant la substitution 3(z).

Dans le premier cas, la solution trouvée est encore ou holomorphe en o,
ou noun uniforme.

Cherchons s'il existe, dans S+ S"+ R’, une solution de (6) tendant vers
une limite différente de o (et qu’on peut prendre égale a 1), quand = lend
vers 0. On aura nécessairement

u(:):A(Z)A(;l) . 'A(zn—-l)u(’:n))

ct puisque «(z,) tend vers 1, quand 7 croit indéfiniment, «(z) devra étre
défini par le produit
A()A(3). . A(5,). ...

Drailleurs, il satisfait ala question, caril tend vers 1, quand s tend vers o.
D’une maniére plus générale, cherchons, dans la méme région, une solu-

u(z)

~C
stante réelle quelconque. Nous ne supposons plus que A (z) satisfasse aux
conditions du début, mais nous supposons ces conditions réalisées par la
fonction F(z) définie par I'égalité

tion telle que tende vers 1 pour s infiniment petit, ¢ étant une con-

[?——_(FG)]CA(z) — 14 F(s).
Pour une paretlle solution on aurait

w(s)=35°x <:'—:>CA(:) P (?)cz\(zl) XX <:.zi_>cA(z,L_1) pre —’L(%");
5 3y

s
~n—1 ~n

u( z) est donc nécessairement égal au produit infini

50 <—“;—‘>CA(5) = <;>CA(51)>< o (f"—>0A(zn_,) ...,

1 ~n—1

qui est évidemment une solution de (6). D’ailleurs, elle répondra a la
question, car le produit infini qui suit z¢ a 1 pour limite, lorsqu'on fait
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E.38
tendre z vers o. Des remarques analogues s’appliquent a la substitution

mverse.

Occupons-nous, en particulier, des solutions holomorphes ou méro-
morphes en o. Ces derniéres se raménent aux premieres : bornons-nous

donc a celles-ci. Il ne peut en étre question que si A(3) est lui-méme holo-

morphe. Une pareille solution, commencant par
37T+...,

Ill

sera nécessairement représentée dans S + S’ -+ R’ par le produit
2\ 7
A(s) <.,
1/

)

2

e (2) ate1<

et dans S + 8"+ R” par
37 — !
f 5 \1? S \?
(—) A(s,) % <;_9> A(5s) 5. ..

!

Drailleurs, le quotient de ces deux fonctions devra élre constant dans S,

pour qu’il y ait bien une solution holomorphe en o.
~— . Pour fixer les idées, supposons a po-

I—as

8. Exemple. — Soit 5, =
sitif. et la région R + R’ est formée de tout le plan, sauf la demi-droite o.r,
Fig. 2.

K4

@’

la région R + R” de tout le plan, sauf la demi-droite ox’. S” est un angle
aussi pelit que l'on veut, comprenant ox, de méme S’ un angle compre-

nant ox’.
Proposons-nous de résoudre I'équation
w(s)=u(s) + =2

~2
2. ..

La série
A  al
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en donne une solution holomorphe dans la région S + 8+ R/, et c’est la
seule qui tende vers o, quand s tend lui-méme vers o dans ce domaine. De
méme la série
— et s, s,
fournit une solution analogue dans S + 8"+ R”.
D’ailleurs, ces deux solutions sont distinctes, car leur différence

F(s)=... 432, +.. .. +32+. . 52+...

admet une infinité de poles sur 'z ct l'origine est un point singulier
essentiel isolé. Cette fonction n’est autre que

2 . T
— |1+ cot®* — |-
a- as

Pour le voir, il suffit d’observer que

<

F(’):”SH—E w)
(

L’équation proposée n’a donc pas de solution holomorphe en o.
Soit maintenant I’équation

w(s)= u(z)+ i
[+

S

SRS

c 1, . . 2 .
Considérons un petit cercle entourant le point —- —» et les transformées

inverses de ce petit cercle. En les enlevant de la région S 4+ S+ R/, on
obtient dans la partic restante, au moyen de la série

~2 -2 -2

nd ~1 “n

p -+ (Iv +.. ot — ...,
1+;5 1—%—5;1 [—}——2—5”

une solution holomorphe et tendant vers o avec z, et c¢’est la seule qui rem-
plisse ces conditions.
En opérant de méme dans la région S -+ S”+ R”, on a la série

22, z2,
— 4oy
a a
I+ — 5 I+ -5,
2 2

(qui joue un rdle analogue.
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Leur différence F(z) est encore une fonction uniforme, présentant en o
un point singulier essentiel, ayant uncinfinité de péles sur «/, z. D’ailleurs,
on a

4
F(z)= — " .
P 2T
a”sin —
as

In effet

-2 2 B
Sh oinl 2 s 5

a 1) ~a
1—(—;:” [l—llﬂ:]ll—(/l—;)ﬂ:]

et, si'on groupe les termes qui correspondent & des coefficients de a s,
T ¢ .
4T en série de
3

a’sin —
s

<

¢gaux au signe pres, on retrouve le développement de

fractions par une formule connue.
L’¢équation proposée n’avait donc pas encore de solution holomorphe &
I'origine.

. 2 .
Remarque. — De I'expression de ———— on tire, en remplacant «
a’sin® —-
as
par 1 ct s par 2
1 1 1 1 )
=38 = +. — cel
42 (1—2/1) Tt 52 +(2p+|)2+ )
A Am
De méme, de celle de -— on conclut, en prenant @ =2 el 5= 2,
a?sin ==
as

. I o I 1 1 )
"‘—42"'(1—411)[1—2(2/z-1)]_8 37755 +§T3+§

Dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons développer les applica-
tions des résultats précédents a certaines équations qui ont été déja I'objet
des recherches de divers géometres, notamment Abel et M. Schroder.
Nous examinerons d’abord, dans I’hypothése d'une seule variable, le
cas, laissé jusqu’ici de coté, ou le module de la substitulion est égal a l'unité
au point limite. Nous étendrons ensuite les résultats déja obtenus aux cas
de plusieurs variables.
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SECONDE PARTIE.

APPLICATIONS.

CHAPITRE 1IV.

EQUATIONS D’ABEL ET DE M. SCHRODER DANS LE CAS D'UNE SUBSTITUTION
©(z), TELLE QUE LE MODULE DE LA DERIVEE AU POINT LIMITE SOIT EGAL
A I’UNITE.

1. E'gualions d’Abel et de M. Schroder. — 1'équation d’Abel est
(1) Sle(s)]=/(5) +a,

ou ¢ (z) est donné, f(z) inconnu, @ une constante qu'on peut prendre
égale ar.
L’équation de M. Schroder

(2) Sle(=)]=a /(=)

ou les lettres ont la méme signification, mais ot a est une constante quel-
conque, sc rattache de suite a la précédente. En prenant le logarithme
d’une solution de I'équation (2), on a une solution de I"équation (1).

Ces équations ont une grande importance. D’abord, ce sont les plus
simples qui se présentent relativement & une substitution donnée % (), et
leurs solutions peuvent étre considérées comme des généralisations des
fonctions périodiques. Puis elles apportent une grande simplification dans
I'étude des équations fonctionnelles, ou ne figure qu’une pareille substitu-
tion ¢ (5); car, si 'on prend comme nouvelle variable une solution de 1'¢—
quation (2), la nouvelle substitution sera 5, = as. Les mémes remarques
s'appliquent au cas de plusicurs variables indépendantes.

En se bornant & une fonction ¢(z) holomorphe au voisinage d'un point
racine z de ¢ (5) = 5, I'étude des solutions (1) et (2)a été faite (') par

(1) Voir les Mémoires déja cités.
Fac. de T. — XIL. E.6
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. dc ) . )
M. Keenigs quand <£> n'est pas nul, ni égal & 1 en valeur absolue.

M. Grévy a, dans sa These, résolu la question lorsque cette dérivée est

nulle. Nous allons étudier le méme probleme en supposant le module de

do\ .
VE ¢gal & 1 et son argument commensurable avec 2.
~ x

Voici d’abord une observation générale : résoudre une équation fonc-
tionnelle telle que (1) ou (2) a’un sens précis quand on ne cherche que
des solutions uniformes. Mais considérons une fonction non uniforme au
point z; ce chemin qui conduit d'un point a son transformé, n’étant pas
défini, il n’y a pas licu de faire correspondre une détermination de f[¢(s)]
dune de f(z). Il faudra donc simplement, pour que I'équation soit véri-
fice, qu’elle soit satisfaite par des déterminations quelconques d'une fone-
tion et de sa transformée. C’est 1a la scule convention qu’on puisse poser
a priori.

La remarque suivante estimmédiate. Si b(z) désigne une solution de
I'équation d’Abel, pour laquelle @ =1, et si Q(z) est une fonction quel-
conque de période 1, la solution générale del’¢quation (1) est

ab(z)+ [b(3)],

et celle de I'équation (2) est B*(z)Q[b(5)], B(z) ¢tant une solution arbi-
traire pour laquelle la quantité @ correspondante est différente de 1.

2. Cas ot la dérivée est égale a l'unité. — Supposant, comme d’habi-
tude, le point racine de la substitution a l'origine, nous considérons

d’abord le cas ou
[29] —,
ds |,
Soient donc

(@) (4t " 1 (e
o= d;{ 0~—_....—-- H_Z:T>0 € g—-—l‘! P ,

L'é¢quation de M. Schroder n’admet ¢videmment pas de solution holo-

morphe ou méromorphe a l'origine. S'il existe une solution, elle vérificra
aussi ’équation

3 dfle) do _ 4/(2)

(3) ~do " & — g

do ds " ds
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Si I’'on connait une fonction u telle que 'on ait

() u(z)= "2,
ds
on cn déduira
oy dflel . _ df(s -
(*4) -—;l{?—*lt(y)_(l ds “(~>’

df(s)
ds

qu’elles sont égales. On sera alors conduit & considérer I'équation

de sorte que u(z) sera aussi solution de (2). Il est naturel de supposer

dfiz) _ ds

) G T wG)

Cherchons donc une solution de I'équation (4). Ondésignera par 5, =% (),
Sy« -y 5, les itératives de ¢, par z_,, 5_,, ... celles de sa fonction inverse.
I1 est facile de voir que, s’il y a une solution holomorphe en o de cette
équation, clle a nécessairement comme terme de degré le moins élevé un
terme en z‘, 3* lui-méme, par exemple. Elle sera donc (Chap. IIT) définie,
si elle existe, dans S + &'+ R’ par

D’ailleurs, cette expression représente une solution holomorphe de (4)
dans ce domaine, car si 'on pose

F'(5) est une fonction holomorphe n’ayant pas de terme de degré infé-
rieur & ¢. De méme, a I'intérieur de la région S + S” -+ R”, le produit infini

fournit une solution holomorphe de I’équation ( 4).
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Difficulté inhérente a ce cas. — A coup str, pour une infinité de fonc-
tions o, les deux solutions trouvées coincident dans S et ’équation propo-
sée admet une solution holomorphe en o. 1l est possible que cette pro-
priété ait lieu pour toutes les fonctions 43 mais je n'ai pas pu élucider celte
(uestion.

w(z)

Remarque concernant la limite de —~- — On sait que, si l'on pose

(6) w(s)=stv(s),

chaque fonction ¢ tend vers 1 quand = tend vers o, dans le domaine ou elle
a été primitivement définie.

Un corollaire de cette proposition, c'est qu'il n’existe pas dans
S + S+ R’ de solution holomorphe de I’équation (%), dont le rapport a
s! tende vers o avec .

En effet, s’il existait une pareille solution que j'appelle z°X(z), on aurait

RN ¢ X € B =)

3
ds,  ds, ds,
ds dsz, ds, 4

Quand 7 croitrait indéfiniment, 1l devrait en étre de méme du coefficient
de X(5,), ce qui n’a pas lieu.

Forme intéressante donnée a une condition.

On peuat mettre sous une forme simple la condition pour que les deux
fonctions u ne soient pas distinctes. Comme elles sont respectivement les
limites, pour » infini, de

st ds 3, ds

et de
ds,, dz_,

K

il faut et il suffit que 'on ait

(7) lim |

Conclusion relative a Uéquation (4).
On a donc le théoréme suivant :

Tutorive 1. -- L’équation (4) admet respectivement, dans les do-
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maines S + S+ R, S+ S"+ R’, deux solutions holomorphes, telles
que leur rapport a s* tende vers 1 quand s tend vers o dans le domaine
correspondant. La condition pour que ces deux fonctions coincident,
et elles définissent alors une fonclion holomorphe en o, est que

lim

n—ow

d~_,, 1 -

3. Retour a équation de M. Schrider. — Reprenons 'équation (5).
A chaque fonction u(z), elle fait correspondre, dans son domaine, une so-
lution de I’équation (2), holomorphe a 'intérieur. La différence

L/[9(z)] =L/ (%)
est, en effet, constante, puisqu’on a

dfle]l djfz) do  ds
Sle] Sz (o) u(z)

Les logarithmes de ces nouvelles fonctions donnent a leur tour, dans les

— 0.

deux régions, des solutions de I'équation d’Abel. II est clair qu’elles coin-
cideront ou seront différentes en méme temps que les fonctions u.

Nous allons donner de ces solutions de I’équation d’Abel des expressions
analytiques. Dans ce but, nous énoncerons d’abord des théorémes qui pré-
senteront d’autres conséquences intéressantes.

Théorémes concernant certaines limites.

TueoreMe 1. — On peut trouver un polynome de degré i en -I_- :
d; di_
P(s)= +»_j—_; -+ +f"_—‘ (d; # o)
tel que Uexpression
do(z
20 p(s)—p(s)

soit une fonction holomorphe a Uorigine, n’ayant pas de terme de
degré inferieur a i — 1.

La vérification se fait sans difficulté.
Il en résulte que, z étant dans la région R + R, les quantités

d d ~n
n[ dﬁ P (5001) — P(s,) ] —‘:[ ‘:i( )P(#,,H)HP(,,,)]

ont des limites, quand 7 croit indéfiniment.
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Posons

(8) b(e) = = i o4

: . . e —
{—1)z-! +(L—2)s“‘1 +
Du théoréme précédent, on conclut de suite celui-ci :

Tueorime 1. — 11 est possible de trouver un systcme de constanies

d(d;=0),di_,, ...,d, telles que la différence
—4(35)+d L —[—¥(s)+d Lzs]—1

soit une fonction ¥ (z), holomorphe en o, et wayant pas de termes de
degré inférieur a i.

Conséquences. — De la relation

—d(s)+d Lsy=—4{(s)+d Lz +1+4F(3)
on déduit
—d(s,) +dLs,—n=—{(3) +d, Lz +F(z) +-F(5) +... +F(5,-)
et, par suite,

: d; d;_,
nshii4 — = = — | <
(t—1)z, t—2 i—

d;_. . -
sl | s )

~i-2

_""n;gF(5)+F(Zl>+"'+F(3n—l)g+d1”'i_2[‘ff'

~n

Donc

R d; i .
(9) lim [nzﬁ;2+~——’—-J-_—_h.

n-—o (i——l):,, L._‘Z

On trouverait de méme

) ; d;_ 2 RN
(10) lim [n;jﬁ—;— i + —t ]:— g2,

n=cw» (i_l)zi (i—z)zn (—3

Et ainsi de suite. Finalement

(r1) lim [~ +{(5,) —d,Ls,]=4¢(5) —d,Ls
= _gF(:)+F(:«l)+...—|—F(z,,)—|—(..:

Ces résultats, auxquels il faut joindre celui de M. Lémeray

lim nzi ' = — ——,
n= o« t—1
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et la relation

.od o1 . v (0)
Im oz s == =000y

sont les analogues de ceux trouvés par M. Keenigs dans le cas ou

a'cpi:) 1

d

lls sont, comme le théoréme de M. Lémeray, susceptibles d’un énoncé
plus préeis :

Tueorine 1V. — Dans la région S + S'+ R, on a, K’ étant une cer-
laine conslante, les inégalités

. d;

R ym | <K

~n

. d; d;

nsi-3 — — ! K’

I TR E A Gy El A

Enfin, si de la région S+ S'+ R’ on détache un petit secteur de maniére
) 8
a en isoler 'origine, on a

| n—+ “P(:n)_dlen | <K'

Des propriétés analogues ont licurelativement a la région S +S”"+R” (").

Applications a quelques équations. — Grace aux inégalités préce-
dentes, on peut construire des fonctions satisfaisant 4 certaines équations
fonctionnelles.

Posons
[— dl' dl'—1 .
E,,=ns;?+ =z -+ (=) “+.. (25p 20,
3p,g(3) =3 +E"T (g > o),
1
- N .7 .
Hpq(5) = "ZhEp,n (g>i—1).

0

Pour p <7, les fonctions précédentes sont holomorphes dans S + S+ R’;

(') 11 est possible que le cercle par rapport auquel on considére, ici et dans des cas sem-
blables, les régions S, S', ... soit de rayon plus petit que celui considéré au Chapitre ITT.
Mais ce point est sans intérét dans la question.
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pour p =i, dans la méme région dont on a isolé 'origine. D’ailleurs :

Gy (5) = Gyi(5) si-t

+ ®
X d;s d; z
Gys(3)== Guo(s) + 5 = ’En L
12.(5) 22 (51) + I (Il—-I)Il’
2

(—1 {—
d 2 d -+
Gy5(8)= Gy 3(5) -+ 5! = G ~n
13,3(3) 2,3(%1) 3 +L L F n—1)n
2
H,,(5)= H,,:(5) +i_'lzl—1+z“‘2+z§l“2+ 82,
Hy i (3) =H, 000 (7)) + i_;l_i - A S~ LA S - L SN
...... PP
+®
) d, d; )
G (58) = Gy, (5) +372+ e
731(5) 21(51) (i—1)5 i—1 (n—l)nN,L’
2
-+ o
d; d; s
Gy s(3)= Gs,(35) 4z 1 it “
33,2(3) 5,2(51) -+ ! R n=nn
2
........................ e e e
H; :(z)= H;,:(s) +t._‘lz'-2+l.’_’zs‘—‘-r—z‘f"3—|—z§“5+...—1—5,2;‘34-...,
Hioni(5) =Hs (’)+———di T W
3,i+1\~ ) — 3,i+1\ <1 l’-——[“’ l.—-zd B Sy “ e <h ceey
....................................................... S
+»
spiLa,—d(z,)}
G, (5)= G;,(z z¢(z)—d,z Lz dELL—"——#
i1(5) i (5) +s5d(s) 151 Ls 4 ady (n—1)n ’
2
........................................................... ;

Il fauty joindre les fonctions déja définies auxquelles donne licu 'ex-
pression

g it
E =nzt.

On a
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Ces fonctions ne sont d'ailleurs pas toutes distinctes. On a, par exemple,
({—1)di—y :Gz,z(:') — G () —((—2) fli§G3,z(5) — Gs,l(:‘); = 0.
Mais nous ne les étudierons pas en détail. 11 est a noter, néanmoins, que,
lorsque 7 > 2, la fonction G, , (z) vérifie I'équation
T(2) =7 () + 3",
pour m =i — 1, alors que, a priori, on ne pouvait affirmer I'existence de
solution holomorphe, dans I'un ou l'autre des deux domaines, que pour
. | 1 I ~ ] . .
m>1—1,car s, ' est comparable a pl Ce cas se presente aussl pour ¢ =2,
lorsque d, = o.
i étant quelconque, si I'on suppose d,= o, et si 'on considére I'¢quation
() =T(=)+A(5),
ol A(z) est une fonction holomorphe a I'origine ou méromorphe, le pole
¢tant au plus d’ordre ¢ — 2, on a dans S + S’ + R’ une solution formée de

la somme d’une fonction vérifiant une équation de méme forme, o A(z)
est de degré 7 au moins (étudiée au Chapitre précédent), et d'un polynome

MG (2) +25G5(3) + o4 Do Gy aimny(3),

les A étant des constantes.
Des considérations analogues s’appliquent & I'autre région.

Expression analytique d’une solution de Uéquation d’Abel. — Reve-
nons a la relation

—(5,) +diLs,—n=—{(3) +d,Ls+F(3)+F(z5)+...+F(5,.).
On en déduit
—Y(5p1) +d Lz —n=—14(5) +d Lz, 4+ F(5) +...+ F(z,),
et, par suite
—4(s) +diLsi—1+ | —d(s,) +d Ls,—n— [— ¢ (zua1) + diLzypy— (n+1)]|

=—4(5)+d Lz + F(3).

La quantité entre crochets tend vers o quand »n croit indéfiniment. Donc
la série
F(s) +F(z)+...4+F(z,)+...
Fac. de T.— XI E.;
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définit dans S + 8-+ R’ une fonction holomorphe 5(z) telle que la fonction
O(3)=—1(5)+d Lz 5(3)

verifie I'équation d’Abel,
b(s)=0b(3)+1;

. . . 1
/(z) n’est autre chose que la fonction primitive de B
Uiz

On peut évidemment former, d'une maniére semblable, une autre fonce-
tion b(z)dans '+ S” + R”. Pour quelles soient confondues dans S, 1l faut
ct il suffit que

)+ F(sompn) o = F(s) = K (5,) 4. ..
y soit identicquement nui, ou bien (ue I'on ait

lim g U(s_,) =~ d(5,) + d, L —an s —o.
~—n

C’est une nouvelle forme de la condition trouvée plus haut.

Tueorine V. — Il existe dans S + S+ R une fonction b(z) vérifiant

Uéquation
b(z)=0b(3)+1.

ille est formée de la somme d’une fonction holomorphe dans cette ré-
gion, tendant vers o avec 3, et de expression — 4 (z) + d, Lz

On peut en définir une autre analogue dans S + S8”+ R”. Pour qu’elles
constituent une seule fonction, la condition, qui est la méme qu’au théo-
reme I, peut se mettre sous la forme

lim:d(s_,) —¥(s,) — 21! = const.

n—ow

= étant dans S.

4. Examen plus approfondidu cas ot Uéquation () admet une solu-
tion holomorphe. — Le cas ou ces condilions sont réalisées, c’est-i-dire
ot équation (4) admet une solution holomorphe, est particuliérement in-
téressant. Reprenons la question dans cette hypothése.

Supposons done qu'il existe une fonction u, holomorphe & I'origine,
telle que Pon ait

(4 U(z)= —
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. ds . . P
Comme T =1— igs"+ ..., cette fonction, définie & une constante

pres, est de la forme

w(s)= 7 [c,v -1 R Y INE-La B U

¢; . . e , .
“Lest arbitraire et différent de o. On en déduit

h
a’f[cr] (lf(:) }
(lo —-———d; w(s),

(2)'

(o) =

et1’on est donc conduit & considérer I’équation

(3) dff((_;)) = "((L:jzh [il,’ + (f[jl‘ .. i +dy + elz+e2:2+...J ds,
oud; 0. Onen tire
(6) L/(s)=%»—hd(s)+ h[dLz+ F(3)],

A étant une constante arbitraire, 5(z) une fonction holomorphe nulle a
l'origine, et ¢(z) désignant encore

(l,' 4 ([,'-l
(6—1)zi—! (i —2)352

w2

On a donc
- ) — ehe—hY(z) Shd, phF(3)
(7) f(s)=c¢ee shdie .

D’ailleurs, ces fonctions f(z) vérifient I'équation (2). Nous le savons
déja et, de plus, une vérification directe serait ici facile (*).

Si d,# o, une infinit¢ de fonctions f(z) ne sont pas uniformes. Pour
fixer les idées, adoptons comme détermination de ¢*% I'expression z*4
multipliée par unc quantité ayant 1 pour limite quand z tend vers o. On
aura alors

S(o)=edf(s)
Changer la détermination de ¢*%, c’est simplement changer le multiplica-
teur dans I’égalité précédente.

On a en évidence dans 'expression de f(z )la partie uniforme, formée
du produit d’une fonction holomorphe, et d'une fonction a point singulier

(1) Cest a l'aide d’une équation analogue a 'équation (5) que M. Grévy a étudié ce pro-

R do
bléme quand <E£>o =o.
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essentiel e=*¥¥ et la partie non uniforme z*4. D’ailleurs, en choisissant

pour /. une valeur de la forme dﬁ’ p étant un entier positif ou négatif, on
obtient une fonction uniforme.

On n’a que des fonctions uniformes, si d, = o. Il est facile d’exprimer
d, en fonction des coefficients de ¢. Par exemple, sii=2, et sil'on pose

P gyl e,
il vient '
dy=—d, 22,
82
ct toutes les fonctions sont uniformes si g, — 23 = o.

Les expressions L £, qui sont solutions de I'équation d’Abel, se compo-
sent de la somme d’une fonction méromorphe et du terme logarithmique
hd, Lz, ce dernier disparaissant aussi avec d,. On peul écrire

L f(o)=Lf+ hgd,.

Comme d; est arbitraire, nous prendrons comme précédemment gd,=1;

on aura donc '
b(s)=—4(3) +d,Lz+ 7(2),

et 'on désignera par B(z), e, de sorte que
S(5)=eB"(3).

On saura former les solutions générales des équations d’Abel et de
M. Schroder.

Existe-t-il des fonctions uniformes qui restent invariables lorsqu’on
effectue la substitution ¢ (z)? Si d, = o, toute fonction uniforme de b(z),
de période 1, répondra a la question. Sinon, il faudra prendre une fonction
uniforme de b(z), de périodes 1 et 2nd,\/—1. Il y a doncune condition
de possibilité : d, ne doit pas étre purement imaginaire et incommensurable

I .. . 4. .
avee —- Dansle cas ou ¢ = 2, cela revient a dire qu’il ne faut pas que

Wi

Sy T

T2\ —1
soit réel et irrationnel.

5. Exemple 1. — Reprenons la substitution z, = -

I—az

sitif. On a, dans S + 8+ R’, une solution de I'équation

» ol @ est po-

X(s)=X(5))+ =
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par la série
|

I
Sp F— +...,

| |
\++{ na)

et c’est la seule qui tende vers o avec z. De méme, dans S + 5"+ R”,

on a
b

|

/.

' R |
a~+'~._2 Py +...+?~__,L ”a’-*—....

Elles ne coincident d’ailleurs pas dans S, car leur différence

- pet 1
z+2¢ T (n===1, =2, ...)
I—nas na

a l'origine comme point singulier essentiel. On reconnait I'expression
méme du développement de gcot£ auquel conduit le théoréme de Mit-
tag-Leffler.

!

Ezemple 1I. — Soit z,:z\l/ “

———, et prenons comme déter-
azt+ a

mination du radical celle qui se réduita 1 pour z = o. On aura ici

Plus généralement, soit
A(z)=ay+a s +...+ a,szr,
et considérons la fonction z, définie par la relation
A(~'1) P+l __ L\(z) 3'1’“ . zl’“:’,’“ —o,

et dont la partie principale est z. On a

A(3)
b(:>: ;[)1-1 )

Exemple 111. — a ¢tant un nombre positif, pour fixer les idées, consi-
dérons la fonction z, = Va* + 2az — q, holomorphe dans le voisinage de
s=o. la

<clj> . d*z )\ 1

ds ), ds* )y a
On a

—d(z3)+d, o= 22 %L:

Sil'on se borne aux valeurs réelles de z, on voit que, si s est posilif

Y ~n
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tend vers o quand 7 croit ind¢finiment. Donc, dans ces conditions,

con . |
limni—a+\—a+2aV...+20a/ci+2as]{=12a.

n—oo

Exemple IV. — Soitz,=¢*— 1. Ona

b(z)=

W
~

Sil'on donne a s une valeur négative, assez petite en valeur absolue, =,

tend vers o. Par suite, nz, a alors pour limite — 2; et n —+ —_2— -+ %L:n, la
fonction — & (z).

Exemple V. — z,=sinz. Ona
L

+
s

(]

o

QQuand s est réel, z, tend vers o pour n infini. On a

lim nsin’*sinsin...sins=—6,
w2
lim | nz,+—|=o,
n=w ~n
lim Ln -+ E, — Ef—”J = — b(3).
n—w z, o}
Exemple V1. — z,=L(1 + z). Je consideére cette substitution dans
le voisinage de Vorigine
2 L=
b(sy==>=— = +....
(5) z 3

QQuand z est positif et petit, z, a o pour limite, et I'on a

lim nL{t+Llt+...+ L1+ 3)...]] =2,

n—wo

. 2 Lz, |
llln’ll—-f+ wl

n=ow ' Zn 3 -

— b(3).

Exemple VII. — 5, =z + F <i~>, F<£_> étant holomorphe & I'infini.

. 1
Silon pose 5= -, 5,= —> on a

z, rentre alors dans le type des substitutions qu'on a considérées. On a
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done des fonctions de la forme

1,(:):—¢<§>_d.L;+j(/;>.

< \ <

11 y a la une généralisation des fonctions périodiques, la substitution

¢tant 3 + P<;> au lieu de s + w.

Remarque générale. — Les solutions des équations fonctionnelles
sont définies dans un petit domaine. On peut prolonger les fonctions
ainsi obtenues dans les régions dont les points viennent, aprés un nombre
fini de transformations, tomber dans le domaine primitif. Ceci suppose,
bien entendu, que dans ces nouvelles régions, les expressions données qui
figurent dans les équations y soient encore définies. Par exemple, soit T’
un cercle a 'intéricur duquel existe une fonction u(z), et considérons une
petite région dont la premicre transformée soit a 'intérieur de T'. La valeur

u (@)
dy
dz

ramene a I'étude des divisions du plan en parties se transformant les unes

prolongée de u(z) est - Le probléeme de I'extension des solutions se

dans les autres, probléme sans doute impraticable en général, si Pon sup-
pose la fonction de substitution donnée par ses développements en série.
Mais il est parfois possible d’é¢tendre dans une assez grande région les
fonctions dont on a ¢établi existence, grace 4 des circonstances particu-
licres. En voici un cas :

.2

k L
Exemple VIII. — On donne 5, = s+ —. On en déduit, au moyen du

changement de variables de ’exemple précédent
g p )

-2

b(:):Q‘A_Z+L:+:?<;). -

Sil'on considére un trés grand cercle, la partie extérieure se compose de
deux régions empiétant P'une sur lautre et ou existent respectivement
deux fonctions J(z) holomorphes et peut-étre distinctes.

Le licu des points pour lesquels | z, | = | 5| est I'hyperbole

(H) a(x?— )+ =0

{onapost s =a+ yy—1).
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Si I’on considére la lemniscate
) (XY ) 4 k(2P — yP) =0,

qui va aboutir aux sommets de H, les points de la région extérieure a H et
a C jouissent des propriétés suivantes :

1° Le transformé P’ d’un point P de la région appartient & la méme ré-
gion ;

2° Si 'on se donne un cercle de trés grand rayon, et si I'on assujettit P
a lul étre intérieur, le rapport des distances a I'origine de P’ et de P est su-
périeur & un nombre fixe plus grand que 1, pourvu cependant qu’on laisse
de coté une bande trés étroite longeant I'hyperbole. Il en résulte que les
fonctions b(z) et B(z) peuvent étre prolongées a I'extérieur de H et de G.

De plus, on peut déterminer un cercle T', de rayon assez petit pour que,
son centre étant & l'origine, les transformés de tous ses points se trouvent
au dela du cercle a 'extérieur duquel les fonctions étaient primitivement
définies. Done, ce cercle T, les portions du plan extérieur a H, a G et au
grand cercle dont on vient de parler, forment une région R dans laquelle
existent les fonctions b(z) et B(z).

6. Cas ot la dérivée a un argument commensurable avec 2w et un
module égal & 1. — Nous allons considérer 4 présent une substilution

si=9(sY=lzs+ Lzl +. ..,

ot |/, =1,l'argument de /, étant commensurable avec 27. Je suppose que
/, soit racine primitive de ’équation

an—i1=—o.

On a
0(5) =0,(3) =5+ LU 14 17 BUV e T s

Le coefficient de z/ est nul, 4 moins que ' =1, ¢’est-a-dire & moins que
) i )
] — 1 ne soit un multiple de n. Donc

(3) =3+ g5 +... (iz/).

Je suppose qu’il existe une fonction u(z), holomorphe a lorigine,
telle que

() ulo(a)] = u(s) %
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Posons

w(f,) =11 Eid%u =+ w.

On en déduit

den (i-1)(r—1) 5 d@n (i-1)(n—2) d@n i--1 —
“’-—dgll +W1d—621l —|—...+¥Vn_2d6n—il‘ -+ w,_1=0,
d’ou
A _
del - n

Comme, en vertu de son équation de définition, wn’a pas de terme en 3,
il est identiquement nul. Ainsi donc, on a I’équation

do

(12) u(@,):li‘lug’—-‘-
Elle est analogue a I'équation (4).
7. Etude d’une équation différenticlle. — Avant d’aller plus loin,
considérons la relation
dy ds
3 k =
(13) u(y) u(z),
a laquelle nous sommes naturellement conduits, U—(I,—) étant toujours de la
forme
d;  di_ d .
e i R . Rak Lk T T S (di o).

Cherchons les fonctions ) de z, holomorphes a T'origine, leur dérivée
premiére n’y étant pas nulle. La solution générale est fournie par larelation

(14) k[—¢(y) +diLy +F ()] +4(s) — diLs — F(5) =,
C étant une constante arbitraire. Posons

(15) ‘—;—:;—_[I—i—b,z—i—bzz?—f—...ﬁ— bi_y 5"t + n(z)zi-1],
les b étant des constantes et v (z) une fonction holomorphe inconnue.
Soit d’abord k =1. On a & exprimer que $(y) — $(z) est holomorphe
a l'origine, ce qui exige d’abord a'~'= k. Si a =1, on constate que b,,
Fac. de T. — XL E.8
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b,y ..., b, doivent étre nuls, et la valeur de (o) est définie par la condition
di‘ﬂ (0) -+ C - 0.

Il existe donc une fonction y fournie par I'égalité

";: =1+ n(3)51],

pg

(o) étant arbitraire. Si (o) = o, on a simplement y = z.

Sil'on prend pour @ une autre racine { —1#™¢ de 1, la détermination de
by, by, ..., b, s’effectue comme précédemment, et ces quantités ne sont
plus nulles en général. On adoptera une certaine détermination pour La, et
1(0) sera arbitraire comme C. Mais, si I'on prend la fonction y qui corres-
pond & C = o, elle jouit de cette propriété que y,_, = z, comme le montre
I'équation (14). On a d’ailleurs

din(o)—dLa+ C=o.

Dans les deux cas qui viennent d’étre examinés, c’est seulement lorsque
C = o que y ou une de ses itératives se réduit a z.

Soit maintenant k 7 1.1l ne peut y avoir de solution holomorphe que si
d, = o, ce que nous supposerons. 1l existe alors une solution pour laquelle
(o) est arbitraire.

8. Conclusion relative au cas énoncé plus haut. — Cela posé, revenons
a la premiére question et a Péquation (12). Je dis que, si ¢ (3) ne se réduit
pasa s, I7' est égal & 1. En effet, de 'équation (12), on déduit une fonc-
tion b(z) telle que
6000 = b(z) +G

71 0(0) = b(0) +G,

li—i b(en) — b(en—i) -+ C’
et, par suite,

(16) b(3) = b(5) + Cl1 lt 4. 4 Lfm0m=0],

C n’était pas nul en vertu d’une remarque précédente et de I’hypothése
que @(z) est différent de z. Son coefficient dans I’équation (16) ne peut
étre nul, en raison de la méme remarque et de la méme hypothése. Donc
I =1, i — 1 est un multiple de n.
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Il résulte de 1a que la fonction &(z) donne une solution de I'équation

d’Abel pour 0. En posant
=12,

on aura
B(O)=PB(s)+1.
Sil'on pose
W (3) = eb2),

¥w(z) et $(z) joueront, par rapport a 0(z), le méme role que B(z) et b(z)
par rapport a ¢(z).

Remarque. — On a laissé de coté le cas ot 9(z) = z. La fonction u(z)
est alors arbitraire, et ce que nous avons dit ne subsiste plus. Mais prenons
une fonction symétrique quelconque de z, 0,(z), 0,(z), ..., 0,_,(%), et ne
se réduisant pas 4 une constante; elle restera invariable pour la substitution
0,(=). Par exemple, choisissons

F=20,0,...0,_,.

Les racines ni®®es, qui sont holomorphes a 'origine, se permutent circu-
? )
lairement par la méme substitution. Soit G I'une d’entre elles. On a

(17) G(0)) =1 G(=).

Elle satisfait 4 I'équation de M. Schroder. On trouve donc ici, sans diffi-
culté, les solutions générales de cette équation et de celle d’Abel.
Pour former de pareilles substitutions 0,, il suffit de se donner arbitrai-

rement une fonction G(z), [(%) +* 0] et de résoudre I'équation (17).
0

On remarquera I'analogie qui existe entre ces fonctions 0 et les racines de
I'unité.

9. Remarque sur le cas précédent. — On peut s'affranchir de la res-
triction faite au début du n° 6. Il existe dans larégion S+ S’ -+ R’ une fonc-
tion #(z) de la forme z7¢(z) ol ¢(3) est holomorphe et tend vers o avec z,
qui vérifie équation (4). Je dis que pour des valeurs asses petites de z,
u(0,) est défini en méme temps que u(z). En effet, il ne pourrait y avoir
doute que si I'argument « de /, était un multiple impair de 'angle o de
deux tangentes consécutives aux rosaces limites relatives a ¢ (*).

(1) Voir le Chapitre TII.
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Cela n’est pas: z étant dans le domaine considéré, supposons qu'on fasse
croitre p indéfiniment dans les expressions
0pn(2)y  Ppn+1(3)s vy Pppan—1(3),

comme elles peuvent s’écrire

@pn(5)y 9pr(31)s  -vvs 9pa(Zn—t);
elles représentent des transformés directs de z, z,, ..., 5,, qui tendent
vers o. L’argument du rapport de deux consécutifs d’entre eux ci”T’;((—i‘—)), c’est-
QL(;’;—”), tend donc a la fois vers « et vers un multiple p.air de w. La

fonction w est donc encore définie et 'on a bien

a-dire de

d9n+l —
ag, —

24

w . ’ ey .
Or = tendrait vers o avec z, comme étant la différence de deux fonctions

qui tendent vers 1. Donc, en vertu d’une remarque faite au n°® 2, w(z) est
identiquement nul. On a donc encore

(14) b(z) =b(3) +Clr+ 7 4. LD,

Or, on peut démontrer directement que i — 1 est un multiple de 7. En
effet, les n points considérés plus haut

prn(é"), ,Gpn(zl)y R CPpll(zn—l)a

sont infiniment voisins de n demi-droites tangentes aux arcs des rosaces
limites, sens direct. Si toutes ces demi-droites ont été utilisées, n =7 — 13
sinon, en opérant de nouveau en partant d’'un point voisin de celles qui
restent, et cela autant de fois qu’il sera nécessaire, on voit que 7-—1 est
multiple de 7.

Le raisonnement se poursuit donc comme plus haut. A chacune des deux
régions fondamentales correspondent des fonctions 3(z) et w(s) qui
pourront, bien entendu, étre confondues.
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CHAPITRE V.

PROBLEME DE L’ITERATION DANS LE CAS EXCEPTIONNEL DEJA CONSIDERE.
TRAJECTOIRE D’UNE FONCTION.

1. Iiération de la fonction ¢(z). — On sait que le probleme de I'ité-
ration d'une fonction ¢(z) consiste dans la détermination, pour chaque
valeur réelle de ¢, d’une fonction ¢,() telle que I'on ait

CPz[LPt(Z)] = Qury(3).
On pose
() =09(z) el o¢(z)=x.

Nous considérerons toujours les fonctions ¢ (z) de la forme z + g5+
Prenons dans la région S + S’ + R’ un point z’. On peut, dans la méme
région, décrire autour de 5’ un petit contour C tel qu’il n’y ait ni sur lui,
ni & son intérieur, d’autre point z pour lequel on ait b(z) = b(z’). 5’ est,
db(z)
dz

de plus, racine simple de ’équation précédente, puisque est de la
plus, p q I » pulsq

I
forme ——
3y

(

le contour C, d’une part le module de 6(z) — 6(z’) aura un minimum

» ©(z) ¢étant holomorphe. Si donc on fait décrire au point =
%)

différent de o; d’autre part, son argument variera de 27. Soit maintenant
Pexpression b(z) — b(5") —¢. Son argument variera aussi de 27, si 7 est
assez petit en valeur absolue. 1l en résulte que I'équation

Ol9:(5)]=0(3) +¢

définit une itérative ¢,(z), en supposant que ¢ soit une quantité réelle de
module inférieur & un certain nombre T. On peut méme supposer T fixe
pour tous les points z a I'intérieur d’une portion P de la région considérée
de laquelle on aura déduit une zone limite.

Or, siI'on prend les transformés z/, z, ..., z, des points tels que =/, et
ceux C,, Gy, ..., G, des contours tels que C, le nombre T reste le méme
pour tous, car le minimum du module de &(z) — &(z’) n’a pas varié de
lun & Pautre. Donc, on peut décrire un conteur intérieur a celui de
S + 8+ R, aussi voisin de celui-ci que I'on veut, passant par origine,
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tel que tous les transformés directs des points intérieurs soient encore a
son intérieur, et définissant enfin une région I pour laquelle T est invariable.

Cela posé, partons d’un point z’ de I, et faisons varier #, nous obtenons
un point z qui décrit une courbe. Lorsque, étant arrivés en un point =7,
nous avons atteint la valeur limite T, nous recommencons a partir de ce
point, et nous pourrons ainsi prolonger la courbe tant que nous n’aurons
pas quitté le domaine I. Je dis que, lorsque ¢ varie dans le méme sens, le
point se déplace dans un sens bien déterminé. En effet, u(z) ne s’annule
qu'en o. D’ailleurs, pour un certain sens, on doit obtenir les transformés
directs. Donc, lorsque ¢ croit, et il pourra croitre indéfiniment, le mo-
bile qui décrit la courbe passe par tous les transformés des points qu’il a
une fois rencontrés. Le sens ainsi défini, et qui est le méme pour des
courbes infiniment voisines, est le sens direct.

Ces courbes peuvent étre prolongées dans le sens inverse jusqu’a lori-
gine, lorsqu’elles sont situées dans S, au moyen de la transformation
©_,(z) indéfiniment répétée. C'est le méme procédé qui sert a prolonger,
par exemple, les fonctions «(z) et b(z) relatives & S+ S+ R’ dans la
région S”.

On peut raisonner de méme relativement a la région S + 5"+ R”. Par
suite, on a défini : 1° pour chaque valeur réelle de ¢ une itérative au moins
o, dont ensemble satisfait évidemment aux conditions posées au début;
2° des courbes passant par les transformés d’un point.

Nous allons reprendre la question des itératives en supposant z(z) holo-

morphe en o, et nous ne chercherons que des fonctions holomorphes en
ce point.

2. Cas ot une fonction u est holomorphe en o. — 1° p étant un entier
positif, soit & déterminer ¢,. On sait qu'il existe une fonction g,, et on
peut la former. Si 'on connait 6(z), ona

blop1="0(5)+p,

équation qui définit 9,, pourvu qu’on pose la condition

<‘ﬁ’> —1 (Chap. IV, n° 7).
ds )/,

2° Cherchons ,. Cest chercher une fonction 0, telle que
7

0,(5) = 9(3).
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Elle vérifie nécessairement une équation de la forme

b(0) = b(z) +C,
d’oti I'on tire
b(0,) =0b(z)+pC;
5 -y . : a9, e
p sera précisément ¢ si pC =, et si de plus (—*) =1, cest-a-dire si
< /o
I'on a pris (méme numéro) a?=1. On doit de plus avoir ¢"~' =1. On
peut toujours satisfaire & ces deux conditions en prenant ¢ = 1. Donc il

existe une fonction ¢, commencant par z et définie par I’équation
4

1
(1) Olo\=0b(z) + —-
< ;) P
Il n’y a pas d’autre solution, si p et { — 1 sont premiers entre eux. Dans

le cas contraire, on aura d’autres fonctions 9, définies par cette méme équa-
: P
tion (1) et commencant par @z (@ =+1). Le nombre total des solutions

est égal au plus grand commun diviseur de p et de i — 1. En particulier,
sii= 2, ce qui est le cas général, il n’y a jamais qu’une solution.
3° p et ¢ étant deux entiers positifs, premiers entre eux, déterminons

¢, ¢ est-a-dire une fonction 0 telle
7
04(5) =95 (5)-
On devra avoir ! ’
b(0) =b(s)+C
et
b(6,) = b(5) + qC.

Mais
b(9p)=10b(z)+p.

Il faut, par suite, que C = % et de plus que <fid—6;"-> = 1. Comme précédem-

0
ment, on pourra encore prendre @ =1, et il y aura d’autres solutions si ¢

et { — 1 ne sont pas premiers entre eux.
4° t étant un nombre irrationnel positif, on posera, en général,

(2) b(o) =b(z)+¢,

en choisissant @ = 1.
Enfin, si ¢ est négatif, on doit avoir

o—¢(@) = 5.
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Donc

b(s)="0b(9,)—¢,
et, par suite,

b(¢)=0b(3)+t.

De plus, si

o= as—+...,
il faudra prendre

Qr=—as-+....

Ainsi donc, c’est 'équation (2) qui servira a définir g, pour toutes les
valeurs réelles de ¢; et]’on prendra a = 1, sauf, si 'on veut, dans les cas in-
diqués plus haut. # et 7" étant alors deux valeurs quelconques de ¢, on dé-
duit de I'équation (2)

b[9:(9)] = 0[9err],
el par suite
9:(90) = Praes
en vertu des hypothéses faites.
Remarque 1. — Etant donnée une fraction '—;, nous ’avons supposée ré-

duite a sa plus simple expression pour définir ¢,; c’est que la détermination

q
de ¢, par I'égalité
7

(%) =
q/1
conduirait & un plus ou moins grand nombre de relations, suivant la valeur

de ¢. Ainsi, si ¢ est premier avec { — 1, ?p n’aurait qu'une valeur, tandis
(7

que 9,.,_,, en aurait ¢ — 2 autres en dehors de celle-la.
qli—1)

Remarque I1. — 1l n’est pas étonnant que, lorsqu’on ne faisait pas
d’hypothése sur «(z), on n’ait trouvé qu’une itérative pour chaque valeur
de ¢ dans le domaine I car, lorsqu'il y en a plusieurs, leurs valeurs, pour ¢
trés petit méme, ne sont pas infiniment voisines.

3. Trajectoires. — La notion des trajectoires d'une fonction ¢(z)
semble intéressante pour I'étude des équations fonctionnelles ou elle figure
comme fonction de substitution. 11 faut entendre par le mot trajectoires
des courbes telles que tous les transformés par ¢, d’un point quelconque
pris sur I'une d’entre elles, soient encore sur cette méme courbe. On peut
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encore dire qu’elles sont individuellement invariantes par la substitution
donnée.

Nous allons chercher & définir un faisceau de trajectoires dans le voisi-
nage d’un point racine que 'on placera a l'origine, en écartant le cas ot,

de| ., . . .-
‘(—g( étant égal & 1, 'argument serait incommensurable avec a=.
~ [0
. d . < ) r
Premier cas : <d—?> =g n’est ni nul, ni égal & r en module. M. Ka-
3/
nigs (') a établi la formule d’itération
(3) B(9,) = a'B(s),

ou B(z) estde la forme 5 +¢,5°+....
Considérons un cercle C ayant son centre a 'origine, & I'intérieur du-

: . ) dB(z) .
quel B(z) soit holomorphe et ne s’annule qu’en O, et . ait pas de

racinc. Adoptons une détermination pour La.
Si I'on prend un point 5 & l'intérieur de G, 'équation (3) définit une
fonction g, holomorphe de 7 au voisinage de = o, ou elle se réduit a =.
On a
B(s
“ a’B( (;) )
ds

=5+ L t+...,

ot
~t

et I'on peut construire la courbe ainsi définie dans le voisinage de 5. Pre-
nant alors sur elle un point 3, on raisonne sur ce point comme sur le pre-
mier ct I'on pourra donc prolonger la courbe indéfiniment, tant qu’on ne
sortira pas de C. On aura ainsi une trajectoire de ¢, ou du moins une por-
tion de trajectoire.

Si La est réel, on obtient un faisceau de courbes passant toutes par/
l'origine qui est leur seul point commun.

Si La est imaginaire ces courbes, qui ne se coupent pas, ont l'origine
comme point asymptote.

Pour z voisin de o, on a approximativement

Par suite, la forme limite du faisceau est, dans le premier cas, un faisceau

(1) Annales de I’Ecole Normale, 1885.

Fac. de T. — XI. E9
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de droites passant par o; dans le sccond, un faisceau de spirales logarith-
miques. Cette forme limite est réalisée pour les substitutions telles que

5, =0bs.

Remargue. — Comme il existe pour L une infinité de déterminations,
nous avons obtenu une infinité de faisceaux de trajectoires. Ce sont les tra-
jectoires des groupes de transformations définis par I’équation (3). On peut
en trouver bien d’autres systémes. Il suffit pour cela de considérer I’équation

(4) B(e) = a'B(s) +F(s, ),

ot I s’annule pour toutes les valeurs enticres et positives de ¢. Cette re-
marque s'applique aussi aux autres cas. Mais nous considérerons toujours
comme trajectoires principales celles qu’on définit par les formules d’itéra-
tion. :
Deuxiéme cas. — Les dérivées de 9 sont nulles jusqu’a 'ordre 7 exclu-
sivement, & Porigine. M. Grévy (') a démontré I'existence d’une fonction
u(z) nulle & Porigine, qui est racine simple et ot elle est holomorphe, telle
que 'on ait
(3) do(z) _ d=
u(9) u(z)

On en déduit, par des raisonnements analogues & ceux du Chapitre pré-

cédent, qu'on peut trouver une fonction f(s), intégrale de —— 4 un facteur

(%)
constant prés, qui jouit des propriétés suivantes :
1° Ona
Slo) = if(s) =13
2° I.’équation
f(yy—pr/(zs) =06
ot C est une constante et p un entier positif, définit une fonction y, holo-
morphe & l'origine, qui est racine d’ordre p;
3» L'égalité

(6) S (@) — i f(s)=

‘—1
{—1

fournit la formule d’itération pour o.
Il en résulte que I'équation (6) permettra de construire, a I'intérieur d'un

(1) These, p. 41.
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certain cercle C, les faisceaux de trajectoires principales. Il est naturel de con-
sidérer ici spécialement celul qui correspond a la valeur réelle de Lii. On a

1
<‘i‘1’> —L[f(:)+ [—-1.
dt /o df (=)

ds

On en conclut les mémes propriétés que plus haut pour ces courbes,

au sujet de leur prolongement.

do(z)]

~— | =1. — Nous conservons les uotations du

Troisiéeme cas : [

Chapitre IV.

Nous avons déja vu que, dans le domaine I, une équation
(7) blo]=0b(s)+¢

définit une fonetion ¢, holomorphe de s et de £. Nous savons que les tra-
jectoires peuvent étre (pour celles situées dans S) prolongées dans le sens
inverse jusqu’a l'origine.

On peut opérer de méme dans le domaine analogue a I et que jap-
pelle I'. On obtient ainsi deux faisceaux de trajectoires [ pouvant étre
définis d’une maniére unique, si les deux fonctions &(z) coincident] et
qui, dans R, sont telles que lorsque deux courbes des deux faisceaux ont
un point commun, elles ont aussi en commun tous ses transformés directs
et inverses.

Ona

Les trajectoires ont la forme de rosaces & 2(i — 1) branches (du moins,
celles qui sont enti¢rement 4 'intéricur du cercle fondamental), qui se cou-
pent a lorigine sous des angles égaux; les branches des différentes trajec-
toires sont tangentes entre elles en ce point; celles d’'un méme faisceau
s’enveloppent les unes les autres. On peut partir de courbes d’amplitude
aussi faible que I'on veut; on arrive progressivement a des courbes tan-
gentes & C; puis on ne trouve plus que des portions de trajectoires arré-
tées au cercle limite.

Pour 5 voisin de o, on peut prendre, quel que soit le faisceau,

do, —oad
dt )=y ~ 77
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En coordonnées polaires, I'équation de ces courbes est
(8) pit=tksin({ —1)(0 — a).
Nous savons que I'on trouve ces courbes en partant de

-1
=1
5y =

1 —asi-!

Il est & remarquer que les régions R, R’, R” sont délimitées au moyen
des trajectoires.

do(z :
a,(_ )| = 1, 'argument étant commensurable avec 2.
~ 0

En répétant r fois la substitution 9, on obtient une substitution ®( ) ren-
trant dans le type précédent.

Quatrieme cas :

Les transformés d’un point 5 sont de la forme

(I)/c(s), (ch('zl); L] (I)k(sn——l),
k étant un entier positif ou négatif. Donc, il suffit de prendre, relativement
a @, 'ensemble des trajectoires passant par les points z, z,, ..., 3,_, pour

avoir une trajectoire relative a ¢.

4. Introduction des faisceaur isothermes. — Dans les différents cas
examinés, on a trouvé une fonction analytique b(z), telle que
b[9(5)] =Kb(s)+1,
et les trajectoires sont définies par

Ki—1
K—1

.

b(o) =Kib(s)+

n général, K =1 et la seconde formule se réduit a

b(s) = b(s) + L.

Posons
b(5)=Z=X+YV=1
et
b(o)=Z, =X, +Y,y—1.
On a
X, = KX +1,
(= KY
et
X= KX o 20

Y, = KY.
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Si K =1, les trajectoires sont maintenant les paralléles a P'axe des X
elles forment un systéme isotherme coupant individuellement sous un
angle constant le réscau orthogonal et isotherme form¢é par les paralléles
aux axes de coordonnées et obtenu en égalant a des constantes les partics
réelles et imaginaires de Z.

Si K est différent de 1 (entier positif), les trajectoires jouissent des
mémes propriétés : ces lignes sont des droites passant par un point fixe de
I'axe des X.

Or, si l'on effectue une transformation analytique, un faisccau isotherme
est transformé en un faisccau de méme nature. Done :

Tueorkme 1. — Si lon considére le réseau orthogonal et isotherme
obtenu en égalant a des constantes les parties réelles et imaginaires
de b(z), les trajectoires de la fonction ¢ constiluent un systéme iso-
therme, dont les courbes coupent individuellement sous un angle con-
stant celles de chaque famille du réseau. Cet angle reste généralement
invariable (K =), quand on passe d’une trajectoire a une autre. De
plus, la transformation 9, et chacune de ses itératices, conserve le ré-

seau défini par b(z).

5. Il est naturel de chercher si les trajectoires d’une fonction ¢ forment
P'unique systéme d’isothermes qui reste invariant, lorsqu’on effectue les
transformations du groupe continu relatif a ().

En effectuant le méme changement de variables que plus haut, ct
mettant 'équation des faisccaux cherchés sous la forme

X + G(Y) = const.,
on trouve, par un calcul simple, si K =1,

dG(Y)

Y = tang a(Y — b),

a et b étant des constantes arbitraires; ctsi K =41, on a, entre autres,
G(Y)=aY,
a ¢tant encore arbitraire.

Une autre question se présente. Etant donné le réseau orthogonal ct
isotherme défini en égalant & des constantes les parties réelles et imagi-
naires d’'une fonction f(z), quelles sont les substitutions par rapport aux-
quelles il est invariant?
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En transformant encore le réseau dans le réseau des paralléles aux axes,
on trouve facilement que les substitutions cherchées vérifient I’équation

SGE)=af(s)+0,

ol @ et b sont des constantes, la premiére réelle.

Inversement, si la substitution z, est donnée, I’équation précédente dé-
finit les fonctions f(z) correspondantes.

Considérons, en particulier, le cas ot z, = 5 + ® (qui rentre dans ceux
qu'on a cxaminés). On aura, en posant f(z) + A = F(3)

Fs+w)=aF()+b+A(Q1—a).
Sia =~ 1, on peut prendre b + A(1 —a) =o, etl'ona

F(z +w)=aF(5),
et,sia=1,

Sz +o)=/f(5)+0;

de sorte que les fonctions

LF(z)— 29,

)

dans le premier cas, ct
b
f(3) =~z

dans le second, sont des fonctions de période w.

Exemple. — On considére le réseau formé des hyperboles équilateres
qui ont les axes de coordonnées pour axes ou pour asymptotes. Il s’obtient
en partant de f(s) = z2. Donc les substitutions qui le conscrvent sont d¢-
finies par I'équation (*)

N

sj=aszs¥™+ b,

ol a est réel. Si b est nul, on a simplement une transformation homothé-
tique par rapport a l'origine. Si @ = 1, 52 joue le réle de la fonction b(z)
du Chapitre précédent. Si @=£1, il existe une constante A telle que 5% + A
vérifie I’équation de M. Schroder.

(1) M. Keenigs a considéré cet exemple de substitution.
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CHAPITRE VI.

LES EQUATIONS D'ABEL ET DE M. SCHRODER POUR PLUSIEURS VARIABLES.
EQUATION CARACTERISTIQUE. — RACINES DE PREMIERE ESPECE.

1. Soient n variables indépendantes z,, x,, ..., x, et une substitution

V= (2, ..., 2,),
.Z‘;“: 0:( Xy« ooy Tp),

(M

x(n”: ?n(‘rh ey x/z)y

les fonctions ¢ étant holomorphes et nulles a 'origine. Nous poserons

J
<&>o:al’7 et SO =f(01, P25« - 5 Pn)-

Nous poserons ’équation suivante, analogue a cclle de M. Schrider, et
qui en est une généralisation,

(2) B(anch~-':§9n):-kB(xnx2,-'-vxn)»

ou k et B désignent une constante et une fonction inconnues. C’est cette
¢quation que nous nous proposons d’étudier dans des cas assez étendus.

2. Equation caractéristique. — Comme au Chapitre I, on appelle A,
le déterminant des coefficients des B d’ordre « dans les équations dérivées
de cet ordre qui proviennent de la relation (2). Cette expression dépend
de k. 11 est clair que, si I'on cherche une fonction B holomorphe & 'origine
et dont les dérivées partielles ne soient pas toutes nulles en ce point, il faut
que ’on ait

A (k)=o.

L’équation

(3) Ai(s)=o

sera dite équation caractéristique relative a la substitution (1).
Supposons que k soit une racine de (3). Il sera possible, si les @ satisfont

a certaines conditions, d’appliquer le théoréme fondamental établi aux

Chapitres I et 1T et, si A,(k) est différent de o pour toutes les valeurs de «
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supérieures & 1. De 14, I'utilité de connaitre les racines de I'équation

(4) Au(s)=o.
Construction des racines de Uéquation Ay(s) = o.

Si s,y 83y -y 8, Sont les racines distinctes ou non de A,(s)==o0, et si l,,
lyy -y U, désignent des quantités indéterminées, les racines de l’'équa-
tion A,(s) = o sont, abstraction faile des facteurs numériques corres-
pondants, les coefficients des t dans le polynome (s t,+ s, l,+4... 4+ 5,1,)"

Ce résultat s’établit facilement comme il suit. Supposons les ¢ réduits a
leurs termes du premier degré, et admettons d’abord que 'équation carac-
téristique ait ses racines distinctes. L’équation (2) admet alors n solutions
différentes, formées de polynomes du premier degré relatifs aux diverses
valeurs de s. Soient By, B,, ..., B, ces polynomes. On aura

BUw Bl Bit— st st BHB%, .. Bin,

Par suite, si o, + o, +...-+ a,= «, les quantités s7's3:. .. s% sont racines
de A,(s) = o. St clles sont distinctes, ce qui est le cas général, on a ainsi
toutes les racines, et elles sont bien fournies par la régle indiquée.

Sinous supposons maintenant que plusieurs expressions s%'s%:... s soient
égales, ce qui comprend, en particulier, le cas de plusieurs s égaux, nous
n'avons qu’a modifier un peu les quantités @ de maniére i retrouver le cas
précédent. Le fait que les racines des équations telles que A,(s) = o sont
fonctlions continues des coefficients nous conduit a constater que la regle
est générale.

Propriété importante des racines de Uéquation caractéristique. —
Voici, au sujet des conditions imposées au théoréme rappelé plus haut, une

PN . . e T
propri¢té importante : Si les modules des a sont inférieurs a > ceur des

racines de Uéquation caractéristique sont plus pelits que 1.
11 suffit évidemment de faire la démonstration pour le cas ou elles sont

distinctes. Ne retenons des substitutions que les termes du premier degré,
on aura '
V=@ ATy A Xy,

Effectuons de nouveau la méme transformation. Nous aurons des rela-
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tions de la forme

en posant fP (', ..., z) = fP"(x,, ..., x,); et les modules des a

n
o pr e LI
sont encore inférieurs a "

D’une maniére générale, cette condition est satisfaite a la p*m¢ substitu-
tion obtenue

(P) — H(p—1), (p—1)
al=aliVa,+...+al "V x,.

Or on peut trouver n formes linéaires distinctes X,, X,, ..., X, telles

que
XP=sX,, RN XY =5s,X,.

On en déduit \
XP=sX,, ..., XP=gX,,

de sorte que les racines de 'équation caractéristique relative a la p*® trans-
formation, A (s) = o, sont s/, ..., sh.
Si 'une des quantités s, ..., s, avait un module plus grand que 1, une
racine de A®)(s) = o croitrait indéfiniment avec p, ce qui est impossible.
Cas étendu ot l'on peut appliquer le théoréme fondamental des
Chapitres I et II. — Ces deux propriétés établies, il résulte de la premiére
que A, (k) ne sera jamais nul, si I'on n’a aucune relation de la forme

(3) k== shs%...8%m,

ot les o; sont des entiers positifs ou nuls de somme plus grande que 1.
Dans cette hypothése, nous pouvons appliquer le théoréme fondamental
du Chapitre I[ etil existera donc une relation holomorphe de Iéquation (2)

. . . IR N .
relative 4 k] si tous les @ sont en valeur absolue inférieurs a —> ou si, tous

les a,, étant nuls pour p = ¢, les a,, (c’est-a-dire s, s,, ..., s,) sont d'un
module inférieur 4 1. En particulier, toutes les racines de ’équation carac-
téristique pourront étre distinctes et satisfaire aux conditions précédentes.
Les n solutions dont on disposera alors seront indépendantes. Sil’on admet
pour un instant, ce qui sera prochainement établi, qu’on peut effectuer un
changement linéaire des variables de maniére que les nouvelles quantités a
soient nulles sauf les a,,, ce fait devient évident.
Fac. de T. — XI. E.1o
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On peut alors choisir les fonctions trouvées B,, B,, ..., B, comme varia-
bles. Toute autre solution est alors de la forme

BA:BE: . B F (a2, ..., z4),

avec la valeur de k : sP...sP+; & désigne une fonction quelconque restant
invariable par la substitution (1). Posons

LB, LB, .
Ls’——bh vty E———bm

on a

bV =1+ by, cee =1 0,.
Toute solution de I’équation d’Abel s’obtient par la formule
b+ (b, by ..., 5,),

Q étant une fonction quelconque qui demeure invariable quand on ajoute 1
& tous ses arguments. L'expression § n’est autre qu’une pareille fonction Q.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Premier résultat.

Tutorime 1. — Siles racines de ’équation caractéristique sont diffe-
renles de o el ne vérifient aucune des relations

s;= sy ... 8ym,
ol les a sont des entiers positifs ou nuls et si, de plus, les modules de s,,
Sgy + -y 8, SORL inférieurs a 1, Uéquation de M. Schroder admet n solu-

tions holomorphes distinctes B,, ..., B, dont les dérivées ne sont pas
toutes nulles a Uorigine.

On en déduit aisément la forme des solutions générales de cette équation
ct de celle d’Abel.

3. Avant d’examiner différents cas plus particuliers, nous allons établir
le lemme suivant :

Lrame pE M. Poincare. — Soient les n formes linéaires
(6) Yp=Ap X1+ .o Apg @y .. .~ App Xy, (p=1,2,...,0n).
Supposons qu’on effectue simultanément les substitutions

i =hpxi+. ..+ hy,xy, . ‘
(7) , (E=5,2 s ),
yi:hi1y1+.--’+‘hilzyll
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de maniére qu’on ait

’

r__ ’ ’
(8) Yp=@p T\ .. a,, T,

Désignons par s, s,, ..., s, les racines de I'équation caractéristique rela-

tive aux a :
Ay —S Qi ... n

I
S

Apy Qpa e App—S

il est possible de choisir des substitutions (7) indépendantes, de telle sorte
que :

1° ), =o pour g >p;

2° a@,, = $,;

3° @,,= o pour ¢ < p, a I'exception des @, pour lesquels s, = s,.

De plus, en imaginant les racines égales affectées d’indices successifs,
soit une racine d’ordre 7 :

Sm=—Sm+1=—=- - = Smaj1=+ = Smtr—1»
et supposons que le déterminant principal de A(s,,) soit de degré

, n—j(jsr),
on aura apq: o pOur

m<pSm—+j—i, mig<m-—+j—1,

Cette proposition, dans le cas ot les s sont tous distincts, est fréquem-
ment employée (').

Elle a ¢té énoncée dans ses parties essentielles par M. Poincaré (*), qui
s'en est servi dans I’étude d’un systéme d’équations fonctionnelles.

En voici une démonstration, basée sur les remarques suivantes :

Plusieurs substitutions effectuées successivement sont équivalentes a une
seule.

Les racines de ’équation A(s) = o se conservent avec leur degré de mul-
tiplicité aprés de pareilles transformations.

dyi

En écrivant de deux maniéres différentes S on obtient les relations
q

’
EP /z,»pal,q = Er /L,.q a;,

(') Voir, par exemple, Picarp, Traité d’Analyse, t. III, p. 13 et 199.
(2) Journal de Liouville, p. 319; 1890.
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qui, développées, deviennent

rghyy = Gsghyy .o oA apghyy, = sy,

(9) Arqhay 4 Qaghyy 4. o A Apg oy =ay, hig—+ s hag,
................... e

’ ’
U @rglini 4= Qaghps 4. .+ ayghy = ay, hig4 @y hag—+. . 45,0

Un cas particulier suffira & mettre le raisonnement en évidence.
Supposons que s, soit une racine d’ordre 5 et que le degré du détermi-

nant principal de A(s, ), soit » — 3. On peut d’abord, par une substitution
préalable, admettre que

A= Qoo — A33—= 5y,

les autres éléments des trois premiéres lignes de A(s,) étant tous nuls. On
a ainsi

S, —§ 0 0 o o o
0 S1—s 0 o o o
As) — 0 0 s;—s o 0 o ;
@, dus @y P
a(s)
Aniy Ap2 Aps

¢(s) = o admet s, comme racine double.
Or, dans les conditions actuelles, pour satisfaire aux systémes fournis
par les trois premiéres équations (g), il suffit de prendre

hyp=hyp=ly,=o,

pour p >3 et

quelconques, leur déterminant étant seulement assujetti a étre différent
de o.

Cherchons a satisfaire, en outre, aux quatriémes équations (g). Puisque
8(s,)=o, on peut certainement trouver un systéme de valeurs de #,,,
hsy ..y h,, de maniére & satisfaire & ces équations pour ¢g24; et si on
laisse /,,, /s, k4 arbitraires, on obtient trois relations de la forme

’
P

Ay lyg+ @y hoy—+al  hyg= A, (g=1,2,3),

qui déterminent a; , @, @,. Il est clair qu’on peut adjoindre aux % déja
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choisis d’autres tels que leur déterminant général soit différent de o. Cette
substitution effectuée, et les mémes notations que plus haut étant prises,

on a
$;— S o o o o o o
o S, — S o 0 o o o
o ) $\— S o o) o o
A(s)=| a, Ay a,s $i—s O o) o
as, s, a5 Gy pr——
a(s)
Ay Qpa Qns A

Pour satisfaire aux trois premiéres équations (9), on adopte pour
hpp(k=1,2,3)

les mémes valeurs que précédemment.
Pour satisfaire aux quatriémes équations, on prend

o=\lys=hy=...= Iy, hy, o,

et h,,, s, b,y arbitrairement.

Nous cherchons, cette fois, 4 vérifier de plus les cinquiémes équations.
8(s,) étant nul, il existe un systéme de nombres /;, /o5, - -, Ry, qui les
vérifie pour ¢25; et, si on laisse quelconques /;,, /5y, .-, /5y, ON aura,
pour déterminer, a;,, ..., a;, des relations

54
’ ' ’ ’ . __ /
@y g+ @y g+ @y hag + al hug= Ay (g=1,2,3,4),

admettant une solution unique. Ici encore, nous pourrons compléter le
systéme des /, de maniére & définir une véritable substitution.

En ce qui concerne s,, la proposition est donc ¢établie.

Il est important d’observer qu’on ne pourrait pas trouver des quantités
he, qui vérifieraient les nouvelles relations

’ ’
Qrghisy oA Qpghion==ay g+ Qgy oy~ . 4 @y hsy—+$1hg,

ou, plus exactement, on n’obtient de pareilles égalités que par des combi-
naisons linéaires et homogénes des cinq premieres.

On voit facilement que le raisonnement indiqué s’applique successivement
aux différentes racines de I'équation A(s) = o.

Remarque. — Nous utiliserons moins 1'énoncé méme du lemme precé-
dent que le fait qu’il est possible d’obtenir les égalités (9), les @’ ayant les
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valeurs indiquées, et qu'il n’est pas possible d’avoir plus de 7 relations
distinctes relatives & une racine d’ordre 7.

4. Classification des racines de ’équation caractéristiqgue. — Dans ce
qui suit, nous supposerons essentiellement que les @ satisfont aux conditions
du théoréme déja plusieurs fois rappelé, c’est-a-dire que les racines de
I'équation caractéristique sont distinctes et inférieures a 1 en module ou que

les @ sont, en valeur absolue, plus petits que I; De plus, les valeurs de s

sont toutes différentes de o.

Cela posé, les relations de la forme (5) intervenant dans I'application du
théoréme fondamental, il est naturel de penser qu’elles vont jouer un réle
important et, par suite, de classer d’aprés elles les racines de I'équation
caractéristique. Ces relations sont nécessairement en nombre limité, car
des expressions de la forme s% ... s tendraient vers o quand «, + ...+ 2,
croit indéfiniment.

Voici quelques remarques immédiates :

Dans le second membre d'une relation résolue par rapport a s; ne peut
pas figurer cette racine, car de

s s sk L st
on déduirait

— X A e
= s, s%im L, s

ce qui est impossible, puisque
[s§ .. s¥m L s% | <1,

: 1 X b . M s
Sl S est I‘esolu par rapport d Sj, Sj ne 1 esl certainement pas par rappmt
é Sj; SUPPOSOHS en effet que

s;=s8% .. 8% L 8%,
_ sy s L sH L sk
on en conclurait
o Ly oty (2% a 20 )%
L) irk yi st (s, s s ),

Plus généralement, si s; est résolu par rapporta s;, s; par rapport a s, etc.,
aucun de ces nombres ne I’est par rapport a s,.
Nous allons en conclure la possibilité de classer les s en espéces telles

gu’une racine ne s’exprime qu’au moyen de celles des espéces précé-
dentes. :
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Sil’on considére plusieurs valeurs distinctes des s, s, s ..., s,y il yena
certainement parmi elles qui ne s’expriment en fonction d’aucune des
autres; car, si s, s’exprime en fonction de s, s, ne s’exprimera pas en fonc-
tion de s, mais peut étre de s, par exemple. Donc, au moins pour le p'éme
nombre, la condition indiquée sera réalisée. En particulier, il existe des va-
leurs de s auxquelles n’appartient aucune relation : elles formeront la pre-
miére espéce. Parmi celles qui restent, il en est pour lesquelles les relations
correspondantes ne contiennent que des racines de premiére espéce : elles
constituent la seconde espéce; et ainsi de suite. Les racines de la ki¢me espece
s’expriment au moyen des racines précédentes seulement, et certainement
au moyen de quelques-unes de la k& — 1im¢ espéce.

5. Racines de premiére espéce. — Nous nous proposons de montrer
qu'on peut faire correspondre ¢ chaque racine d’ordre r, r fonctions
holomorphes desquelles on déduira r solutions de Uéquation de
M. Schroder.

Occupons-nous d’abord des racines de premiére espéce.

S'il s’agit d’une racine simple, nous savons déja qu’elle permet de déter-
miner une solution holomorphe. Soit donc une racine k, d’ordre r de mul-
tiplicité. ‘

D’aprés le lemme, on peut (en supposant k = s,, ce qui évite un indice
suppl¢mentaire et ne modifie point les raisonnements) trouver des quantités
h telles que I'on ait

gl gl 4. o - gl = kg,

r
Arghor+ Qaglise 4. ..+ apghyy =y hyg+ kg,

Aiqghp + Ayqhrs+. o+ Qpghpy=a, hyg+ a)y oy 4. .+ al, Po—rg =+ khipy.
Il existe donc une fonction holomorphe f,(z,, z,, ..., x,), telle que

V= kfis

une fonction f,, telle que

SV =as fi+ ks
en général une fonction £, (p=r) vérifiant I'égalité
f;)“: a;)lfl—i_ a//)zf2+ -+ a;)[)71f17—1+ kfl"

Les dérivées de ces fonctions, a I'origine, sont constituées par le Tableau
des A.
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Soit

b((?,, C?i’ RS CPIL):I+ b(xly'rﬁy .. '3xn)-

Par exemple, on peut prendre

b(xlyx2;~ . .,Jl‘n): T

Et posons

Bo=fm+fuaacl b+ frna (el ey 0%) +. ..
A fonmi (Pl A PO P D)
+ filelb 4 el b e b el b)),

m—1

Nous allons voir qu’on peut choisir les constantes ¢ & deux indices de
maniére que 'on ait
‘B[llll): kBIH'

Cette relation développée s’écrit

% Wy 1 @y fot oo o @y 1+ K [
+ { Uy J1r oy n fot oo G [ i Qo oy s+ kf,n..,';
<Pt i+ b) | +. ..
Wi S1F @iy fot e @i i @i fnmica k fn—il
XA+ b) + e 1+ b)Y A eh (1 D) Al (1 bym=1}
—i—/ff,%c{(l—&—b)—l—c;(l-l—b)2+...—1—c}-(1+b)f—|—...—|—c}n_1(1—i—b)'”-'g
=kfmtkforc O+ kfo (20 +cP2H2) 4.
Ak frnmi (T PO - el D) L
khkfi(eiby+cy b+ o+ chbI . el b)),

Les produits des termes en k avec les termes de degré le plus élevé dans
les développements de (1 + b) disparaissent.

Nous allons déterminer les ¢ par cette condition que les coefficients des
expressions de la forme f,,_;6?(p < j) soient nuls. Dans un pareil coeffi-
cient peuvent entrer des termes de deux sortes, les uns contiennent k%, les
autres une lettre a’. Pour que le i¥m® produit du premier membre con-
tienne un terme de la premiére sorte, il faut que i = j; les ¢ qui y figurent

m—j m—j m—j
sont alors ¢}, ¢y, ..., e

Pour qu’il donne un terme de la seconde sorte, il faut que j > i et p<i;
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donc p<i < j; on aura donc des c tels que

m—i m—i m—i
c c C;

cm—i
PH1Y c 0 pHsy i

p

avecm —i>m— j.

Il est évident que lorsque dans une équation une seule quantité ¢ sera
inconnue et sera contenue dans un terme de la premiére sorte, elle se trou-
vera déterminée.

Or, supposons connus tous les ¢} ou &' > m — j, et remplacons succes-
sivement ppar j —1, j —2, 7 — 3, ..., 0. En égalant & o le coefficient
de f,_;07, on aura des équations qui ne contiendront comme inconnues
que

o™ -J

y ; cm—j cm=J

. . m—j m—j m—j
j—1 j 5 s CL Yy, Gy Y, ceey C;

J

inconnues se trouvant dans les conditions précédentes, et I'on-pourra ainsi
calculer successivement

Cr_n—j cm—j

m—j
J ’ J—1 ceey € .

On voit donc que lorsqu’on connait les ¢} ou A’ > m — j, on peut cal-

culer les ¢/, D’ailleurs ¢7* se tire de I'égalité

- Atm—1 . '
ACI - am,m—1'

Nous pouvons, par suite, énoncer le théoréme suivant :

Tutorime II. — A une racine k de premiére espéce et d’ordre r corres-
pondentr fonctions holomorphes f,, f,, ..., f., de chacune desquelles
on déduit une fonction B vérifiant Uégalité

B = kB.
B,, est de la forme

fm+fm—l§m,l+' . -+fm—igm,i+ . ~+f1gm,m—1s

ol g désigne un polynome de degreé i au plus en b, a coefficients nu-
meriques qui peuvent étre calculés sans la connaissance des fonctions f.

Fac. de T. — XI. E.rr
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CHAPITRE VII.

RACINES D’ESPECES SUPERIEURES. — CONCLUSION.

1. On se propose, dans le Chapitre actuel, d’étudier les racines d’espéces

supérieures, et de tirer ensuite les conclusions relatives & 1'équation de
M. Schroder.

Pour passer des fonctions holomorphes que nous définirons aux solutions
qu’on en peut déduire, nous aurons a nous appuyer sur un théoréme que

nous allons énoncer tout d’abord.
Théoréme auxiliaire.

Tutorive 1. — Soient p racines de premiére espéce k,, ks, ..., k,

d’ordres r,, ry, ..., r,, de Uéquation caractéristique, et k une autre
19 g y I'py que,

racine quelconque, telle que k = ki k.. .k%. Soient, d’autre part, f,,,

Sras cooy Sins Srvs oo Sons oo Jpan oo o Sor, les fonctions holomorphes
qut leur correspondent.

{ étant un entier non négatif quelconque et Q, un polynome de la forme

t+20(/,r;,——2ja'hl

Gyy 012 Gy Cpr i i
EfH‘ IR FYNERI prppp c“o',,...cprpb,

[
O+ 0Ot o+ 0, =0a;...0p+Tpa+...+ Oprp— %ps

on peut trouver un polynome P,, et un seul de la forme

1+l+zoc;,r}.—2ip-h,‘

: .
nyiifgég‘ M &irj T };L/P;P 2 cP-qua...}LprP bl;

1

Pt et o= gp, =0 pr e .+p-p,-P: XApy

tel que P’on ait
P — kPy= Qu.

La démonstration repose sur ce fait qu’il existe des constantes A pour
q
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lesquelles
{ﬁ):thn,
1“2):K1f12+A;1f111

Les détails du calcul, un peu fastidieux, ont été rejetés dans une Note, &
la fin.

2. Proposition concernant les formes linéaires. — Pour établir I'exis-
tence des solutions holomorphes déja annoncées au Chapitre précédent,
nous nous servirons des propriétés suivantes :

Premiere propriété. — Silon a n formes linéaires distinctes

Fi=hyo,+hpzy+... 4+ hypx,,
Fo=rhy 2y + hyyo+. ..+ hypy,

Fo="rtu 2+ hpyzs+. . Al a,,

et si, o étant un entier positif, et A,, Ay, ..., A,, &, ..., 1, des indéter-
minées, on considére les coefficients du polynome

P=(0\z+ o, +...4N,2,)%,
en Ay Ay, ...y A,y comme des variables indépendantes, les coefficients da
polynome en p,, sy ..., oy,

Q=(Fi+ poFy+...+p,F,)%
sont des formes linéaires distinctes de ces variables.

Soient, en effet, » nombres différents k,, k,, ..., k,, et tels que les
coefficients du polynome en r,, r,, ..., r,, abstraction faite du facteur

numeérique, :
R=(kiri+lkyro+...+ k,r,)%,
solent tous différents. Les égalités

Fl(‘pl’ ‘*Piy ceey ‘Pn): kl Fl(xh ey xn)v

Fn(q’v "-IJ2’ ceey Ll’n):knFn(xv vy xn)

définiront une substitution ¢,, $,, ..., , & déterminant non nul.
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Les coefficients du polynome Q : G,, G, ..., G, satisferont & des équa-
tions analogues ou k, ..., k, seront remplacés par les coefficients de R
débarrassés des facteurs numériques. Les dérivées respectives d’ordre o des
polynomes G par rapport a x,, x,, ..., , sont donc déterminées par des
systémes d’équations homogénes, le déterminant des coefficients étant
I'expression A,(s) relative a ¢,, $,, ..., ¢,, ot 'on remplace s par A%,
k% k,, ..., quantités distinctes. Il en résulte, en vertu du lemme du Cha-
pitre précédent, que ces dérivées forment un déterminant différent de o,
c’est-a-dire que les coefficients de Q sont des formes distinctes par rapport
a ceux de P.

I est clair que sil'on a des formes I en nombre inférieur a u, et si’'on
ne considére que quelques-uns des produits auxquels elles donnent lieu, la
propriété subsiste, car il est facile de compléter le systéme de ces formes.

Proposition relative @ un certain déterminant,

Deuzxiéme propriété. — Reprenant les notations du lemme du Chapitre
précédent, si 'on suppose s, racine d’ordre r de multiplicité, et le déter-
minant principal de A(s,)de degré n — j(j<r), on peut trouver j expres-
sions linéaires, nécessairement indépendantes

Cprliyg+ Cpahag—. ..+ Cprlyg (p=1,2, .., )

telles que le déterminant D ayant pour éléments les déterminants caracté-
ristiques relatifs aux systémes

gyt (Agg— $1)Zg—r .« A Aug@n="Cp foig+ Cpalag=+. ..+ Cprlyq
fg=1,2,...,n; pfixe)
soit différent de o.
En effet, on sait, d’aprés le lemme rappelé, qu'il existe au plus 7 —j
expressions, E,, E,, ..., E,_; pour lesquelles les déterminants caractéris-
tiques relatifs & chacune d’elles sont tous nuls. On peut donc en trouver j

autres
Er—j+1, EI‘—f+2’ R ] Er’

distinctes entre elles et des précédentes. Le déterminant D correspondant
est différent de o. Car, s'il en était autrement, il existerait une méme rela-
tion linéaire entre les éléments de ses lignes. On en déduirait donc qu'il
existe une expression

7\1E,-_j+1 -+ ...+ )\jE,-,
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pour laquelle les caractéristiques seraient tous nuls; elle se réduirait, par
suite, a une combinaison linéaire et homogéne de E,, E,, ..., E,_;, ce qui
est contre 'hypothése. I.a proposition est donc établie:

3. Racines de deuxiéme espéce dans un cas particulier. — Consi-
dérons d’abord une racine simple &, donnant licu a une seule relation

/{:/{f;

k, est une racine de premiére espéce, d’ordre 7. Soient f,, f5, ..., f, les
fonctions holomorphes correspondantes a k,. Si I'on cherche a calculer les
coefficients d’une fonction f telle que

SO=£Kf,
on pourra étre arrété seulement au calcul des dérivées d’ordre «. Nous
allons ajouter au second nombre un polynome de degré «, tel que le calcul
reste possible.
Si 'on considére les fonctions f,, f., ..., f,, elles sont réduites aux
termes du premier degré, des formes distinctes; par suite (premiére pro-
priété), les termes de degré « des coefficients du polynome

(pafi+ oo prfi)*
en (&, ..., i, sont des formes linéaires distinctes par rapport aux coeffi-
cients du polynome (A, z, +...+ A,x,)* en A,, ..., A,. D’ailleurs, si n';
désigne le degré du déterminant A, (s) et si

dy,—s d,, - dyw
d dss—s ... dop
Ag;(S) — 21 22 2n ;
dn‘l dn'2 e dn’n’_‘ s

si, de plus, on désigne par r’le degré de multiplicité de la racine A% de
A,(s) =o (nombre des combinaisons complétes de r objets a & o), par
n' — j le degré du déterminant principal de A, (%%), etenfin par 4,,, A,,, ...,
h,, les dérivées d’ordre «, a I'origine, de /7, par Ay, Ry, ..., Ay, celles de
Ji7' [+, etc., on a évidemment, d’apres les équations fonctionnelles que ve¢-

rifient £y, fa, ..., [

hydig+ hyodsg+. ..+ hypdyg=khy,,
hordig 4 hasdog+. ..+ Nop dyqg = dy, hyg —+ khag,

Rpydig~+ hpadag+. oo+ Ry dyg=dp g+ . - drrighy—1qg—+ khyg.
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Puisque les /2 admettent un déterminant de degré 7 différent de o, on
peut (deuxiéme propriété) trouver j expressions linéaires

Cpilyg+. . .4 cprlyyg (p=1,2,...,7J)

telles que le déterminant D, ayant pour éléments les déterminants caracté-
ristiques relatifs & ces expressions, soit différent de o. C’est dire qu’on peut
trouver j polynomes de degré «, H,, H,, ..., H; en f,, f,, ..., f;, de sorte
que les déterminants caractéristiques relatifs & 'expression

mH,+mHy4+...+~m;H;+ L

solent tous nuls, LL étant un polynome guelconque en x,, x,, ..., x, et m,,
my, ..., m; des constantes convenablement choisies. Pour les calculer par
cette condition, on est, en effet, amené a résoudre uu systéme de j équations
du premier degré a déterminant différent de o.

Ainsi donc, on peut choisir un polynome u, homogéne et de degré o
par rapport aux fonctions f, fa, ..., fr, de telle sorte que le calcul d’une
fonction f satisfaisant a I’équation

FO=kf+u

ne soit pas arrété aux dérivées d’ordre «, et que, par suite, il existe une so-
lution de Uéquation fractionnelle précédente et méme j pareilles solu-
tions. Nous en adopterons une.

Pour déduire de cette fonction f une solution de I’équation de M. Schro-
der, il suffit de trouver une expression P, telle que

P =kPy— wu.

Si f + P, n’est pas identiquement nulle, ce sera une fonction répondant
a la question. Or, nous savons (théoréme I)) qu’il existe une expression P,.
Donc:

Tatorive II. — A une racine simple k de seconde espéce, donnant lieu
& une seule relation
k= k%,
et k, élant d’ordre r, correspondent une fonction holomorphe f et une
expression P, telles que f + P, soit solution de I’équation

B® = £B.

P, est un polynome homogéne de degré « par rapport aux fonctions f,,
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Sos -+, frrelatives a &, le coefficient d’un terme de la forme

(SO (o) (fr )™

étant un polynome en &(x,, z,, . .., x, ), a coefficients constants, sans terme
indépendant, et de degré

roa—+1— (4 20+ .. 1@

4. Cas général des racines de deuxiéme espéce. — Le cas particulier
qu’on vient d’étudier suggére naturellement une méthode générale. & étant
encore une racine simple, nous supposerons qu’on a encore une seule rela-
tion

k= k{1 k3. . k%, ’

(]

ou ky, ks, ..., k, sont respectivement racines d’ordres

Piy Tay o vy T'ps

k est racine de I'équation
Ay(s)=o (r=a;+ oy +...+ ap),

P’ordre de multiplicité étant le produit des nombres de combinaisons com-
pléetes de r, objets o, & a,, de r, & gy ...y de 7y d o,
Soient

flufl?: . --flr‘; f21yf22) ""fs"g; cees fplyfp?y --wfpr',,

les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement a k,, k,, ...,
k,. Sin'— jest encore le degré du déterminant principal de A, (%), on voit,
en raisonnant comme plus haut, qu’on peut former j polynomes H,, H,, ...,
H;, homogénes par rapport aux f, respectivement de degrés oy, a,, ..., a,
par rapport aux fonctions f,, f,, ..., f,, et tels qu'il existe un systeme de
constantes m,, m.,, ..., m; pour lesquelles les déterminants caractéristiques
relatifs a 'expression
mH, +~myHy+. ..+ m;H;+L

solent tous nuls, L désignant un polynome donné quelconque en z,, Ly oen,

,. On en conclut, de méme que précédemment, qu’il y a j solutions holo-

morphes (& dérivées non toutes nulles & Porigine) de I'équation
SO=kf+u,

u étant un polynome en Siis fray - ..,f,,,P de la nature indiquée pour les H.
Ensuite, en vertu du théoréme I, on peut déterminer un polynome P,,
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de degrés a,, a,, ..., @, respectivement par rapport & f,, fo, ..., fp le
coefficient d’un terme de la forme

(Si)Ps (fro)¥e oo (S )Pare oo (fpr, )P

étant un polynome en b, a coefficients constants, sans terme indépendant,
et de degré 1+ E or; — Eijj w;j, de telle sorte qu’on ait I'identité
P'= kPy— u.

Il en résulte qu'il existe au moins une solution de I'équation de M. Schro-
der, de la forme f+ P,.

5. Etant donnée une relation k = k3A%... k%, nous dirons qu’elle est
d’ordre a, si o, + o, + ...+ a,= a. Cela posé, supposons, & étant toujours
une racine simple, qu'il y ait des relations d’ordres «, 8, v,... (a<<3<¥...)-

Nous nous proposerons de rendre successivement possible le calcul des
dérivées d’ordre «, 3, ¥, ... de la fonction f, dans I’équation

JO=1kf+ T,

en construisant convenablement I'expression U, de maniére, bien entendu,
qu’il soit ensuite possible d’appliquer & cette expression le théoréme I.

Pour le calcul des dérivées d’ordre o, il suffit de former une somme de
polynomes u, + u, +. .. constitués respectivement comme il a été dit, dans
le numéro précédent, au moyen des fonctions qui correspondent aux racines
figurant dans les diverses relations d’ordre «. Nous savons, d’ailleurs, com-
ment 1'on détermine les coefficients de ces polynomes.

Le calcul devient possible jusqu’aux dérivées d’ordre 3. Nous opérerons
de nouveau par le méme procédé, introduisant une nouvelle somme
¢, + ¢, + ... relative aux relations d’ordre 3. En continuant de cette ma-
niére, on obtient 'expression

U=u+ug+...+ 01+ v+ .+ w4 ...
Il existe donc au moins une solution holomorphe de ’équation
JO=kf+T,

4 dérivées non toutes nulles a I'origine. Il suffit alors de déterminer, au
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moyen du théoréme I, les polynomes P, P,,, ... tels que

Py — &Py =— uy, Py — kP = — u,, cees
P'B’l)—/fpglz—vl, ]:)'(32 — kPpy=— ¢y, Ceey
Py —kPyy=—w, Py — APy =— w,, cees

pour obtenir au moins une solution de la forme

S+Pou+Po+. ..+ P +Pgot+. .. =Py Pyt

6. Supposons enfin que £ soit une racine d’ordre r. Nous aurions cette
fois, en nous reportant au Chapitre précédent, n” 5, a déterminer 7 fonctions

fis oouy [ry telles que

1=k,
S =y fi kfo

f})li.: a;’lf1 —+ a;rzfz‘*" - “’pp—1fp—1 + kfp (pr).

Pour ces différentes équations, nous nous trouverons, en général,
arrétés exactement de la méme maniére que pour la premiére. De la méme
maniére également, nous allons modifier les seconds membres en ajoutant
des expressions dont la formation a été, & maintes reprises, indiquée.

Nous aurons ainsi le systeme

fil)—_—/{fl + Uy,
S =dy fi+ kS + U,

fil=a, fi+ apofot ...+ apy froa+ kfr +T,,

qui admet au moins une solution formée de fonctions f., f, ..., f,; les
dérivées de chacune d’elles n’étant pas toutes nulles a l'origine.
Cela posé, & une fonction f,,, nous chercherons & faire correspondre
P ) m)

une solution de la forme
m + Iﬂ-‘lcnl_l b + m—2 (c,n“2 b + c"n_2 b2) + .
1 1 2
A foi (Tl A PO P - fi(el b el b

+ Plll'

Les constantes ¢ étant déterminées comme au passage cité, P, devra
Fac. de T. — IX. E.12
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vérifier 'équation
Pl — kP, =— U Upumy 771 (14 0) oot Uy [0} (1 B) uet €y (1 D)1,

On peut dissocier, en quelque sorte, cette relation en un certain nombre
d’autres analogues, en ne retenant successivement des U que les polynomes
relatifs & chacune des relations qui expriment & en fonction des autres ra-
cines. L’application du théoréme I permet donc de former des expressions
qui satisfont & ces diverses relations, et dont la somme sera P,,. Il existe
donc au moins 7 solutions de la forme indiquée.

7. Racines d’espéces supérieures a la deuxiéme. — Pour éviter une
complication inutile des notations, nous nous bornerons a considérer une
racine de troisieme espéce dans un cas particulier. La méthode générale
apparaitra suffisamment sur cet exemple.

Soit donc k une racine de troisieme espéce d’ordre r, et la relation

k= ke 18,
k, étant une racine de premiére espéce, et [ une de seconde pour laquelle

on a 'unique relation
L=k kYy .. KT

Nous supposons qu'il n’y a, relativement & k, pas d’autres relations que
la premiére, et celle-ci

k= k3 kBykBY .. kB,

1h

APPGIOHS S Sosooos Jrs i oo flj,; oo Sag oo fhj;.;Fn Fy oy

F,, les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement a
kl; kily ) kih) L
On sait qu’on a des relations de la forme

S =k fo+dpifi+. ..+ dpp1fo-1s
FO =1IF,+ep Fit+eppFo+.. . +epp 1 Fpy

p A )\1]' Ry
+ ED)\“ ...)\,i‘...l;.jhflill ceeJagle 'ji\zjl:'

On peut déterminer au moins un systéme de fonctions holomorphes
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Fyy « - -y &y 4 dérivées non toutes nulles a 'origine, telles que

5%1”: kjl +U1,
FV—=a,, 5§+ kS, + U,,

&

FV=a,, F4+...+kF, + Uy

les fonctions U étant formées, par le procédé habituel, au moyen des fonc-
tions f et F, de sorte que I'on a, pour I'une quelconque d’entre elles,

J— d U,
Un= XSt S FAp g,

Ur, A, Wiy A7
+2 f“f <o JEOY - ‘f/t/'l:hqu e VieVrye

On cherche encore une solution de la forme
Frot Fopt € b A F s [+ P20 .+ Fy [l b+l O]+ P,
les constantes ¢ 4 deux indices sont déterminées comme plus haut.

Ainsi, P,, doit satisfaire a ’équation

b m
PR —P,=—U,+ Up s e (1 +b) +...
+ Uy [el(1+b) +...+ch_ (1 + &)™ ]l

Le seul changement, par rapport a l'équation obtenue au numéro
précédent, consiste en ceci : que les U contiennent maintenant des fonc-
tions F relatives & une racine qui n’est pas de premiere espéce.

Considérons seulement la partie des fonctions U présentant cette parti-
cularité. Nous avons a résoudre une équation telle que

—1
v v .z P
X Xp= B S E L E BB vy, Y=o
0

les £ étant les constantes. On emploiera le procédé de réduction suivant :
Cherchons, par I'application du théoréme I, a déterminer X,,, comme si
les f et F correspondaient & des racines de premiére espece. Soit {,, la
solution ainsi définie, et posons

X,= 'Qm +Y,,
Y,, devra vérifier la relation
Y(niz' — Ym — rlﬁ’m,l -+ l’l"m,z +...

Vo 1y Wom,ay - - - SONL des expressions analogues a &,,, les coefficients des
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fonctions holomorphes. étant des polynomes en b; mais le degré de ces
expressions, par rapport aux ¥, a respectivement diminué de 1, 2, ...
unités; ces fonctions étant remplacées par des polynomes relatifs aux
Siry ooy [faj,, comme cela résulte des égalités fonctionnelles qu’elles vé-
rifient.
Ecrivons
Yﬁ;lzjl = You,1 =1,
Yiil— Ym,‘z =,

On en déduira
Ym —= Ynz,l -+ Ym,?. ..

Or, pour résoudre ces équations, on se trouve dans les mémes conditions
qu’au début, avec cette différence que le degré, par rapport aux F, des
expressions données a diminué. En procédant de proche en proche, nous
serons ramenés a un probléme déja résolu. Il est donc possible de déter-
miner P,,. On est ainsi conduit, relativement aux racines d’espéces supé-
rieures, au méme résultat que pour les deux premieres.

r

8. Résumé. — Ainsi, aux n racines de I'équation

A(s)=o,

on a pu faire correspondre au moins 7 fonctions holomorphes, desquelles
on a déduit n solutions de I'équation de M. Schroder. Ces solutions sont
distinctes. En effet, les fonctions holomorphes ont été définies, en prenant,
pour point de départ, ce fait que leurs dérivées a I'origine constituaient
un systéme de valeurs de /& vérifiant le systéme (9) du Chapitre précédent,
dans les conditions du lemme de M. Poincaré.

9. Discussion de différentes hypothéses. — On a déterminé toutes les
solutions holomorphes, dont les dérivées a l'origine ne sont pas toutes
nulles. Il y en a au moins autant que de racines distinctes de premiére es-
péce de I'équation en s. S’il y en a davantage, il y en a une infinité.
C’est qu’en effet, dans le calcul des dérivées d’un certain ordre, il y a in-
détermination.

Supposons, en particulier, toutes les racines égales et tous les mineurs
de A, (k) nuls, sauf ceux du dernier ordre.

C’est le cas ou, aprés transformation linéaire convenable, la substitution
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donnée prend la forme
0y = ka,+...,

szkx2+...,

les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. 11y a 7 solu-
tions holomorphes distinctes B,, B,, ..., B,, et toute expression homogéne,
par rapport & elles, est encore une solution ; par exemple

ABy+ 2:By+...+1,B,,

ol les A sont des constantes arbitraires.

Dans le cas ot 'équation caractéristique n’a que des racines de premiére
espece, toutes les solutions holomorphes se déduisent trés simplement des
fonctions qu’on a fait correspondre aux racines. Soit, par exemple, & cher-
cher une pareille solution, « étantle premier entier pour lequel les dérivées
de cet ordre ne soient pas toutes nulles a ’origine. On doit avoir

FO— 4F
k est racine de I'équation
Ay(s)=o

et s'exprime au moyen des racines de A,(s) = o. Il peut y avoir plusieurs
expressions de cette nature

%y .o 3 3 R
ki's ks oo, K, LY, lf, vy IS", vy (ot da, =0+ +L,=a).

Les racines k,, ..., k,,1,, ..., 1, ... sontrespectivement d’ordres 7, ...,

7 7
Ty Ty v ey Ty e
Soient

f“; fizy RS fl,/‘,; fz,u cees fp,h RS fp.r‘,,; f;,n RS f(}./'n
les fonctions holomorphes correspondantes.

Sil’on considére le polynome

(Mafir oo e S ) By for o Mprp Sorg )2
B CPI AT SPRRE Sy VRV /P LI & VN R )\’r,,.qfq’,q)?’,,

’

les coefficients des A et des A’ sont des fonctions § dont les dérivées d’ordre o
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vérifient, a I'origine, un systéme de la forme

hydig+ hyydog—+. ..+ hypdypg=khy,,

hordag~+ hpdug . .~ hgn dug = dgrhyg = . .~ khgg,

les d étant les éléments du déterminant A, (o) et les d' certaines constantes.
Le nombre de ces équations est égal au degré de multiplicité de la racine k
de I'équation A,(s) = o. Les dérivées de la fonction I doivent vérifier les
mémes relations que A,,, A, ..., A,,y. Donc F se réduit a une simple
combinaison linéaire et homogéne des fonctions §.

k étant maintenant supposé quelconque, proposons-nous de déterminer
toutes les solutions de I'équation de M. Schréder. Il n’y aura de solutions
holomorphes que si £ est racine d’une des équations A,(s) =o. Dans
plusieurs circonstances, nous pourrons affirmer leur existence, dans le cas
précédemment examiné par exemple, ou encore, si & est égal au produit de
puissances a exposants positifs de racines de premiére espéce. Il y en aura
certainement si A, ,(k) == o pour toutes les valeurs entiéres et positives
de p. Si cette condition n’était pas réalisée, il faudrait que le calcul des
dérivées ne fiit pas arrété au moment ot A,, ,(k) = o; et 'on aurait alors
plusieurs solutions. Dans tous les cas, k, étant une racine quelconque de
premiére espéce de I’équation caractéristique, on pourra poser

k=K,
etsi B(z,, ..., z,) est une solution holomorphe de
B® = kB,

une solution demandée sera B‘. Toute autre solution sera formée par 'ex-
pression

BtH(zy, ...y ),
H étant une fonction invariante pour la substitution donnée.

Conclusion dé finitive. — Nous connaissons n solutions distinctes ,, .. .,
b, de 'équation d’Abel, déduites des n solutions primitivement trouvées
pour celles de M. Schroder. Imaginons que, dans le voisinage de l'origine,
on les prenne comme nouvelles variables; une fonction Q[#4,, ..., b,] sera
invariante si Q n’est pas modifi¢ quand on ajoute 1 & tous ses arguments.
Donc, la solution générale de I’équation de M. Schroder

X = kX,
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est
BtQ[ by, by, ..y, buls

et celle de I'équation d’Abel
X=X +a
est
ab,+ Q[ by, ..., by].

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :
Turorime I1I. — Etant donnde une substitution

x(ii): CP1(~731, ceey Ty),

x(zl): 02(Zys oy Zn),

les fonctions @ étant holomorphes et nulles a Uorigine.
Soit

(d&> = ap, et SO =flo1, @2 - ., @]
0

dz,
On considére I’équation de M. Schroder
B =kB.

On appelle équation caractéristique I'équation en s

Ay —Ss 227 PN ayn
a Ao — S ... a
A,(S): 21 22 2n —o.
QApq (2% “oe Apn— S

E.gb

. . « 1
Enfin, on suppose : 1° A,(0) 03 2° tous les a inférieurs en module & -,
n

ou bien les racines de 1’équation caractéristique, distinctes, et en module

plus petites que 1.

Par rapport a une racine %;, on peut avoir des relations de la forme

kj= kB, . kB

o

ka, . ... k,, étant d’autres racines, et B,, ..., B, des entiers positifs dont la
somme est supérieure & 1. Les racines se classent en espéces telles que les
racines d’une espéce ne peuvent s’exprimer de la maniére indiquée qu’en
fonction des racines des espéces précédentes. A chaque racine k; d’ordre r;



E.q96 L. LEAU.

correspondent des fonctions f,,, fi, ..., f;, holomorphes & I'origine ot les
dérivées premiéres de chacune d’elles ne sont pas toutes nulles. Si &; est de
premiére espéce, on a
i =kifir
Une pareille fonction étant arbitrairement choisie, on en déduit une
fonction b(x, ..., x,), avec point logarithmique a l'origine, et telle que

oM =1+ b,

A la racine k; correspondent r; solutions B,,, B,,, ..., B, constituées
comme il suit : B, est la somme de f;, et d'un polynome, par rapport aux
Siis fisy -+vy Sfig—r et aux fonctions holomorphes relatives aux racines
d’especes précédentes. Les coefficients de ce polynome sont des polynomes
en b a coefficients constants. On dispose d’un procédé régulier permettant
de déterminer tous ces polynomes.

Sil'on pose

LB;,

Lk;

— bz‘q’

et si @ et » sont des nombres constants, les solutions générales des équa-
tions d’Abel et de M. Schrider sont respectivement

aby, + .Q(b,-,l),
Blf)l Q(biq)y
(2 étant une fonction quelconque des b, assujettie a rester invariable quand

on augmente simultanément tous ses arguments de 1.

10. Remarque. — En supposant toutes les racines de I’équation carac-
téristique distinctes, on peut ramener, au cas étudié, un autre trés général,
celui o1 cesracines ont toutes leurs modules supérieurs a 1. Il suffit, en effet,
de considérer la substitution inverse définie par les relations

(—=1) (—1) (=1)y —
?1(‘1'11 ,'7"2 ) ~'-5xn )‘—‘I'ia

. (=1) =1 1)) —
(f)n(xi ’x('z b ""xﬂ )——'Zﬂ‘

Mais le cas ol les modules des racines sont, les uns au moins égaux a 1,
les autres inférieurs a 1, échappe complétement aux procédés que nous

avons employés.
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CHAPITRE VIIL

RELATIONS ENTRE L’EQUATION DE M. SCHRODER ET CERTAINES EQUATIONS
LINEAIRES ET HOMOGENES AUX DERIVEES PARTIELLES.

1. M. Appell (*) a montré les relations intéressantes qui existent entre
les équations différentielles linéaires et I’équation de M. Schrider dans le
cas d’une variable. Dans le cas de plusieurs variables, il y a, entre cette
¢quation fonctionnelle et les équations linéaires et homogénes aux dérivées
partielles du premier ordre, des rapports que nous allons signaler rapide-
ment.

Les substitutions dont il s’agira seront de la nature de celles étudiées au
Chapitre précédent. De plus, on suppose que 1'équation caractéristique n'a
que des racines de premicre espéce. Nous allons examiner successivement
deux problémes.

2. Prewier prosLive. — Elant donnée une équation aux dérivées par-
tielles ou un systéme complet qui admet une substitution également don-
née, quelle simplification apporte a son intégration la connaissance de
quelques-unes des solutions de Uéquation de M. Schroder?

Soit la substitution
(1) 2V =9 (2, ..., 2,), ..., 2= 0n(Xyy ooy Zn),

et prenons d’abord le cas ou les racines s,, s,, ..., s, de I'équation caracté-

ristique sont distinctes. Appelons y,, y., ..., ¥, les fonctions holomorphes
correspondantes.

On donne I’équation

(2) le—E—FXq—dE +...+X dF
'y

_()‘rz "oz =0,
n

dont les coefficients sont réguliers a I'origine, mais non tous nuls, et 'on
suppose qu’elle admet la substitution ().

Si lon choisit y, ..., y, comme nouvelles variables, la relation (2)

(V) Acta mathematica, t. XV.

Fac. de T. — XI E.13
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devient
JF

(2)/ Y,‘_‘+...+Y

dy,

OF
"0y,

0.

Les coefficients présentent les mémes propriétés que ceux de (2). L'un
d’eux ne s’annule pas a 'origine, Y, par exemple. On peut alors le suppo-
ser égal & 1. On en déduit, d’apreés ’hypothése,

; IF IFW IR
( ) Sl‘d7(11—)+32 2W+"'+S”Yn()—‘),f;ﬁ:0
Mais on a aussi
. OF) IF™) IF
(3), W—FY;”O}/(;) +...+Y(,Z”()ern“ —_= 0.
Donc
_ Y,  sY,
RN TN

Or, une équation fonctionnelle telle que
S
V=2,

. . .. . S5 . .
n’a pas de solution holomorphe & lorigine, puisque = devrait alors se ré-
1

duire au produit de quelques puissances des racines. Donc, on a identique-

ment
O:YQ::. P — Y,l.

Par suite, les fonctions y,, y,, ..., y, constituent un systéme d’intégrales
distinctes de I'équation proposée.

Tutoreme I. — Si les racines de Uéquation caractéristique sont dis-
linctes et si, les coefficients de (2) étant holomorphes, Uun d’cux ne
s‘annule pas a Uorigine, n —1 des fonctions, qui correspondent aux
racines, donnent un systéme d’intégrales distinctes de cette équation.

Donc, si l'on connait quelques-unes d’entre elles, on dispose d’autant
d’intégrales de I'équation proposée.

Soit maintenant un systéme complet

JF JoF JF
XnT,i +X120—£ +-'~+X11107n—0y
(4) re et e e e e ,
/ OF OF oF
\X”'()_x, + X, 3 X”"dT,l_



SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. E.99

Le méme changement de variables conduit au systéme suivant, qu’on a
pu mettre sous forme d’un systéme jacobien,

(4)Y e S .

Le systéme suivant lui est équivalent par hypothése

JF JF) JF ™M
‘ Sy W + Sp+1 YIPHK}’E +.ooit 5, Yn oy =0

(5) / eeeeeeeetaeeteeenaea e tteta e aaeaaeeaes )
IF M v OF® v OF®
Sp oy +5p+1 Y ppis PN A5 Y Iy = 0.
Or,on a
A w  OFW YO OF )
ay L Ay L ayy o
(5)Y e e e ,
( JF® 4+ YW oF ™ -+ + YW oFh
Iy PP gy ' P oy )
On en conclut que
S S
Y(1113+1 — I;;H YiP-H, ceey Y(1172 = qun
................. R , s,
Y S
Yoo, = —zitip+19 RN Y., = EE-Y,,,,.

Tous les Y sont donc nuls. Par suite, ¥,,,, ¥ 12, - - -, ¥» forment un sys-
téme d’intégrales distinctes du systeme complet.

TutoreMe II. — Dans les mémes conditions qu’au théoréme précédent,

n— p des fonctions y,,y,, ..., ¥, donnent une solution du systéme
complet.

Remarque. — L’équation ou le systéme complet admettent le groupe
continu aux n parameétres a,, @,, ..., a, défini par

(1) — (1) (1)
Yy = ai )y ,72)—42}’2’ ceey yn)‘—an]’n'

Prenons maintenant le cas ou les racines de I'équation caractéristique ne
ont pas toutes distinctes, et bornons-nous a I’équation (2). En la mettant
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sous la forme (2)’, on constate aisément, en raisonnant comme plus haut,
qu’il n’y a qu'un coefficient Y qui ne s’annule pas a l'origine et que c’est
précisément un coefficient relatif a une racine simple.

Tutorime III. — Les racines de I’équation caractéristique n’étant pas
toules distinctes, n— 1 des fonctions f, la ni™ correspondant a une ra-
cine simple, donnent une solution (2).

3. Nous allons reprendre 1'équation (2) en faisant d’autres hypothéses
sur les X. Mais auparavant nous allons voir comment on peut étendre
simplement les notions et les propriétés fondamentales de la divisibilité aux
fonctions holomorphes, nulles a l’origine.

Rappelons le théoréme suivant de M. Weierstrass :

St la fonction F(x,,x,, ..., x,), nulle a Uorigine, est telle que le
développement de F (x,,0,0,. .., 0) commence par un lerme en x, on a
F(xi’ L T ‘1‘111)

=20+ [1( @2y ooy X)X o fp( Xy o 2 ) K (2, 2y - T),

les fonctions f et K étant holomorphes et, de plus, nulles, sauf la der-
niére, & Uorigine (*).

Cela posé, deux fonctions, dont le quotient est holomorphe et non nul a
I'origine, sont, au point de vue de la divisibilité, considérées comme équi-
valentes. Par exemple, la fonction F du théoréme précédent et le polynome

xl + fral T
sont équivalents. Si le quotient 3 est holomorphe a lorigine, @ divise F.
Si F n’admet d’autre diviseur qu’elle-méme (ou une fonction équivalente),
elle est dite premiére. Ainsi,

$1+f(1‘2,...,LT,,) [f(0,0,..,,,O):’:O]

est dans ce cas. Lorsque tout diviseur de I et de @ divise R et récipro-

quement, R est le plus grand commun diviseur de I¥ et de ®. Si tout divi-

seur commun est différent de o a 'origine, I et ® sont premiers entre eux.
F étant supposé de la forme

2P 4 [1(Zay ooy )XY o (L oo, )

(1) Voir Picarp, Traité d’Analyse, v. 11, p. 216.
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(les f nuls a I'origine), tout diviseur de F peut étre ramené a une forme
analogue. Soit, en effet, @ un diviseur de F; ona F = ®Q, ®(x,, 0, ..., 0)
n’est pas nul, puisque Q est holomorphe. Donc @ peut s’écrire

[2]+ gi(xay oo @) 2T o 8y (@ay o )] K (2, oo, @),
K(o, ..., 0) étant différent de o. ® est donc équivalent au premier facteur.
. F . . \
De plus, ¢=p, sans quoi $ Ne serait pas holomorphe. 11 résulte de 1a que

si F n’est pas premier, il est décomposable en un produit de facteurs pre-
miers, de méme forme, et cela d’une seule maniére (*). Ce dernier point
s’établit aisément, en remarquant que si P et Q sont des fonctions pre-
mieres entre elles, de méme forme que F, en opérant comme s'il s’agissait
de trouver le plus grand commun diviseur de deux polynomes en z,, on a
la relation
PQ,+QP,=R,

Q, Q,, R étant des fonctions holomorphes, cette derniére indépendante
de z,. Par suite P et Q ne peuvent s’annuler quand on y remplace z, par
une méme fonction de z,, ..., x,.

Considérons maintenant une fonction F quelconque. On pourra, au
besoin aprés un changement de variables linéaire et homogéne, la mettre
sous la forme PK, P étant de la forme

A SR T L S et  K(o,...,0)#o.

Donc F est décomposable et d’une seule maniére en facteurs premiers, &
un facteur pres différent de o & l'origine. De la I’existence d’un plus grand
commun diviseur entre deux fonctions. De 14 aussi cette propriété : si une
fonction divise un produit de deux autres ct si elle est premiére avec I'une
d’elles, elle divise I'autre.

4. Ces remarques faites, je suppose que dans I'équation (2) les X sont
holomorphes et nuls & I'origine. De plus, les racines de I'équation caracté-

ristique de la substitution sont distinctes. Comme précédemment, on est
ramené aux relations

(6) SLYL — '9‘22’:’ — — f_”Y” .
YD o Yo
(1) A noter que, lorsqu’on a obtenu l'égalité F =P, P,...P, K, Py, Py, ..., P,, étant des

facteurs premiers de la forme indiquée et K une fonction holomorphe différente de o al'ori-
gine, K est nécessairement égal a 1.
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On peut admettre que les fonctions Y,, Y,, ..., Y, sont premieres entre
elles. Je dis que la valeur commune des rapports (6) est une fonction holo-
morphe différente de o. Considérons, par exemple, I'identité

Si Y, ne divise pas Y{", il y a un diviseur de Y, qui doit diviser Y,,
et pour la méme raison Y,, .... Dans cette hypothése, Y,, Y,, ..., Y, ne
seraient donc pas premiers entre eux. Donc on a

Y(11):SIY1 )\(}’1, LR ,}’n);

la fonction A étant holomorphe et évidemment différente de o a ’origine.
Bornons-nous au cas simple ou I'une des quantités Y, Y, par exemple,
commence par un terme du premier degré. On a

Yi=[yi+f(ye - Yietry Yirtr - Y) ) K(ye, -, 0) [K{0)5%o0].
Par suite

Y<1“: [Si,yi+f(s1.}’1’ coey Sic1Yi—1s Siv1Yiv1s oo sn,yn)]K“)'
Donc

f‘“:s,-f.

/ ne contenant pas y;, cette égalité n’est possible quesi f estidentiquement
nul. Donc

Y,=y;K e Kh= ?K}.

Posons
Y,=Z,K.

Les relations (6) deviendront

(6)’ S Zl — 52Z2 _— SILZIL . 8y .
[ 1) — T )T
Z‘ll Z(z) Zgll S

Si tous les . commencent par des termes du premier degré, il faudra,
en général, que 7 = 1; alors on aura
leml}/ly Z2:m2y2y sy Zn:mn}’m
et, par suite, les rapports de n — 1 des fonctions

1 1 1

Th Y3 e YR

a la derniére fournissent un systéme d’intégrales distinctes.
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Ce résultat est bien d’accord avec ce que l'on sait sur ces équations,
d’aprés M. Poincaré (').

Il peut arriver que ¢ = 15 et cela, dans le cas ol les points figuratifs des
racines de '¢quation caractéristique sont les sommets de polygones régu-
liers ayant leur centre a 'origine, le module de % étant 'unité, et son ar-

1

gument étant un commun multiple des angles au centre de ces polygones.
Les racines peuvent étre alors distribuées en cycles tels qu’en multipliant

S . . A .
une quelconque par > on obtienne la suivante du méme cycle. Rien n’em-
1

péche de supposer les indices tels que s,, s, ..., s, forme un de ces cycles.
I est facile de voir : 1° que I'on doit avoir
q

7, =m,y,, Z,=m,y;, Ces Z,=mpy,, e

2° Qu’au cycle considéré correspondent p fonctions linéaires et homo-
génes distinctes de y,, ..., ¥, : fi, [o ..+, [p telles que si Pon forme les
fonctions

6 f2 op

/"1 ms...m llﬂ msy...un );l Mma...
fl ‘ "’ 2(/ ! P’ LR ] fp ' P’
ol O est racine p*m¢ primitive de P'unité, et les fonctions analogues, le rap-
port de n — 1 d’entre elles & la #i™® donne un systéme d’intégrales. Donc :

Taeorine IV, — Si les racines de Uéquation caractéristique sont dis-
tinctes et si les coefficients de (2) sont holomorphes et nuls a Uorigine,
les coefficients des termes du premier degré formant un déterminant
différent de o, si de plus on considére les fonctions holomorphes qui
correspondent aux racines, ou, dans un cas particulier, des combinai-
sons linéaires de ces fonctions, a des puissances convenables, les rap-
ports de n —1 d’entre elles a la dernicre fournissent des intégrales
distinctes.

Si les 1. ne commencent pas tous par des lermes du premier degré,

- A fepr s 8SpS; v . .

¢ est stirement dilférent de 1, et les quantités - se réduisent, pour les dif-
1

férentes valeurs de p supérieures a 1, a des racines ou a des produits de ra-

cines (a4 un produit au moins pour une valeur de p). Supposons, par

(1) Thése. Les principaux vésultats de ce Mémoire sont exposés dans le 7Traité d’Ana-
lyse de M. Picard, t. III, Chap. I.
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$98; . .. . . . .
exemple, que 2= s’exprime ainsi de plusieurs maniéres : 4 chaque pareille
$1
expression
spisiL sk

Mg T2 ¢ e

correspond une solution holomorphe de I’équation de M. Schrider

,% o
Yuye o Y
Z, estalors un polynome linéaire et homogéene par rapport a ces fonc-

tions. L’équation proposée se rameéne donc a la forme

IF oF

)
Zl‘(}:ﬂ +...+Z,LR-_.O,

ot les Z sont des polynomes par rapport aux y dont les modes de composi-
tion possibles sont déterminés dés qu’on connait les racines de I'équation
caractéristique.

2
. . . s2 . , . .
En particulier, prenons le cas de deux variables. = doit se réduire 4 un
1

produit de puissances de s, et de s,; on a donc nécessairement

THES 4 (pz2).
Exemple. — On donne

. ) —— JF
(1+ z,)arcsina, o7 +al?(1+ )1 — o, = ©

a ¢étant une constante, et I'on sait que cette équation admet la substitution
8arc sina'}) — arc sin,,
AL+ 2) =L+ 2,).
On en conclut I'intégrale
2al3(r+ 2,) — 3arc? sin x,.
Remarque. — Dans le cas de deux variables, si s = s"*', I’équation
proposée admet le groupe continu & un paramétre a
y(xl) — a‘l)/“
yol=.artly,,
qui conserve la relation s? = s#**,

DevxiiMe prOBLEME. — On donne une substitution, peut-on simplifier la
recherche des solutions de I’équation de M. Schroder, si Uon connait les
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intégrales d’une équation aux derivées partielles ou d’un systéme com-
plet admettant la substitution?

Je suppose les racines de I’équation caractéristique distinctes.

I’¢quation (2) étant donnée, si l'on connait un systéme d’intégrales
distinctes I¥,, ..., F,, il existe n — 1 solutions y,, ..., ¥, cherchées, qui
sont des fonctions de F,, ..., I,. On a d’ailleurs

FO=3,(F,, ...,F,),

o) Ierd
Pszi):d(rz(F2) .. "Fn)’

et les § sont connus. Donc on est ramené, pour déterminer y,, ..., y¥,, a la
résolution d’une équation de M. Schrioder dans le cas de »— 1 variables.

Soit maintenant le systéme complet (4). On a les intégrales F,,, ...,
F,; la détermination de y,.,, ..., ¥, se raméne donc a la résolution de
I’équation fonctionnelle pour n — p variables.

Sil’on connait n systémes complets, admettant chacun une seule inté-
grale, et si toutes ces intégrales sont distinctes, on est conduit a n équations
de M. Schréoder dans le cas d une variable unique.

Fac. de T. — XI. E. 1/)
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NOTE.

Nous allons démontrer le théoréme I du Chapitre VII.
Ona

(1) P{P—k Pa:Z(klfu)”“ (kifra+ AL fi)¥e (b fin Al fut o Al )P

x (k2 21)““( ) cee (k-zfzri"‘_ AEE1f21+. S A?‘yg—if?ri—-l)girz

>< (kpfpl )!"'}H . e (kpfp,",“{— A/?Plfpl + .. + A’HP"P_’j})"P_l )y'l”'P

L+ t+ Do — 2 thij

. i ;
= E : Cp‘“p.,.:...[.L,r{..p.’”p.},,...y.',rr(l + b)"
1
1+ (+Z o —X ]

—_ 2 1 2 2, ; i ]
kEfﬁ“ B S St Sl S i E T

1

Dans cette expression, considérons le coefficient C de
fop e S f;{’;pb”‘.

Il y a lieu d’abord d’observer que les termes de P;’, obtenus en prenant les
produits des plus hautes puissances de k&, k,, ..., k, par la plus haute puis-
sance de b dans (1 + b)’, disparaissent avec les termes correspondants de
kP,. Les autres coefficients sont des polynomes par rapport aux k,, ..., k,,
A et c; ils sont linéaires et homogénes par rapport aux c. Un terme d’un
pareil polynome peut contenir une lettre A ou n’en pas contenir. Il est dit
de seconde ou de premiére sorte, suivant le cas.

Pour que C contienne un terme de premiére sorte, il faut que les . soient
égaux aux o correspondants et que

m<i1+t+ E Apl'p— E.I'Uhj-

A ces conditions, on aura des termes contenant des quantités c; ol

m<<ili-+¢+ Z apl,— Zjo'lzj-

-
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Quels sont, dans C, les termes de seconde sorte? Soit v,;, 'exposant de
la puissance de f;, prise dans

( k/zf/l"h -+ A{'lhif/“ + ..o A']'lmv.—if/zrh«-l )‘U'"’"

et formons le Tableau
fhl fh2 R f/zq s f/u'/,

Frr | Y

Pre | Yo Ve

Mnj | Yoj1r VYaja  «-- Yijgq
lJ-hrl, V/u-],l v/u']ﬂ cee V/u';,:] ... Viryry,
On Tha “ o O'hq R Shry,

I faut que I'on n’ait pas 4 la fois, pour les p valeurs de 4,
[J/tl = Va1, Hr2 = V22, se ey Khr, = Yhryrpe

Les o étant donnés, il faut prendre pour v des valeurs telles que les
sommes des éléments des colonnes soient égales aux ¢ correspondants. Les
i+ sont ensuite, sous la condition qu’on vient d’énoncer, égaux aux sommes
des éléments des lignes. Si I’on obtient le systéme donné, on avait affaire &
un terme de la seconde sorte, pourvu, bien entendu, que

mit+ ¢+ Za/,rh— Ejp./,j.

Dans ce terme, on aura un ch ol

MmEiSt4t 4 2 @y r,— Z’"*’?/"
Or, il résulte visiblement du Tableau que
E/Hn;i 2j°'hjy

I'égalité n’ayant lieu que lorsque les p sont égaux aux o. Donc, qu'il s’agisse
d’un terme de premiére ou de deuxiéme sorte, on doit avoir

m<<i+t-+ 2 aRr,— E,/’a,,,-.
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Le minimum de Ejo-,,j dans I'expression (1) entiére est
Ay apy=a,

et son maximum 2 1,9y, de sorte que, sil’on pose

(2) d:1+t-i—zothrh—Ejahj—m,
on a a coup str les inégalités
(3) 1SdSi4t—a+ ¥ or,
et
1+t—d

o imix—|—t+2ahrh—a——d.

Inversement, si 'on choisit une valeur de d, puis une valeur de m satis-
faisant aux inégalités (3) et (4), il y a certainement, dans Pexpression (1),
des termes correspondants et, de plus, il figure parmi eux au moins un
lterme de premiére sorte. On déduit, en cffet, des inégalités (4) et de

Pégalité (2)
al Ejshjiz ol

Il y a donc au moins un systéme de valeurs de s, appartenant & des
termes de (1). Et puisque, en vertu de (3), 154,

m<d+m=1+ t-—Eoc/u'h—zjahf,

ce qui prouve l'existence de termes de la premiére sorte.

Cela posé, considérons une valeur de d, puis une de m, et enfin un Sys-
téme de nombres ¢. Si I'on augmente d de 1 et qu'on diminue 72 de 1, on
ne modifie pas les o. Posons d’=d +1, m'=m — 1. Supposons qu’on
puisse choisir la valeur d’, & chaque m correspondra un nombre m’ accep-
table (et on les aura tous ainsi), sauf & la valeur m =14t —d, si
1+ ¢—d=o0. Voyons quelle modification ce changement apporte aux
coefficients des

So b,

Termes de la premiére sorte. — On avait c. ot m < i<d + m; on
aura ¢; oi m —1<iSd+ m. Les termes supplémentaires seront par
suite cg’, et cela si m 215 il en existera donc dés que 1+ ¢ — d > o. Donc,
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a chaque expression nouvelle f7;... f7r»0™, introduite correspond un nou-
14

veau coefficient dans les termes de premiére sorte.
Termes de la deuxiéme sorte. — On avait cy, Ol

’ni lil a2 o Eahrh"" EJ‘H‘/I]"

On aura ¢, ot
()
m—12iSr+t -+ Eahrh— Ejyt,,j.

m—1

On pourra donc avoir des coefficients supplémentaires c;
Ces remarques faites, pour qu’on puisse avoir I'identité annoncée dans
I'énoncé du théoréme, il suffit que les équations obtenues en égalant les

coefficients des expressions f7:... fo7»b™ dans les deux membres admettent

, 81 mZa.

une solution par rapport aux c¢. Or on va ranger ces équations dans un
ordre tel que lorsqu’on passe de Uune d’elles ¢ la suivante, il s’introduit
une nouvelle inconnue, et cela dans un terme de la premiére sorte : on
pourra donc ainsi calculer successivement toutes les inconnues.

Soit d’abord d =1. Posons m = ¢+ 0, 0 prenant I'une aprés l'autre les
valeurs o, 1, 2, .... Les coefficients entrant dans un terme de la premiére
sorle sont les ¢, ou

L+ 0<ist+t+ 9,

c’est-d-dire ot = 1 + ¢ + 0. Quant aux autres ¢}, on a pour eux

t—|—6§i§l+t+2ahl‘h——2jp.hj <14+t

ou bien
(=t 4+ 0.

Sil'on appelle d, + m, la quantité

14+ ¢+ E‘thh— EJ.th’

di+m<<d+m=1-+t+ 0.

on a

Pour § = o, il n’y a pas de valeur de d, + m,, puisque d + m est_mi-
nimum. Donc, au début, pas de termes de seconde sorte.
En général, soit
di+my—=1-+t+6;

les coefficients de deuxi¢me sorte correspondants ont été calculés comme
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coefficients de premiére sorte pour d =1, m = ¢+ 0, (6,20 — 1). Donc,
si on considére les équations obtenues en prenant d =1, puis m = ¢,
{+1,{+2,..., celles qui correspondent & une méme valeur de m étant
classées dans un ordre arbitraire, elles déterminent successivement autant
de quantités ¢ inconnues.

On opérera de méme en prenant d = 2, puis d = 3, etc. D’une maniére
générale, supposons écrites toutes les équations jusqu’a certaines valeurs
de d et de m, et remplaconsdpar d + 1, et m par m — 1 (si m > o). Nous
savons qu’a chaque nouvelle équation introduite correspond une nouvelle
inconnue dans un terme de premiére sorte. Mais, ceux de seconde sorte
ne contiennent que des quantités connues. En effet, supposant m 2 2, soit
une quantité ¢;”~""" d’un terme de seconde sorte. Comme plus haut,
d,+ m, < d + m. La quantité en question a donc figuré dans les termes de
premiére sorte, quand on remplace m par m — 2 et d par d, + m, — (m — 2),
nombre au plus égal & d +1 et au moins égal & 1. Elle a, par suite, été
calculée avant qu’on arrive aux équations qui correspondent a d +1 et
am—I.

L’identité annoncée est donc établie. Il est d’ailleurs aisé de voir que le
polynome P, est unique, c’est-a-dire que toutes les quantités c ont été cal-
culées par le procédé indiqué.



