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E.25

5. . Légitimité de l’application du théorème rappelé au début. - Pour
simplifier l’exposition, nous désignerons, dans ce qui suit, par la somme

des modules des termes de f développé par rapport à tous ses arguments.
On peut supposer qu’à l’intérieur de certains cercles, de rayons p pour

les x, R pour les u, les Fi soient holomorphes et que, de plus, les dérivées .

partielles vérifient les inégalités

S étant constant, si l’on a

Il résulte des hypothèses faites plus haut que, si p est suffisamment petit,
on peut fixer deux nombres g et ~~, le second plus grand que r, de sorte que
l’ on ait

. 
Enfin, il est important de faire la remarque suivante : ..., y" ;

~,, ’~2, ..., Àn étant des fonctions de certaines variables indépendantes,
on a

Cela posé, imaginons qu’il existe un nombre p, inférieur à p, tel que
l’on ait

dès que ~t-2 et étant des constantes.

Nous allons faire voir que, sous certaines conditions, les séries ) re-

latives aux équations qui définissent les ~it sont convergentes à l’intérieur
et sur le contour des cercles de rayon p , ; nous en déduirons la même pro-
priété pour les ~ ~1t (’, ainsi qu’une limite supérieure de ces quantités.
On a d’abord, ~"



Et comme

il en résulte que

D’autre part, on sait que

Si donc oii supposc

les deux membres des inégalités (8) sont définis et l’on a dans

ces conditions , si 

On conclut des inégalités ( 7 ) et (10) qu’il existe deux constantes A et B,
indépendantes de ~~’, et ~~,t-2, telles que l’on ait dans les équations (6)

en faisant toujours les mêmes hypothèses sur les x.
Il résulte de là que, dans les mêmes cercles de rayon p, , les 03B4it sont dé-

finis et que l’on a

Pour déduire de ces propriétés que les suites de fonctions S satisfont aux
conditions requises par le théorème rappelé au début, il suffit de montrer

que l’inégalité (g), qui peut être vérifiée pour les premières valeurs de t si

p, est assez petit, le sera ensuite indéfiniment.



De la limite supérieure trouvée pour ) ~it ~’, on conclut qu’on peut prendre
pour ~i~t

de sorte que la formule générale permettant de calculer en supposant
ril1égalité (g) constamment vérifiée, sera

Or, posons

X étant positif; si A’ et B’ désignent deux quantités positives satisfaisant à
la condition

on a toujours

Donc, si nous supposons ~~- et

on aura ~t ~ f ( t ). Par suite, la série

sera convergente, et l’inégalité (g) sera constamment satisfaite si

A ces diverses conditions, qui se réduisent à prendre p, assez petit 1 ’ ),

( i ) Il suffit que pi soit Inférieur à p, et au plus égal au plus petit des deux nombres

2 A’+ 03B3R 03BB, étant au moins égal à 203C01. Or, 03C01 peut être défini par rapport aux



les sont à l’intérieur et sur le périmètre des cercles de
1

rayons ~, des sommes au plus égales à h. La deuxième partie de la dé-
monstration est donc faite.

6. Conclusion. - Le dernier point est immédiat. On a, en effet, en
vertu des relations (~)~

Comme les ult tendent vers des fonctions ui on a, à la limite,

et le théorème est établi.

7. Remarque. - En terminant, il n’est pas inutile de remarquer que
les ~i~ commencent par des termes de degré 1, de sorte que les modifica-
tions qu’on fait subir successivement aux valeurs approchées portent sur
des parties de plus en plus éloignées, des portions de plus en plus grandes
des développements étant ainsi définitivement acquises.

cercles de rayons p; il reste alors les conditions



CHAPITRE III.
’ 

EXAMEN D’ÉQUATIONS QUI ÉCHAPPENT AU CAS PRÉCÉDENT.

1. Les conditions imposées aux fonctions de substitution dans l’énoncé
du théorème fondamental qui a fait l’objet des deux premiers Chapitres,
ne permettent pas, en particulier, de supposer qu’une dérivée d’une de ces
fonctions devienne égale à 1 à l’origine. Or, c’est là un cas spécial qui est
intéressant. Nous allons l’examiner sur quelques types d’équations, en nous
servant eneore des méthodes d’approximations successives.

2..Rappel d’un théorème général. - Voici un théorème, nécessaire
pour ce qui suit, et qui se rattache étroitement à celui qui nous a servi de
point de départ dans le Chapitre précédent : :

Si les fonctions f1, f2, ... ... , des variables x;" , ... , xn sont holo-

morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad-
mettant un minimum différent de o; ; et si, dans les aires (A), accrues
d’anneaux dont l’épaisseur n’est nulle en aucun point, les maxima des
modules de ces fonctions sont tous inférieurs à I et forment une séj°ze
convergente, le produit infini

est holomorphe dans les aires (A).
Il suffit, en effet, d’établir la même propriété pour la série

Or cette série est comparable à la suivante

qui jouit de la propriété indiquée en vertu du théorème qu’on a rappelé
plus haut. La proposition est donc établie.

3. Cela posé, soit une fonction holomorphe à l’origine, et de la forme



No u s par ~( ~) par ~~ ~ ~( ~ ~) par et par

~ f ~(.~ ), f (.~ p); ~’(.~~ étant une fonction quelconque, et âa = .~.
Relativement à une pareille fonction 03C6(z), nous allons établir la propo-

sition suivante :

THÉORÈME 1. - SL l’on prend un point quelconque à d’Ull

cercle assez petit ayant son centre à il nécessaire-

ment que les successifs de ce point, soit par ? (z), soit par
la fonction inverse, soit rnéme par toutes deux, ont lc point 0 pour point
limite.

Examcn d’un cas simple. - Considérons d’abord la substitution parti-
culière suivante

où Iz est une constante quelconque, et où l’on adopte la détermination

de z1 telle que (dz1 dz)0 = i.
En premier lieu, si i = 2, la transformation ( 2 ) conserve les cercles tan-

gents à l’origine à la droite

t étant une variable réelle. Si l’on prend un point P dans le plan, ses trans-
formés, directs et inverses, sont situés sur celui des cercles précédents qui
passe par P; les uns et les autres ont l’origine pour point limite.
En second lieu, si i est quelconque, la transformation (2) laisse inva-

riables les courbes dont l’équation, en coordonnées polaires, est

x et k étant deux constantes, la première fixe, la seconde arbitraire. Ces

courbes ont la forme de rosaces à 2 ( z - I ) branches, qui se coupent à l’ori-
gine sous des angles égaux, les branches des différentes courbes étant tan-
gentes entre elles en ce point. Même remarque au sujet des transformés
d’un point que dans le cas précédent.

Lorsque z est très petit, la substitution (2) fait correspondre à un point
P d’une des courbes (3) un point P, situé sur la même boucle; si l’on fait
variera, par continuité cette propriété subsiste ; de plus, le sens de par-



cours de P à ~’, i est le même sur deux courbes infiniment voisines : nous

l’appellerons le sens direct.

Extension au cas général. - Considérons à présent 03C6(z). Partant
d’une valeur de z, nnus serons conduits à une même valeur par les substi-

tu tions ( 1 ) et ( 2 ), si nous prenons

fi est une fonction de =, liolomorphe et de la forme

tant que 9(z) est lui-même holomorphe, et ne s’annule pas en d’aurc

point que l’origine. A chaque point P est ainsi liée une courbe f ( 3 ) tellc
que P et P, soient sur F; nous appellerons arc direct relatif à P l’arc de
f allant de P à 0 en passant d’abord par P, .
De même, si l’on prend la fonction inverse de 9, que je désigne par 

on a des propriétés analogues aux précédentes. A chaque point P corres-
pond une courbe r’ ( 3 ) telle que P et son transformé P_, par ~__, soient

sur T’; l’arc inverse relatif à P est l’arc de f’ allant de P à 0, en passant
par P_, .

Ici, on a

D’ailleurs, pour .~ infiniment petit, toutes les courbes r et r’ différent
infiniment peu de celles qu’on obtient en donnant à It la valeur constante

(z - T)b i (deux valeurs de IL, de rapport réel, conduisent aux mémcs

courbes). L’angle d’écart d’une tangente à l’origine à l’une quelconque de
ces courbes et de la tangente correspondante aux courbes limites n’atteindra

pas -;5--) est assez petit. Soit un cercle C de centre 0 à l’intérieur

duquel la condition précédente d’une part est réalisée, et d’autre part les
fonctions et sont holomorphes et ne s’annulent qu’au centre. Suppo-
sons L = 2 ; les raisonnenlents s’étendront d’eux-mêmes au cas de i quel-
conque. On a marqué ( fig. I) la tangente OA aux cercles limites,
l’angle BOD qui comprend les tangentes à toutes les courbes r et h’;
parmi toutes ces courbes, celles qui sont tangentes à C sont donc nécessai-
rement intermédiaires soit entre les circonférences OE, OF; soit entre OG,



OH. Admettons que le sens direct soit celui de la flèche. Il est clair que,
pour tout point situé dans la région OLEMGL’O, l’arc direct est tout

Fig. 1.

entier dans la même région. De même, pour tout point de la région
OTFNHT 0, l’arc inverse est aussi entièrement dans cette région nouvelle.

Si l’on effectue, plusieurs fois de suite, la substitution ( r ), on a

et, par suite,

Supposons le cercle C assez petit pour que, pour tout point de ce cercle

K étant une constante, et pour que la condition analogue soit vérifiée pour
la substitution inverse.



Nous avons prouvé l’existence à l’intérieur de C de deux régions R + R’,
R + R" ayant une partie commune R, pouvant d’ailleurs être formées de
portions distinctes et avoir une étendue plus grande que celle qu’on leur a
reconnue, et qui jouissent de cette propriété : tous les transformés directs
des points de R + R’ sont à l’intérieur de R + R’ ; tous les transformés in-
verses des points de R + R" sont dans R + R".

Prenons un point situé dans R + Il’; on aura donc, quel que soit rentier
positif p,

et, si i on pose h(z) (i-I)gi 2014 i == 03B4(z),

â;l’ et, par suite, Zn tendent vers o quand Il croît indéfiniment.
De même â_(p_,)(.~._,)) tend vers o pour n infini, quand ~ est

pris dans la région R + R".
Si donc on considère le cercle de diamètre VV’, il se trouve bien dans

les conditions annoncées au début de ce numéro.

4. . Théorème concernant la limite de . 
- Nous pouvons déduire

de ce qui précède un théorème qui a été démontré par 11e. Lémeray (’ ) et.

qu’on peut énoncer de la manière suivante :

THÉORÈME II. - Dans la région R + R’, on a

et dans la région R + R"

(1) Bulletin de la Société mathé matique de France, t. XXIII, n° 9 et 10.



Bornons-nous au premier cas. On peut trouver un cercle C’ tel que l’on
ait à 

Les transformes du point P choisi seront à partir du tous dans ce
cercle. Par suite 

.

Le second membre ayant Il pour infini, ~ pour limite, il en résulte’ qu’à
partir d’une certaine valeur de Il, diffère de I (i - I)gi d’une quantité
inférieure à un nombre fixe arbitrairement choisi : c’est dire que a

- 

pour limite.

sur le théorème précédent. - Peut-on en conclure que
zi-1n est comparable â I dans le domaine R + R’? Évidemment non; ,. car le
nombre p du numéro précédent peut croître indéfiniment et il est visible
que ce fait se produit si l’on fait tendre z vers o suivant certaines lignes.

Démonstration d’un théorème important. - D’une manière précise,
cherchons une portion du plan telle que l’on ait constamment

K’ étant une constante positive quelconque.
Considérons le cercle de centre (i - l~~i, de rayon K(L -- l~~~i I .~- I,,

puis la symétrique C’ de son inverse par rapport à o, la puissance étant i.
C’ sera extérieur à C et vu de o sous un angle aussi petit que l’on veut,

pourvu qu’on ait choisi assez petits K, 1, et le rayon de C. Il suffit évi-
demment que soit extérieur à l’angle qu’on vient de définir, c’est-à-dire
que z soit extérieur aux angles qu’on en déduit par la transformation
â’i-’ = z. Ces angles interceptent dans R des portions (aussi petites qu’on
a voulu) situées du côté des arcs inverses, et que j’appelle S". De même ~_,



nous conduirait à enlever des parties que j’appelle S’. Outre S’ et S", R

comprend une région S, limitée par des espaces angulaires en o. Ainsi :

THÉORÈME III. - Dans S -+- S’ + R’, on a

et dans S -~ S" + R"

quel que soit z dans la région considérée, et quel que soit n.

Cette propriété nous sera très précieuse.

6. Application à une équation particulière. - Soit l’équation

Supposons la fonction L(2) donnée, définie dans et telle

qu’on ait constamment

t étant un nombre positif fixe, supérieur à i - 1 . Il est clair que la série

fournira une solution de l’équation (5), holomorphe à l’intérieur de

Toute autre solution ne différera de la précédente que par une fonction
restant invariable par la substitution 03C6(z).

Si L (z ) satisfait à une condition analogue dans S + S" + R", la série

donne dans ce domaine une solution holomorphe de la même équation.
Alors, de deux choses l’une : ou la différence des deux solutions se réduit

dans S à une constante, qu’on peut supposer nulle, ou elle définit dans S
une fonction holomorphe, admettant la substitution 03C6(z). Dans le premier
cas, on dispose dans le cercle C d’une fonction qui n’est pas uniforme, ou
bien qui est holomorphe dans tout le cercle. La première hypothèse est
évidemment réalisée si n’est pas uniforme. Quand la fonction est
uniforme, elle est nécessairement holomorphe en o, cc point ne pouvant



être ni pôle, ni point singulier essentiel isolé, puisqu’on connaît un maxi-
mum du module de la fonction dans le voisinage de l’origine.

Il est même facile de voir (’ ~ que la solution de ( 5 ), que nous avons
trouvée dans S + S’ + Il’, tend vers o avec z. Et c’est la seule qui soit dans
ce cas : on a, en effet,

égalité qui établit la proposition. Remarque analogue pour S + S" + R".
En particulier, s’il existe une solution holomorphe en o, ce qui ne peut

arriver que si L ( ~ ~ est lui-même holomorphe en ce point, elle est nécessai-
rement fournie par les deux séries trouvées respectivement dans

Réciproquement si L~.~ ) est de la formc

et si, quand ~ tend vers o dans la région S" par exemple, la série qui cor-
respond à S + S’ + R’, et qui est aussi définie dans S", tend aussi vers o,
il existe une fonction u(.~ ~, représentée dans la région S à la fois par les
deux séries, et, par conséquent, définie et holomorphe dans le cercle C.

7. . Application à une autre équation. - Soit l’équation

Si la fonction 1 (z) donnée est définie dans S + S’ + R’, si elle reste in-
férieure à I en valeur absolue et si l’on a constamment

le produit infini

fournira une solution de (6 ) holomorphe à l’intérieur de S + S’ + R’.
Les mêmes circonstances se présentent avec les équations (5) et (6) qui

se ramènent d’ailleurs l’une à l’autre.

(1) Cela résulte de ce que, dans S + S’+ R’, on a, p étant assez petit et H désignant une
constante, J ~ H ~ z ~ pour ) ~’ ~ p et n quelconque.



Si le produit

donne une solution dans S + S" + R", ou le quotient des deux produits

sc réduit à une constante qu’on peut supposer égale à r dans S, et l’on dis-

pose alors d’une solution dans C, ou il constitue dans cette région une fonc-
tion admettant la substitution 03C6(z).
Dans le premier cas, la solution trouvée est encore ou llolomorplle en o,

ou non uniforme.

Cherchons s’il existe, dans S + S’ + R’, une solution de (6) tendant vers
une limite différente de o (et qu’on peut prendre égale à 1), quand tend
vers o. On aura nécessairement

et puisque tend vers i, quand n croît indéfiniment, devra être

défini par le produit

D’ailleurs, il satisfait à la question, car il tend vers r, quand z tend vers o.
D’une manière plus générale, cherchons, dans la même région, une solu-

tion telle que "~~’ .. ~ tende vers 1 pour j infiniment petite c étant une con-
stante réelle quelconque. Nous ne supposons plus que A(,~) satisfasse aux
conditions du début, mais nous supposons ces conditions réalisées par la
fonction F(z) définie par l’égalité

Pour une pareille solution on aurait

tc ( : ) est donc nécessairement égal au produit infini

qui est évidemment une solution de (6). D’ailleurs, elle répondra à la

question, car le produit infini qui suit .~~ a 1 pour limite, lorsqu’on fait



tendre ,~ vers o. Des remarques analogues s’appliquen t à la substitution

inverse.

Occupons-nous, en particulier, des solutions holomorphes ou méro-
17101’pileS en o. Ces dernières se ramènent aux premières : bornons-nous
donc à celles-ci. Il ne peut en être question que si A (~, ) est lui-même holo-
morphe. Une pareille solution, commençant par

sera nécessairement représentée dans S + S’ + R’ par le produit

et dans S + S" + R" par

D’ailleurs, le quotient de ces deux fonctions devra être constant dans S,
pour qu’il y ait bien une solution holomorphe en o.

8. Exemple. - Soit == z I-az. Pour fixer les idées, supposons a po-
sitif. Ici la région R + R/ est formée de tout le plan, sauf la demi-droite o.r,

Fig. 2.

la région R + R" de tout le plan, sauf la demi-droite ox’, S" est un angle
aussi petit que l’on veut, comprenant or, de même S’un angle compre-
nant .

Proposons-nous de résoudre l’équation



en donnc une solution holomorphe dans la région S -~- S’ s- R’, et c’cst la
seule qui tende vers o, quand = tend lui-même vers o dans cc domaine. De
même la série

fournit une solution analogue dans S +- SI! + B/B
D’ailleurs, ces deux solutions sont distinctes, car leur différence

admet une infinité de pôles sur et Forigine est un point singulier
essentiel isolé. Cette fonction n’est autre que

Pour le voir, il suffit d’observer que

L’équation proposée n’a donc pas de solution holomorphe en o.
Soit maintenant l’équation

Considérons un petit cercle entourant le point -- 2, et les transformées
inverses de ce petit cercle. En les enlevant de la région S + S’ + R’, on
obtient dans la partic restante, au moyen de la série

une solution holomorphe et tendant vers o avec z, et c’est la seule qui rem-
plisse ces conditions.
En opérant de même dans la région S -~- S" -~- R", on a la série

qui joue un rôle analogue.



Leur différence F(z) est encore une fonction uniforme, présentant en o
un point singulier essentiel, ayant une inimité de pôles sur D’ailleurs,
on a

et, si l’on groupe les termes qui correspondent à des coefficients de az,

égaux au signe près, on retrouve le développement de série de

az

tractions par une formule connue.

L’équation proposée n’avait donc pas encore de solution holomorphe à
l’origine.

- De l’expression de on tire, en remplaçant a
JL
az

par [ par 2,

De même, de celle de 2014~2014 on conclut en prenant a = 2 et z = 2~
~j

Dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons développer les applica-
tions des résultats précédents à certaines équations qui ont été déjà l’objet
des recherches de divers géomètres, notamment Abel et M. Schröder.
Nous examinerons d’abord, dans l’hypothèse d’une seule variable, le

cas, laissé jusqu’ici de côté, où le module de la substitution est égal à l’unité
au point limite. Nous étendrons ensuite les résultats déjà obtenus aux cas
de plusieurs variables.



SECONDE PARTIE,
APPLICATIONS.

CHAPITRE IV.

ÉQUATIONS D’ABEL ET DE M. SCHRÖDER DANS LE CAS D’UNE SUBSTITUTION
9(z), TELLE QUE LE MODULE DE LA DÉRIVÉE AU POINT LIMITE SOIT ÉGAL
A I~’UNITÉ.

1. . Équations d’Abel et de M. - L’équation d’Abel est

où est donné, inconnu, a une constante qu’on peut prendre
égale à r .

L’équation de Schroder

où les lettres ont la même signification, mais où a est une constante quel-
conque, se rattache de suite à la précédente. En prenant le logarithme
d’une solution de l’équation (2), on a une solution de l’équation (T).

Ces équations ont une grande importance. D’abord, ce sont les plus
simples qui se présentent relativement à une substitution donnée ~~ (.~ ), et
leurs solutions peuvent être considérées comme des généralisations des
fonctions périodiques. Puis elles apportent une grande simplification dans
l’étude des équations fonctionnelles, où ne figure qu’une pareille substitu-
tion 03C6 (z); car, si l’on prend comme nouvelle variable une solution de l’é-
quation ( 2 ), la nouvelle substitution sera  = a. . Les mêmes remarques
s’appliquent au cas de plusieurs variables indépendantes.
En se bornant à une fonction ~ ( ~ ) holomorphe au voisinage d’ un point

racine x de ~ (.: ) = z, l’étude des solutions (i) et (2) a été faite (’ ) par

( 1 ) les Mémoires déjà cités.



M. K0153nigs quand (’) n’est pas nul, ni égal à 1 en valeur absolue.

Grévy a, dans sa Thèse, résolu la question lorsque cette dérivée est

nulle. Nous allons étudier le même problème en supposant le module de

(d03C6 dz)x égal à I et son argument commensurable avec 2ir.

Voici d’abord une observation générale : résoudre une équation fonc-
tionnelle telle que (i) ou (2) at un sens précis quand oja ne cherche qufe

solutions uniformes. Mais considérons une fonction non uniforme au
point x; ce chemin qui conduit d’un point à son transformé, n’étant pas
défini, il n’y a pas lieu de faire correspondre une détermination de f ~~(â~~
a une Il faudra donc simplement, pour que l’équation soit véri-
iiée, qu’elle soit satisfaite par des déterminations quelconques d’une fonc-
tion et de sa transformée. C’est là la seule convention qu’on puisse poser
a 

La remarque suivante est immédiate. Si b( z) désigne une solution de
l’équation d’Abel, pour laquelle a = i, et si Q (z) est une fonction quel-
conque de période !. la solution générale de l’équation (i) est

et celle de l’équation ( 2 ) est étant une solution arbi-

traire pour laquelle la quantité a correspondante est différente de r .

2. Cas où la dérivée est égale à l’urtité. - Supposant, comme d’habi-
tude, le point racine de la substitution à l’origine, y nous considérons

d’abord le cas où

Soient donc

L’équation de M. Schrôder n’admet évidemment pas de solution holo-

morphe ou méromorphe à l’origine. S’il existe une solution, elle vérifiera
aussi l’équation



Si l’on connaît une fonction u telle que l’on ait

on en déduira

de sorte que d~f ~~’~ u .~ sera aussi solution de ( 2 ). Il est naturel de supposer
qu’elles sont égales. On sera alors conduit à considérer l’équation

Cherchons donc une solution de l’équa tion (4). On désignera par ~:, _ ~, (~),
..., ,~" les itératives de 9, par .~__~,, ... celles de sa fonction inverse.

Il est facile de voir que, s’il y a une solution holomorphe en o de cette
équation, elle a nécessairement comme terme de degré le moins élevé un
terme en lui-même, par exemple. Elle sera donc (Chap. III) définie,
si elle existe, dans S + S’ + R’ par

D’ailleurs, cette expression représente une solution holomorphe de (4)
dans ce domaine, car si l’on pose

est une fonction holomorphe n’ayant pas de terme de degré infé-
rieur à i. De même, à l’intérieur de la région S + S" + fi", le produit infini

fournit une solution holomorphe de l’équation ( !).



Difficulté inhérente à ce cas. - A coup sûr, pour une infinité de fonc-
tions ?, les deux solutions trouvées coïncident dans S et l’équation propo-
.çée admet une solution holomorphe cfi o. Il est possible que cette pro-
priété ait lieu pour toutes les fonctions 03C6; mais je n’ai pas pu élucider cett.e
question.

Remarque concernant la limite de # . - On sait que, si l’on pose

chaque fonction v tend vers I quand z tend vers o, dans le domaine où elle
acte primitivement définie.
Un corollaire de cette proposition, c’est qu’il pas dans

S + S’+ R’ de solution holomorphe de l’équation (!E), dont tc rapport à
Â tende vers o avec z.

En efl’et, s’il existait une pareille solution que j’appelle on aurait

Quand n croîtrait indéfiniment, il devrait en être de même du coefficient
de ~.(.~"~, ce qui n’a pas lieu. .

Forme intéressante donnée à une condition.

On peut mettre sous une forme simple la condition pour que les deux
fonctions u ne soient pas distinctes. Comme elles sont respectivement les
limites, pour n infini, de

il faut et il suffit que l’on ait

Conclusion relative à l’équation (4).

On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME I. -- L’équation (4) admet respectivement, clans les do-



maines S + S’ + R’ , S + S" + R", deux solutions holomorphes, telles

que rapport à zi tende vers 1 quand z tend vers o dans lc domaine

correspondant. La condition pour que ces deux fonctions coïncident,
et elles définissent alors unc fonction holomorphe en o, est que

3. Retour à l’équation de M. Schröder. - Reprenons l’équation (5).
A chaque fonction u(â ~, elle fait correspondre, dans son domaine, une so-
lution de l’équation ( ~~, holomorphe à l’intérieur. La différence

est, en effet, constante, puisqu’on a

Les logarithmes de ces nouvelles fonctions donnent à leur tour, dans les
deux régions, des solutions de l’équation d’Abel. Il est clair qu’elles coïn-
cideront ou seront différentes en même temps que les fonctions u.

Nous allons donner de ces solutions de l’équation d’Abel des expressions
analytiques. Dans ce but, nous énoncerons d’abord des théorèmes qui pré-
senteront d’autres conséquences intéressantes.

Théorèmes concernant certaines limites.

THÉORÈME II. -- On peut trouver un polynome de degré i cn 1 :

tct que l’expression

soit une fonction holomorphe ci n’ayant pas de terme de
degré inférieur à i - r .

La vérification se fait sans difficulté.

Il en résulte que, z étant dans la région R + R’, les quantités

ont des limites, quand n croît indéfiniment.



Posons

Du théorème précédent, on conclut de suite celui-ci :

THÉORÈME III. - Il est possible de trouver un système de constantes
di (dl ~ o), di-1 , ... , d, telles que la différence

soit une fonction F(z), holomorphe en o, et n’ayant pas de de

degré inférieur à i.

Conséquences. - De la relation

et, par suite,

On trouverait de même

Et ainsi de suite. Finalement

Ces résultats, auxquels il faut joindre celui de M. Lémeray



et la relation

sont les analogues de ceux trouvés par M. K0153nigs dans le cas où

Ils sont, comme le théorème de Lémeray, susceptibles d’un énoncé
plus précis :

THÉORÈME IV. 2014 Daras la région S + S’ + R’, on a, K’ étant une cen-
taine constante, les inégalités

Enfin, si de la région S -+- S’+ R’ on détache un petit secteur de manière
à en isoler Forigine, on a

Des propriétés analogues ont lieu relativement à la région S+S~-}-F~(’).
Applications à quelques équations. - Grâce aux inégalités précé-

dentes, on peut construire des fonctions satisfaisant à certaines équations
fonctionnelles.

Posons

Pour p  i, les fonctions précédentes sont holomor p hes dans S -~- S’ -~- R’ ;

( 1 ) Il est possible que le cercle par rapport auquel on considère, ici et dans des cas sem-
blables, les régions S, S’, ... soit de rayon plus petit que celui considéré au Chapitre III.
Mais ce point est sans intérêt dans la question.



pour p = 1, dans la même région dont on a isolé l’origine . D’ailleurs :

Il faut y joindre les fonctions déjà définies auxquelles donne lieu l’e1-
pression



Ces fonctions ne sont d’ailleurs pas toutes distinctes. On a, par exemple.

Mais nous ne les étudierons pas en détail . Il est à noter, néanmoins, que,
lorsque i > 2, la fonction G2,i (z) vérifie l’équation

pour m = i -I, alors que, a priori, on ne pouvait affirmer l’existence de
solution holomorphe, dans l’un ou l’autre des deux domaines, que pour

i - r, car est comparable à ‘ . Ce cas se présente aussi pour i = ~,
lorsque d, = o.

i étant quelconque, si l’on suppose d1 = o, et si l’on considère l’équation

où A (z) est une fonction holomorphe à l’origine ou méromorphe, le pôlc
étant au plus d’ordre i - 2, on a dans S + S’ + R’ une solution formée de
la somme d’une fonction vérifiant une équation de même forme, où A(z)
est de degré 1 au moins (étudiée au Chapitre précédent), et d’un polynôme

les À étant des constantes.

Des considérations analogues s’appliquent à l’autre région.

Expression analytique d’une solution de l’équation d’Abel. - Reve-
nons à la relation

On en déduit

et, par suite

La quantité entre crochets tend vers o quand n croît indéfiniment. Donc
la série



définit dans S + S’-+- R’ une fonction holomorphe F(z) telle duc la fonction

vérifie l’équation

b(z) n’est autre chose que la fonction primitive de I .

On peut évidemment forlncr, d’une manière semblable, une autre fonc-
tion ~(â ) dans S’ + S" + R". Pour qu’elles soicnt confondues dans S, il faut

et il suffit que

y soit identiquement nui, ou bien que l’on ait

une nouvelle forme de la condition trouvée plus haut.

THÉORÈME V. - Il S + S’ + R une fonction b(z) vérifiant
1 /, ."

Elle est formée de la somme d’une fonction holomorphc dans cette ré-
gion, tendant vers o avec z, et de l’expression -- + cl~ Lâ.
On peut en définir une autre analogue dans S + S" + R". Pour qu’elles

constituent une seule fonction, la condition, qui est la même qu’au théo-
rème I, peut se mettre sous la forme

: ôtant dans S.

4. Examen plus approfondi du cas où l’équation (4) admet une solu-

tion holomorphe. - Le cas oÙ ces conditions sont réalisées, c’est-a-dire
où Inéquation admet une solution holornorphe, est particulièrement in-
téressant. Reprenons la question dans cette hypothèse.

Supposons donc qu’il existe une fonction u, holomorphe à l’origine,
que l’on ait



Comme dz d03C6 = I - ig zi-1 +..., cette fonction, définie à une constante

près, est de la forme

é‘ est arbitraire et différent de o. On en déduit~z

et l’on est donc conduit à considérer l’équation

o. On en tire

À étant une constante arbitraire, une fonction holomorphe nulle à

l’origine, et ~.~(a ~ désignant encore

On a donc

D’ailleurs, ces fonctions vérifient l’équation (2). Nous le savons

déjà et, de plus, une vérification directe serait ici facile (’ ).
Si d~ ~ o, une infinité de fonctions ne sont pas uniformes. Pour

fixer les idées, adoptons comme détermination de l’expression 
multipliée par une quantité ayant i pour limite quand z tend vers o. On
aura alors

Changer la détermination de c’est simplement changer le multiplica-
teur dans l’égalité précédente.
On a en évidence dans l’expression de la partie uniforme, formée

du produit d’une fonction holomorphe, et d’une fonction à point singulier

(1) C’est à l’aide d’une équation analogue à l’équation (5) que M. Grévy a étudié ce pro-

blème quand (d03C6 dz)0 = o.



essentiel et la partie non uniforme Zhdt. D’ailleurs, en choisissant

pour h une valeur de la forme p d1, p étant un entier positif ou négatif, on
obtient une fonction uniforme.

On n’a que des fonctions uniformes, si d, = o. Il est facile d’exprimer
cl, en fonction des coefficients de q;. Par exemple, si 1 = 2, et si l’on pose

et toutes les fonctions sont uniformes si -- ~~,~ .) == «.
Les expressions L f, qui sont solutions de l’équation se compo-

sent de la somme d’une fonction méromorphe et du terme logarithmique
h,cl, L a, ce dernier disparaissant aussi avec d, . On peut écrire

Comme di est arbitraire, nous prendrons comme précédemment gdi = I ;

on aura donc

et l’on désignera par ~(â ), de sorte que

On saura former les solutions générales des équations d’Abel et de

Schrôder.

des fonctions uniformes qui restent invariables lorsqu’on
effectue la substitution 03C6 (z )? Si d, = o, toute fonction uniforme de b (z),
de période i , répondra à la question. Sinon, il faudra prendre une fonction
uniforme de b(z), de périodes 1 et I Il y a donc une condition

de possibilité : d, ne doit pas être purement imaginaire et incommensurable

avec I 03C0. Dans le cas où i = 2, cela revient à dire qu’il ne faut pas que

soit réel et irrationnel.

a. Exemple l. - Reprenons la substitution â, = z I - az, où a est po-
sitif. On a, clans S + S’ + R’, une solution de l’équation



par la série

et c’est la seule qui tende vers o avec z. De même, dans S + S" + R",
on a

Elles ne coïncident d’ailleurs pas dans S, car leur différence

a l’origine comme point singulier essentiel. On reconnaît l’expression
même du développement de 03C0 a cot 03C0 az auquel conduit le théorème de Mit-
tag-Leffler. .

II. - Soit z1 _ z a’ azi + a’, a ,, et prenons comme déter-

mination du radical celle qui se réduit à i pour z = o. On aura ici

Plus généralement, soit

et considérons la fonction 2, t définie par la relation

et dont la partie principale est z. On a

Exemple 111. - a étant un nombre positif, pour fixer les idées, consi-
dérons la fonction ~, = + 2 az - a, holomorphe dans le voisinage de

. .

Si .l’on se borne aux valeurs réelles de z, on voit que, si = est positif, ~,t



tend vers o quand Il croît indéfiniment. Donc, dans ces conditions,

Exemple IY. - Soit z1 == cZ - I. On a

Si l’on donne ~ ~ une valeur négative, assez petite en valeur 

tend vers o. Par suite, a alors pour limite - 2 ; et ~a + ~2014 + 2 la

fonction - l~ (~~.
Exemple h. - .:,, = On a

Quand z est réel, Zn tend vers o pour Il infini. On a

Exemple yl. - ,~1= L(r r + z). Je considère celte substitution dans

le voisinage de l’origine

Quand z est positif et petit, zn a o pour limite, et l’on a

Exemple VII. - â, ~ .~ -~- F 1 ~ â F I étant holomorphe à l’infini.
Si l’on pose z = I, w, = I, on a

J .V ’

~ ~ rentre alors dans le type des substitutions qu’on a considérées. On a



donc des fonctions de la forme

11 y a là une généralisation des fonctions périodiques, la substitution

étant _, + F(;) au lieu de = + co.
Remarque générale. - Les solutions des équations fonctionnelles

sont définies dans un petit domaine. On peut prolonger les fonctions

ainsi obtenues dans les régions dont les points viennent, après un nombre
fini de transformations, tomber dans le domaine primitif. Ceci suppose,
bien entendu, que dans ces nouvelles régions, les expressions données qui
figurent dans ’les équations y soient encore définies. Par exemple, soit l’

un cercle à l’intérieur duquel existe une fonction u(z ), et considérons unc
petite région dont la première transformée soit à l’intérieur de r. La valeur

prolongée de est u(03C6) d03C6. Le problème de l’extension des solutions se
ramène à l’étude des divisions du plan en parties se transformant les unes
dans les autres, problème sans doute impraticable en général, si l’on sup-
pose la fonction de suhstitution donnée par ses développements en série.
Mais il est parfois possible d’étendre dans une assez grande région les
fonctions dont on a établi l’existence, grâce à des circonstances particu-
lières. En voici un cas :

Exemple VIII. 2014 On donne â, = z + [-1^ . On en déduit, au moyen du
changement de variables de l’exemple précédent,

Si l’on considère un très grand cercle, la partie extérieure se compose de
deux régions empiétant l’une sur l’autre et où existent respectivement
deux fonctions ~~(.~) holomorphes et peut-être distinctes.
Le lieu des points pour lesquels z1| = | :, | est l’hyperbole

(on a posé z =: x + y- I).



Si l’on considère la lemniscate

qui va aboutir aux sommets de H, les points de la région extérieure à H et
à C jouissent des propriétés suivantes :

1° Le transformé P’ d’un point P de la région appartient à la même ré-
gion ;

2° Si l’on se donne un cercle de très grand rayon, et si l’on assujettit P
à lui être intérieur, le rapport des distances à l’origine de P’ et de P est su-
périeur à un nombre fixe plus grand que i, pourvu cependant qu’on laisse
de côté une bande très étroite longeant l’hyperbole. Il en résulte que les

fonctions b(z) et peuvent être prolongées à l’extérieur de H et de G.
De plus, on peut déterminer un cercle r, de rayon assez petit pour que,

son centre étant à l’origine, les transformés de tous ses points se trouvent
au delà du cercle à l’extérieur duquel les fonctions étaient primitivement
définies. Donc, ce cercle r, les portions du plan extérieur à H, à G et au
grand cercle dont on vient de parler, forment une région R dans laquelle
existent les fonctions et B (z).

6. Cas où la dérivée a un argument commensurable avec 203C0 et un

module égal à t . 
- Nous allons considérer à présent une substitution

= r, l’argument de l1 étant commensurable avec 203C0. Je suppose que
LI soit racine primitive de l’équation

Le coefficient de zj est nul, à moins que lj-11 = i? c’est-à-dire à moins que
j 2014 i ne soit un multiple de fi. Donc

Je suppose qu’il existe une f onction u(z), holomorphe à l’origine,
telle que



On en déduit

Comme, en vertu de son équation de définition, w n’a pas de terme enzi,
il est identiquement nul. Ainsi donc, on a l’équation

Elle est analogue à l’équation (l~ ).

7. Étude d’une équation différentielle. - Avant d’aller plus loin,
considérons la relation

à laquelle nous sommes naturellement conduits, étant toujours de la

forme

Cherchons les fonctions y de z, holomorphes à l’origine, leur dérivée
première n’y étant pas nulle. La solution générale est fournie par la relation

C étant une constante arbitraire. Posons

les b étant des constantes et r~ (2) une fonction holomorphe inconnue .
Soit d’abord k = i . On a à exprimer que § (y) - 03C8 (z ) est holomorphe

à l’origine, ce qui exige d’abord ai-’ = k. Si a =1, on constate que b"



b.>, ..., bi-2 doivent être nuls, et la valeur de ~ (o ) est définie par la condition

Il existe donc une fonction y fournie par l’égalité

étant arbitraire. Si r~(o) = o, on a simplementy = z.
Si l’on prend pour a une autre racine i - 1 iéme de r , la détermination de

b t, b2, ..., bi-2 s’effectue comme précédemment, et ces quantités ne sont
plus nulles en général. On adoptera une certaine détermination pour La, et

sera arbitraire comme C. Mais, si l’on prend la fonction y qui corres-
pond à C = o, elle jouit de cette propriété que comme le montre

l’équation ( 14 ). On a d’ailleurs

Dans les deux cas qui viennent d’être examinés, c’est seulement lorsque
C = o que y ou une de ses itératives se réduit à z.

Soit maintenant k ~ ~ . Il ne peut y avoir de solution holomorphe que si
d, = o, ce que nous supposerons. Il existe alors une solution pour laquelle
~ ( o ) est arbitraire. .

8. . Concl,usion relative au cas énoncé plus haut. - Cela posé, revenons
à la première question et à Inéquation (12). Je dis que, se réduit

pas à z, est égal à r . En effet, de l’équation (1 2), on déduit une fonc-
tion b (z) tell e que

et, par suite,

C n’était pas nul en vertu d’une remarque précédente et de l’hypothèse
que est différent de z. Son coefficient dans l’équation (16) ne peut
être nul, en raison de la même remarque et de la même hypothèse. Donc

’ =1, i - i est un multiple de n.



Il résulte de là que la fonction donne une solution de l’équation
d’Abel pour 6. En posant

Si l’on pose

&#x26; (z) et 03B2 (z) joueront, par rapport à 6 (â ), le même rôle que B (z) et b(z )
par rapport à ~ (,~ ).

- On a laissé de côté le cas où ~(,~) _ z. La fonction u(z)
est alors arbitraire, et ce que nous avons dit ne subsiste plus. Mais prenons
une fonction symétrique quelconque de z, 8, (.~), 92(,~), ..., ~"_, (.~), et ne
se réduisant pas à une constante ; elle restera invariable pour la substitution

~~, (.~ ). Par exemple, choisissons

Les racines nièmes, qui sont holomorphes à l’origine, se permutent circu-
lairement par la même substitution. Soit G l’une d’entre elles. On a

Elle satisfait à l’équation de M. Schrôder. On trouve donc ici, sans diffi-
culté, les solutions générales de cette équation et de celle d’Abel.
Pour former de pareilles substitutions 0, , il suffit de se donner arbitrai-

rement une fonction [(dG(z) dz)0 u et de résoudre l’équation I ^/ .
On remarquera l’analogie qui existe entre ces fonctions e et les racines de
l’unité .

9. Remarque sun le cas précédent. - On peut s’affranchir de la res-
triction faite au début du n° 6. Il existe dans la région S + S’ + R’ une fonc-
tion u(z) de la forme zi v(z) où v(z) est holomorphe et tend vers o avec z,
qui vérifie l’équation (4). Je dis que pour des valeurs assez petites de z,
u(0, ) est défini en même temps que u(.~ ). En effet, il ne pourrait y avoir
doute que si l’argument a de l1 était un multiple impair de l’angle w de
deux tangentes consécutives aux rosaces limites relatives à 03C6 (1).

( 1 ) Voir le Chapitre III.



Cela n’est pas : z étant dans le domaine considéré, supposons qu’on fasse
croître p indéfiniment dans les expressions

comme elles peuvent s’écrire

elles représentent des transformés directs de z, ... , ~_~ qui tendent

vers o. L’argument du rapport de deux consécutifs d’entre eux 03C6pn(z1) 03C6pn(z), c’est-
à-dire de 03B81(zpn) a, tend donc à la fois vers u et vers un multiple pair de co. La~p~

fonction w est donc encore définie et l’on a bien

Or : tendrait vers o avec .~, comme étant la différence de deux fonctions

qui tendent vers i. Donc, en vertu d’une remarque faite au n° 2, w(z) est
identiquement nul. On a donc encore

Or, on peut démontrer directement que i - 1 est un multiple de n. En
effet, les n points considérés plus haut

sont infiniment voisins de n demi-droites tangentes aux arcs des rosaces

limites, sens direct. Si toutes ces demi-droites ont été utilisées, Il = 1 - 1 ;

sinon, en opérant de nouveau en partant d’un point voisin de celles qui
restent, et cela autant de fois qu’il sera nécessaire, on voit que L --1 est
multiple de -n.
Le raisonnement se poursuit donc comme plus haut. A chacune des deux

régions fondamentales correspondent des fonctions ~ (.~ ) et qui
pourront, bien entendu, être confondues.



CHAPITRE V.

PROBLÈME DE L’ITÉRATION DANS LE CAS EXCEPTIONNEL DÉJA CONSIDÉRÉ.
TRAJECTOIRE D’UNE FONCTION.

1. . Itération de la fonction 03C6(z). - On sait que le problème de l’ité-
ration d’une fonction consiste dans la détermination, pour chaque
valeur réelle de t, d’une fonction ~~(2) telle que l’on ait

Nous considérerons toujours les fonctions y (z) de la forme 2 + gizi + ....
Prenons dans la région S + S’ + R’ un point Zl. On peut, dans la même

région, décrire autour de z’ un petit contour C tel qu’il n’y ait ni sur lui,
ni à son intérieur, d’autre point z pour lequel on ait ~ ,~’ est,

de plus, racine simple de l’é q uation précédente, puisque ‘~b ( v est de la

forme . ’ , étant holomorphe. Si donc on fait décrire au point
le contour C, d’une part le module de b(z) - b(2’~ aura un minimum
différent de o ; d’autre part, son argument variera de Soit maintenant

l’expression b(,~) - b(2’) - t. Son argument variera aussi de 2~, si t est
assez petit en valeur absolue. Il en résulte que l’équation

définit une itérative en supposant que t soit une quantité réelle de
module inférieur à un certain nombre T. On peut même supposer T fixe

pour tous les points 2 à l’intérieur d’une portion IJ de la région considérée
de laquelle on aura déduit une zone limite.

Or, si l’on prend les transformés 2~, z2, ..., 2~t des points tels que z’, et
ceux C, , C2, ..., Cn des contours tels que C, le nombre T reste le même
pour tous, car le minimum du module de b (,~ ~ - b (2’) n’a pas varié de
l’un à l’autre. Donc, on peut décrire un contour intérieur à celui de
S + S’ + R’, aussi voisin de celui-ci que l’on veut, passant par l’origine,



tel que tous les transformés directs des points intérieurs soient encore à
son intérieur, et définissant enfin une région 1 pour laquelle T est invariable.

Cela posé, partons d’un point 2’ de I, et faisons varier t, nous obtenons
un point z qui décrit une courbe. Lorsque, étant arrivés en un point â",
nous avons atteint la valeur limite T, nous recommençons à partir de ce
point, et nous pourrons ainsi prolonger la courbe tant que nous n’aurons
pas quitté le domaine I. Je dis que, lorsque t varie dans le même sens, le

point se déplace dans un sens bien déterminé. En effet, ne s’annule

qu’en o. D’ailleurs, pour un certain sens, on doit obtenir les transformés
directs. Donc, lorsque t croît, et il pourra croître indéfiniment, le mo-

bile qui décrit la courbe passe par tous les transformés des points qu’il a
une fois rencontrés. Le sens ainsi défini, et qui est le même pour des

courbes infiniment voisines, est le sens direct.
Ces courbes peuvent être prolongées dans le sens inverse jusqu’à l’ori-

gine, lorsqu’elles sont situées dans S, au. moyen de la transformation

03C6-1 (z) indéfiniment répétée. C’est le même procédé qui sert à prolonger,
par exemple, les fonctions u(z ) et b(z) relatives à S + S’-+- R’ dans la
région S".
On peut raisonner de même relativement à la région S + S" + R". Par

suite, on a défini : i° pour chaque valeur réelle de t une itérative au moins

9t dont l’ensemble satisfait évidemment aux conditions posées au début;
2° des courbes passant par les transformés d’un point.
Nous allons reprendre la question des itératives en supposant u(z) holo-

morphe en o, et nous ne chercherons que des fonctions holomorphes en
ce point.

2. Cas où une fonction u est holomorphe en o. - 1 ° p étant un entier

positif, soit à déterminer On sait qu’il existe une fonction et on

peut la former. Si l’on connaît b (.~ ), on a 
’

équation qui définit ~p, pourvu qu’on pose la condition

2° Cherchons C’est chercher une fonction 0, telle que
p



Elle vérifie nécessairement une équation de la forme

d’où l’on tire

03B8p sera précisément j si pC == I, et si de plus ( = i, c’est-à-dire si

l’on a pris (même numéro) On doit de plus avoir ai-1=I. On
peut toujours satisfaire à ces deux conditions en prenant ~= i. Donc il

existe une fonction 03C61 commençant par z et définie par Inéquation
p

Il n’y a pas d’autre solution, si p et L - 1 sont premiers entre eux. Dans
le cas contraire, on aura d’autres fonctions 03C61 p définies par cette même équa-

.
tion (i) et commençant par az (a ~ 1). Le nombre total des solutions
est égal au plus grand commun diviseur de p et de i - 1 . En particulier,

== 2, ce qui est le cas général, il n’y a jamais qu’une solution.
3° p et q étant deux entiers positifs, premiers entre eux, déterminons
c’est-à-dire une fonction 6 telle

On devra avoir

Il faut, ? par suite, que C = p q et de plus que = i . Comme précédem-
ment, on pourra encore prendre a = 1, et il y aura d’autres solutions si q
et i 2014 i ne sont pas premiers entre eux.

4° t étant un nombre irrationnel positif, on posera, en général,

en choisissant x == i.

Enfin, si t est négatif, on doit avoir



Ainsi donc, c’est l’équation ( 2 ) qui servira à définir ~t pour toutes les
valeurs réelles de 1 ; et l’on prendra a == l, sauf, si l’on veut, dans les cas in-
diqués plus étant alors deux valeurs quelconques de t, on dé-
duit de l’équation ( 2 )

en vertu des hypothèses faites.

Remarque 1. - Étant donnée une fraction p, nous l’avons supposée ré-

duite à sa plus simple expression pour définir 03C6p q; c’est que la détermination

de 03C6p par l’égalité
q

conduirait à un plus ou moins grand nombre de relations, suivant la valeur
de q. Ainsi, si q est premier avec i - r, 03C6p n’aurait qu’une valeur, tandis

que en aurait i - 2 autres en dehors de celle-là.

Remarque Il. - Il n’est pas étonnant que, lorsqu’on ne faisait pas
d’hypothèse sur u(.~), on n’ait trouvé qu’une itérative pour chaque valeur
de t dans le domaine I ; car, lorsqu’il y en a plusieurs, leurs valeurs, pour t
très petit même, ne sont pas infiniment voisines.

3. Trajectoires. - La notion des trajectoires d’une fonction 
semble intéressante pour l’étude des équations fonctionnelles où elle figure
comme fonction de substitution. Il faut entendre par le mot trajectoires
des courbes telles que tous les transformés par o, d’un point quelconque
pris sur l’une d’entre elles, soient encore sur cette même courbe. On peut



encore dire qu’elles sont individuellement invariantes par la substitution
donnée.

Nous allons chercher. â définir un faisceau de trajectoires dans le voisi-
nage d’un point racine que l’on placera â l’origine, en écartant le cas où,

) f( - / étant égal à 1, l’argument serait incommensurable avec 2-.
Premier cas : (d03C6 dz)0 = a n’est ni nul, ni égal à t en module. K0153-

» o 
g

nigs (’ ) a établi la formule d’itération

où B(z) est de la forme z + c2z2 + ....
Considérons un cercle C ayant son centre à l’origine, à l’intérieur du-

quel B(~) soit holomorphe et ne s’annule qu’en 0, et ‘~ ~ ~~’~ n’ait pas de
racine. Adoptons une détermination pour La.

Si l’on prend un point = à l’intérieur de C, l’équation (3) définit une
fonction 03C6t holomorphe de t au voisinage de t = o, où elle se réduit à z.
On a

et l’on peut construire la courbe ainsi définie dans le voisinage de z. l’re-
nant alors sur elle un point â’, on raisonne sur ce point comme sur le pre-
mier et l’on pourra donc prolonger la courbe indéfiniment, tant qu’on ne
sortira pas de C. On aura ainsi une trajectoire de ~, ou du moins une por-
tion de trajectoire. 

/’

Si La est réel, on obtient un faisceau de courbes passant toutes par
l’origine qui est leur seul point commun.

Si L a est imaginaire ces courbes, qui ne se coupent pas, ont l’origine
comme point asymptote.

Pour z voisin de o, on a approximativement

Par suite, la forme limite du faisceau est, dans le premier cas, un faisceau

(1) ) Annales de l’École Normale, i 885.



de droites passant par o ; dans le second, un faisceau de spirales logarith-
miques. Cette forme limite est réalisée pour les substitutions telles que

Remarque. - Comme il existe pour La une infinité de déterminations,
nous avons obtenu une infinité de faisceaux de trajectoires. Ce sont les tra-
j ectoires des groupes de transformations définis par l’équation (3). On peut
en trouver bien d’autres systèmes. Il suffit pour cela de considérer l’équation

où F s’annule pour toutes les valeurs entières et positives de t. Cette re-

marque s’applique aussi aux autres cas. Mais nous considérerons toujours
comme trajectoires principales celles qu’on définit par les formules d’itéra-
tion.

Deuxième cas. - Les dérivées de 03C6 sont nulles jusqu’à l’ordrc L exclu-
sivement, à l’origine. M. a démontré l’existence d’une fonction

u(z) nulle à l’origine, qui est racine simple et où elle est holomorphe, telle
que l’on ait

On en déduit, par des raisonnements analogues à ceux du Chapitre pré-
cédent, qu’on peut trouver une fonction f(z), Intégrale de à un facteur

constant près, qui jouit des propriétés suivantes :
1 ° On a

2° L’équation

où C est une constante et p un entier positif, définit une fonction y, holo-
morphe à l’origine, qui est racine 

3’’ L’égalité

fournit la formule d’itération pour 03C6.
Il en résulte que l’équation (6) permettra de construire, à l’intérieur d’un

( i ) Thèse, p. ~ t . .



certain cercle C, les faisceaux de trajectoires principales. Il est naturel de con-
sidérer ici spécialement celui qui correspond à la valeur réelle de L i. On a

On en conclut les mêmes propriétés que plus haut pouc ces courbes,
au sujet de leur prolongement.

Tr~oisième cas : ‘~ ‘~ d,; ~ v ~ q = i. - Nous conservons les notations du
Chapitre IV.
Nous avons déjà vu que, dans le domaine I, une équation

définit une fonction 03C6t holomorphe de = et de t. Nous savons que les tra-
jectoires peuvent être (pour celles situées dans S) prolongées dans le sens
inverse jusqu’à Forigine.
On peut opérer de même dans le domaine analogue à 1 et que j’ap-

pelle l’. On obtient ainsi deux faisceaux de trajectoires [pouvant être
définis d’une manière unique, si les deux fonctions h (,~ ) coïncident] et

qui, dans R, sont telles que lorsque deux courbes des deux faisceaux ont
un point commun, elles ont aussi en commun tous ses transformés directs
et inverses.

On a

Les trajectoires ont la forme de rosaces à 2 (i 2014 i) branches (du moins,
celles qui sont entièrement à l’intérieur du cercle fondamental), qui se cou-
pent à l’origine sous des angles égaux ; les branches des différentes trajec-
toires sont tangentes entre elles en ce point; celles d’un même faisceau
s’enveloppent les unes les autres. On peut partir de courbes d’am p litude
aussi faible que l’on veut; on arrive progressivement à des courbes tan-
gentes à C; puis on ne trouve plus que des portions de trajectoires arrê-
tées au cercle limite.

Pour ~ voisin de o, on peut prendre, quel que soit le faisceau,



En coordonnées polaires, l’équation de ces courbes est

Nous savons que l’on trouve ces courbes en partant de

Il est à remarquer que les régions R, R’, R" sont délimitées au moyen
des trajectoires.

caa : ‘~ ~’ ~~ ~ = i, l’arwument étant commensurable avec ~ ~.~ ~ o 
’ 

En répétant fi fois la substitution ~, on obtient une substitution ~(~ ~ ren-
tran t dans le ty pe précédent.

Les transformés d’un point sont de la forme

k étant un entier positif ou négatif. Donc, il suffit de prendre, relativement
à ~, l’ensemble des trajectoires passant par les poin ts ~, N, , ... , : n_, i pour
avoir une trajectoire relative à r~.

4. . Introduction dcs faisceaux isothermes. - Dans les différents cas
examinés, on a trouvé une fonction analytique h(â ), telle que

et les trajectoires sont définies par

En général, K == t et la seconde formule se réduit à



Si K = i, les trajectoires sont maintenant les parallèles à l’axe des X ;
elles forment un système isotherme coupant inclividuellement sous un
angle constant le réseau orthogonal et isotherme forme par les parallèles
aux axes de coordonnées et obtenu en égalant à des constantes les parties
réelles et imaginaires de Z.

Si K est difl’érent de 1 (entier positif), les trajectoires jouissent des
mêmes propriétés : ces lignes sont des droites passant par un point fixe de
l’axe des X.

Or, si l’on effectue une transformation analytique, un faisceau isotherme
est transformé en un faisceau de même nature. Donc :

THÉORÈME 1. - Si considère Lc réseau orthogonal et isotherme
obtenu en égalant à des constantes les parties réelles et imaginaires
de b(z), les trajectoires de la fonction 03C6 constituent un système iso-
therme, dont les courbes coupent individuellement sous un angle con-
stant celles de chaque famille du réseau . Cct angle reste généralement
invariable (h. = r), quand on passc d’unc trajectoire à une autre. Dc

plus, la transformation 03C6, et chacunc de ses conserve lc ré-

seau défini pan b(z).
5. Il est naturel de clierclier si les trajectoires d’une fonction ’? forment

Punique système d’isotl1errnes qui reste invariant, lorsqu’on effectue les
transformations du groupe continu relatif à cp(z).
En effectuant le même changement de variables que plus liaut, et

mettant l’équation des faisceaux cherchés sous la forme

on trouve, par un calcul simple, si K = r ,

a et b étant des constantes arbitraires; et si K ~ 1, on a, entre autres,

a étant encore arbitraire.

Une autre question se présente. Étant donné le réseau orthogonal et
isotherme défini en égalant à des constantes lcs parties réelles et irnagi-
naires d’une fonction f (,~ ), quelles sont les substitutions par rapport au;-
quelles il est invariant?



En transformant encore le réseau dans le réseau des parallèles aux axes,
on trouve facilement que les substitutions cherchées vérifient l’équation

où a et b sont des constantes, la première réelle.
Inversement, si la substitution t est donnée, l’équation précédente dé-

finit les fonctions y(~) correspondantes.
Considérons, en particulier, le cas où Zi == .Z + w (qui rentre dans ceux

qu’on a examinés). On aura, en posant f(z) + A = F(z)

Si a ~ r, on peut prendre b + A. (I - a) = o, et l’on a

et, si a == 1 ,

de sorte que les fonctions

dans le premier cas, et

dans le second, sont des fonctions de période w.
Exemple. - On considère le .réseau formé des hyperboles équilatères

qui ont les axes de coordonnées pour axcs ou pour asymptotes. Il s’obtient
en partant de I(z) == Z2. Donc les substitutions qui le conservent sont de-
finies par Inéquation (’ )

N ~ - a ~~2-I- b

où a est réel. Si b cst nul, on a simplement une transformation h01110thé-
tique par rapport à l’origine. Si a == i, ~,~ joue le rôle de la fonction b( z)
du Chapitre précédent. Si a ~ r., il existe une constante A tclle que â2 + A
vérifie l’équation de Schroder.

(1) M. Koenigs a considéré cet exemple de substitution.



CHAPITRE VI.
LES ÉQUATIONS D’ABEL ET DE M. SCHRÔDER POUR PLUSIEURS VARIABLES.

ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE. 2014 RACINES DE PREMIÈRE ESPECE.

1. Soient Il variables indépendantes XI, ,x.,, ..., et une substitution

les fonctions o étant holomorphes et nulles à l’origine. Nous poserons

Nous poserons l’équation suivante, analogue à celle de M. Schrüder, et
qui en est une généralisation,

où k et B désignent une constante et une fonction inconnues. C’est cette
équation que nous nous proposons d’étudier dans des cas assez étendus.

2. Équation caractéristique. - Comme au Chapitre I, on appelle 039403B1
le déterminant des coefficients des B d’ordre a dans les équations dérivées
de cet ordre qui proviennent de la relation (2). Cette expression dépend
de k. Il est clair que, si l’on cherche une fonction B holomorphe à l’origine
et dont les dérivées partielles ne soient pas toutes nulles en ce point, il faut
que l’on ait

L’équation

sera dite équation caractéristique relative à la substitution (i).
Supposons que k soit une racine de (3). Il sera possible, si les a satisfont

à certaines conditions, d’appliquer le théorème fondamental établi aux

Chapitres 1 et lI et, si est différent de o pour toutes les valeurs de x



supérieures De là, l’utilité de connaître lcs racines de l’équation

Construction des racines de l’équation 039403B1(s) = o.

Si s" S’l’ , ..., sn sont les racines distinctes ou non de o, et .sL l" ,

t.,, ..., désignent des quantités indéterminées, les racines clc l’équa-
tion 039403B1(s) = o sont, abstraction faite d(’s facteurs numériques Col’l’E’s-

coefficients des t dans le polynome (s, t, + s2 t2+ ... + s,t t")°‘.
(le résultat s’établit facilement comme il suit. Supposons les 03C6 réduits il

leurs termes du premier degré, et admetions d’abord que l’équation carac-
téristique ait ses racines distinctes. L’équation ( 2) admet alors n solutions
différentes, formées de polynomes du premier degré relatifs aux diverses
valeurs de s. Soient B" , B.,, ..., Bn ces polynomes. On aura

Par suite, si a., + a,, +... -;- acn = u, les quantités sont racines

de ~x(s~ = o. Si elles sont distinctes, ce qui est le cas général, on a ainsi
toutes les racines, et elles sont bien fournies par la règle indiquée.

Si nous supposons maintenant que plusieurs expressions s~‘lsa=, .. soient

égales, ce qui comprend, en particulier, le cas de plusieurs s égaux, nous
n’avons qu’à modifier un peu les quantités a de manière à retrouver le cas
précédent. Le fait que les racines des équations telles que ~a(s) = o sont
fonctions continues des coefficients nous conduit à constater que la règle
est générale.

Propriété importante clcs racines de l’équation caractéristique. -

Voici, au sujet des conditions imposées au théorème rappelé plus haut, une

propriété Importante : : Si lcs modules des a sont inférieurs à 1 des

racines de l’équation caractéristique sont plus petits quc I .

Il suffit évidemment de faire la démonstration pour le cas où elles sont

distinctes. Ne retenons des substitutions que les termes du premier degré,
on aura 

.

Effectuons de nouveau la même transformation. Nous aurons des rela-



tions de la forme

en })osant (x‘~", ..., _ ~ (x, , ..., xn ) ; et les m odules des a~’ ~

sont encore inférieurs à 1.
n

D’une manière générale, cette condition est satisfaite à la pleme substitu-
tion obtenue

. r _, n v W . A B

Or on peut trouver n formes linéaires distinctes X t, X2, ..., X,~, tclles

que 
__ .. __ __,. , =r

On en déduit

de sorte que les racines de l’équation caractéristique relative à la trans-

formation, (s) = o, sont s, ..., sp.
Si l’une des quantités ..., Sn avait un module plus grand que i, une

racine de = o croîtrait indéfiniment avec p, ce qui est impossible.
Cas étendu où l’on peut appliquer le théorème fondamental dcs

Chapitres I et II. - Ces deux propriétés établies, il résulte de la première
que k) ne sera jamais nul, si l’on n’a aucune relation de la forme

où les ocl sont des entiers positifs ou nuls de somme plus grande que i.
Dans cette hypothèse, nous pouvons appliquer le théorème fondamental

du Chapitre 1 [et il existera donc une relation holomorphe de l’équation (2)
relative à /r1 si tous les a sont en valeur absolue inférieurs à I n, ou si, tous
les apQ étant nuls pour p ~ q, les app (c’est-à-dire SI’ ..., sont d’un

module inférieur à i . En particulier, toutes les racines de l’équation carac-
téristique pourront être distinctes et satisfaire aux conditions précédentes.
Les n solutions dont on disposera alors seront indépendantes. Si l’on admet
pour un instant, ce qui sera prochainement établi, qu’on peut effectuer un
changement linéaire des variables de manière que les nouvelles quantités a
soient nulles sauf les app, ce fait devient évident.



On peut alors choisir les fonctions trouvées B, , B2, ..., B~ comme varia-
hles. Toute autre solution est alors de la forme

avec la valeur de k désigne une fonction quelconque restant
invariable par la substitution (i). Posons

Toute solution de l’équation d’Abel s’obtient par la formule

~ étant une fonction quelconque qui demeure invariable quand on ajoute I
à tous ses arguments. L’expression F n’est autre qu’une pareille fonction Q.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Premier résultat.

THÉORÈME I. - Si les racines de l’équation caractéristique sont diffé-
rentes de o et ne vérifient aucune des relations

où les ce sont des entiers positi f s ou nuls et si, de plus, les modules de Si’ ,
s2, ..., sn sont inférieurs à I , l’équation de M. Schröder admet n solu-
tions holomorphes distinctes B" , ..., En dont les dérivées ne sont pas
toutes nulles à 

On en déduit aisément la forIne des solutions générales de cette équation
et de celle d’Abel.

, 

3. Avant d’examiner différents cas plus particuliers, nous allons établir
le lemme suivant :

DE M. Soient les n formes linéaires

Supposons qu’on effectue simultanément les substitutions



de manière qu’on ait

Désignons par s, , s?, ... , s" les racines de l’équation caractéristique rela-
tive aux a : :

il est possible de choisir des substitutions ( ~ ) indépendantes, de telle sorte
que :

De plus, en imaginant les racines égales affectées d’indices successifs,
soit une racine d’ordre r : :

et supposons que le déterminant principal soit de degré

on aura aq = o pour

Cette proposition, dans le cas où les s sont tous distincts, est fréquem-
ment employée (’ ).

Elle a été énoncée dans ses parties essentielles par M. Poincaré ( ~ ), qui
s’en est servi dans l’étude d’un système d’équations fonctionnelles.
En voici une démonstration, basée sur les remarques suivantes :
Plusieurs substitutions effectuées successivement sont équivalentes à une

seule.

Les racines de l’équation = o se conservent avec leur degré de mul-
tiplicité après de pareilles transformations.

En écrivant de deux manières différentes ~y’i ~xq, on obtient les relations

{1} Voir, par exemple, PICARD, Traité d’Analyse, t. III, p, 13 et Igg.

(2) Journal de Liouville, p. 3I9; I890.



qui, développées, deviennent

Un cas particulier suffira à mettre le raisonnement en évidence.
Supposons que s, soit une racine d’ordre 5 et que le degré du détermi-

nant principal de soit n - 3. On peut d’abord, par une substitution
préalable, admettre que

les autres éléments des trois premières lignes de 0394 (s, ) étant tous nuls. On
a ainsi

== o admet s~ t comme racine double.

Or, dans les conditions actuelles, pour satisfaire aux systèmes fournis
par les trois premières équations (g), il suffit de prendre

pour p ~ 3 et

quelconques, leur déterminant étant seulement assujetti à être différent
de o..

Cherchons à satisfaire, en outre, aux quatrièmes équations (g). Puisque
ô (s1) = o, on peut certainement trouver un système de valeurs de ~~,,

... , , h,,,l, de manière à satisfaire à ces équations pour q ? 4; et si on
laisse h42, h43 arbitraires, on obtient trois relations de la forme

qui déterminent a~,,, a’~Ï;. Il est clair qu’on peut adjoindre aux h déjà



choisis d’autres tels que leur déterminant général soit différent de o. Cette
substitution effectuée, et les mêmes notations que plus haut étant prises,
on a

Pour satisfaire aux trois premières équations (g), on adopte pour

les mêmes valeurs que précédemment.
Pour satisfaire aux quatrièmes équations, on prend

et ~a~2, arbitrairement.

Nous cherchons, cette fois, à vérifier de plus les cinquièmes équations.
~~s,) étant nul, il existe un système de nombres ..., qui les
vérifie pour q ? 5 et, si on laisse quelconques ..., ~z~ ,,, on aura,

pour déterminer, a J, , ..., ~, 
des relations

admettant une solution unique. Ici encore, nous pourrons compléter le

système des h, de manière à définir une véritable substitution.
En ce qui concerne la proposition est donc établie.
Il est important d’observer qu’on ne pourrait pas trouver des quantités

It6q qui vérifieraient les nouvelles relations

ou, plus exactement, on n’obtient de pareilles égalités que par des combi-
naisons linéaires et homogènes des cinq premières.
On voit facilement que le raisonnement indiqué s’applique successivement

aux différentes racines de l’équation à (s) = o.
Remarque. - Nous utiliserons moins l’énoncé même du lemrne précé-

dent que le fait qu’il est possible d’obtenir les égalités (g), les a’ ayant les



valeurs indiquées, et qu’il n’est pas possible d’avoir plus de r relations
distinctes relatives à une racine d’ordre r.

4. . Classification des racines de l’équation caractéristique. - Dans ce
qui suit, nous supposerons essentiellement que les a satisfont aux conditions
du théorème déjà plusieurs fois rappelé, c’est-à-dire que les racines de

l’équation caractéristique sont distinctes et inférieures à i en module ou que
les a sont, en valeur absolue, plus petits que 1 De plus, les valeurs de s

sont toutes différentes de o.

Cela posé, les relations de la forme ( 5 ) intervenant dans l’application du
théorème fondamental, il est naturel de penser qu’elles vont jouer un rôle
important et, par suite, de classer d’après elles les racines de l’équation
caractéristique. Ces relations sont nécessairement en nombre limité, car
des expressions de la forme s«1... sxn tendraient vers o quand + ... + x,t
croît indéfiniment.

Voici quelques remarques immédiates :
Dans le second membre d’une relation résolue par rapport à si ne peut

pas figurer cette racine, car de

on déduirait

ce qui est impossible, puisque

Si si est résolu par rapport à ne l’est certainement pas par rapport
supposons en effet que

on en conclurait

Plus généralement, si si est résolu par rapport à s j, s~ par rapport à s~, etc.,
aucun de ces nombres ne l’est par rapport à si.
Nous allons en conclure la possibilité de c~lasser les s en espèces telles

qu’une racine ne s’exprime qu’au nioyen de celles des espèces précé-
dentes.



Si l’on considère plusieurs valeurs distinctes des ..., s~, il y en a
certainement parmi elles qui ne s’expriment en fonction d’aucune des
autres; car, si Sfi s’exprime en fonction de s2, 9~ ne s’exprimera pas en fonc-
tion de mais peut être de 9g, par exemple. Donc, au moins pour le p’èn’e
nombre, la condition indiquée sera réalisée. En particulier, il existe des va-
leurs de s auxquelles n’appartient aucune relation : elles formeront la pre-
mière espèce. Parmi celles qui restent, il en est pour lesquelles les relations
correspondantes ne contiennent que des racines de première espèce : elles
constituent la seconde espèce ; et ainsi de suite. Les racines de la kièlne espèce
s’expriment au moyen des racines précédentes seulement, et certainement
au moyen de quelques-unes de espèce.

5. Racines de première espèce. - Nous nous proposons de montrer
qu’on peut faire correspondre à chaque racine d’ordre r, r fonctions
holomorphes desquelles on déduira r solutions de l’équation de
M. 

Occupons-nous d’abord des racines de première espèce.
S’il s’agit d’une racine simple, nous savons déjà qu’elle permet de déter-

miner une solution holomorphe. Soit donc une racine k, d’ordre r de mul-
tiplicité. 

’

D’après le lemme, on peut (en supposant k = s, , ce qui évite un indice
supplémentaire et ne modifie point les raisonnements) trouver des quantités
h telles que l’on ait

Il existe donc une fonction holomorphe f, (x,, x2, ..., telle que

une fonction f 2, telle que

en général une fonction ~~ ~ n) vérifiant l’égalité

Les dérivées de ces fonctions, à l’origine, sont constituées par le Tableau
des ~a.



Par exemple, on peut prendre

Et posons

Nous allons voir qu’on peut choisir les constantes c à deux indices de
manière que l’on ait

Cette relation développée s’écrit

Les produits des termes en k avec les termes de degré le plus élevé dans
les développements de (1 + by disparaissent.

Nous allons déterminer les c par cette condition que les coefficients des

expressions de la forme ~ j) soient nuls. Dans un pareil coeffi-
cient peuvent entrer des termes de deux sortes, les uns contiennent k, les
autres une lettre a’. Pour que le iième produit du premier membre con-
tienne un terme de la première sorte, il faut que i = j ; les c qui y figurent
sont alors cm-jp+1, cm-jp+2, ..., cm-jj.

Pour qu’il donne un terme de la seconde sorte, il faut et p ~ L;



donc ~~~y; on aura donc des c tels que

j.
Il est évident que lorsque dans une équation une seule quantité c sera

inconnue et sera contenue dans un terme de la première sorte, elle se trou-
vera déterminée.

Or, supposons connus tous les ch’h où - j, et remplaçons succes-
sivement p par j 2014 i, y 2014 2, j - 3, ..., o. En égalant à o le coefficient

de on aura des équations qui ne contiendront comme inconnues
que 

-.. ~ u. ~ u. ~ --- 

inconnues se trouvant dans les conditions précédentes, et l’on. pourra ainsi
calculer successivement

On voit donc que lorsqu’on connaît les ch’ où jz’ > m - j, on peut cal-
culer les D’ailleurs se tire de l’égalité

Nous pouvons, par suite, énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME II. - A une racine k de première espèce et r corres-

pondent r fonctions holomorphes f, , f2, ..., de chacune desquelles
on déduit une fonction B vérifiant l’égalité

est de la forme

où y,n,i désigne un polynome de degré i au plus cn b, à coefficients nu-
mériques qui peuvent être calculés sans la connaissance des fonctions f .



CHAPITRE VU.
RACINES D’ESPÈCES SUPÉRIEURES. - CONCLUSION.

1. On se propose, dans le Chapitre actuel, d’étudier les racines d’espèces
supérieures, et de tirer ensuite les conclusions relatives à l’équation de
M. Schrôder.

Pour passer des fonctions holomorphes que nous définirons aux solutions
qu’on en peut déduire, nous aurons à nous appuyer sur un théorème que
nous allons énoncer tout d’abord.

Théorème auxiliaire.

THÉORÈME I. - Soient p racines de première espèce k" , k2, ..., kp
d’ordres r1, r2, ..., , rp, de l’équation caractéristique, et k une autre
racine quelconque, telle que k = k2~...k p Soient, d’autre part, f , ,
f12, ..., f1r1; f21, ..., A.; ; ...; fp11, ..., fonctions holomorphes
qui leur correspondent.

t étant un entier non négatif quelconque et Qa un polynome de la forme

on peut trouver un polynome et un seul de la forme

tel que l’on ait

La démonstration repose sur ce fait qu’il existe des constantes A pour



Les détails du calcul, un peu fastidieux, ont été rejetés dans une Note, à
la fin .

2. Proposition concernant les formes linéaires. - Pour établir l’exis-
tence des solutions holomorphes déjà annoncées au Chapitre précédent,
nous nous servirons des propriétés suivantes : :

Première propriété. 2014 Si l’on a n formes linéaires distinctes

et si, a étant un entier positif, et ~, , ’~2, ..., Àn’ p, , , ... , , fJ-n des indéter-

minées, on considère les coefficients du polynome

en 7~~, À2, ..., Àn, comme des variables indépendantes, les coefficients du
polynome p..2, ..., [1wn,

sont des formes linéaires distinctes de ces variables.

Soient, en effet, n nombres différents k,, k2, ..., kn, et tels que les
coefficients du polynôme en 1’"2’ ..., , rn, abstraction faite du facteur

numérique,

soient tous différents. Les égalités

définiront une substitution ~.~~, c~2, ..., ’fn à déterminant non nul.



Les coefficients du polynôme Q : G,, G 2’ ..., Gn- satisferont à des équa-
tions analogues où ..., k~ seront remplacés par les coefficients de R
débarrassés des facteurs numériques. Les dérivées respectives d’ordre d des
polynômes G par rapport à Xi, X2’ ..., Xn sont donc déterminées par des
systèmes d’équations homogènes, le déterminant des coefticients étant

l’expression da ( s) relative â ~" ~~, ..., où l’on remplace s par A~
k~-’k.,, ..., quantités distinctes. Il en résulte, en vertu du lemme du Cha-
pitre précédent, que ces dérivées forment un déterminant différent de o,
c’est-à-dire que les coefficients de Q sont des formes distinctes par rapport
à ceux de P.

Il est clair que si l’on a des formes F en nombre inférieur à u, et si l’on

ne considère que quelques-uns des produits auxquels elles donnent lieu, la
propriété subsiste, car il est facile de compléter le système de ces formes.

Proposition relative à icn certain déterminant.

Deuxième propriété. - Reprenant les notations du lemme du Chapitre
précédent, si l’on suppose s1 racine d’ordre r de multiplicité, et le déter-
minant principal de de degré n - j ( j ~ r~), on peut trouver j expres-
sions linéaires, nécessairement indépendantes

telles que le déterminant D ayant pour éléments les déterminants caracté-

ristiques relatifs aux systèmes

soit différent de o.

En effet, on sait, d’après le lemme rappelé, qu’il existe au plus 1 - j
expressions, E, , E~, ..., Er-j pour lesquelles les déterminants caractéris-

tiques relatifs à chacune d’elles sont tous nuls. On peut donc en trouver j
autres

distinctes entre elles et des précédentes. Le déterminant D correspondant
est différent de o. Car, s’il en était autrement, il existerait une même rela-
tion linéaire entre les éléments de ses lignes. On en déduirait donc qu’il
existe une expression



pour laquelle les caractéristiques seraient tous nuls; elle se réduirait, par
suite, à une combinaison linéaire et homogène de E, , E~, ..., ce qui
est contre l’hypothèse. J 4a proposition est donc établie;

3. Racines de deuxième espèce dans un cas particulier. - Consi-
dérons d’abord une racine simple k, donnant lieu à une seule relation

k, est une racine de première espèce, d’ordre r. Soient fi’ f2’ ..., fr les
fonctions holomorphes correspondantes à l~, . Si l’on cherche à calculer les
coefficients d’une fonction f telle que

on pourra être arrêté seulement au calcul des dérivées d’ordre oc. Nous

allons ajouter au second nombre un polynôme de degré a, tel que le calcul
reste possible.

Si l’on considère les fonctions fi’ f~, ..., fr, elles sont réduites aux
termes du premier degré, des formes distinctes; par suite (première pro-
priété), les termes de degré 03B1 des coefficients du polynome

en p, , ..., [1wr sont des formes linéaires distinctes par rapport aux coeffi-
cients du polynome (’~, x, +... + en ~" ..., 7~n. D’ailleurs, si n’;

désigne le degré du déterminant et si

si, de plus, on désigne par r’ le degré de multiplicité de la racine k" de
= o (nornbre des combinaisons complètes de r objets a à x), par
le degré du déterminant principal et enfin par hf f, h, ~, ...,

les dérivées d’ordre a, à l’origine, de f~, par h?~, h22, ..., h2n celles de
etc., on a évidemment, d’après les équations fonctionnelles que vé-

rifient f, , ~2, ..., ~r,



Puisque les fi admettent un déterminant de degré r’ différent de o, on
peut (deuxième propriété) trouver j expressions linéaires

telles que le déterminant D, ayant pour éléments les déterminants caracté-

ristiques relatifs à ces expressions, soit différent de o. C’est dire qu’on peut
trouver j polynômes de degré oc 7 H 47 H.... Z7 ..., ... 7~r7 de sorte
que les déterminants caractéristiques relatifs à l’expression

soient tous nuls, L étant un polynôme quelconque en x, , x2, ..., xn et ni, , ,
/?7~, ..., ln j des constantes convenablement choisies. Pour les calculer par
cette condition, on est, en effet, amené à résoudre uu système de j équations
du premier degré à déterminant différent de o.

Ainsi donc, on peut choisir un polynome u, homogène et de degré a
par rapport aux fonctions f, f 2, ..., Ir’ de telle sorte que le calcul d’une
fonction f satisfaisant à l’équation

ne soit pas arrêté aux dérivées d’ordre a, et que, par suite, il existe une so-
lution de l’équation fractionnelle précédente ei même j pareilles solu-
lions. Nous en adopterons une.
Pour déduire de cette fonction fune solution de l ’équation de M. Schrô-

der, il suffit de trouver une expression P03B1 telle que

Si f + Pa n’est pas identiquement nulle, ce sera une fonction répondant
à la question. Or, nous savons ~théorème I) qu’il existe une expression P«.
Donc :

THÉORÈME II. - A une racine simple k de seconde espèce, donnant lieu
à une seule relation

et k1 étant r, correspondent une f onction llolomorphe f et une
expression Px telles que f + Pa soit solution de l’équation _

P~ est un polynôme homogène de degré a par rapport aux fonctions f, , ,



/2? ..., fr relatives à le coefficient d’un terme de la forme

étant un polynome en b( x"’ x2, ..., à coefficients constants, sans terme

indépendant, et de degré

4. Cas général des racines de deuxième espèce. - Le cas particulier
qu’on vient d’étudier suggère naturellement une méthode générale. k étant
encore une racine simple, nous supposerons qu’on a encore une seule rela-
tion

où k., k2, ..., kp sont respectivement racines d’ordres

If est racine de l’équation

l’ordre de multiplicité étant le produit des nombres de combinaisons com-
plètes de r, objets a, à a,, de r2 à a2, ..., de rp à ap.

Soient

les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement à ko k2, ...,
kp. Si n’- j est encore le degré du déterminant principal de aa (k), on voit,
en raisonnant comme plus haut, qu’on peut former j polynomes H,, H2, ...
H~, homogènes par rapport aux f, respectivement de degrés ao «?, ... , oc
par rapport aux fonctions f, , , ~’2, ..., et tels qu’il existe un système de
constantes m t, m2, ..., pour lesquelles les déterminants caractéristiques
relatifs à l’expression

soient tous nuls, L désignant un polynome donné quelconque en X2, .." ,
xn. On en conclut, de même que précédemment, qu’il y aj solutions holo-
morphes (à dérivées non toutes nulles à l’origine) de l’équation

u étant un polynôme de la nature indiquée pour les H.
Ensuite, en vertu du théorème I, on peut déterminer un polynôme P.,



de degrés a" (X2’ ..., a p respectivement par rapport à f" f2, ..., fp, le
coefficient d’un terme de la forme

étant un polynôme en b, à coefficients constants, sans terme indépendant,
et de degré i + 03A303B1iri - 03A3ijj ij, de telle sorte qu’on ait l’identité

Il en résulte qu’il existe au moins une solution de l’équation de M. Schrô-
der, de la forme f + 

5. Étant donnée une relation k = nous dirons qu’elle est
d’ordre a, si u, + «~ + ... + (Xp = a. Cela posé, supposons, k étant toujours
une racine simple, qu’il y ait des relations d’ordres «, ~,1~, ... (« C ~ ~ ~~ ...).

Nous nous proposerons de rendre successivement possible le calcul des
dérivées d’ordre u, (3, ~~, ... de la fonction f, dans l’équation

en construisant convenablement l’expression U, de manière, bien entendu,
qu’il soit ensuite possible d’appliquer à cette expression le théorème I.

Pour le calcul des dérivées d’ordre oc, il suffit de former une somme de

polynômes + u2 +... constitués respectivement comme il a été dit, dans
le numéro précédent, au moyen des fonctions qui correspondent aux racines
figurant dans les diverses relations d’ordre a. Nous savons, d’ailleurs, com-
ment l’on détermine les coefficients de ces polynomes.
Le calcul devient possible jusqu’aux dérivées d’ordre [3. Nous opérerons

de nouveau par le même procédé, introduisant une nouvelle somme

v, + v2 + ... relative aux relations d’ordre ~. En continuant de cette ma-
nière, on obtient l’expression

Il existe donc au moins une solution holomorphe de l’équation

à dérivées non toutes nulles à l’origine. Il suffit alors de déterminer, au



moyen du théorème I, les polynomes ... tels que

pour obtenir au moins une solution de la forme

6. Supposons enfin que k soit une racine d’ordre r. Nous aurions cette
fois, en nous reportant au Chapitre précédent, n° 5, à déterminer r fonctions
f " ... , fr, telles que

Pour ces différentes équations, nous nous trouverons, en général,
arrêtés exactem.ent de la même manière que pour la première. De la même
manière également, nous allons modifier les seconds membres en ajoutant
des expressions dont la formation a été, à maintes reprises, indiquée.
Nous aurons ainsi le système

qui admet au moins une solution formée d.e fonctions ~ f ~, fz, ..., fr; les
dérivées de chacune d’elles n’étant pas toutes nulles à l’origine.

Cela posé, à une fonction Inn nous chercherons à faire correspondre
une solution de la forme

Les constantes c étant déterminées comme au passage cité, P,n devra



vérifier l’équation

On peut dissocier, en quelque sorte, cette relation en un certain nombre
d’autres analogues, en ne retenant successivement des U que les polynomes
relatifs à chacune des relations qui expriment k en fonction des autres ra-
cines. L’application du théorème 1 permet donc de former des expressions
qui satisfont à ces diverses relations, et dont la somme sera Pm. Il existe
donc au moins r solutions de la forme indiquée.

7. . Racines d’espèces supérieures à la deuxième. - Pour éviter une
complication inutile des notations, nous nous bornerons à considérer une
racine de troisième espèce dans un cas particulier. La méthode générale
apparaîtra suffisamment sur cet exemple.

Soit donc k une racine de troisième espèce d’ordre r, et la relation

1~, étant une racine de première espèce, et l une de seconde pour laquelle
on a l’unique relation

Nous supposons qu’il n’y a, relativement à k, pas d’autres relations que
la première, et celle-ci

Appelons f" f2, ..., fr1; f11, ..., É ...; É ..., fhjh; F1, F2, ...,
Fr: les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement à

On sait qu’on a des relations de la forme

On peut déterminer au moins un système de fonctions holomorphes



..., ~r, à dérivées non toutes nulles à l’origine, telles que

les fonctions U étant formées, par le procédé habituel, au moyen des fonc-
tions f et F, de sorte que l’on a, pour l’une quelconque d’entre elles,

On cherche encore une solution de la forme

les constantes c à deux indices sont déterminées comme plus haut.
Ainsi, Pm doit satisfaire à l’équation

Le seul changement, par rapport à l’équation obtenue au numéro

précédent, consiste en ceci : que les U contiennent maintenant des fonc-
tions F relatives à une racine qui n’est pas de première espèce.

Considérons seulement la partie des fonctions U présentant cette parti-
cularité. Nous avons à résoudre une équation telle que

les § étant les constantes. On emploiera le procédé de réduction suivant :
Cherchons, par l’application du théorème I, à déterminer Xm, comme si
les f et F correspondaient à des racines de première espèce. Soit Zm la
solution ainsi définie, et posons

Y"z devra vérifier la relation

~rn,27 ... sont des expressions analogues à ~m, les coefficients des



fonctions holomorphes. étant des polynomes en b; mais le degré de ces
expressions, par rapport aux F, a respectivement diminué de I, 2, ...

unités; ces fonctions étant remplacées par des polynomes relatifs aux
/B ? ’ ’ - ? comme cela résulte des égalités fonctionnelles qu’elles vé-
rifient.

Écrivons

On en déduira

Or, pour résoudre ces équations, on se trouve dans les mêmes conditions
qu’au début, avec cette différence que le degré, par rapport aux F, des
expressions données a diminué. En procédant de proche en proche, nous
serons ramenés à un problème déjà résolu. Il est donc possible de déter-
miner Pm. On est ainsi conduit, relativement aux racines d’espèces supé-
rieures, au même résultat que pour les deux premières.

8. Résumé. - Ainsi, aux n racines de l’équation

on a pu faire correspondre au moins n fonctions holomorphes, desquelles 
’

on a déduit n solutions de l’équation de M. Schrôder. Ces solutions sont
distinctes. En effet, les fonctions holomorphes ont été définies, en prenant,
pour point de départ, ce fait que leurs dérivées à l’origine constituaient
un système de valeurs de h vérifiant le système (9) du Chapitre précédent,
dans les conditions du lemme de M. Poincaré.

9. Discussion de différentes hypothèses. - On a déterminé toutes les
solutions holomorphes, dont les dérivées à l’origine ne sont pas toutes
nulles. Il y en a au moins autant que de racines distinctes de première es-
pèce de l’équation en s. S’il y en a davantage, il y en a une infinité.
C’est qu’en effet, dans le calcul des dérivées d’un certain ordre, il y a in-
détermination.

Supposons, en particulier, toutes les racines égales et tous les mineurs
de à, ( k) nuls, sauf ceux du dernier ordre.

C’est le cas où, après transformation linéaire convenable, la substitution



donnée prend la forme

les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. Il y a n solu-
tions holomorphes distinctes B, , B2, ..., Bn, et toute expression homogène,
par rapport à elles, est encore une solution ; par exemple

où les À sont des constantes arbitraires.
Dans le cas où l’équation caractéristique n’a que des racines de première

espèce, toutes les solutions holomorphes se déduisent très simplement des
fonctions qu’on a fait correspond.re aux racines. Soit, par exemple, à cher-
cher une pareille solution, a étant le premier entier pour lequel les dérivées
de cet ordre ne soient pas toutes nulles à l’origine. On doit avoir

k est racine de l’équation

et s’exprime au moyen des racines de à, (s~ = o. Il peut y avoir plusieurs
expressions de cette nature

Les racines 
..., kp, l1, ... lq, ... sont respectivement d’ordres r1, ...,

rp, r’1, ..., r’q, ...
Soient

les fonctions holomorphes correspondantes.
Si l’on considère le polynome

les coefficients des À et des sont des fonctions i dont les dérivées d’ordre a



vérifient, à l’origine, un système de la forme

les d étant les éléments du déterminant ~a(o) et les d’ certaines constantes.
Le nombre de ces équations est égal au degré de multiplicité de la racine k
de l’équation = o. Les dérivées de la fonction F doivent vérifier les

mêmes relations que hf2, ..., h,n~. Donc F se réduit à une simple
combinaison linéaire et homogène des fonctions ~.

k étant maintenant supposé quelconque, proposons-nous de déterminer
toutes les solutions de l’équation de M. Schrôder. Il n’y aura de solutions
holomorphes que si k est racine d’une des équations da(s) = o. Dans
plusieurs circonstances, nous pourrons affirmer leur existence, dans le cas
précédemment examiné par exemple, ou encore, si k est égal au produit de
puissances à exposants positifs de racines de première espèce. Il y en aura
certainement si o pour toutes les valeurs entières et positives
de p. Si cette condition notait pas réalisée, il faudrait que le calcul des

dérivées ne fût pas arrêté au moment où = o ; et l’on aurait alors

plusieurs solutions. Dans tous les cas, k, étant une racine quelconque de
première espèce de l’équation caractéristique, on pourra poser

et si ..., xn) est une solution holomorphe de

une solution demandée sera Bt. Toute autre solution sera formée par l’ex-

pression

H étant une fonction invariante pour la substitution donnée.

Conclusion définitive. - Nous connaissons n solutions distinctes b" ...,
bn de l’équation d’Abel, déduites des n solutions primitivement trouvées
pour celles de M. Schrôder. Imaginons que, dans le voisinage de l’origine,
on les prenne comme nouvelles variables; une fonction ..., bn] sera
invariante si Q n’est pas modifié quand on ajoute 1 à tous ses arguments.
Donc, la solution générale de l’équation de M. Schrôder



et celle de l’équation d’Abel

Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME III. - Étant don.née une substitution

les fonctions 03C6 étant holomorphes et nulles à l’ orig.ine.
Soit

On considère l’équation de M. Schrôder

On appelle équation car~actér~istique l’équation en s

Enfin, on suppose : I° 03941 (o) ~ o; 2° tous les a inférieurs en module à I n,
ou bien les racines de l’équation caractéristique, distinctes, et en module
plus petites que i.

Par rapport à une racine kj, on peut avoir des relations de la forme

.... k(1.t étant d’autres racines, et ~3" ..., ~t des entiers positifs dont la
somme est supérieure à 1. Les racines se classent en espèces telles que les
racines d’une espèce ne peuvent s’exprimer de la manière indiquée qu’en
fonction des racines des espèces précédentes. A chaque racine ki d’ordre ri



correspondent des fonctions ..., f ,.1 holomorphes à l’origine où les
dérivées premières de chacune d’elles ne sont pas toutes nulles. Si ki est de
première espèce, on a 

-,.,. -

Une pareille fonction étant arbitrairement choisie, on en déduit une
fonction b (x, ..., avec point logarithmique à l’origine, et telle que

A la racine ki correspondent ri solutions Bi~, Bi2, ..., constituées
comme il suit : Bi~ est la somme de liq et d’un polynome, par rapport aux

, f ~ ~,, ..., , et aux fonctions holomorphes relatives aux racines
d’espèces précédentes. Les coefficients de ce polynôme sont des polynomes
en b à coefficients constants. On dispose d’un procédé régulier permettant
de déterminer tous ces polynomes.

Si l’on pose

et si a et oc sont des nombres constants, les solutions générales des équa-
tions d’Abel et de M. Schroder sont respectivement

H étant une fonction quelconque des b, assujettie à rester invariable quand
on augmente simultanément tous ses arguments de 1 .

10. Remarque. 2014 En supposant toutes les racines de l’équation carac-
téristique distinctes, on peut ramener, au cas étudié, un autre très général,
celui où ces racines ont toutes leurs modules supérieurs à i. Il suffit, en effet,
de considérer la substitution inverse définie par les relations

Mais le cas où les modules des racines sont, les uns au moins égaux à r,
les autres inférieurs à l, échappe complètement aux procédés que nous
avons employés.



CHAPITRE VIII.

RELATIONS ENTRE L’ÉQUATION DE M. SCHRÔDER ET CERTAINES ÉQUATIONS
LINÉAIRES ET HOMOGÈNES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

1. M. Appell (i) a montré les relations intéressantes qui existent entre
les équations différentielles linéaires et l’équation de M. Schroder dans le
cas d’une variable. Dans le cas de plusieurs variables, il y a, entre cette

équation fonctionnelle et les équations linéaires et homogènes aux dérivées
partielles du premier ordre, des rapports que nous allons signaler rapide-
m ent.

Les substitutions dont il s’agira seront de la nature de celles étudiées an
Chapitre précédent. De plus, on suppose que l’équation caractéristique n’a
que des racines de première espèce. Nous allons examiner successivement
deux problèmes.

2. PREMIER PROBLÈME. - Étant donnée une équation aux dérivées par-
tielles ou un système complet qui admet une substitution également don-
née, quelle simplification apporte à son intégration la connaissance de
quelques-unes des solutions de l’équation de M. Schröder?

Soit la substitution

et prenons d’abord le cas où les racines Si’ S2’ ..., s~ de Inéquation caracté-
ristique sont distinctes. Appelons Yi’ y~, ..., yn les fonctions holomorphes
correspondantes.
On donne l’équation

dont les coefficients sont réguliers à l’origine, mais non tous nuls, et l’on
suppose qu’elle admet la substitution (i).

Si l’on choisit y, , ..., yn comme nouvelles variables, la relation (2)

(1) Acta mathematica, t. XV.



Les coefficients présentent les mêmes propriétés que ceux de (2). L’un
d’eux ne s’annule pas à l’origine, ~Y, par exemple. On peut alors le suppo-
ser égal à 1. On en déduit, d’après l’hypothèse,

Mais on a aussi

Or, une équation fonctionnelle telle que

n’a pas de solution holomorphe à l’origine, puisque s’ devrait alors se ré-
Si

duire au produit de quelques puissances des racines. Donc, on a identique-
ment

Par suite, les fonctions y2, y3, ..., yn constituent un système d’intégrales
distinctes de l’équation proposée.

THÉORÈME I. - Si les racines de l’équation caractéristique Sont dis-
tinctes et si, les coefficients de (2) étant holornorphes, l’un ne

s’annule pas à n -1 des fonctions, qui correspondent aua
racines, donnent ma système d’intégrales distinctes de cette équation.

Donc, si l’on connaît quelques-unes d’entre elles, on dispose d’autant
d’intégrales de l’équation proposée.

Soit maintenant un système complet



Le même changement de variables conduit au système suivant, qu’on a
pu rnettre sous forme d’un système jacobien,

Le système suivant lui est équivalent par hypothèse

On en conclut que

Tous les Y sont donc nuls. Par suite, y p+2, ..., y n forment un sys-
tème d’intégrales distinctes du système complet.

THÉORÈME II. - Dans les mêmes conditions qu’au théorème précédent,
n - p des f onctions ..., yn donnent une solution du système
complet.

Remarque. - L’équation ou le système complet admettent le groupe
continu aux n paramètres ai, a2, ..., an défini par

Prenons maintenant le cas où les racines de l’équation caractéristique ne
ont pas toutes distinctes, et bornons-nous à l’équation ( ~). En la mettant



sous la forme (2)’, on constate aisément, en raisonnant comme plus haut,
qu’il n’y a qu’un coefficient Y qui ne s’annule pas à l’origine et que c’est
précisément un coefficient relatif à une racine simple.

THÉORÈME III. - Les racines de l’équation caractéristique n’étant pas
toutes distinctes, n -1 des fonctions f, la correspondant à une ra--
cine simple, donnent une solution (2).

3. Nous allons reprendre l’équation (2) en faisant d’autres hypothèses
sur les X. Mais auparavant nous allons voir comment on peut étendre

simplement les notions et les propriétés fondamentales de la divisibilité aux
fonctions holomorphes, nulles à l’origine.

Rappelons le théorème suivant de M. Weierstrass :

Si la fonction F(x1, x2, ... , nulle à est telle que le

développement de F(x,, o, o, ..., o) commence par un terme en xp, on a

F(x1, ~~~ ’ ’ ’ ? ~/t ) )
- fl (~~2, ..., -f-...+fh~‘x?~ ..., x’,t)’ K(x’1~ ~~2~ ..., ~x’~a)~

les fonctions f et K étant holomorphes et, de plus, nulles, sauf la den-
nière, à l’origine (1 ).

Cela posé, deux fonctions, dont le quotient est holomorphe et non nul à

l’origine, sont, au point de vue de la divisibilité, considérées comme équi-
valentes. Par exemple, la fonction F du théorème précédent et le polynôme

sont équivalents. Si le quotient est holomorphe à l’origine, $ divise F.
Si F n’admet d’autre diviseur qu’elle-même (ou une fonction équivalente),
elle est dite première. Ainsi,

est dans ce cas. Lorsque tout diviseur de F et de $ divise R et récipro-
quement, Il est le plus grand commun diviseur de F et de ~. Si tout divi-
seur commun est différent de o à l’origine, F sont premiers entre eux.
F étant supposé de la forme

(1) Yoin PICARD, Traité cl’Analyse, t. II; p. 246.



(les f nuls à l’origine), tout diviseur de F peut être ramené à une forme
analogue. Soit, en effet, ~ un diviseur de F; on a F = $Q, o, ..., o)
n’est pas nul, puisque Q est holomorphe. Donc $ peut s’écrire

K(o, ..., o) étant différent de o. ~ est donc équivalent au premier facteur.
De plus, q -:;p, sans quoi. ne serait pas holomorphe. Il résulte de là que
si F n’est pas premier, il est décomposable en un produit de facteurs pre-
miers, de même forme, et cela d’une seule manière 1’ ). Ce dernier point
s’établit aisément, en remarquant que si P et Q sont des fonctions p re-
mières entre elles, de même forme que F, en opérant comme s’il s’agissait
de trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes en Xi, on a
la relation

Q, Q,, R étant des fonctions holomorphes, cette dernière indépendante
de x, Par suite P et Q ne peuvent s’annuler quand on y remplace x1 par
une même fonction de x~,, ..., xn.

Considérons maintenant une fonction F quelconque. On pourra, au
besoin après un changement de variables linéaire et homogène, la mettre
sous la forme PK, P étant de la forme

Donc F est décomposable et d’une seule manière en facteurs premiers, à
un facteur près différent de o à l’origine. De là l’existence d’un plus grand
commun diviseur entre deux fonctions. De là aussi cette propriété : si une
fonction divise un produit de deux autres et si elle est première avec l’une
d’elles, elle divise l’autre.

4. Ces remarques faites, je suppose que dans l’équation (2) les X sont
holomorphes et nuls à l’origine. De plus, les racines de l’équation caracté-
ristique de la substitution sont distinctes. Comme précédemment, on est
ramené aux relations

( 1 ) A noter que, lorsqu’on a obtenu l’égalité F==P1P2...PmK, P1, P2, ..., Prêtant des
facteurs premiers de la forme indiquée et K une fonction holomorphe différente de o à l’ori-
gine, K est nécessairement égal à I.



On peut admettre que les fonctions Y" Y2, ..., Y~ sont premières entre
elles. Je dis que la valeur commune des rapports (6) est une fonction holo-
morphe différente de o. Considérons, par exemple, l’identité

Si Y, ne divise pas Y~", il y a un diviseur de Y, t qui doit diviser Y 2,
et pour la même raison Y3, .... Dans cette hypothèse, Y~, Y2, ..., Yn ne
seraient donc pas premiers entre eux. Donc on a .

la fonction À étant holomorphe et évidemment différente de o à l’origine.
Bornons-nous au cas simple où l’une des quantités Y, Y, par exemple,

commence par un terme du premier degré. On a

Par suite

f ne contenant pas y;, cette égalité n’est possible que si f est identiquement
nul. Donc

Les relations (6) deviendront

Si tous les Z commencent par des termes du premier degré, il faudra,
en général, que i ~ 1 ; alors on aura

et, par suite, les rapports de n - 1 des fonctions

à la dernière fournissent un système d’intégrales distinctes.



Ce résultat est bien d’accord avec ce que l’on sait sur ces équations,
d’après M. Poincaré 1 ’ ) .

Il peut arriver que 1 fl i ; et cela, dans le cas où les points figuratifs des
racines de l’équation caractéristique sont les sommets de polygones régu-
liers ay ant leur centre à l’origine, le module de si s1 étant l’unité, et son ar-

gument étant un commun multiple des angles au centre de ces polygones.
Les racines peuvent être alors distribuées en cycles tels qu’en multipliant
l’une quelconque par si on obtienne la suivante du même cycle. Rien n’em-

pêche de supposer les indices tels que s" s2, ..., sP forme un de ces cycles.
Il est facile de voir : I° que l’on doit avoir

2° Qu’au cycle considéré correspondent p fonctions linéaires et homo-
gènes distinctes de y, , ..., yp 1",/2’ ..., Ip telles que si l’on forme les
fonctions

où 03B8 est racine pième primitive de l’unité, et les fonctions analogues, le rap-
port de n - r d’entre elles à la donne un système d’intégrales. Donc :

THÉORÈME IV. - les racines de l’équation caractéristique sont dis-
tinctes et si les coefficients de ( 2 ) sont holomorphes et nuls à l’origine,
les coefficients des termes du premier degré formant un déterminant
différent de o, si de plus on considère les fonctions holomorphes qui
correspondent aux ou, dans un cas particulier, des combinai-
sons linéaires de ces fonctions, à des puissances convenables, les 
poils de n - I elles à la dernière f ournissent dos intégrales
distinctes.

Si les Z fie commencent pas tous par des termes du premier degré,
z est sûrernent différent et les quantités spsi s1 se réduisent, pour les dif-

si

férent,es valeurs de p supérieures à i, à des racines ou à des produits de ra-
cines (à un produit au moins pour une valeur de p). Supposons, par

(1) Les principaux résultats de ce Mémoire sont exposés dans le Traité d’Ana-

lyse de ilr. Picard, t. III, Chap. 1.



exemple, que s2 si s1 s’exprime ainsi de plusieurs manières: à chaque pareille
expression

correspond une solution holomorphe de l’équation de M. Schroder

Z2 est alors un polynome linéaire et homogène pan rapport à ces fonc-
tions. L’équation proposée se ramène donc à la forme

où les Z sont des polynomes par rapport aux y dont les modes de composi-
tion possibles sont déterminés dès qu’on connaît les racines de l’équation
caractéristique.
En particulier, prenons le cas de deux variables. ~ doit se réduire à un

Si

produit de puissances de s, et de 82; on a donc nécessairement

Exemple, - On donne

a étant une constante, et l’on sait que cette équation admet la substitution

On en conclut l’intégrale

Remarque. - Dans le cas de deux variables, si s) = sp+’, l’équation
proposée admet le groupe continu à un paramètre a

qui conserve la relation s; = sp+’ .
DEUXIÈME PROBLÈME. 2014 On donne llne substitution, peut-on simplifier la

recherche des solutions de l’équation de M. Schröder, si l’on connaît les



intégrales d’mae équation aux dérivées partielles ou d’un système com-
plet admettant la substitution?

Je suppose les racines de l’équation caractéristique distinctes.
L’équation (2) étant donnée, si l’on connaît un système d’intégrales

distinctes F~, ..., Fn, il existe n - i solutions y2, ..., y,~ cherchées, qui
sont des fonctions de F~, ..., Fn. On a d’ailleurs

et les 1l sont connus. Donc on est ramené, pour déterminer Y2’ ..., y", à la
résolution d’une équation de M. Schroder dans le cas de n - i variables.

Soit maintenant le système complet (~). On a les intégrales F p+t, ...,
la détermination de ..., y,~ se ramène donc à la résolution de

l’équation fonctionnelle pour n 2014 p variables.
Si l’on connaît n systèmes complets, admettant chacun une seule inté-

grale, et si toutes ces intégrales sont distinctes, on est conduit à n équations
de M. Schrôder dans le cas d’une variable unique.



N0 TE.

Nous allons démontrer le théorème 1 du Chapitre VII.
On a

Dans cette expression, considérons le coefficient C de

Il y a lieu d’abord d’observer que les termes de P~’, obtenus en prenant les

produits des plus hautes puissances de k, , k2’...’ kp par la plus haute puis-
sance de b dans (1 + b)i, disparaissent avec les termes correspondants de
k P CI. Les autres coefficients sont des polynomes par rapport aux k i’ ..., kp,
A et c; ils sont linéaires et homogènes par rapport aux c. Un terme d’un
pareil polynôme peut contenir une lettre A ou n’en pas contenir. Il est dit
de seconde ou de première sorte, suivant le cas.

Pour que C contienne un terme de première sorte, il faut que les ~ soient
égaux aux 03C3 correspondants et que

A ces conditions, on aura des termes contenant des quantités c6 où



Quels sont, dans C, les termes de seconde sorte? Soit l’exposant de
la puissance de fhq prise dans

et formons le Tableau

Il faut que l’on n’ait pas à la fois, pour les p valeurs de Il,

Les s étant donnés, il faut prendre pbur v des valeurs telles que les
sommes des éléments des colonnes soient égales aux 03C3 correspondants. Les
[1w sont ensuite, sous la condition qu’on vient d’énoncer, égaux aux sommes
des éléments des lignes. Si l’on obtient le système donné, on avait affaire à
un terme de la seconde sorte, pourvu, bien entendu, que

Dans ce terme, on aura un c~ où

Or, il résulte visiblement du Tableau que

l’égalité n’ayant lieu que lorsque les ~, sont égaux aux s. Donc, qu’il s’agisse
d’un terme de première ou de deuxième sorte, on doit avoir



Le minimum de dans l’expression (y entière est

et son maximum ~ de sorte que, si l’on pose

on a à coup sûr les inégalités

Inversement, si l’on choisit une valeur de d, puis une valeur de m satis-
faisant aux inégalités (3) et (4), il y a certainernent, dans l’expression (T),
des termes correspondants et, de plus, il figure parmi eux au moins un
terme de première sorte. On déduit, en effet, des inégalités (4) et de
l’égalité (2 )

Il y a donc au moins un système de valeurs de cr, appartenant à des
termes de (i). Et puisque, en vertu de (3), 1 ~ d,

ce qui prouve l’existence de termes de la première sorte.
Cela posé, considérons une valeur de d, puis une de l1Z, et enfin un sys-

tème de nombres cr. Si l’on augmente d de J et qu’on diminue I1Z de i, on
ne modifie pas les s. Posons d’ = d +-1, ~==~2014i. . Supposons qu’on
puisse choisir la valeur d’, à chaque na correspondra un nombre l1Z’ accep-
table (et on les aura tous ainsi ), sauf à la valeur m = ~ + t - d, si

~ + t - d = o. Voyons quelle modification ce changement apporte aux
coefficients des

Termes de la première sorte. -- On avait ci03C3 où ne  i ~ d + m; ; on
aura cs où m 2014 I  i ~ d + m. Les termes supplémentaires seront par
suite et cela si m ? r il en existera donc dès que 1 + t - d ~ o. Donc,



à chaque expression nouvelle introduite correspond un nou-
p

veau coefficient dans les termes de première sorte.
Termes de la deuxième sorte. - On avait ci  où

On aura c~ où

On pourra donc avoir des coefficients supplémentaires si rn? ~.
Ces remarques faites, pour qu’on puisse avoir l’identité annoncée dans

l’énoncé du théorème, il suffit que les équations obtenues en égalant les
coefficients des expressions b’n dans les deux membres admettent

une solution par rapport aux c. ~t~ on va ranger ces équations dans un
tel que lorsqu’on passe de l’une d’elles à la suivance, il s’introduit

unc nouvelle inconnue, et cela dans un terme de la première sorte : on

pourra donc ainsi calculer successivement toutes les inconnues.
Soit d’abord d == 1. . Posons m == ~ + 6, 6 prenant l’une après l’autre les

valeurs o, 1 , 2, .... Les coefficients entrant dans un terme de la première
sorte sont les c6, où

c’est-à-dire où 1 = 1 + 1 + 0 . Quant aux autres c~, on a pour eux

Si l’on appelle d, + na, la quantité

Pour 8 = o, il n’y a pas de valeur de di + m, , , puisque d + ni est mi-
nimum. Donc, au début, pas de termes de seconde sorte.
En général, soit 

-

les coefficients de deuxième sorte correspondants ont été calculés comme
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coefficients de première sorte pour d = i, /~ ==/-}- 0 j (8,~ ~ - 1 ). Donc,
si l’on considère les équations obtenues en prenant d = r , puis ne = t,
t + 1, t + 2, ..., celles qui correspondent à une même valeur de m étant
classées dans un ordre arbitraire, elles déterminent successivement autant
de quantités c inconnues.
On opérera de même en prenant d == 2, puis d = 3, etc. D’une manière

générale, supposons écrites toutes les équations jusqu’à certaines valeurs
de d et de ni, et remplaçons d par d + I et ni par m 2014 I ( si na > 0). Nous
savons qu’à chaque nouvelle équation introduite correspond une nouvelle
inconnue dans un terme de première sorte. Mais, ceux de seconde sorte
ne contiennent que des quantités connues. En effet, supposant n 2 ~ 2, soit
une quantité d’un terme de seconde sorte. Comme plus haut,
d, -i-1~2, ~ ~ + m. La quantité en question a donc figuré dans les termes de
première sorte, quand on remplace n2 par m - 2 et d par d, + n2, - (m - ?),
nombre au plus égal à et au moins égal à 1. Elle a, par suite, été
calculée avant qu’on arrive aux équations qui correspondent à d + i et

àm-I. ..

L’identité annoncée est donc établie. Il est d’ailleurs aisé de voir que le

polynôme est unique, c’est-à-dire que toutes les quantités c ont été cal-
culées par le procédé indiqué.


