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RECHERCHES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE,

PAR M. E. GOURSAT.

1. Jaiexposé en détail, dans un OQuvrage récent, la méthode d’intégration des
équations aux dérivées partielles du second ordre, dont le principe est dit a
M. Darboux. Cette méthode constitue jusqu’ici le moyen le plus puissant de
ramener 'intégration d’une équation aux dérivées partielles du second ordre a
I'intégration d’équations différentielles ordinaires, lorsque la chose est possible.
On ne connait malheureusement, en dehors des équations linéaires, qu'un petit
nombre de types d’équations auxquelles cette méthode s’applique avec succes.
Le probléme général, qui consisterait a déterminer toutes les équations du
second ordre intégrables par cette méthode, parait difficilement abordable.
Celui auquel je me suis restreint dans ce travail est sans doute bien particulier,
mais la solution trés compléte que j'obliens fournira peut-étre des indications
pour traiter des cas plus étendus.

Une équation de la forme s = f(x, y, 5, p,¢) a ses deux familles de caracté-
ristiques distincles, et les équations différentielles de ces caractéristiques admet-
tent respectivement les combinaisons intégrables dx =o, dy=o0. Sl existe
pour chacun de ces systémes une autre combinaison intégrable, ne renfermant
que z, ), 5, p, ¢, ’équation peut, comme il est bien connu, étre ramenée i la
forme s=o. Le probléme le plus simple que l'on puisse se proposer sur ces
¢équations est donc le suivant :

Déterminer toutes les équations s = f(x, y, z,p, q) telles qu’'il existe, pour
chacun des systémes de caractéristiques, une combinaison intégrable autre
que dr=o0 ou dy = o, dans laquelle ne figure aucune dérivée d’ordre su-
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périear au second, l'une d’elles au moins renfermant une dérivée du second
ordre. )

On connait déja quelques équations jouissant de celte propriété. Les solutions
nouvelles que j'obtiens peuvent se ramener a quelques types trés simples (*).

2. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

E'tant donnés un systéme de n + 1 variables indépendantes (i, Z2,..., %0, 3)
et un systeme complet de n équations

of

XN =3L ey

- o,

Xo(f)= 0‘/'0 +(A25+B2)%{:0,

(1) 0z,
, J J
Xn(/‘):():l}'(. +(A1L5+Bn)3:{l:0,

ot les coefficients A;, By ne contiennent pas z, ce systéme admet une inté-
grale linéaire par rapport a z, qui s'obtient par deux quadratures.

En effet, pour que le systéme (1) soit complet, il faut que I'on ait

X (Ars +B)y =X, (A;z2+B)) (i, k=1,2...n),

ou, en développant,

0A; _ 9By im0\ OB e
Et'-[d -+ —du—l’,v —+ As(Aiz+B;) = ()xkd -+ 0zs +A,(A/‘,,. + By),
c’est-d-dire
0A;  0A, 0B; __ 0B, .
a?k - (—)‘_rl_’ di -+ A[]}/;— JI[ +1\kBl’

si toutes ces condilions sont vérifiées, on s’assure immédiatement que la fonc-
tion
S =As+B,
ot l'on a
—f,\,d,r,+. A,
—e

A .

)
B:#fA(B,dx,—i—B?dxg%—. - By dey,

satisfait aux équations (1).

(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une Note présentée a
I'Académie des Sciences (Comptes rendus, t. CXXVII, p. 854-855; 28 novembre 1898).
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Cela posé, considérons d’abord une équation du second ordre de la forme
(2) s=ppqg+ap+ bg +c,

0y @, b, ¢ étant des fonctions de z, y, 5. Si cette équation admet une intégrale
intermédiaire du premier ordre

(?(x,_y,z,p):X,
ot X est une fonction arbitraire de z, elle doil étre identique a I'équation

%A—d—c‘o +0Q‘)s—o
ay "9z 1T 9pt T

c’est-a-dire que I’on doit avoir

‘ g—q:—i—(pp—i— b)%"i:o,

(3) ¢ g
( gf —I—(ap—i—c)d:'o——O'
4 ap ’

pour que ces deux équations admettent une autre intégrale que ¢ =z, il est
nécessaire qu’elles forment un systéme complet. D'apres le lemme qui vient
d’étre démontré, elles admettent donc une intégrale linéaire en p, et toute inté-

grale intermédiaire du premier ordre d’une équation de la forme (2) peut
s'écrire

(4) Ap +B=X,

A et B étant des fonctions de z, y, 5 seulement. La réciproque est évidente.
Cousidérons, en second lieu, une équation du second ordre

(3) s=Jf(z, 7,5 P q),

ot la fonction f est de forme quelconque. Soit

(6? O(x,y,z,p,r)=X

une intégrale inlermédiaire du second ordre de cette équation; les deux relations
(5) et (6) doivent former un systéme en involution, quelle que soit la fonction
arbitraire X. 1l faut, pour cela, que la VaIeur de ()—;)%/’ déduite de 'équation (5),

soit identique & la valeur de la méme dérivée obtenue en différentiant I'équa-
tion (6) par rapporta y, c’est-a dire que l'on ait identiquement

w00 o0 AL
Fac. de T., 2 S., 1. . ~
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la fonction ® doit, en outre, éire indépendante de ¢, et 'on esl ramené & recher-

cher les intégrales communes aux deux équations linéaires

ob 0 od a0

’ ( a¢
[B@)=97=o,
en posant, pour abréger,
af  9f a . t’f
H~'_+a—.l+ p d(]./

Des équations (7) on déduit successivement

()(I) dd ()f ob oH
()/) dq T dg

@ UV

dp dg*  Idr 9q* T

C(®) =B[A(®)] —A[B(®)] =
C,(®) = B[C(®)] — C[B(®)] =

Si %{/{j n’est pas nul, les trois équations A(®)=o, C(®)=o0, C,(P)=0

sont distinctes, et 'on en tire, puisque H est une fonction linéaire de #,

;0b ‘ o0
\F]J—_‘_(a, -|—[1)d—,;

5 oL 0P

(b) ” ;)‘;“ +<al,+bl)E —o,
| g(‘I:)—i—( )’+b) (I)A’O,

dy

les coefficients @, b, a,, b,, as, b, ne contenant pas r. Ces équations devant
b I I’ b

admettre une autre intégrale que l'intégrale évidente ® =z, il est nécessaire

u’elles forment un svstéme complet; il en résulte, d’aprés le lemme précédent

q v ) 9 b)

qu’elles admettent une intégrale linéaire en r, et I'intégrale intermédiaire (8)

peut étre mise sous la forme
(9) PriP=X,

P et P, étant des fonctions de x, ¥, 3, p seulement.

2
g est nal. Dans ce cas, f est linéaire en ¢,
/
S = aq + b, etles équations A(®) = o, C(®) = o donnent ici

lLa conclusmn est la méme, s1 —=

()CI) oD db  9b db o
A (d)) - -+ b>dﬁ -+ <d -+ = d' P+ ’—; —4—al)> or =0,
@ _dil)_h a0 da  da da 2 9P .
B, (@) = e Gep G )d,,_,
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si ces deux équations ne forment pas un systéme complet, on en déduira trois
équations de la forme (8) formant un systéme complet, et le raisonnement s’achc-
vera comme tout a ’heure.

Le seul cas qui demande un examen particulier est celui ot les deux équations -
précédentes formeraient un systéme complet. Il en est alors de méme des deux
équations

L S S O
ay - adp Js op

=o,

(ui déterminent les intégrales intermédiaires du premier ordre, et I'équation pro-

posée admet une intégrale intermédiaire telle que

O(x, v, 5, p)=X.

Toute équation de la forme
b oD L )
F<(I), 5.;+?)2_/)+7)F’> —-X

est une intégrale intermédiaire du second ordre de I'équation proposée
s=uaq + b, et il y en a évidemment une infinité qui sont linéaires par rapport
a r. Cect est bien d’accord avec une propriété générale des équations du second

ordre ().

Remarque. — La propriété précédente se généralise facilement. Si I'équa-
tion (5) admet une intégrale intermédiaire d’ordre n telle que

fl)< Jds 0%z . ()":>:X’

Ly Vy 5y =3 — vy —
s Vs ’()17’ 01.27 ’()x"

on peut toujours supposer que le premier membre de celte équation est de la
n ~

nz 0" 5 .
forme A = -+ B, A et Bne contenant pas ~—- 1l résulte aussi du lemme dé-
dxn d‘rn
montré plus haut que, lorsqu’une équation s = f(z, y, 3, p, ¢) admel une intégralc
intermédiaire d’un ordre quelconque, cette intégrale s’obtient par deux quadra-

tures.

3. Revenons au cas ou I’équation (5) admet une intégrale intermédiaire du se-
cond ordre que nous pouvons, d’aprés ce qui précéde, supposer mise sous la
forme (g)

Pr+pP,=X,

P et P, ne dépendant que de z, y, 5, p. En écrivant que les équations (5) et (9)

(1) Lecons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre
a deux variables indépendantes, t. 11, n° 161-164.
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forment un systéme en involution, on est conduit aux deux relations

[ OP JP af

( ) s“d—};—F d" f+P p =0,

10
P, 9P, ()Pl af a N\ _
(dv+0sq f+P<d_+Fp+0qf>*o’

qui doivent admetire en P, P, des solutions indépendantes de ¢. En posant
Py =P, on peut remplacer la seconde des équations (10) par la nouvelle équa-
tion, ne renfermant que 2,

aL  di df of of df
(E) d_y_!—m d/Jf_ —d; Jz "oz f._o

Si (P, Py) est un couple de solutions des équations (10), il en est de méme de
(P, Py + C), ot C est une constante quelconque. L’équation (E) admettra donc
Pintégrale
P C
A= ! + =

PP
qui dépend d’une constante arbitraire. Inversement, si I'équation (E) admet deux
intégrales distinctes Ay et Xy, A, -+ C(X, —X;) est aussi une intégrale; la diffé-
rence A, — A, satisfait & ’équation

; dk  Jh af
(E) —d;_‘—y 'f_ ()p

que nous appellerons I'équation en A sans second membre. Cette équation se dé-

. .\ , . 1
duit de la premiére des équations (10) en y remplagant P par 0 de sorte qu’en

posant
1 M

P:xl_xz’ P“) —

on aura un systéme de solutions des équations (10). Tout revient donc & chercher
a quelles conditions I’équation (E) admet deux intégrales indépendantes de ¢.
Lorsqu’1l en est ainsi, ’équation (E') doit admettre & son tour une intégrale in-
dépendante de ¢, autre que A = o. On peut donc toujours commencer la discus-
sion par ’examen de 'équation (E’).

Tout pareillement, pour que ’équation s = f(«z, ¥, 3, p, ¢) admette une inté-
grale intermédiaire du second ordre de la forme

(9)' Qt+Q=Y,

ot Q et Q, ne dépendent que de z, ¥, 5, ¢, et ou Y est une fonction arbitraire



RECHERCHES SUR QUELQUES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. 37

de y, il faut et il suffit que I’équation (E),

(E), ALY

=P " 9 o

of o . _

217" dpfvo

admette deux intégrales indépendantes de p. Nous désignerons encore par (E),
'équation déduite de (E),, par la suppression des termes indépendants de A

Remarque. — Siléquation (E) admet une intégrale indépendante de ¢, dé-
pendant de plusieurs constantes arbitraires, ou d’une fonction arbitraire, il en
sera de méme de I’équation (E’). Or on démontre aisément que ceci ne peut avoir
lieu que si la fonction f est de laforme f—= ag + b, et sil’on a de plus

ﬁ _,0a __da db
ds op — dy dp

cest le cas déja signalé ou I'équation s = ag + b admet une intégrale intermé-
diaire du premier ordre.

4. Si I'équation (E’) admet une intégrale indépendante de ¢, différente de

A = o, cette intégrale satisfait aussi aux équations

Nh__ o, 0

d:+¢)p dq dpd_q:O’
RTINS
dp dq? 0pdg:
.z A
S 0pogi 057 doit étre indépendant

de q, c est a-dire que l’on doit avoir

0? AN
@W(gw> o

%qé doit donc étre de la forme

02
(]I) _‘f—fl(xy‘)’“’p)@l(xy)’)“,(])

1a-

. 0
daq*

tion (E), admet deux intégrales indépendantes de p, g-;; doit étre de la forme

02
(12} 0—[;‘{:./.2(*”’)” 5, p)os(Z, ¥, 5, q)-
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Des conditions (11) et (12) on tire

o*f _ P/,
op*dq* — dp?

()"q),

o1 =/3

Ecartons d’abord le cas ot 'un des produits f, 4, f29, serait nul; on peutalors

dcrire

/i ‘)2@_2
(A .
T e TE

k étant une simple fonction de z, y, 5. De la on tire

_ . N .99
f2~AW’ Pr=k o’

et les équations (11) et (r2) deviennent

9/

2 2
d(P2 d_‘f—k( y,v)dz(?”

Pl
=ky i =

0q*
dont I'intégrale générale est
S=k(z,y,3) fi(z,y,3,p) 92(2, ¥, 5, 9) + ppg + ap + bg + ¢,

¢y @, b, c étanl des fonctions de z, y, s.

*f

Supposons, en second lieu, que I'une des deux dérivées secondes, oo bar
q

exemple, soit nulle. Il faut alors que 'on ait

*f ()9992
op* dg* f2
. 0%, . ., .
s1 d_q{ = 0, v, est une fonction linéaire de ¢ et f est de la forme

S=Ji(2,y,5,p)(aq +B)+ppg +ap + bg +c,
z, B, g, @, b, ¢ élant des fonctions de z, y, 5.
2
Enfin, si fo=o, 3pf et 5? sont nuls et f est une fonction linéaire de p et de ¢
S=ppqg + ap + bg + c.

En résumé, toutes les équations du second ordre s=f(xz, y, =, p, q) qui
admettent deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre, corres-
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pondant aux deux familles de caractéristiques, sont de la forme
(13) s=o(x,y,5,p)b(z,y,2,q9)+opg+ap + by +c,

o, a, b, ¢ étant des fonctions de x, y, .

Nous aurons a distinguer pluasieurs cas dans la discussion, suivant la forme
des fonctions » ct 4. Nous traiterons d’abord le cas général ol o n’est pas
une fonction linéaire de p, ni 4 une fonction linéaire de ¢, puis le cas ou une
seule de ces fonctions est linéaire, et enfin le cas ou I’équation se réduit a

s=opq+ap+ bqg + c.

Itemarque. — Une équation de la forme (5) ne change pas de forme, quand
on fait un changement de variables tel que

(14) x'=X(x), Y=Y, s'=F(xr,y,s),

ou encore quand on permute les variables z et y. Nous ne considérerons pas
comme distinctes deux équations qui peuvent se déduire 'une de 'autre par une
transformation de cette nature. Ce sont d’ailleurs les transformations de contact
les plus générales qui ne changent pas la forme de 'équation (3), lorsque celle-ci
n’admet pas d’intégrale intermédiaire du premier ordre. Par exemple, dans
I’équation (13), on peut, sans diminuer la généralité, supposer p = o, car il suflit,
pour élre ramené a ce cas, de prendre pour nouvelle fonction inconnue une

fonction O(x, y, 3) satisfaisant & la condition

g :e—./prlz.

’

8. Dans le cas général, on peut donc supposer 'équation (3) de la forme
(15) s=09(2),5p)V(2,),59) +ap+ by +c,

aucune des fonctions 2 et 4 n’étant linéaire en p ou q- L’équation (L) correspon-
dante devient ici

\,

Ik Ok , . (09 .
@+E7~r5[;(94J+a/)+b(/+0)—/\<@¢+a)——o,

/

en différentiant par rapport a ¢, on en Lire successivement

%+Q/ gJf+b —~)dq’d—¢—
2+ op\? 0 dpag
oA do

0—1)?*)\()&:0.
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5 dlogyq . . .
Si 'on pose k = e, —70[;@ = ¢, ces trois équations deviennent
op =" — = , dy_—(ap+c)v+a,

et des trois conditions d'intégrabilité de ce systtme on déduit que I'on doit

V(d_a +@_‘_ab_db da
0z 5z dy) 0z

avoir

Si =~ n’était pas nul, on en déduirait que ¢ est une fonction linéaire de p,

)
. . . . da , . . " .
contrairement a I’hypothése; si gz Gt nul, sans qu’il en fit de méme de

de
Jz

I'on ait a la fois

+ ab — Z—;; on aurait ¢ = o, et o serait indépendant de p. Il faut donc que

.d_a [s] @———ab_i_@
Jds dy 03’

et, par raison de syméirie, on aura aussi

—=o, ()—a:ab—i—@-

Jdx Js

Q{Q.«
>

(3]

e b da
On déduit de la 5/ =5

fonction des deux variables z et y,

» de sorte que a et b sont les dérivées partielles d’une

TR
ﬁdy’ — oz

et I'on a ensuite
(2L Yy
“\ozdy dxdy)” Y

Changeons dans I’équation (15) = en eVz; cette équation est remplacée par une
équation de méme forme pour laquelle les coefficients a, b, ¢ ont les valeurs

suivantes
a=o, b=o, c=V(x,y)e "
1l suffira de changer ensuite z en 5+ F(z, y), o F(z, ) est une intégrale

particuliére de I'équation
02F

— T U —U
0z dy Viz,y)e

pour arriver en définitive & une équation de la forme

(15)° s:@(x,yyv',P)‘P(xr)”z’ 9)-
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6. Pour une équation de la forme (15), I'équation (E') est

Jh di ()7\ 09 o

. . . . \ 0?
En différentiant deux fois de suite par rapport a ¢ et observant que —— n’est

2q*
pas nul, on en déduit les trois conditions
o Do 0e
dy — 7 o5 Yop " Cop 7
dlogo

qui ne peuvent étre compatibles que si ne contient ni y, ni 3; on voit

dp
donc que ¢ doit étre le produit d’une fonction de x, y, 5 par une fonction de
et de p, et 'on verrait de méme que ¢ est le produit d’une fonction de z, y, =
par une fonction de y et de ¢, de sorte que ’équation (15) peut encore s’écrire

(16) s=H(x,y,3)0(z,p)V(¥,q)
Considérons maintenant I’équation (E)

)\ \
J +a_) L0, df

(E) Jy op

+K_o
en posant
of f LY
K=0s+a:2 1o,/

Toute intégrale indépendante de ¢ doit satisfaire en méme temps aux deux

relations
o o of . &f oK
0z " opog " opog T g T
DOS_, BSPK
dap 9q* opdq® ' 0q? ’
la dérivée ()—f n’étant pas nulle, cette derniére relation peut s’écrire
Jdg*
0*’K
oA L0 o7
o o (s ) gy =
I
et, en différentiant une nouvelle fois par rapport & ¢, on en conclat que le rap-
2 2
port g—g 9 f doit étre indépendant de ¢. Soit

K _ N
dq2 —R(‘Taﬁy*ﬁp) dqzi

Fac.de T., 2 S., 1. 6
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on en déduit, en intégrant deux fois de suite,

oK . af .
E—R(@",)’,",P)&] +R1(‘Z‘9],~‘ylj)9
(17) K= R(x’}/,z’p>f+l‘l(x);y’ 3, p)g + Rz(-l’,y, z P).

Les trois équations auxquelles doit satisfaire la fonction A deviennent alors, en

remplacant f, K, %; (t))ql"{ par lears valeurs,
[ d} dlogo o o
a;—)‘ ()P +R(1’,)9~‘,P)-0,
(8) | o Ry ) =0
%

(Ty + Ry, ¥, 5,p) = 0;

ces équations devant admettre une infinité d’intégrales dépendant d’une constante
arbitraire, il faudra que les conditions d'intégrabilité soient vérifies 1denti-
quement.

D’autre part, si, dans la condition (17), on remplace K et f par leurs expres-

sions développées, on aboutit a la relation suivante, qui devra s¢ réduire 4 une
1dentité,

dlogH  dlogo dlogH ay
(17 ‘ or | dx P05 +H<P(77]
!7 {
o ) _ Ri(z, v, 5 p)g+Ry(x, ¥, 5, p)
( —I{(*,VV, v:P)“‘ Il({)i{l :

S1, dans cette 1dentité, on atiribue aux variables 2, z, p des valeurs constantes

quelconques n’annulant pas Hyp, comme ¢ ne dépend que de y el de ¢, on est
conduit & une relation de la forme

i Y, +Ygq Y
(19) g Y
Yy, Y, Y, désignant des fonctions de y. La fonction ¥(y, ¢) ne peut donc étre
quelconque, mais doit vérifier une équation différentielle de cette espéce.

. L o L
Supposons qu’il en soit ainsi; remplacons b—?]—) par la valeur précédente
dans (17); il vient

/dlogH  dlogo dlogH (Yo +Y,q . >
) oz~ " Tow P gs +H‘J< ¢ —f—h/
(17)"

! Rl((l?,‘)/', 3’P)7+Rz($,,% ;’P)_

=R(x, 5,5 p)+ Wod

— ittt
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Siles deux membres n’étaient pas identiques, quels que soient ¢ et ¢, on en
conclurait que ¢ est une fonction linéaire de ¢, contrairement a I’hypothése; en
, . I .4, .
égalant les coefficients de ~—, de 7 et les termes indépendants de 4, on obtient

¢ ¢
les valeurs de R, Ry, R, :

I o
R — dlogH +dlog<p +pdlobH

‘ — 202 ) —H20%Y,.
oz Iz 95 +HoY,, R, = H%¢?Y,, R,=H%¢%Y,

Remplacons R, Ry, R, par ces valeurs dans les équations (18) et posons A= —z¢,
¢ désignant une nouvelle inconnue; il vient

[d¢ 1 dlogH 1 dlogo p JlogH

oo o +‘P nE +HY2+90——()3 >
(20) /% = H%0Y,,

%:HH{JYO

Avant d’écrire les conditions d'intégrabilité de ce systéme, observons que la
fonction ¢(x, p) doit vérifier une équation différentielle, analogue & 1'équa-
tion (19),

J X,+ X
(a1) 9y Xt Xip , x,
o7 P
Xo, Xy, X; étant des fonctions de x. On le démontrerait, en partant de I'équa-
tion (E),, comme on a établi la relation (19) en partant de I’équation (E). Cela

posé, les conditions d’intégrabilité du systéme (20) sont les suivantes :

1 0*logH JH p logH Xo+ Xy p R
o dwos T 9z TgTgm —HY @ +>‘2>’
1 0*logH  d p o*logH Xo+Xyp

R R AL SER AR Y0<—9¢—+x2>,

0 ity oy OH.
gy (Y0 =2 1Y, 5

© n’étant pas, par hypothése, une fonction linéaire de p, les deux premiéres con-
ditions d’intégrabilité se dédoublent en trois relations distinctes, ce qui fait en
tout sept conditions :

d?logH o?logH
dx (): —_— X0Y1 H2’ 'd—y—éz— —_— X]YO H2’
d*logH 2

o Sl v, S

ot 2 9 / 2 J 2 oH
Yogr =XVl 2 (HY) =X,V I, 75 (1Y) = 21Y, 97
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Par raison de symétrie, en se servant du second systéme de caractéristiques, on
obtiendrait de méme sept équations de condition, dont les trois derniéres seule-

ment sont nouvelles,

JH . J Y xra /A JH

(23) XQE:XIYQH‘, (—)—VE(HXZ):XOYQH‘, ﬂ(Hle)ZQXOH—(E'
Tout se raméne donc a rechercher pour quelles formes des fonctions X,, X,
X, Yy, Y, Y,, les dix équations (22) et (23) admettent une solution commune

en H(z, 5, 5). Lorsqu’il en est ainsi, 'équation du second ordre

S:H(x’)"z) @(x’]))df(.y’ q)

admet deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre; on les obtiendra,
comme il a été expliqué plus haut, par P'intégration du systéme (18) ou du sys-
téme équivalent (20), et du systéme analogue provenant de Péquation (E),. Si
les équations (22) étaient satisfaites, et non les équations (23), il n’y aurait qu’une
seule intégrale intermédiaire du second ordre; ce cas sera laissé de coté.

Nous allons passer en revue les différentes hypothéses qui peuvent se présenter
dans la discussion du systéme des équations (22) et (23), et rechercher, en parti-
culier, toutes les formes distinctes auxquelles peuvent se ramener les équations
du second ordre répondant a la question au moyen des transformations de la
forme (14).

7. Observons d’abord que I'on peut toujours multiplier ¢ par une fonction
quelconque de z, et & par une fonclion quelconque de y, ce qui revient a changer
la fonction H(x, 3, z). Or si, dans 'équation différentielle

g?_ — §—————0+ le +X2,
Jp ?
on change o(x, p) en f(x)9(x, p), elle se change en

()@_XO+X11)+ X2
- = 5 : 3
dap  SHx)e o f(x)

c'est-a-dire que X, et X, sont divisés par f2(x), et X, par f(z). Si l'une des
fonctions X; ({ == o, 1, 2) n’est pas nulle, on peut donc, sans restreindre la géné-
ralité, la supposer égale a un; et, de méme, si I'une des fonctions Y; ({ = o, 1, 2)
n’est pas nulle, on peut la supposer égale & un (*).

Observons encore que, si X,; n’est pas nul, on peut supposer X,==o0; car, si

(1) Si Von ne veut employer comme multiplicateurs que des fonctions réelles, et si les
fonctions X; et Y; sont réelles, on pourra toujours supposer X, et Yy égaux a =41, si ces
fonctions ne sont pas nulles, mais il faudra prendre pour X, Xy, Yy, Y, les deux valeurs = 1.
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Pon change 5 en z — | &2dx, ’équation du second ordre ne change pas de
X, 4% 1
1

=

forme et p est remplacé par p — X
1

; de méme, si Y, n’est pas nul, on peut sup-
poser Y,=o.

Remarquons enfin que, si X,= 0, on doit avoir, d’aprés les conditions (23),
X,Y,=o0, et X, Y= 0; comme on ne peut avoir en méme temps X, = \, = o,
il s’ensuit que 'on doit avoir Y,= o, de sorte que les fonctions X, et Y. sont
nulles en méme temps, ou toutes les deux différentes de zéro.

Cela posé, la discussion comprend plusieurs cas.

Premier cas. — Soient X,= Y,==0, X, = Y, = o. D’aprés la remarque qui
vient d’étre faite, on peut supposer X,=1, Y,==1; on en déduit

o=vVayp+flx), Y=VaVg+/fi(y)

et, en remplacant z par ;—l—ff(x)dx—l—fﬁ (¥)dy, on voit que l'on peut

prendre » = J;E, b= \/E Les équations (22) et (23) se réduisent a deux :

/)i ?*logH .
=0 Gmay =1

s . , /X/ Y’
I'expression la plus générale de H est donc H = Xy

arbitraire de z et Y’ une fonction arbitraire de y. L’équation cherchée est de la

, X étant une fonction

forme

/Xy,
- X+Y "’

si lon prend X et Y pour variables indépendantes, elle prend la forme simple

(I) §— 2\//’_‘].
= ;L‘—i—‘)f’

c’est une équation que j’ai déja étudiée en détail (*).

Deuxiéme cas. — Xy=Y, =0, X,Y,5£0. On peut alors supposer X, =Y,=1,
Xy=Y,=o0. Les équations (22) et (23) se réduisent a trois :

oH 7): J*logH

0z =% gy =%  Tgm —HY

(1) Legons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre
deuz variables indépendantes, t. II, n° 171 et 191 (Bulletin de la Société mathéma-
tigue, t. XXV; 1896).
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P'intégrale générale de la dernitre équation, qui s’oblient aisément, est donnée

par la formule
2C

el(z—5,) _ e—t(2—-5y)

H(z);

B

C et 5, étant deux constantes arbitraires. On peut toujours supposer 3,= o, car
cela revient a changer z en 5 - z5; on peut aussi, en changeant z en 2z, donner
a la constante C telle valeur que I'on voudra, par exemple C =1 ou C=1. Dans
1

et H= —— dans le second cas; ils se dédui-

le premier cas, on aura H = ——,
sinhz sins

sent d’ailleurs I'un de l'autre en changeant s en /3. Dans le cas limite ou C serait

.

nul, il faudra prendre H =

=

Quant aux fonctions (2, p), ¥(y, ¢), elles doivent vérifier respectivement les

deux relations
do p J

dp "o g

-

2

G-I

on en déduit B
o=Vp+flx), Y=VETL)

et 'équation du second ordre proposée est de la forme

s=HGE)Wpr+ ()W + f1();

en prenant pour variables indépendantes f\/f(x)dx et f\//. (¥)dy, 'équation

se réduit a

s=H(s) PP VT

Dans le cas qui nous occupe, on peut donc toujours, par 'emploi de transfor-
mations de la forme (14), ramener Iéquation du second ardre a 'une des deux

suivantes
() = Vi g
(1) Ny

sins
les intégrales intermédiaires sont, pour ’équation (1I),

r +\/[—§—p2:X
Vit p? s

) 1T+ o2
/___.+vw_rq
Vi g* s

—Y,
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~J

et, pour 'équation (IIT),
~;+\/1+p2cotz—_—x,
Vi+p
L +Vi+qcotz =Y,
Vit+g

X et Y désignant deux fonctions arbitraires de x et de y respectivement. Sil'on
ne voulait employer que des transformations réelles, il faudrait ajouter aux

types (II) et (III) les équations obtenues en remplagant sinz par sink s, \/p2+ 1
par \/ 2—1, et \/qz—i—l par \/qz— I.

Troisieme cas. — Xo=Y,=0, X;=o0, Y, 0. On peut alors supposer

Xo=1, Yy=1, Y,=o. Les équations (22) et (23) sont incompalibles, car elles

donneraient
JoH d*logH

Js 0 0x 0z He.

Cette hypothése ne donne donc rien; il en serait évidemment de méme si 1'on
supposait Xo=Y,=o0, Y, = o, X,z£ o.

Quatrieme cas. — Supposons X, et Y, différents de zéro, ainsi que X, et Y,.
On peut alors supposer X, =Y, =1, X,=Y,=o0. Les équations (22) et (23)
nous donnent

S
-
—
Q
==

\20;

E—) 2112, X._)_

=Y,H3;

N

3

ona donc Y,=1= X,, et, comme l'on peut toujours changer ¢ en — ¢, & condition
de changer H en —H, on peut supposer Y, = X, la valeur commune de ces deux
fonctions étant une constante K, différente de zéro. Les deux fonctions o(z, p),
(), ¢) doivent alors vérifier respectivement les deux relations

(24) R e R Y

7
v
quant a la fonction H(x, y, =), elle doit satisfaire aux quatre équations

o o oH . otlogH
07__0, W_O, —0—:-*—[_1, —.'—'—‘Hy

qui sont compatibles et admettent I'intégrale générale

On peut évidemment supposer 5, =0, et 'on a un nouveau type d’équation du
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second ordre admettant deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre
{(1V) ss+o(x, pYU(y, gy=o,

les fonctions ¢ et ¢ vérifiant respectivement les deux conditions (24).
Les deux intégrales intermédiaires, que l'on obtient par I'application de la
méthode générale, sont 1c1

£+<£_fxdlogo =X,
o =

¢ U fl 010”4}

-+ & — =Y.
DA T

Sil'on ne voulait employer que des transformations réelles, il faudrait joindre
a l'équation (IV) Péquation

avy s5—¢(x, p)Y(y, g) =0
et remplacer les équations (24) par les suivantes

do

Cinquiéme cas. — Soient X, Y54 0, X, =Y, = 0. En multipliant » et ¥ par
deux facteurs convenables, on peut supposer X, =Y, =1. Les équations qui
déterminent o et 4 sont alors de la forme

(90 Xo ()LIJ_ﬂY(,
e T 9T T

T

et 'on en déduit que 'équation cherchée est de la forme

(23) s=H(x, y,3)0(z, p)b(ys 7)
o el ¢ étant racines des deux équations transcendantes
o — X, L(Xo+0)=p -+ flx),

$— YL (Yo +)=q+/fi(y);

on peut faire disparaitre f(x) et fi()) en prenant pour fonction inconnue

s [ f@rds - [ 1y

Si l'on suppose que l'on ait effectué au préalable cette transformation, les
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équations qui déterminent o et ¢ sont respectivement

9 — X L(X,+0)=p,
b—Y,L(Y,+¢)=gq.

Prenons maintenant deux nouvelles variables indépendantes

x’:fxodx, y’:fYod_y;

Jds 03 023
,Xo; q:WYo, s = ——,XoYo,

on a
P=0o7

et 'équation (25) se change en une équation de méme forme

0%z
oz 0‘7 - Hl(xl’ yl, z)(qu/n

ou I'on a ?:XO"‘D” L!J:YO'%.

Les équations qui déterminent ¢, et ¢, sont alors

03
¢ —L(1+9,)= oz + L(X,),

z

‘PJ“L(I—‘—H‘M):TJ/,—*—L(YO;

enfin, si I’on prend pour nouvelle fonction inconnue

z+fL(Xo)dx’+fL(Yo)dJ’”

on voit qu’aprés toutes ces transformations on peut prendre I’équation (25) sous

la forme

s=Ho(p)b(q),

w(p) et 4 (q) étant délerminées par les deux relations

o(p) +1=e?P)=P,

6
(26) \ ¢(q)+I:g\P(7)—7,
ce qui revient a supposer X,=Y,= 1. Les équations qui déterminent H(x, y, z)
sont alors
o OH .. oH_ .. ologH
PR %*H’ 0)’_11’ 0z dy = H;

on en tire, en négligeant une conslante que Pon peut toujours ajouter a x + ¥,
Fac. de T., 2* S., L. 7
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H=
z~+y

> et 'on a le nouveau type d’équation

(V) s(z+y)+o(p)d(g)=o,

2(p) et Y(q) étant déterminées par les relations (26). Les intégrales intermédiaires
sont 1especuvement

¢ x4y v z+y

On pourrait prendre aussi pour forme canonique de cette classe d’équations
I'une ou 'autre des formes suivantes

(V) s(y—ax)=0o(p)¥(g), oulona o=—1+e?7, d=i+erY,
(V)" s(x+y)=0(p)d(q), oulona o= 1+er% J=i+erY,

ce qui permet d’éviter I'emploi des transformations 1maginaires.

Siziéme cas. — Soient Xy 0, Yo% 0, X;=0, Y, 3£ 0. On peut supposer
Xy=1Y,=1, et les équations (22) et (23) donnent des conditions incompatibles
JH JH
~— =0 — =Y, H.
03 ’ ds !
Cette hypothése ne donne donc rien; il en est évidemment de méme, si I'on

suppose Xy3£ 0, Yaz£ 0, X320, Y, =o0.

8. Supposons maintenant que l'une seule des fonctions ¢ et ¢ soit linéaire,
par exemple . On a encore deux cas a distinguer, suivant que ¢ contient effec-
tivement ¢ ou ne dépend pas de ¢. Nous examinerons d’ abord la premiére hypo-
thése; I'équation du second ordre peut alors s’écrire

(27) s=o(x, ¥, 5, p)(g+a)+ap+bg +c,

a, @, b, c étant des fonctions de z, y, 5, et nous allons d’abord montrer que 'on
peut supposer @ =0 =o. Prenons, en effet, une nouvelle fonction inconnue « en
posant z = 0(xz, y, u); 'équation du second ordre devient

00 00 90 N\/00 , 00
()us_qp<x’y’®’_d_x+ﬁp><duq+5y+a>
e , 00 't a 00 .
0wt P11 dydup ()up

les termes non écrits étant du premier degré en ¢'. Si I'on choisit la fonction ©
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de telle facon que I'on ait

20 4 09), 90(,00 02(9)_0
ot \* dy + ou _aﬁ_dy()u -

on pourra réunir au premier terme les deux termes en p'q’ et en p', et la nouvelle

équation aura encore la forme (27), mais on aura pour cette équation @ = o. On
peut aussi I'écrire

(27) s=o(z, ¥, 5, p)(g+a)+c

ce qui revient & remplacer ® par © + b et ¢ par ¢ — ba.
Cela posé, I'équation (E)' déduite de (E), (n° 3) en supprimant le terme indé-
pose, leq 1 PP
pendant de X est ici
o\ dx oA

55+-d—zp+dq

[¢(qg+a)+c]—2r9p=0;

cette équation doit admettre une intégrale indépendante de p, différente de h=o.
Cette intégrale satisfait, par conséquent, aux deux relations

@fﬁ( —{—oc)~7\dz<‘a—o'
dg 957 opr — 7

N O\ [0o do
5 o] gt =

2

comme ()p:’ n’est pas nul, on en conclut que A satisfait aux trois relations

a2 o _ ﬂ+ ch Y
dg  q+a s~ 7 or  qg4+a

et les conditions d’intégrabilité donnent

da o — Ja
9z % — T oxr

Si I'on prend pour fonction inconnue z —{—foc dy, I’équation du second ordre
devient

(28) s=qo(x,y, 5 p)

L’équation (E), est alors

ﬂ%—@ -+ 9 — Ao+ 0—<P+ 2 d@+ d—q’)——o
oz ~9: P \9g7 PTGy 7<E Pop) =@

et, en raisonnant comme au n° 6, on démontre que I’on doit avoir deux relations
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de la forme
g__f/:,.(x,‘)/’;)q9+,-l (‘t’)/’ g)p—|—l‘g(.1',y,5),
(29) Jo 90
P +@5}5—R(w 27> 3)9 + Ri(z, 3, 5)p +Ra(, 9, 5),

et 'on a, pour déterminer 1, les trois équations

932 —h+r (2,9, 5)9+R (2,5, 35)*=o,

Jdir
E “+ ry(z, Y 5)(/+R1('Z" Y 5)9220’

Jh )
oz T (@ ¥, 3)g -+ Ra(2, 9, 5)g = o.
Pour que ces équations forment un systéme complétement intégrable, il faudra
que l'on ait
01 _or dry _ dry JR IoR

—9: @ or 093’ R= PER RQ:()_J:’

ry et ry doivent étre les dérivées partielles d'une méme fonction S(z, y, z) et r
doit se réduire a une fonction de la seule variable y, de sorte que la fonction
¢(z, ¥, 5, p) doit satisfaire aux deux équations simultanées

(99 vy, 98 . 98
o) sdy PP T oz
20 <
( (()cp 0(9_3, JR +()_R
PERR Fi S P P

ou R et S sont des fonctions de x, 3, 5. En partant de méme de 1’équation (E
' Y p q ’

on trouve, pour déterminer X, les trois équations

o A d/ do . do -
E);_—O’ (L+ l—p—{—() s p+9i=o,

Jh do . Q%0 J <()o do >
‘ ) pP+¢" ) =o0;

op ay ~ “apay T ay\ow T s

.0 .
en écartant d’abord le cas ou d_‘P serait nul, on en conclut, comme plus haut, que

I'on doit avoir des relations de la forme

do
aip
+o’=U(x, 5, p) ¢ + U, (=, 5, p),

t((l), "7}7)(9+ Ul(x, <y P)y

()o+ do
dr TPy
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et les équations en A deviennent

dy 7 dp
JdA
gz wy(xy 5, p)A+ U (2, z, p)=o.

—u(x, 5, p)h+U(x, 5 p)=o,

Les conditions d’intégrabilité sont ici

Jd d oU oU
d%”t:%’ —d_z?_ulU:Wl_UUI;

on y satisfait de la facon la plus générale, en posant

T et V désignant des fonctions de z, z, p. La fonction ¢(z, y, 5, p) doit donc
satisfaire aussi aux deux équations simultanées

(g _oT , oT
dp —dp " 95’
(31) p " op

0—(?4— %—i—o?—eT ()Vo—i—dl
oz P oz T dp 03 )’

et nous sommes ramenés a rechercher les solutions communés en © aux équa-—

tions (30) et (31).

9. Supposons d’abord que Y ne soit pas nul; de la premi¢re équation (30)
on déduit que ¢ est de la forme

o= er'l"‘F(x, z,p)+ap -+ b,

@ et b étant des fonctions de z, y, 5. En prenant pour variable /Y dy au lieu

de y, I'équation du second ordre conserve la méme forme et 1'on a
(32) o=e"F(x,z, p)+ap+ b.

D’autre part, la premiére des équations (31) nous donne, en remarquant que T
ne dépend pas de y,
¢ _ JT Jo ?o  JT 9%

dpdy — dp dy’  dpdy*~ dp oy*

et, par suite,

do o Jd*¢9 J%0

(33) do o _ d¢ o _ .
dy dpdy*  dy* dpdy
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remplacons ¢ par 'expression obtenue plus haut dans cette condition, il vient

de[ <da d’a> b dzb] eyF<dza 0a> db d*a  da 0*b

“oplM\oy T 0y) "oy T oy o ay) Ty o Ty °

En différentiant par rapport a p, on trouve

2 2

<da d‘-’a>+ b 0%
dy 9y

oy 9
ou
?b_ 06 Pa_da.

ay* dy’ ay* — ay’

les coefficients @ et b sont donc de la forme a=Aer+ B, b =Cer + D, A, B,
C, D étant des fonctions des variables x, 5, et en réunissant, dans Pexpression
de ¢, tous les termes divisibles par e7, on peut supposer que, dans la formule (32),
a et b sont indépendants de y. En substituant celte expression de © dans la seconde
des formules (31), on voit que la variable y n’y figurera que dans e, et le coeffi-
cient de €27 sera I'>. On serait donc conduit a poser F = o, de sorte que 9 serait
une fonction linéaire de p. :

Nous devons donc supposer Y = o; Ia formule (32) est remplacée par la sui-
vante :

(34) _ o=F(z,z, p)+ap+ b,

a et b étant des fonclions de z, y, z dont I'une au moins renferme y. On ne peut
avoir @ = o, car on en déduirait

il_‘_o do 0T Y
ap — 7 op*  dpds T

La c‘ondilion (33) nous donne

—_ e — — = o,

et 'on en tire
b=a{(z,3)+ (2, 3),

et 'expression de o peut s’écrire
)
o=F(z,5p)+al[p+d(z,3)].
Comparons cette expression de ¢ avec la premiére des formules (30); il vient

da_ 08 da, 08
dy — 9z oy oz’
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et, par suite,

g‘;:“l)(x,;)g'—i
On a donc
0S8
Jd [ dxr \ __ S S 98 9°S
o\ o8 |7° M Zordy oz ayos O
\dz

I'intégrale générale de cette équation de second ordre, qui s’obtient facilement,

est donnée par la formule
S=0[y, ¥(x,3)],

® et W désignant deux fonctions arbitraires. La premiére équation (30) est donc
do _ ob (oW ag>

ay .J‘F<Wp + oz
et 1'on en tire

o¥F oW . _ (92 .
(P_F(x,~,p)+H[_),‘F(l‘,-)]<E-p+ _d—a:>’ ou wadTFd)

Observons maintenant que, si 1'on prend pour inconnue W(z, 3), 'équation
du second ordre proposée se réduira a la forme

S:[F(x7 Z,p)+ I{()'y;)p]{]’

la fonction F n’ayant plus la méme signification que tout a I’heure.
Des conditions (31) on déduit que la fonction F(z, z, p) est de la forme

F(‘T} 3, p)=A(x, 3)p+B(x,5)pLp,
et les formules du bas de la page 52 nous donnent alors
u:i'—), w,=B(x,3), U=2aBpLp+..., U=—B2p*(Lp)+...,

les termes non écrits dans U étant du premier degré en p, et ceux de U, étant du
premier degré en Lip. Les conditions auxquelles doivent satisfaire ces fonctions
sont incompatibles, a moins d’avoir B = o.

10. Lorsque I’équation du second ordre est de la forme
(35) S=qo(x,5,p),
elle admet toujours une intégrale intermédiaire du premier ordre F(x, 3, p)= X.

la fonction F étant déterminée par la condition

OF _OF

(36) E+0p

q):O.
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Pour qu’il y ait aussi une intégrale intermédiaire du second ordre correspon-
dant a 'autre systéme de caractéristiques, il faut et il suffit, d’aprés ce qui pré-
céde, que la fonction p vérifie une relation de la forme
(37) d@+od@_Po+0R +0R

7 PERM S A S L S F
ot R(z, 5) est une fonclion quelconque de x et de 5. La fonction R est, en effet,
déterminée par la condition

LAY
op* \ ds ap) " ap?’

et, par couséquent, ne peut pas dépendre de y. Inversement, si la fonction ¢ sa-
tisfait & la relation (37), ’équation du second ordre proposée (35) admet I'inté-
grale intermédiaire du second ordre

(38) é——R(x,;)q:Y,

ot Y est une fonction arbitraire de y. Choisissons comme inconnue une fonction
f(z, z) satisfaisant & la condition

df+ﬁ ’N)(df)_

la nouvelle équation sera de méme forme que la premiére et admettra 'intégrale
intermédiaire ¢ = ¢Y. On aura, pour cette nouvelle équation, R = o, et la fonc-
tion v (z, 3, p) devra satisfaire a la condition

92 4 599
ds Jdp ’

elle sera donc définie par une relation de forme arbitraire entre z, ¢ et p — z9,
telle que p — s2 = f(z, 9), et 'équation du second ordre pourra s’écrire

(V) p=s=(n2);

inversement, quelle que soit la fonction f<x, 5>, I'équation (VI) admet I'inté-

grale intermédiaire du premier ordre

v/

) X/

ot X est une fonction arbitraire de z, et l'intégrale générale est donnée par la
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formule

X"\ dx
4 5= Y~ )
(40) “_XY+Xff<a”X>X’

Y étant une fonction arbitraire de y. Pour faire disparaitre le signe de quadra-
ture, il suffira d’intégrer ’équation de Monge

(41) XX, =/(= X )

c’est-a-dire d’exprimer z, X, X, par des fonctions explicites d'un paramétre a,
d’une fonction arbitraire de o et de ses dérivées du premier et du second ordre.
On sait que ce probléme se raméne lui-méme a Pintégration d’une équation aux

dérivées partielles du premier ordre a deux variables indépendantes.

11. Supposons maintenant que la fonction ¢ ne dépende pas de ¢, de telle sorte
que 'équation du second ordre proposée soit de la forme

s=o(x, ¥, 5, p)—+ by,

© n’étant pas une fonction linéaire de p. L’équation (E), déduite de (E, ), en sup-
primant les termes indépendants de A, est ici

oh  0dh oA

— 4+ —p+ —(0+bg)—rb=o0;
cette équation doit admettre une intégrale, autre que A = o, indépendante de p.
On en déduit successivement

ok ok do Ik %o

T agop =" og op

=0

et, par suite,
a_ o a_ o
adg 7 dz "’ 0z

1l suffira de remplacer z par zef®4= pour faire disparaitre le terme bg, et 1'équa-
tion du second ordre prend la forme

(42) s=9¢(x, y,3, p)-

En se servant, comme plus haut, de I'équation (E), on démontrera que la fonc-
tion o doit satisfaire & deux équations de la forme

dg_ 08 08

op = op?t oy

(49 0 dp PdT yor
a4 9% _ (%2 oL
9z " 05_8((’1} +0y>’

Fac. de T., 22 S., 1. S
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Set T étant des fonctions de z, y, p, et, en se servant de (E),, on verra, de

méme, que ¢ doit vérifier deux équations de la forme

9 _y, ., 0U U
@ P R S Y Gl P
dy  Top LA Y S P

U et V étant des (onctions de z, , 5. On déduit de la premiére des équations (43)

0*¢ _ dS Jo ?Po 08 d%o
dpds — dp 05’ dpds* ~ op 0%
et, par suite,
0’0 d*¢ do o
gpoz 03 Jz dp ozt
c’est-a-dire
0? <l 0o\
op 05 Ogd;> =

et de la seconde, on tire de méme

g (22) 1 %o (%) =
0z 05 °8\ 95 TP 8\ gz ) T

En différentiant la seconde par rapporta p et tenant compte de la premiére,

il vient
O g (92 Py (05)
9z 8\ 9z ) T owoz 8\9s) =%

il s’ensuit que I'on a
()(? Y,z
0= =eV i d(z, y,p).

La fonclion ¢ a donc I'une des trois formes suivantes

o=e"*F(z,y,p) +Fi (2, y,p)s 9=F(2,y,p)5+Fi(2z,5,p), o=F(z,y,p);

nous examinerons successivement ces trois hypothéses.

12. Premier cas. — Supposons que 9 soit de la forme

o=e"*F(z,y,p)+ Fi(z,y,p);

en prenant Y, z pour nouvelle inconnue, on peut supposer que 'ona Y{=1. De
la premiére des équations (44) on tire

Pe .09
ap7os = Y gpr”
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c’est-a-dire

eng——Y eZ—E‘*‘szl)
op* oap? ap* )’
ou .
_0*F LT,
e o (1—Y)=Y opt’
ce qui exige que l'on ail
2 2
dF —o, Y=, ou bien d_g-_—o, Y —o.
ap* op*

Adoptons la premiére hypothése; la fonction ¢ est de la forme
¢ =eF(2,y,p) +ap+0b,

a et b étant des fonctions de x et y. La premiére équation (44) est alors

Zif =o—ap b,
et 'on doit avoir
Ww__, W __,
Jds ’ doxr :

da
ox
que a soit une simple fonction de y, ¢(y). Si dans I'équation du second ordre

Pour que ces équations soient compatibles, il faut que 'on ait —— — o, c’est-a-dire

s=eF(x,y,p)+4(y)p+0b,
on remplace 5 par 5+ z,, 5, étant une intégrale particuliére de P’équation
s =4 (y)p + b, on fait disparaitre le terme &, sans changer la forme de I’équa-

. . .  fymar o, .
tion. Enfin, si I'on prend pour nouvelle inconnue zej‘v rer I’équation du second

ordre prend la forme
s=e“F(z,y,p).

L’équation en A pour le premier systéme de caractéristiques est alors

(’_)\_ 0)\ d)\ Y: 2 — Ysz()F- Yif'dF ) _ .
»-0]1—1—0—5(]—1—(—);3‘ F—le o e d_'i—f—Yze Fp=o;
on en tire
on oh JA JF OF o
d—y_o, -—Q:——O, %F'—)\T—Fd——*—YgI‘p—O
et, par suite,
90?logF d*logF ro_
apdy 0z dy 2P =0
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On en conclat que logF est de la forme f(p, z) + fi(z,y), et la seconde équa-
tion devient

0% fy .
dxdy+Y2P—O’ -
on a donc
. qf
Ya==0  Gzay =°

L’équation du second ordre peut donc s’écrire

s=XYe& f(x,p),

et il suffira de remplacer les variables « et y par deux nouvelles variables conve-

nablement choisies pour étre ramené a la forme
(45) s=¢é*f(z,p).

Cette équation admet toujours, quel que soit f(z, p), une intégrale intermédiaire

du second ordre
(46) r="¥(z,p)+[f(z,p)X,

la fonction I étant déterminée par I'équation

oOF . Uy _9f 9 E>—~£’_ L9,
dap dpr'“()x_‘_pf ou ()p(f _f+f2 ox

Pour savoir a quelles conditions il y aura aussi une intégrale intermédiaire

correspondant a 'autre systéme de caractéristiques, reprenons les équations (44)
. I .

dont la premiére se réduit ici a ad =o. On en conclut que U est une simple

03
fonction de y. De la seconde on tire ensuite

e 0% (f?) — U ﬂ
ap*’

2 dp?
: L P [
comme U et f ne renferment pas 3, il faut que 'on ait U = o, Y 0, ou que
J? soit une fonction entiére et du second degré de p
f=Xpr+ 22X p+X,,

et la seconde équation (40) donne alors

. 9V ov ov ov .

e-z(Xp+X,)_52p+d—x ou E__ezx, gz = ¢ X;.

Ces équations sont compatibles pourvu que I'on ait 2 X, =X/, et en définitive
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I'équation du second ordre cherchée peut s’écrire

s=e*/VXp*+ X'p+X,,

les fonctions X et X, étant quelconques. Toutes ces équations peuvent étre ra-
menées 4 une méme forme canonique; d’abord, en changeant s en z + f(z), on
peut faire disparaitre X, sans changer la forme de I’équation. En prenant en-
suite X pour variable indépendante, on aboutit enfin a I'équation

(VII) s::ezg/xp’—i—p,

qui admet les deux intégrales intermédiaires

qe x e2z
2

t="5+— +Y, r=p*+ X\/p*z +p.

. A \ J*F .
On verrait de la méme facon que ’hypothése Y = o, rri o conduit & des con-
ditions incompatibles.
Deuxiéme cas. — Soit

@:F('Thyfp)’z +F1(x,]”l’)-

La premiére des relations (44) donne

WF_Y@E,+WR>
ot~ \oprT  opr )
ce qui exige que I'on ait
Y=o g’k —o
’ ()P?‘ 3

et © est de la forme
o= {(ap+b)s+F(z, y,p)-
On en déduit

@. —a d_U: —= b
dz 7 ox
et, par suite,
da 0b
5‘; = a—g — 0.

Si @ n’est pas nul, c’est donc une fonction de la seule variable y, soit Y,. En
prenant pour inconnue Y, s au lieu de z, et changeant ensuite 5 en 5+ %, on
peut ramener Véquation du second ordre a la forme

s=ps-+Filx, 5, p).
La premiére des équations (43) devient

OF,

08 98
()P —%(pZ+F1)+~7

dy
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et I'on en tire
05 _ 1 0s_oF F
dp p dy —dp p

et, par suite,
28 _ 0 (o _E)_
dydp —dp\op  p)

de sorte que F, est de la forme

Fi=A(x,y)p+B(z,y)pLp,
tandis qu’on a

S=C(«,y)+ Lp.

La seconde des équations (43) est alors

OA  OR e cio (0T ()T>
—0£p+—d£pr+p =pebiny <5[—)(pa+,..)+(—);”
On en déduit
aT T oo JA OB
P A <P+o—x+07L )

et ces conditions sont évidemment incompatibles.
Si I'on avait @ = o, la premiére des équations (43) donnerait

oF, 08 05
o 5}—)(bz+F,)+ oy’
ou
95 _ o8 ok,
agp 7 dy — dp
et, par suite, :
0*F, 08
op? ﬁ()ydpwo’

de sorte que I, serait une fonction linéaire de p.

Troisiéeme cas. — Soit
¢=F(z,y,p).
L’équation
s=F(x, YsP)

admet toujours une intégrale intermédiaire du premier ordre ®(z, y,p) = X,
ot ® est déterminé par la condition
o 9P

W —i—%F:O.
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Pour qu’il existe une intégrale intermédiaire du second ordre pour le second
systéme de caracléristiques, il faut que la fonction F vérifie aussi les relations (44)
pour des formes convenablement choisies des fonctions Y, U (2, y, z), V(x, 5, z).

Ces équations sont ici

oU ou
YF + —d';[]' d—x_o,
oF  oF . ov Jav

puisque, par hypothése, F n’est pas une fonction linéaire de p, on déduit de la
ouU ouU

premiére Y = o, =0 g =0 de sorte que U est une fonction de la seule
variable y. La seconde donne alors, en différentiant, par rapport a z,

2V a*Vv
o5 O dzos = O V=/i(y)s+@(z,y)
et, en définitive, la fonction F(z, y, p) doit satisfaire & une relation de la forme

OF oF . oD
oy Tapt =S IE+[iy)p+

Lorsqu’il en est ainsi, 'équation s =F(z, y, p) admet bien Vintégrale inter-
médiaire

=) g+ fi(y)s @2, ) + Y,

Y désignant une fonction arbitraire de y. Toutes ces équations peuvent encore
étre ramenées a une forme canonique simple. Soient z; et 3, deux intégrales
distinctes, indépendantes de x, de I’équation différentielle linéaire

%z dz
a2 =S 3y +f1(y)z;

. .o, z, . .
renons pour variable indépendante 22 au lieu de ¥, et changeons ensuite zen 3, z:
P p l - ? o ’

3
la nouvelle équation, devant admetire les deux intégrales 1 et se rédaira
q ) ;

, 0z
a —
dx?
partielles du second ordre, Pintégrale intermédiaire du second ordre devient

— 0. 31 'on applique les mémes transformalions & ’équation aux dérivées
PPiYq

t=0(z,y)+Y,

et il suffira de changer encore z en z +- 1 (, ), en choisissant p. convenablement,
pour qu'elle devienne t=7Y. Toules ces transformations ne changent pas la
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3

forme de I’équation du second ordre considérée; on devra donc avoir finalement

glj+F on_
dy op

b

c’est-a-dire qu’on sera ramené i une équation du type suivant
(VII) p—sy =f(=z,s).
Cetle équation admet I'intégrale intermédiaire du premier ordre
p—Xy=f(x,X),

et I'intégrale générale est donnée par la formule

z:Xy—{—Y—l—ff(x, X')d.

Pour avoir des formules débarrassées de tout signe de quadrature, il suffira
d’intégrer I'équation de Monge
Xi=/f(z, X").

13. 1l ne nous reste plus qu’a examiner le cas ot les deux fonctions © et &
q f :

sont linéaires en p et ¢ respectivement. L’équation peut alors étre ramenée a la
forme
s=ap+ bg +c,

a, b, ¢ étant des fonctions de z, y, 5. Nous distinguerons encore plusieurs cas
dans la discussion.

da b

Premier cas. — Soit == = — — o. En changeant 5 en zefbdx on fait dispa-
05 ds 8 ’ p

raitre le terme en ¢, de sorte qu’on peut prendre ’équation sous la forme
s=ap -+ c.
L’équation (E) est ici
a0 oA da  Jdc dc

5;+(§9+—;(ap+0)—a7\+P%+5;4—1’0—5:0;

on en déduit

9 _ oA dc d*c . dc
oz~ dp52+dxdz P oz =

0,

et les coefficients de la derniére équation doivent étre indépendants de =

————-02 1 QE —=o0 22— lo @ —=o0
020z \ %9z )= gm\%8 5 )=
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‘cartons le cas ol ¢ serait une fonction linéaire de z; on tire de ces équalions
c=erRny + Ry(x,y);

en prenant pour inconnue Y s et changeant cnsuite 5 en 5+ u(a,y), on peut
ramener ’équalion & la forme

s — ap —+ ez+li(<r.y».
Les équations qui déterminent % sont alors

d)"-—0 f)z —0R—o i)'—-ar?—aﬂ-i—)'%—a—d—ﬂ>—o
PR ()p+1)+ ow dy ' P =P\ Hz dxz ) 7

et les conditions d’intégrabilité donnent

0?R
a—=o, —o0

dxdy ’
I’équation du second ordre se raméne & I'équation de Liouville

(IX) s=e".

. . adb da ' .
Deuziéme cas. — Soient 3==0 gz # 0. On peut encore prendre 'équation

sous la forme simple s = ap + c¢. Une discussion analogue aux précédentes con-

duit & la seule équation (')
(X) s=e*p,

qui admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre ¢ = e? + Y, et I'intégrale
intermédiaire du second ordre r = p2+ pX. L’intégrale générale est donnée par

la formule

(X —Y) =Y.

e e . da b , . . . s
Troisieme cas. — Soient PE # o, 9z # 0. En écrivant que I'équation (EY

admet une intégrale indépendante de ¢ et I'équation (E|) une intégrale indépen-
dante de p, on arrive aux condilions suivantes
oh ok dh ok

b—— — a—=——; c—ah— <- = bk — =,

N ds dy Jx

(1) Cette équation appartient a la classe générale étudiée par M. Moutard (Comples
rendus, 1870). Voir la note de M. E. Cosserat, dans le Tome IV de la Théorie générale
des surfaces, de M. Darboux.

Fac.de T., »*S., 1. . -9
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ou I'on a posé

En égalant les deux expressions de ¢, on a la condition

ok ok dh oh
h-— = -— —k

dr " 0s  Jdy  0s

qui exprime que les deux équations

of of o Lo
oz "oz =% gy ThsTo

forment un systéme complet. On a done, en désignant par U (z, y, z) une solu-
tion de ce systéme,

oU : JU

_ dx oy
ll——@) l\— dU D)

dz ds

et les formules précédentes donneront les expressions de @, b, ¢ en fonction de U
et de ses dérivées. On vérifie facilement, en se servant de ces expressions, que,
si 'on prend pour inconnue nouvelle lafonction U (2, 1, 5), 'équation du second

ordre prend la forme simple

(47) s=apq.

On démontre ensuite, en se servant des équations (E), (E), elles-mémes que

équation doit étre de la forme

/ 1

X désignant une fonction de x et Y une fonction de y~. Si Pon prend pour va-

riables indépendantes ces fonctlon: X et Y elles-mémes, I'équation peut s’écrire

T T
S-<x+_ y+z>p(/v

enfin, si I'on prend pour fonction inconnue

u—=—L <x - ‘>
o Y+
elle devient

, d*u et _(2_( e >_0
(XD) dxdy Oz ) -y,
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Cette équation rentre dans la classe des équations de M. Moutard, et son in-
tégration se ramene a celle de I'équation linéaire (')

WY + I ﬂ_{_ A .
dx dy x—y dy (x —y)*

O.

14. En définitive, si nous faisons abstraction des équations linéaires et de celles
qui s’y raménent par un changement de fonction inconnue, toutes les équations
du second ordre cherchées peuvent, par une transformation ponctuelle de la

forme (14), étre ramencées a 'un des types ci-dessous :

_2Vpa
(N =
() . V:?FPV/TJ?;
(111) NI
sinz ’
(1v) s5+e9(2, p) (¥, 9) =o,
(ou l'on a

99 _ P g, 9 _.9 —
dp—ecp+h’ @_sa—i—lﬁ, e==,

K est une constante différente de zéro);

(V) s(z+0)=9(p)d(g), ot  o(p)=1+er=9»,  {(q)=1+er—¥a,

; s s
(V1) p—z(—l—_—f(x,a);
(V1I) s=eNazpi+p;
(VII) p—sy=f(zs);
(IX) § = e?;
(X) s = pe*;
J e* -z

On connait déja sous forme enti¢rement explicite Iintégrale générale des équa-
tions (I), (IX), (X), (XI). Les équations (VI) et (VIII) sont intégrables par la
méthode de Monge, et I'on a déja fait remarquer qu’on peut obtenir I'intégrale
générale sous forme explicite, moyennant I'intégration d’une équation de Monge.
Il ne reste plus a étudier que les équations (1I), (III), (IV), (V) et (VII).

Y2 . \ ’ o . ’
L’équation (V) peut se ramener i une équalion intégrable par une transforma-

(1) Voir la note déja citée de M. E. Cosserat, p- 410 et suiv,
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tion de Bicklund. Introduisons deux variables auxiliaires « et ¢ en posant
pP=2p)=u, q—Ublq)=y;
des équations qui définissent ¢ et b, on tire inversement
o(p)=1-+e", pP =14+ u-+e", Y(g)=1+¢", G =1+ ¢ -+ e".

L’équation du second ordre peut s’écrire

do 1+c"
—_ = — 5 —
, ¢ dp x4y’
c'est-a-dire
0 Jdu I+ e
4 _— — = =
(i®) 0.,v(p C'0)“0y_w+y
ct 'on a de méme
de _1+e e"

(49) =

Jdx .L—l—l

de sorte que l'intégration de Péquation (V) est ramenée a celle des équations si-
multanées (48) et (49). L’élimination de ¢ conduit a Péquation

Pu 9 et 1
drdy — dy <?¥y"> (e ry)?
et, si I'on pose
u=L(z+y)+¢

on arrive, enfin, a 'équation (X)) signalée plus haut

J*t , Ol
AL
dx dy dy’

dont I'intégrale générale est donnée par la formule

e‘*——-—xl
TX+Y
On en tire successivement
u:L<§—_‘:%/,>+l(—\’)
x —+ ¥\ ,
t_L(\Y_,_Y)—%—L(—Y ),
[+ y X’ ,
P:l_i_L(\'—i—Y —(‘7;—1‘—.)/)}(??‘*‘]4(—-‘)!
4 Y ,
(/:l—i—L(%_}_—'),) —(1‘—1‘-)/)“(TY+L(—Y), .

z:fp(lx—s—qdy:(x»%—y)L zi;>+j[ X" dr —t—/L Y')dy.
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Pour faire disparaitre les deux signes de quadrature, il suffira d'introduire

deux paramétres variables « et § en posant
X'=—er,  Y=—db, a=f(a)+f(2), y=9(a)+3" ()

ce qui donne

X= [Xdo == [ (o) " (o) = — 1" (o),
JLEX ) do= [al/(a) + /7 (@) da=af'(2) = f(2) -+ af (2= [ ()

et 'on aura de méme

Y:fY' dy =— eBo"(B),
fL(— Y')dy =8¢ (3) — o(B) + 39" (3) — ¢/ (),

et il suffira de remplacer x, y, X et Y par ces expressions dans la formule qui
donne z pour avoir les expressions explicites de z, y, 5 en fonction des deux

paramétres «, 3, et des deux fonctions arbitraires f(2) et ©(53) et de leurs dérivées.

15. L’équation (VII) peut aussi, par une transformation de Bicklund, se ra-
mener 4 une équation admettant une intégrale intermédiaire du premier ordre. Il
suffit de prendre une nouvelle fonction inconnue A en posant

pxT—+1 1

— 32 — .
- =X ou  p=sy——s;

I'équation proposée donne alors

. px—+1 kel
s—=ep b T

dr
— %
ou, en remarquant que § = o _ 9y
’ oy T
.0
- dy
e~ — v
N

On en déduit, en différentiant par rapport a z,
9 (F—«x)—i—zﬁ<27\d—)\—l> —Qgi

ds _ T Pozay ay \*" oz Jy
dx - (A — )2 TRz

10]
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ou

. ()21 d) 0)

Cette équation admet I'intégrale intermédiaire du premier ordre

J% N
5] —_— T X )\.2_ X
(51) iz ( )
X désignant une fonction arbitraire de z, et une intégrale intermédiaire du troi-
sitme ordre que ’on obtiendra en remplagant e?, ¢, ¢ par leurs valeurs en fonction
ok 0% 0%

?
de 7, PTAR I dans I’équation

=7 + Zet Y,
2 2

L'intégrale générale de I’équation du premier ordre (51) est de la forme

B, (1
)\:91(1})-]— Y#r(),r)’

Y désignant une fonction arbitraire de y, et ,, 0., ; des fonctions de x telles
oA

que )—\3% ne venferme pas Y. Il faut pour cela que 'on ait

A

o R VA

pour satisfaire a ces conditions, il suffira d’exprimer x, 0,, 8, 6, en fonction d’une

variable auxiliaire « de telle fagon que 'on ait

26, db, — (62 )‘1992— o, 26, df;+ df, = o.
2
On y arrive en posant

e* 6, — o b F(a)

elzm’ 2 >7s > ’ L = F/';(b ~—2F )’

et intégrale générale de I’'équation (50) est représentée par les équations
8 8 q p F q

\x: F,s( )[F’(cx)——QF”(oz)],

(Y=Y
(33) e e
= -
—
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F (2) étant une fonction arbitraire de « et Y une fonction arbitraire de y. Il suf-
fira de remplacer A par la valeur précédente dans I'expression de z pour avoir
intégrale générale de I'équation (VII).

La transformation de Bicklund qui nous a servi s’applique aussi a toutes les

équations de la forme s =e?f(x, p) et conduil a des équations admetlant des
intégrales intermédiaires du premier ordre.

16. La méthode précédente d’intégration de I’équation (50) s’applique aussi a
toute équation du second ordre admettant une intégrale intermédiaire de la forme

%%:X(ocz‘lﬂ—z@z—i—y)+az2—|—2bz—|—c,

-

a, b, c,a, 3,y étant des fonctions déterminées de z, et X une fonclion arbitraire.
Si ’on effectue une transformation telle que

o Iz'"+m
T piq’

<

a":f(x),

on peut ramener cette intégrale intermédiaire & la forme

9z = X35+ 32— o(x),

en négligeant les cas particuliers qui conduisent & des équations connues. Si l'on
. 4
pose z = e%, elle devient

Jdu

P X +et—o(x)e?,

et I’équation du second ordre correspondante est

021[ —_— 13 — ()lll
oz dy — [e+e ﬁo(x)]@,

elle admet aussi 'intégrale intermédiaire du troisiéme ordre

QE Pu _3<d2u>2_ <du ‘_Y du\?
dy 9y 2y 0_V> - <W> '

Quelle que soit la fonction ¢(z), une transformation de Bicklund permet de

, . . du
ramener cette équation au type (VII). Si 'on pose en effet = e’, on a

dv 2
d—x:eu+ e *o(x), e“’——d‘ ° =et—e"g(x)
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ou

e""——l- ()U—l—e"’ 0%¢ ~u,(1-)-—1<0" L, 0\
—a\ox oxady) ¢ =5\0r T aray)

on en lire 4
d¢ dvy?
dx dy =e \/<d_¢/) —a49(x),

équation que P'on raménera a la forme (VII), comme on I'a expliqué plus haut

(n° 12).

I7. 11 ne reste donc plus & intégrer que les équations (1), (111), (1V). Je n'ai
pu jusquict achever I'intégration, comme dans les deux cas déja traités. Linté-
gration de I'équation (1I1), par exemple, est ramenée a celle du systéme compléte-
menl intégrable

‘ rs 414 p=zs\1+pX,
(54) ¢ 53 =V +p*) (1+ ¢,

( (3 +1+@g=s5/1+ ¢V,
ot X et Y sont deux fonctions arbitraires de z et de y respectivement. Cette
intégration ne parait pas possible en termes finis, quelles que soient les deux
fonctions X et Y; mais on peut cependant obtenir des intégrales particuliéres en

assez grand nombre. Ainsi, pour X =Y = o, l'intégrale générale de ce systéme
est donnée par la formule

54 2 +y’—|— 2axy +2bx + 2cy +d=o,
a, b, ¢, d étant quatre constantes liées par la relation
O*+c*—a2abc+ (a®—1)d = o.

D’une maniére plus générale, supposons que, pour un choix particulier de la
fonction X, on ait obtenu lintégrale générale de I'équation différentielle du

second ordre

(53) rs 41+ pr=z\i+ pX,
qui ne renferme que z, 3, p, r. L'intégrale générale est de la forme

s=F(x, Y, Y,)),

Y, Y, désignant deux fonctions arbitraires de ¥- En écrivant que z vérifie 'équa-

tion du second ordre proposée, on est conduit a une relation de la forme

(56) (I)(Y’ Yn Y/; Y;):O)
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et l'on obtiendra une infinité d’intégrales de I’équation proposée, dépendant d'une
fonction arbitraire par I'intégration de I’équation de Monge (56). Ainsi, pour
X = o, l'intégrale générale de I’équation (55) est

s=y2Y,+22Y — 2,

et la relation (56) devient

2, (1— YY)+ Y2 Y2 — 2 YY'Y, —o.
On obtiendrait d’autres intégrales, en supposant X = C, ou X = g

Remarque. — 1l n’est pas toujours nécessaire, pour intégrer une des équations
que nous venons de passer en revue, de la ramener a la forme canonique corres-
ondante; I'intégration directe peut parfois étre plus facile. Prenons, par exemple
p ? p P ) )

I’équation
s Vit p?
= —

<

qui admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre

+V1+ p?
Eg_\/z__ﬁ =o(z)
et 'intégrale intermédiaire du second ordre
¢ q
-+ L =ywy).
g "=

By

Pour ramener cette équation a la forme canonique (VI), il faudrait (n° 10)

prendre 5% pour inconnue, mais il est plus simple d'intégrer directement l'équa-
!

tion s5 = g\/1+ p?; sil’on remplace o(z) par — X’ I'intégrale intermédiaire

du premier ordre peut s’écrire

2
2P5X + X'52= %7

et I'intégrale générale est donnée par la formule

2ol (X Y
F=x) ¥

On fera disparaitre le signe de quadrature en posant z = f"(a) — f/(2),

. 1
- S(2)

parameétre.

X > o étant un paramétre variable et f(«) une fonction arbitraire de ce

Fac. de T., >¢ S., 1. 10
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18. Je terminerai ce travail par I'examen d’une question qui se rattache aux
questions déja traitées. Etant donnée une équation

(57) s=/f(x,¥,5 P q)

s'il n’existe, pour chaque systéme de caractéristiques du premier ordre, qu'une
seule combinaison intégrable, soit dz = o ou dy = o, les seules transformations
de contact qui ne changent pas la forme de I'équation (57) sont précisément les
transformations ponctuelles (14). Mais il n’en est plus de méme s'il existe pour
I'un des systémes de caractéristiques du premier ordre deux combinaisons inté-

grables distinctes
dx —o, dlu(z, y, 5, p)]=o.

Il existe alors une infinité de transformations de contact qui ne changent pas la
forme del’équation du second ordre proposée. Soit, en effet, F(z, «) une fonction
quelconque de z et de u; soit ®(x, ¥, 5, p) une seconde fonction satisfaisant a la

condition
[F’ (I)]: 03

les formules de transformation
X=F(z, u), Y=y, L=®(x,y, 3 p)

définissent une transformation de contact qui, appliquée a 'équation (57), con-
duira & une équation du second ordre pour laquelle les deux familles de caractéris-
tiques admettent respectivement les combinaisons intégrables

dX =o, dY =o.

Cette équation sera donc de la forme (57).

La fonction F(z, u) pouvant étre choisie arbitrairement, on est conduit a se
demander s’il ne serait pas possible de trouver une transformation de contact
ramenant I’équation du second ordre a une forme particuli¢rement simple, que
Ion prendrait pour forme canonique. Je n’examinerai ici que le probleme

suivant :

Etant donnée une équation de la forme (57), qui admet une intégrale
intermédiaire du premier ordre u(x,y,s,p)=X, X étant une fonction
arbitraire de x, peut-on trouver une transformation de contact telle que
U’équation transformée admette une intégrale intermédiaire

ap'+b=X/,

a et b ne dépendant que de &', y', 7', et X! étant une fonction arbitraire

de z'?
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Cela revient & trouver s'il existe deux fonctions f(x, u) et ¢(x, u), et une
transformation de contact qui les change respectivement en ap’+ bet &', a et b
étant des fonctions de 2/, ', z'. Introduisons une notation homogéne en posant

_ ___ P — P2
X = Ty, Y == &y, 5= X3, pP=-—"— qg=——
Ps Ps
’ I

4
| J— 4 [ A— ’ . ! A /1 Y pZ
T =Ty, Y =%y =Ty, P=—= q = =
Ps P

Toute transformation de contact en (z, ¥, 3, p, ¢) se change en une transfor-
mation homogéne de contact en (&4, &2, 3, Py, P2, P3) €t inversement. Soient U
et V ce que deviennent les fonctions f(z, u) et o(x, ) quand on y remplace z,
¥ 3, p, q par les valeurs précédentes; posons en méme temps
il

U’:—a(x’l,x;,x;)p + b(z}, xy, x3), V' = a].

I
3

Nous sommes ramenés a rechercher s’il existe une transformation de couatact
homogéne qui change U et V en U’ et V' respectivement. Or on a

a

(v, V’):—,T’ ((U', V'), V') =o;
3

il faudra donc que l'on ait aussi ((U, V), V) =o, et le probléme revient a

celui-ci :

Posant u = u(x,, Xy, Xy, — %>, v = &3, peut-on trouver deux fonctions
3

U=/f(u,v), V=0(u,v), telles que l’'on ait ((U, V),V) =o0?

La condition est suffisante. En effet, supposons que 'on ait trouvé deux fonc-
tions f(u, ¢) et ¢(u, v) satisfaisant a cette condition. Comme on a (V, z,) = o,
on peut déterminer une transformation de contact homogéne de telle fagon que V
se change en &, x, restant égal a 2, ; U se change alors en une certaine fonction

14 !
U’:F<x’,, @, @), P2, P_}>.
P P
Comme on a (U, z;) = o, on doit avoir aussi (U', z,)= o, c'est-a-dire % =o,
. . , 2
et la fonction U’ ne contient pas p,. D’autre part, on a
., OF 0*F
(U, ) =——> (U, 20), ) = =5
op ( 0 1) dp'

1

2
et la condition ((U, V), V) = o nous donne gplz = 0; la fonction U’ est donc une
1
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fonction linéaire de p)|

U= a}j—i =+ 0,

P

a et b ne dépendant que de '), z,, 2. Si l'on revient aux variables primitives z,
Y3 5y Py q,o0n en conclut qu’il existe une transformation de contact qui change le
systeme des deux équations

dlu(x,y, z,p)]=o, dx = o,
en un systéme de deux équations
d(ap'+ b)y=o, dz'—o,

@ et b étant des fonctions de 2/, 3/, z'. La condition énoncée est donc suffisante.
Pour reconnaitre si I'on peat trouver deux fonctions f(u, ), o (u,v) satis-
faisant & cette condition, remarquons que I'on a

(U, V)=(f, 9) = (u, v)A,
en posant, pour abréger,

_D(f9).
A= D(u,v)’
on a ensuite

((U, V),V) = (A(u, 9), o(u, v))

. e D(4,9) a9 N do N
= (u, ) D, o) -+ AE((U’ ), u) + A—d—‘:((u, ¢), t).
Comme f, ¢, A ne dépendent que de u et de ¢, pour que la relation (U, V), V)= o
soit vérifiée en prenant pour f et ¢ des fonctions choisies convenablement, il
faudl;a que Uon ait entre (u, ¢)?, ((u, ), u), ((u, ), v) une relation de la

JSforme suivante
(58) - A(u,v)?+ B((u, ), u) + C((u, ), V) =o,

les coefficients A, B, C ne dépendant que de u et de v.
Inversement, lorsqu’il en est ainsi, on aura pour déterminer les fonclions f

et © les deux relations

D(A, ) do 99
D(u,v) _AE__AOV
(59) A =B — ¢

La fonction ¢ est déterminée par I'équation du premier ordre

C

Q’Q.
< -6
|
=}
%l%
< -6
Il
2
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st ¢y est une intégrale particuliere, lintégrale générale est ©(¢,), » étant une

fonction arbitraire. On a ensuite, pour déterminer A I’équation suivante

dlogA do  dlogA do A do A do
du oy dv du_ B ou  Cov’
qui peut s’écrire
CdlogA B dlogA — A

Jdu ov

Si logA; est une intégrale particuliére, 'intégrale générale est donnée par la

formule
logA —=logA, +logd (vy),

& étant une nouvelle fonction arbitraire. On a enfin, pour déterminer f, I'équa-
tion

df do  Of do

‘_f — _}_(‘_‘ :AH‘{(V:)

du dv dv du

af dv, of dvy A Y(oy)

ou

du 0y ov du — ! 9’((11)'

D(uy, o)

D(u,v)
générale de cette derniére équation est f= w, f,(¢,) + f2(¢,). Toutes les solu-
tions ainsi obtenues

Si u, est une intégrale particuliére de I'équation = Ay, l'intégrale

?=29(9), S=uwfi(91)+ faley),

ou les trois fonctions 9o, f,, f, sont arbitraires, ne sont pas en réalité distinctes,
car elles reviennent a remplacer, dans l'intégrale intermédiaire ap + b= X,
z et ap +b par ¢(x) et fi(x)(ap + b)+ fa(x) respectivement, ce qui ne
donne qu’une seule équation du second ordre.

Remarque I. — Si une équation du second ordre admet P'intégrale intermé-
diaire
ap—+b=X,
en prenant pour inconnue une fonction @(x, y, z) satisfaisant & 'unique condi-
. 20 ., . g .
tion 5= = a, cette intégrale intermédiaire prendra la forme
p+ b—= X,

et I'équation du second ordre aura la forme simple

60 . . —
( ) S§ = 0= q + 0), == 0.

Telle est la forme canonique a laquelle on peut ramener une équation
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s=f(z,y,3 p,q) qui admet une intégrale intermédiaire du premier ordre,
lorsque la condition exprimée par la formule (58) est satisfaite. Cette forme

canonique n’est pas unique, car on peut y changer z en z +F(z, ).

Remarque I1. — Cherchons s'il peut exister deux relations distinctes de la
forme (58), c’est-a-dire telles que les coefficients A, B, C ne soient pas propor-
tionnels. S’il existe une premiére relation de cette forme, on peut s’en servir pour
ramener 'intégrale intermédiaire & la forme canonique p + b = X. On a alors

P

u="0b(zy, @3 23) — —, v =y,
3

ks b
p§ 0z,

(u,v):—pi, ((u, ), t‘):o, ((u, 0), u):

Pour qu'’il existe une relation de la forme (58), différente de ((u, ¢), ¢) = o, il

((wodyw) g :
c’est-a-dire — se réduise a une fonction de z,. On aura

faudra que W; P

donc
b=o(x)) zy+ (2, 2,);
e . al .
équation du second ordre correspondante s -+ e(z)qg + 5; = o0 peut étre ra-

(s 0*u o
menée a la forme ——— = o, en posant z = au + B.

dx dy



