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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE.

SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES

PROBLEME DE LA ROTATION D’'UN CORPS

AUTOUR D’UN POINT FIXE,

PAR M. GUSTAF KOBB,

a Stockholm.

Dans ses célebres Mémoires sur la Mécanique céleste M. Poincaré a étudié des

solutions périodiques d’un sysléme d’équations différentielles de la forme sui-
vante :

(1) dx

m!:X‘l(‘rl’sz'--)me') (V:I’Q’-~-7”)7

ou les X, sont des fonctions développables d’aprés des puissances entiéres et po-
sitives de z,, ..., 2, et de p, . étant un paramétre arbitraire.
Il a montré que, si ce systéme admet pour w = o une solution

'Tl:(P?(l)’ xa”—“!’g(t), LR wll.:(P?L(t)’

périodique par rapport a ¢ avec la période =, il admet aussi en général pour des
valeurs trés petites de . des solutions périodiques, dont la période différe trés
peude <. Il en admet méme avec la période =, s'il existe une intégrale du systéme
uniforme et indépendante de =.
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Nous allons employer la méthode de M. Poincaré & la recherche des solutions
périodiques d’un systéme bien connu d’équations différentielles de la Mécanique
rationnelle, savoir le syst¢éme qui définit le mouvement d'un corps grave autour
d’un point fixe. Ce systéme est, comme on sait,

d a )

AF=B—Cgr+Mgny' =57, g =ry'—av"
d ay’

B =(C—Mmp+Mg(ay —ay),  L=py'—ry,

Cdl‘_ A : , }/” ,
5 = A —=B)pg +Mg (27— yo7), o =47 —Prv-

A, B, C sont les moments d’inertie principaux du corps par rapport au point fixe,
Zo, Yo, S0 les coordonnées du centre de gravité du corps quand les axes sont les
axes principaux au point fixe et M la masse du corps.

Dans une Note publiée dans les Comptes rendus ('), M. Keenigs a énoncé
Vexistence des solutions périodiques de ce systéme. M’étant aussi occapé de
recherches analogues relatives & la méme question, je vais développer dans la
suite les résultats que j’ai obtenus.

Posons

pé=Mgx,, pn=Mgyo, pE=Mg s,

on aura un systéme de la forme (1), savoir :

d n 1 d gyl "
AL =B—Cygr+ply =t F=rr—ay

d - dy’ ”
(2) B =(C—Nmp+ply =2 ==t
dr ! 7 !
Co=B—Cpg+plly —my)  =qy—py.

Si le point fixe est trés prés du centre de gravité, le paramétre p. a une valeur
trés petite. Nous savons intégrer le systéme (2) pour g = o, et nous trouvons

P=Pes q4=qo T=ro ¥=%Yo» V=% V7 =7Vo

ol Po, Goy Tos Yo, Yor Yo s0nt des fonctions doublement périodiques du temps (¢),
dont la période réelle soit <, et cela quelles que soient les valeurs initiales des
variables.

Nous allons voir, maintenant, qu’il existe des solutions périodiques du sys-
téme (2) pour des valeurs petites de p, avec la période 7, dont les valeurs ini-

tiales différent trés peu des valeurs iniliales po, g, 70, Yo, Yo Yo deS fonctions

(') 11 Mai 1896.
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Pos Qo5 T'oy Yoy Yor Yo~ Nous allons développer ces solutions d’aprés des puissances
de w et donner une méthode pour le calcul de proche en proche des coefficients.
* P p €n p
Soient -
Po+ By, Go+ Bay ro+ Bs, Yo+ Bis }"0 -+ Bs, Yo+ Bs
les valeurs initiales des variables q, r ', ~": & I'époque © ces variables
Py d YT poq
prennent les valeurs
Po+ Bi+ ¢y, qo+ 52‘*‘4’2; ro—+ B+ UM
70 + Bi+ Yy, Yo + Bs+ s, 7o =+ B+ L,
olt 4y, ¥a, ..., Y sont développables d’aprés des puissances entiéres et positives

de By, B2, ..., Bo et de p. La condition nécessaire et suffisante pour que la solu-
tion soit périodique est ainsi

(3) h=ds=¢;=¢, =y =1{¢s=o.

Ces équations ne sont pas indépendantes. En effet, nous connaissons Lrois inté-
grales uniformes du systéme (2), savoir :

‘ Fi=Ap*+ B>+ Cri—ap(fy +py'+Ly) =G,
(4) ¢ F=Apy +Bgy'+Cry'=C,
( Fo=9+ 924+ 9" =1.

Les quantités ¢ sont donc assujetties aux équations

Fi(;’o+ Bi+ Yy, "'?;g+@6+¢6)—‘FI(EO+ Bis -+ o» ;’8—*— 66):‘)’

(9) ¢ F2<;o+ Bi+ i, -'-’)_’Z)"‘ﬁa‘l“qfs)—Fz(;o“*‘ [CTS ?{)"“BG):O)
( Fo(po+Bi+ iy oy 70 + Bo+ ) — Fs(po+Bus - ., 7o+ Bs) =o.

De ces équations nous tirons ¢, ¢, et Y en fonctions de ¢;, ¥;, ¢;, qui s’an-
nulent pour

bs=1¢, = Y5 =o.
On peut donc supprimer les équations
bi=dy=¢s=o.
Cela exige que le déterminant fonctionnel
OF, OF, OF,
dp dg Iy
OF, OF, OF, |
dp dg I |
OF, OF, OF,
dp dq Iy’
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ne s’annule pas pour

P=bi 4=qy =7y 7=7» V=70 V' =V» B=O

On aura
Ap, Bg, o
A:’*IA?D By, Cro | =4ABY, (Po7s— qu70) Z 0.
o o 7o

Nos conditions sont maintenant

Nous avons six variables B, ..., Bs; mais les trois derniéres sont assujetties a
la condition

G+ B+ G+ B+ (7, + B8 ) =1,

de sorte que nous ne pouvons donner des valeurs arbitraires qu’a deux des 3. Po-
sons, pour simplifier,

Bi=Bs=pBs=o.

Les fonctions 3, ¢y, Uy sont des séries en By, B, 35 et u, qui s’annulent en
méme temps que ces variables. Pour pouvoir tirer des équations (6) les {3, en sé-
ries de p, il fallait d’abord voir si le déterminant fonctionnel

9 (Y3 huds)
0(161 ﬁ2 @3)

51:@2_—_33:#:0.

ne s'annule pas pour

Mais p, ¢, r, 1, Y, Y étant pour = o des fonctions doublement périodiques
de 7, les ¢ sont des fonctions assez compliquées des 3, de sorte que la discussion
du déterminant pourrait étre difficile. Nous allons, par conséquent, adopter une
autre méthode, et, dans ce but, cherchons d’abord s’il existe des séries périodiques
qui satisfont formellement aux équations (2).

Nous allons ainsi essayer d’'intégrer le systéme

d " d ) n
Aﬁ:(B—C)qr-i—p.(ny—Zy’), a%:ry’—qy,
dq 4 d ! r
(6) B =(C—Mmpruy—&"  L=pr—ry
d &y’

Co,=A=B)pg+p&'—m), ;=97 —r7s
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par des séries de la forme
P=Xph  g=X =,
0 0 0
r=Xnth V=N hE, V= ek
\ 3 0 0

(7)

ou les coefficients de p* sont des fonctions périodiques du temps avec la pé-
riode . On sait que p,, o, "9y Yo, Yo, Yo s0ont des fonctions doublement pério-
diques, dont la période réelle est t. Substituons ces séries dans le systéme (2)
et comparons les coefficients de u* des deux membres. Nous aurons, pour A =1,

dp,
[ A l = (B —=C)(regi+ qor1) + (ny; — &75),
d’]i o
) B = (C—A) (pori=+ ropy) + (Lo —E71),
dr, , )
| C i = (A — B) (qopi+ poqy) + (Eyy —n¥y)
el
dy, .
W_’O.h q071+’170 917 0>
71
(9) d[ ‘[’0'}’,“’ 71+P1y0—~11y0’
ay,

T T PeYiE e PiYo
ensuite, pour )= 0, on retrouve les équations
17)
AL = (B—C)qury

(10) qu° - (C — A) 7o pos

dr
G % = (A —B)pq,,

[ d ’ "
C%; =ToYo— 9070
p .
(II) 6}/; —Poyo_ro/ov
}'o

\ dz = QoYo— Povl-
Fac.de T., 2¢S., 1. 2
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En général, on aura

d
A dp[) (B‘“C)(%’)‘*"o(]x)—ﬂn1-@‘/, 1"*—H “‘Ily
dq) i N, ., .
(r2) B — (=2 (ropr+pors) = Tp — &+ B =T,
dl)
Car “dt (A —=B) (por+qop) = Eppms —nn- - H, =T,

ou H,, H,, H; sont des polynomes qui contiennent au plus

Pr=1 -1, =1 et Yr—2, "/5\—2’ ‘/L//.-z 5

ensuile v
/ [l'\ , " N ,
d/; — (P — o3 = — iy + Ny + Ly =HP,
dV’ )
(13) . — (Poh—Top) =— Yo+ prye + Ly =HP,

— (22— Do) == Prio+ e+ Ly = HY,

T —— el
|\
I

ou Ly, L,, Ly sont des polynomes qui contiennent au plus
Pr—1s Gr—15 =1, 71 “/‘;‘—1, '/;.—1-
Intégrons d’abord le systéme (8), que nous écrivons

dp " '
ASPE— (B —C) (gori+ roq) =7, — 7 =TV,

d - .
BT — (C—8) (ropi-+por) = Lpo— &7y =T}

’

A—B) (pogi+ qupr) = &Y,

d/1 )
C — 1y, =TV

dt
Ce systéme dépourvu des seconds membres n’est autre chose que les équations
aux variations du systéme (10). Alors nous en connaissons trois intégrales parti-
culiéres, car le temps n’entre pas explicitement dans (10), savoir

dp, B—C i dgy C—A ) dr, A—B
= A W= g =g e =g = ol

Pr=
Posons maintenant

3
Potfo+ Vs

Pr==a T GoT0s 1= @, T ropy = Uy, ry=ay
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et ’on aura

d
(B—0C)gqor, —d%l —(B—=C)(gqo9y+ryuy) =T

a’u1 da,

B +((—‘—A)’0Po"“—(c_A)"0"1 =TI,

s da )
C— +(A=B)pogo . — (A—=B)pyu, T,

De la premiére de ces équations, nous aurons

da, 01 W T,
A o S —
(14) 7l s T v

et, en substituant cette valeur dans les deux autres,

du, (_‘Qf A) rop, " _ (B=0C)g, IV —(C—A)p, T(“

a 7 e (B— C)qo
~ de (A —B)peq, (B—=C)r, I — (A —=B)p, IV
¢ D AT PPt :
dt re (B—0C)ry
On voit aisément que
u hy i
[y == — Yy == —
! 9o ! Iy

sont deux intégrales particuliéres de ces équations, sans seconds membres. En-

suite, on aura

( ey (B—C)g, Ty — (C— A)p, '}V

5 M= / B(B_C) at,
(10) \ })—C ’ “’——(A—B)pnrf“

( x.)]:~)1—1—f (zB—C) L dt.

On peut montrer que les seconds membres sont des fonctions périodiques du
temps avec la période <. Dans ce but, multiplions la premiére des équations (8)
par p,, la seconde par ¢,, la troisitme par r, et ajoutons; on aura ensuile, en

tenant compte des équations (10),

Pl —+ (/orlz“}"'or/z~— i (Apopr+Bgoq+ Cryry).

La quantité entre parenthéses est une fonction périodique du temps. En
effet, nous connaissons I'intégrale du systéeme (2)

Ap*+B@*+ Cr2+ap(&y +ny'+ &) = 2K,.

En substituant dans cette équation nos séries (7) et en comparant les coefficients
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des différentes puissances de w des deux membres, on aura

Apopr+Bgoqi+ Crory+ (Ey,+ ny,+ {y})) = const.
ou
Apop1+Bgoq,+ Cryr, =1,

U, étant une fonction périodique connue du temps. Ensuite, on aura

701‘,1 + 7o L5+ 7,:) I, = lo(APoI‘; +Bg, Iy + CrTy) =o.
Ainsi
, , , dU
Pl + gL'+ roly = Ttl’
Ap Iy +Bg JJ,+ Cr,T, =o,
d’out résulte

. dU
(B—C)qol, — (C—A)p, T, =—C dti’
(B—C)r,I,— (A —B)p, I, = C—i}]—tl

Substituons ces expressions dans (15), on aura enfin

Y CUI
)\1——)\1'— B~(—l=~—(_:)’
(16)
= U
T B =10)
Ensuite

da, _ b v 1 B C Ny T,
dt — ¢ r B—C{\Cr? Bg? Y gers

Pour que a, soit une fonction périodique du temps avec la période =, il faut

que l'accroissement du second membre pendant le temps © soit nul; ainsi

= /(1 - /1\ _ 1 B C F;%
(17) “(fs)“(ﬁ)s[B—c3<ﬁrf§*3—qz>”'+mJ’

en désignant par

T
I
[F]= ;V[ ¥ d,

la valeur moyenne de I, F étant une fonction périodique du temps avec la période =.
Ensuite nous aurons

= -
o PN 1 B C T, t ~
(8) alw»[ aﬁ - e TB—C [Ul<C"g N B’/é) - ‘]0"0J A
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ou @, est une nouvelle constante arbitraire, et enfin

_aB=C
Pr=a A GoTos

(19) —a, i A
9 ql“_ 1 B OPO q07

A—B v,
= ‘”C‘—P070+ I

ou a,, h el v, sont données par (16) et (18).

On observe que a; peut devenir infinie, mais d’une telle maniére que p,, ¢, et
ry restent toujours finies. Cela résulte immédiatement de I'expression de p,, ¢,.
ry comme des fonctions doublement périodiques.

Nous avons ainsi trouvé une solution périodique du systéme (8) qui renferme

deux constantes arbitraires, les constantes ), et v, étant assujetties a la condi-

tion (17).
Intégrons maintenant le systéme (9) que nous écrivons de la forme

d/; —r°71+(/071:r170_7170:H(1“’
/ dﬂ' " ”
(20) T =Pt oy =iy — ripp=HYY,
|

— L — (1)
ar T + Py = G170 — Piyo= Hi".
\
Nous connaissons trois systémes d’'intégrales particuliéres de ces équations dé-
pourvues de seconds membres, savoir les neuf cosinus directeurs

%o, 60, 701
’ r '
oy B Yoo

" "

"
) or Yos

mais il est préférable, au lieu des « et B3, de choisir les combinaisons linéaires

a = oy —+ By, b = oy — By,
a = ay+ B, o' = a, — (3},

n___ oy y___ " Ul
a"=dy + 13}, O'= oy — 1B,

i désignant le symbole \/— 1. La solution générale du systéme (20) sans second

membre sera donc
71 = C)a -+ Cgb -+ C3709

./rl:Clal -+ Czb, -+ C;;Y:),
7= Cra" 4 Cy b+ Cole
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Pour trouver la solution la plus générale du sysieme (20) avec les seconds

membres, appliquons la méthode de la variation des constantes. On aura

dC ac, dC )
_dthl—k dr Tl — ;= HY,

, dGy ,dCy , dG, .
“dar -0 dt 7 dt ="
dC ” dcg " dC:} J— (1)
w TV g =

in multipliant la premiére équation par b, la seconde par &/, la troisiéme par
0" et en ajoutant, nous aurons

dC,

TR = OHY - Y 0T HLY)

en vertu des relations
ab +a'b +~a'l" —=o,

b 0" + b -—-o,

b70+ o'y, + by, = o,

et, d’'une maniére analogue,

‘fﬁ = alY + a' HY + a"H),
dC, ,
dts — H&“—ky{,Hi,”—%—'/oH;“.

Ensuite on aura G, C, et C, par des quadratures. Etudions maintenant les
fonctions dans les seconds membres. On a, d’aprés M. Hermite (') et en adoptant
ses notalions,

i3 :@1(0)1{(“_0’) 0, (o) H(w + c.))

— gl'().lH—‘/)’ b — . l3 U}u+;)
“TET () 0(«) P 1, () 0(u)
. 0(0)H, (v —w) . 6()H (H+m) s
[ Y- et hu+v) D ) p R — ! iOu+v)
== CH, ()0 (u) ’ V=o' —if = H,(»)0(u) ’
p ey H(0)O (0t —w) . . H,(O)@(ll—}—m) I
A [/ i(hu+v) L g - ¥ — —I(ru+V)
=l = (H(0)0O(u) ¢ ’ Vi=ol—ip'= H,(c.))@(u) ’
. cnu ﬂ,_dnmsnu “,,msnmduu
N =T e = Tone T ienw

(') Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 3.
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oll w, X ety sont des constantes et « est une fonction linéaire du temps
u=n(t—¢).
Ainsi, H(", H{", H" étant des fonctions périodiques du temps, on aura
BHY 4 b HY 4 b HY = e=i0uwe) P (1),
ou P est une fonction périodique. Ensuite

I .

C,= Efe—l()‘uﬂ—‘)) P(t)dt = e—iu+v) P,(¢) + C“

P, est une nouvelle fonction périodique et (i une constante. De méme

Co= -~ f(aH(l“ + aHP 4+ a"H) de = [ elOurn) P (¢) = el ®u) Py(2) + C,.

2

~
43
)

dt

Enfin, en introduisant les valeurs de H'", H.", H"’ dans I'expression de
1) [ 2 ) 3

on trouve
dC,
dt

—o, C, = const.

Alors, nous aurons

—0 > s )1
= Cra -+ Cob +Cm:@,(o)[]{(u 2>)}]Il(,i)¢)>g(il)(ll+ w) PHOT Cy/on

’ ~ ~ ’ ~ 0 H u— P I3 II 1)2[
(21) {7,=Cua + Cobf + G,y = 2 §LIZL;§<ILS(II+°’) 0]

p v o . H @) [0(e—)P () +0(u+ w)P,(1)] )
o 1 N 1 .
/1——Cla +(12[/ +C3/0——- 2L.H1(0)>®(U) +C.i,/uv

+ Cyvs,

en posant

a:Ez:o.

Par conséquent, v, ¥}, v, sont aussi des fonctions périodiques du temps. Il
est clair que les expressions de v, v}, v, sont réelles, les quantités

Cia, C,b,

étant des quantités conjuguées.

Au commencement de nos recherches, nous avons posé

B’wzﬁﬁ:@ﬁ:o’

c’est-a-dire nous avons supposé que les séries v, ¥, ¥ pour ¢ = o se réduisent

Avo. v,
‘0? YO? YO'



16 G. KOBB.

L]
Alors il faut que vy, v}, v} s"annulent pour ¢ = o.
Cela nous donne les équations

Cia +Cy0 + Cyyy=o,
Cia' + G0+ Cyy,=o, pour ¢ =o.
Cia"+ Cyb' + Cyy) = o,

Mais le déterminant

a b 7y
a b oy | =— 44
all b// Y’(;

il s’ensuit
Ci=o, C;—o, C;=o

pour ¢=o. (3 élant une constante, nous la choisissons égale a zéro. Ensuite
/QbH U H, 4 b'H,) dt = ———j}hﬁ+bq-rbwgdt
Cy= — f(aH’—|—a H, + a'H}) dt = %f(apl-i—aql—i—a ry)de,

en vertu des expressions de I, H}, H} et les relations bien connues entre le
cosinus directears.

En substituant les valeurs de py, ¢, r, prises de (13), en tenant compte de
(10), (13) et (18), nous aurons

at/a <bf§ﬁ + b dq“ 4N a4y

dt a’t
N dpo d(lo b dr, /td[ g_
+)\1L [(b?l? + 0 I J, q?,+qo de

- dp, @0 ydre\ (fde b
—\—vlfl: b——t -+ 0’ “+b i fr—?,+r0 dt_fAldt,

(22)

. t '
(l%—f—a’%—i—a”@) dt—}-——g—:ldt
o 0

" g
f¥+fidui/Md@
s

ot A, et A, sont deux fonctions de ¢ entiérement connues. Aprés U'intégration, il

+
x
—
RS
Y
S
+
Q\
SN
Q&
e
N——

~

faut partout poser ¢=o.
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Ces deux équations et I'équation (17) font connailre les trois constantes a,

% et v,. Elles ont la forme
Llﬁ,—i—Mle—*—NJ,:fAl dt,
(23) | L+ My7,+ N2J1:fA2dz,
RISX1+ N3;1: A,

de sorte que la condition nécessaire et suffisante pour que 'on puisse déterminer

les conslantes a,, A, v, par (23) sera

L, M, N,
(24) D=|L, M, N;|2o.
o M, N;

Cette condition remplie, nous avons intégré les équations (8) et (g) par six
fonctions périodiques de la période ©

. - ! ”
Pn (]l’ 'y /1) }'1, 71’

dont, en outre, les trois derniéres s’annulent pour £ = o. Substituons ces valeurs

dans les équations (12) et (13) et posons A = 2. En les intégrant, nous trouvons
P2 425 T Y2 ')/,21 7

et ainsi de suite. Supposons maintenant que nous ayons trouvé lous les coeffi-
cientsde p, ¢, r, ¥, ¥, ¥ jusqu’a 'ordre n — 1; nous allons voir qu’il est possible
d’intégrer les équations qui déterminent

. ’ "
Pns Gns  Tas Yns Yo Vne

Posons A = n dans les équations (12)

d
A dljtn - (B - C) (q0r11+ ’.Oqll) :I‘(lll‘,
5 dqn -
(2.)) B2 _(CAA)(]-OPH_FPOI,”):l\‘)n,’
dt .
dr,

| Cdt — (A—B) (peqn+ qopn) =T3",

ol les ' dépendent, au plus, des coefficients d’ordre 7 — 15 elles sont, par con-
séquent, des fonctions connues périodiques du temps. Nous connaissons trois in-
Fac. de T., 2¢S., 1. 3
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tégrales particuliéres des équations (25) sans seconds membres, savoir :

_B—C . _C—A, L _A—B
Pn— A doT0s Yn=— "‘B‘ 0o n— _'C* Poq0s

de sorte que nous posons comme auparavant

B—C C—A A—B
Prn=—=ay, A FoTos Gn=—a, _B‘ ToPo~t Unp, I'n=2a _*C'*’ Poqo+ Vue

Un calcul, tout a fait analogue a celui que nous avons fait pour n =1, nous

donne
da n Cn uy, {1,”
=t e L
dt ro Yo (B—C)gory

duy  (C=M)ropy, (B —0)q, 15" — (C—)p I

B

di. %o " (B—C)g,
de, | (A—B)peqo - (B—C)r,I'y"— (A —B)p, I
dar Iy T (B—0GC)r,
ct, ensuite,
\n “n
Up=— —> Vn=— —>
q, ry

t
_3 SB—C)VOF;IL)— (C=A)p I
=l | e dt,

t
, T (B—C)r,L”— (A — B)p,I['®
Vo= )n”*"v[)v C(B — C) dt,

ot \, et v, sont des constantes arbitraires.
Nous allons montrer que les intégrales dans les seconds membres sonl des fonc-
tions périodiques du temps. En effet, on obtient aisément

i

d
Pl 4 q I+ 1 0= = (Apopn+ B qogu—+ Crory)
(26) et

al d ’ "
Ap P+ Bg, TP+ Cr T = {, 7 (Ayopn—+Byygn+ Cyyr,).

D’autre part, nous avons les trois intégrales premiéres de notre systéme (2)

Apr+Bgyr+Cr2+ ap(Ey +ny' +¢y") =2K,,
Apy+Bgy + Cry'=K,,

Py

Substituons les séries (7) dans les premiers membres, développons d'aprés les
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puissances de w et écrivons que les coefficients de p” doivent étre des constantes.
Ainsi,

Apopn—+ Bqog,+ Cryr,= U, + const.,
(27) < AyePu+Byogn+ CYyra+ Apyya—+ Baoy, +Cryy,= V), + const.,
T0Vn T 7o¥at 7o 7n=Wa '

oun U,, V/

. el W, dépendent seulement des coefficients d’ordre moins que n;

elles sont, par conséquent, des fonctions connues périodiques du temps. En ob-

servant que
’ L
AP0:lo“/o’ BQO:lo“/o’ C"o:lo“/(,n
on obtient, des deux derniéres équations,

ly(Ayopu+Byig,—+ Cyyry) =V, + const.,

ol 'V, est aussi une fonction périodique connue du temps qui s’annule pour

t = o. Ainsi, les équations (16) prennent la forme

Pl -t g, T+ r Ty = L0,
dt
.
Ap, TP+ Bg,I+ Cr TP = d;[”;
d’ou 1l résulte
dv dU
- (n) __ o (n) — n o ‘,5’
(B—C)q,T§ (C—A)p, I = 7 G .
| n! n du, dv,
(B—C)rly" — (A—B)p, T"=B" 20— 20
et
T V,— CU,
MR BB C)
Y, =V, —|—BU”—_V"
n—VYp C(B — C)
da,

Enfin, en substituant ces valeurs dans ’expression de —*, on aura @, par une

dt
quadralure analogue a celle obtenue pour a,. La condition pour que a, soit une

da, |
ar | =@

nous donne une relation de la forme

(28) %l =5 | + 9| = | = const.
' r

fonction périodique, savoir :
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Ainsi
Pn= X GoT'oQns
(2()) qn— ;_:—él‘opoal—i— &>
. n B 1 qo
__A—B v,
I'n=— C poqoazz+ ]_,0’

mais, @,, A, v étant des fonctions périodiques du temps, p,, g, I'x sSont aussi
des fonctions périodiques du temps. Passons, ensuite, aux équations (13) pour

A=n
d n ’ ” n , ) R
d*yt o (ro},"_ qo'yﬂ) :H(I )= nYdo— ano_'_ L(l )’
3 / d”/:z ” (n) U (n
(30) W_(Po}’n—ro)/n):H2 :pnyu—l‘,,y0+L2 ,
d'\,,,t ! n ! n
d_/t - (qoyn_])‘)yll) :11(3 '= Qn'}’o—‘Pn"/o -+ L(& );

L, L) LY ne dépendent que des coefficients d’ordre moins que r, de sorte
qu’elles sont des fonctions périodiques connues du temps.
On voit aisément qu’on peut intégrer le systéme (30) exactement de la méme

maniére que le systéme (20). On obtient
7a=CPa + CPb + C§"y,,
Y:L: C({l]a/ —+ C(zll) b’ -+ C(3n) 7’[),
Y:: — C(ilt)a//+ C;") b”—l— C(sn)}/(l)’
ot les a et les b ont la méme signification qu’auparavant. Ensuite, C{”, GV, C{"’

sont déterminées par
(n) (n) (n)
; dC{ b dCy daCy

1 — H»
a T+ a1 1
dcy L dew L dC
(t/ 1 + bl 2 _|_ 7;’ 3 — H(.le),
dt dt dt
N(n) (n) (n)
v ilUi e dcy ) dCy —H,
dt dt dt
d’ot résulte facilement
ey ,
2 = vl -y HYY 4+ g .

Nous allons voir que le second membre est la dérivée d’une fonction pério-
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dique du temps. En effet, nous aurons

n Y 1 " n d.\' ’ dﬂ,r d“ly
7oHY + “/oH(zw‘*”"/uHaz/o'a/_;_*_}’oTi/f 7/,51

A Ya (oo — Goe) + Yu(Po¥s — To70) + 7u(GoYo— Po70)

+ Yo
_d Y
- ’(72 (707n+ 70 7:z+ Yo 711)’
d’aprés (11). Mais la quantité entre parenthéses est égale a W, (27), de sorte que
Cy" = W, + const.

Quant aux C{" et CY’, elles ont la méme forme que C; et G, et, d'apreés la
forme de HY", H?, HY, on remarque qu’elles dépendent des constantes

[2°) )\119 Yny

absolument de la méme maniére que C, et C, dépendent de Z., A et vy,
Il en résulte d’abord que'y,, v, 7, sont des fonctions périodiques du temps,
CY et CY" ayant la forme

C’f: e—iAn+v) P‘l’”(t), ngn): e+ihn+v) P<2n) (¢),
et, ensuile, que la condition que 7., v,, Y, s’annulent pour ¢= o nous donnera
Cr—o, CW=o, CM=o0, (=o.
Les deux premiéres équations ont, en employant les notations (23), la forme

L,a,+ M,2,+ N,v, = quantité connue,

L,a,+ M,}, + N;v, = quantité connue.

Mais A, et v, sont encore assujetties a la condition

= I - I
M 7 + v, 7 = const.

M, %, + N,v, = quantité connue;

ou

de sorte que la détermination des conslantes d’intégration a,, A,, v, est loujours
possible sile déterminant

L, M, N,
D=L M, N,
|l o M, NI

est différent de zéro, ce que nous avons déja supposé.
Ainsi, ayant supposé qu’un calcul préalable nous ait fait connaitre les coeffi-
cients de nos séries (77) jusqu’a l'ordre (n — 1) comme des fonctions périodiques
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du temps, nous pouvons toujours déterminer les coefficients d’ordre n comme
des fonctions périodiques du temps. Observons aussi qu’ils sont complétement

déterminés par la condition
, p
Y= Y= Yn=20, pour t=o.

Par conséquent, le calcul formel ne s’arréte jamais et il existe des séries

p=XmE = dowh, =Y ne,
0 0 0

Y=XEs =X, = AR
0 0 0

qui, substituées dans (2), satisfont formellement aux équations et dont les
coefficients sont des fonctions périodiques du temps. Enfin, les séries de v, v/, ¥”
se rédunisent, pour t =o0, 4

- i —n

YO, 70’ YO’
ou aux valeurs initiales de y,, v, et v, dont nous sommes partis.

Passons mainlenant & la démonstration de la convergence de nos séries. Nous
avons déja indiqué les difficultés qui se présentent en partant de la solution
ériodique

p q " \7 1

PodoToYoYo70
des équations (2) pour p=o. Ces difficultés proviennent du fait que les
accroissements ¢ deviennent des fonctions assez compliquées des variables 8. On
peut pourtant les tourner de la maniére sulvante : posons

P=Po+ Ty §=qo+ BTy r=ro+ @,
=Y+ BYe Y =Ye T BYs V=Yt

et choisissons les z et les y comme variables au lieu de p, ¢, 7, v, ¥, ¥', ¥~ Les

équations (2) deviennent .
d—;f = (B — C)(goxs+ roxs) +nyy — CYy + pI[(B — C)zexs+nys— Ly,
. ”
—(% = (C — A)(ro@y+ pyxs) + Cyy — &Yy + p[(C — A)zyy+ Ly — £yl
d -
G % = (A — B)(poxa+ qo21) + Eyo — nyo + [(A — B)z 22+ Eya—nyils
(31)
d}’1 BN . 1 4 (.Z‘ _z )
= reYe— Go¥st+ X3Yy— Tayy + P L3Y2—— L2)3)s
d "
*&)/72 = PoYs— Iy Y1+ T1Yo— Z3Yo T+ {21y — 23)1)
dys

{ dl_:f]ovﬁ—‘l’o}’z—*— ZaYo — T Yy + p(Z2Y1— Z1)2),
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Pour u = o, ce systéme devient identique aux systémes (8) et (9). Ainsi, nous
~connaissons une solution périodique du temps avec la période © du systéme (31)
pour w. = o, savoir :

0 0 0
Xy == Py, Lo== (1, Xy =TIy,

0

: 0 , 0 "
]/1:71, ,y2:717 :}/3:'/1,

et, du reste, nous savons qu’elle est la seule pour laquelle v, v\, ¥, s’annulent
pour ¢ = o.

Appliquons, maintenant, la méthode de M. Poincaré en prenant cette solution
périodique comme point de départ et voyons si le systéme (31) ne comporte pas
aussi pour des valeurs trés petites de . une solution périodique avec la période =,
telle que 3y, )2, ¥3 s’annulent pour ¢ = o.

Au lieu de prendre comme variables les valeurs initiales des z et des y et,
ensuite, de les déterminer de fagon que les accroissements des x et des »,, pendant
la période 7, s’annulent, nous pouvons évidemment aussi bien choisir les con-
stantes d’intégration qui se trouvent dans les expressions de py, ¢, 'ty Y1, Y1, V-
En effet, I'existence de la solution périodique pour = o dépend d’un choix con-
venable de ses constantes.

Observons d’abord que les accroissements des et des y ne sont pas indépen-

dants, parce qu’il existe trois intégrales premiéres des équations (2). Nous avons
Ap*+B@?+ Crid+op(ly +ny'+ ') = 2K,
Apy+Bgy' +Cry'=K,,
VY=
d’ou il résulte, en introduisant nos variables « et y et en divisant par p.,
Fi=Apyx,+Bgox,+ Crox;+ Eyo+ 0y, + L4
! ; . .y
-+ }1[5_]1 +ny,+8ys+ E(Axf + Ba?+ C:c;)] = const.,

Fo=Ay,z,+B Y:)fba”f‘ Cyoxs+Apyyi+ Bgoy.+ Croys

+ p(Azyy + Ba,y, + Ca,y;) = const.,

Fo= 001+ Voda+ 1oys+ S (y1+ 5108 =o.
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Le déterminant fonctionnel

OF; OF, JF,
dry  dzy  dy, Bg, Cry, o
JF, JF, OF / ’ " )
9z, oz, B}f =By Cyy Apo | =BCyo(g075—ro75)
OF, oF, oF, | 1% %

p=o| 02y dzy Jdx,

n’étant pas nul, nous sommes certains que les accroissements de z,, zy, y,
s’annulent si les trois autres le font. Appelons ainsi

Az, Ay,, Ay,

les accroissements de xy, 53, 33 pendant la période <; les équations & satisfaire
pour P'existence des solutions périodiques sont, par conséquent,

(32) Axy=o, Ay,—o, Ay;=o.
Soient
Py Gy T Y }’/n 71

les valeurs initiales des variables z et y pour u=o, et

Pr+Bi @i+ By T+ Ba B 7B 7L+ Be

les valeurs initiales pour (22 0; nous savons que Az,, Ay,, Ay; sont des séries pro-
cédant d’aprés des puissances enliéres et positives de 8 et de p. Ainsi des équa-
tions (32) il faut tirer trois des quantités 3 comme des fonctions des trois autres
et de . Mais, au lieu de prendre les 3 comme variables, nous en introduisons
d’autres de la maniére suivante.

Les équations (31) ont pour p= o les intégrales (19)et (21)

S

Pr=a A GoTos

B

A—B vy
r=a, jlﬁpqu_*_ E)

X
¢=a, ”oPo‘*‘j{;’

71:'lcxa -+ Cyb -%—C:;"/ov
7,1:C1a’+czb, +E37i”

71 = Cia" + Cyb" + Cyyl,
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ol

. 21
Cr=— éf (bpy V' qy+'ry) dt + Gy,

. 1

4 ral
C,= 5/(ap,+a’ql+a”r1)dt—0—bg,
C,;= const.,

et a,, h, v, conliennent les constantes additives a,, A, v,. La solution pério-
dique résulte d’un choix convenable des constantes a,, Ay, vy, Gy, Gy, C;.
De ce systéme de constantes d’intégration nous obtenons les valeurs initiales

correspondant a la solution périodique. Donnons maintenant aux constantes de
petits accroissements

aal; O“7‘1’ 6”[; 661’ 6629 acd;

les valeurs correspondantes des accroissements des valeurs initiales sont

— - B—C- -
Oplzaa,qul‘o,
N - C—A-- ol
0¢, = da, B ol =
9o
N - A—B- - D)
(33) or, = da, C Poqo+ OT__l
ro

) | = 6C? ay + 8Cg bo —+ 803;0’
3C a, + 8CY b!, + 3Cy ¥,

N
9y, =

| 07 =0Cay + 3C3 by + 0C, 7.

Il est facile de voir que 3Cy et 3CJ sont des fonctions linéaires et homogénes

de ¢a,, ¢k, 8v,, 0C, 6C,. Posons maintenant

51:6/311 ‘;32:6—7—19 53:6;1, @B:(;:/_b ﬁsza"/_;a ﬁs:a-};/{;

il est clair que
Az, Ay, Ays

deviennent des séries en 8a,, ohy, 3v,, 3C,, 8Cy, 8Cy. Calculons ces séries pour
w.=o. Mais, comme z,, y,, 3 pour i = o se réduisent & p,, v,, ¥}, cela revient
A calculer
Api,  Ayi, A7
Fac. de T., »* S., 1. 4
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On voit immédiatement que

A __B—C—_ I_ (]a_, __]‘—C’ I .\7 .
LA U AR 172 R Nl el R

ou, en employant les notations (23),

' A= B G (T N, 5.

Passons mainlenant a Ay’ ;

/,; pous avens

#=Ca' +C b +Cyy,

- t
C=— L-f (bp,+ b'q,+ b"r)dt +C,.

2
La fonction sous le signe somme est de la forme

— i (Au+v) (‘ f,{ﬁ_‘ ?
e 20+ [0 o,
ou P(¢) est une fonction périodique du temps de la période .

Ainsi

€= e—i0u+y) gE (¢) + [@] Q. (¢t) |4 T,
dt )
ot P, (t) est aussi une fonction périodique; de méme
— da, | — —
— plhu+v)) P r_l e
C=e 312<t)+tdt]oz<t>$+1_

En observant que &' contient le facteur e/« {)/ le facteur e=4v el que 7y, est

une fonctlion périodique, nous voyons que v, a la forme

’ C ’ ~ / o~ o da ]
7i=6a 4+ Cy 0"+ Cyy, + [?{71

A, (¢) + fonction périodique

et de méme

. n -~ ~ da . . RPT
Yi=0a"+ G, 0"+ Gy + [?”J Ay (¢) + fonclion périodique.
Quand ¢ augmente avec =z, @ et @” reprennent lenrs valeurs initiales multiplides
par un cerlain facteur e, el ' et " deviennent multipliées par =, de sorte que

nous aurons

— — — Fda,”
Ay =10C, aj(em—1) + dCy by (e — 1) 4 A, [%J;

_ _ —rd
Ay = OC, !, (em — 1) - 6Cs b (= — 1) -+ &y [?{ﬂ
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. . . da,
Par conséquent, nous aurons, en introduisant la valeur de ik
/ ‘ B—(C- - = - ot
o=Ax =< ;\*—([01'0<1\’I3OA1+1\30‘J,>+ ............................... (et
(34 { o= Ay, = A (M0%, + Nyov, ) + 0C, @) (e —1) + 00y by (e —1) 4+ (. )24
L 0o=Ay, = AL (M;0%, 4+ Nyov,) +0C, ! (e — 1) 4+ 0C, bl (e — 1) 4 (. Do e

En supposant

35 - > o>
(33) P.)ZO, 70< Oy EQN

d’aprés quelques transformations, ces équations deviennent
[ 0= M, 0%, + N, 0%, + P, (g, 0%y, 89, da,, 6C, 6C, 6C, ),

0= aﬁ,—f—‘upz( .............. e ),
o= 8(;2-1—}1»1)3( ....................... )

(36)

Ces équations permettent d’exprimer trois des quanlités 87?,, 3, oG, 3C,
comme fonctions des trois autres de nos six inconnues et de p. Mais nous avons
vu qu’en choisissant 8y, 21, 3., B4, B, 3¢ comme variables il est permis de donner
a deux des §3 des valeurs arbitraires, et, dans le calcul formel de nos séries pé-
riodiques, nous avons posé

Bi=pBs=ps=o.
1l résulte des formules (33) que nous devons avoir
0 = 0CY @, + 0CY by + 3C;4 75,
0 =8C? @) + 6C3 b} + 6Cs 7,
0= 03CY )+ 8CY b, + 6Cs 7

ou, le déterminant des seconds membres n’étant pas nul,

=)

300 = 5C:

= dC;=o.

Nous avons

. t
C==L [ (bpit by 07 e+ T,

et la fonction, sous le signe somme, est une fonction linéaire de a,, Ay, v,, de sorte

que oC} devient une fonction linéaire et homogéne de 3a,, 3i,, 3v,, 3C, qui, en
introduisant les notations (23), deviendra

6CY =L, da,+ M, 6%, + N, &v,+ oC,,
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de méme

3CY= L, da, + M, 6&, + N, 69, + 0C,.

Ainsi, les conditions

Bi=Bs=pB=o0

nous donnent deux équations linéaires et homogeénes entre 3a,, 34,, av,, 3C,, 3C,

et, de plus, B
6C3: o,

de sorte (ue nous aurons enfin les équations

0= ....... M, 0%+ Nyovy oo, e+ Py,
0= ......cu.. e +0C ... . uPy,
O T e oA 0C, . 4+ p Py,

(37) ' - -
o0 =L,0a, + M0}, + N,0v, + oC,,

0= L,0a,+ M;0%, + Ny0v, + ... + 0C,,

Le déterminant des termes linéaires des seconds membres devient, aprés une

légére transformation,

'L, M, N,
(38) A= L, M, N, |.
Lo M, N,
Alors, si
Azo,

nous pouvons résoudre les équations (37), et nous obtenons nos six inconnues

da,, Ok, v, 0C,, 0C,, 0C,

comme des séries en g qui s’annulent avec ., et, par conséquent, aussi
,Bu @2’ 53

en fonction de p. Ainsi, pour des valeurs assez petites de w, il existe un et un
seul systéeme de valeurs initiales de zy, xs, 23, ¥1, ¥2, ¥3, tel que la solution
correspondante des équations différentielles (31) sera périodique et telle que y,,
¥2, ¥ s’annulent pour ¢ = o. Ainsi, connaissant a priori 'existence d’une telle
solution périodique, nous savons qu’elle est développable d’aprés des puissances
de u.; mais, d’autre part, le calcul formel que nous avons fait nous a montré

qu’il ne peut exister qu’un seul systéme de séries ,, z,, 23, ¥, ¥2, 33 €n u, dont
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les coefficients sont des fonctions périodiques du temps et telles que yy, ¥, 3
s’annulent pour ¢ = o.

Par conséquent, les séries obtenues par le calcul formel sont convergentes et
représentent bien la solution périodique. Le déterminant (24) D est, comme nous
voyons, identique au déterminant A.

Au lieu de choisir

Bi=PRs=PBs=0
et, par conséquent,
Y1=)s=)3=0 pour ¢ =o,

nous avions pu donner a deux de ces quantités des valeurs arbitraires trés petites,
ces quantités étant assujetties a la condition

F,=o pour £ =o.

Il existe, par conséquent, une double infinité de solutions périodiques.

Enfin, pour 'existence d’une solution périodique du systéme (31), il suffit que
les équations (34) soient satisfaites, ou, en tenant compte de la condition (35),
que les équations (36)

0 =M, 6%, + Ny &%, +pP, (g, 0%, o, da, Gy, 6Cy, 3C,),
o= —+ 561—1—;1.1)2( ...................... 2

o= + G H+pPy( S )

soient satisfaites.

Alors, si une au moins des quantités

I I
=gl =7

est différente de zéro, nous pouvons toujours résoudre ce systéme, et I’on s’assure

facilement que cela n’arrive pas en général. On trouve, en effet,

dnw E N _i sno E—K
no K°K’ *~ Cicnw K ’

M3:

Tl ~
o
1)
>~

ou E et K désignent comme ordinairement les intégrales complétes de la seconde
et de la premiére espéce.

Ainsi, dans le domaine de chaque systéme de valeurs initiales

P 59 Ty ;9 Ylo ;/-”,
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il existe en général une double infinité de valeurs initiales, qui correspondent a
des solutions périodiques des équations (2), ayant toules la méme période pourvu
que la valeur de p soit assez petite. La période commune est la méme que dans
la solution périodique des équations (2) pour u = o, les variables ayant les va-

leurs inttiales

P ;’ 7 7 7 7



