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MEMOIRE

SUR LES

SYSTEMES ORTHOGONAUX A » VARIABLES,

PAR M. A. PELLET.

—_—p=—-

Dans ce Mémoire, j’expose une méthode nouvelle pour la recherche de ces
systémes, méthode qui conduit a la plupart des systémes connus et en donne un
grand nombre d’autres.

Cette recherche est précédée d'une théorie générale des surfaces a lignes de
courbure coordonnées et des systémes complétement orthogonaux de n familles
de surfaces dans I'espace a n dimensions. 1l résulte de cette théorie que, étant
donné un tel systéme, on pourra en déduire I'équation, en se bornant aux termes
du troisi¢me ordre, d’une surface individuelle en I'un de ses points par des déri-

valions.

1. Pour que la fonction quadratique de n variables
N\ .
F———Ezaw‘xi‘”i’ aij=a;sti ],
i g

puisse se ramener & unc somme de carrés par une substitution orthogonale, il

faut et il suffit que, A étant le discriminant de
F—s(xi+als... +a2)

pour chaque racine de degré ¢ de multiplicité de 'équation en s, A= o, les
mineurs de A d’ordre égal & ¢ — 1 soient tous nuls, ceux d’ordre ¢ ne s’annulant
pas tous.
Il est facile de voir que la condition est nécessaire; montrons qu’elle est sufii-
sante.
Supposons que, pour une racine s, de ’équation A = o, tous les mineurs de A
Fac. de T., o* S., 1L 18
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d’ordre r—1 soient nuls, ceux d’ordre 7 n’étant pas tous nuls. Les équations
(1) 1Fe—sizi=o0 (i=1,2,...,n)

donnent les valeurs de n — r quantités = en fonctions des r autres, que nous sup-

poserons étre z,, Za, .. ., £,. La somme Zx;’ devient alors une fonction qua-
i

dratique de z,, 3, ..., ., que nous désignerons par o.

Effectuons la substitution
(2) =y &4 ok, ({=1,2,...,n),

le déterminant des coefficients a étant différent de o. Donnons & Er_,_,, oy B la
valeur o; les quantités z deviennent des fonctions de &, &, ..., .. On peut
choisir les coefficients o de maniére que les équations (1) solent satisfaites,
quelles que soient les valeurs attribuées aux r variables £, By ovvy &y ce qui
donne (n — r)r équations entre nr quantités .. La fonction 9 devient une fonc-
tion de &, &, ..., & Nous considérerons séparément le cas ou le discriminant
de ¢ est nul et celui ou il n’est pas nul.

1° Le discriminant de © n’est pas nul. La fonction ¢ pouvant se décomposer
en une somme de 7 carrés distincts, nous poserons

o=E}+E+. ..+ &}
ce qui revient a établir les relations
_ N\ .
Z“?/f:h zaikaij: o, k—j#o,
i i
k et j élant des entiers différents et chacun d’eux au plus égal a r. Ces nr quan-

(r—rm)
2

.« ., . N . r N .
tités o peuvent s’exprimer a l'aide de paramétres qui sont ceux d’une

substitution orthogonale d’ordre r. Les autres quantités o de la substitution (2)
peuvent étre assujetties aux condilions nécessaires pour que cette substitution soit
orthogonale. Substituant aux quantités x leurs valeurs en fonctions des quan-

~

2 — 2

Elxi“g Ei;
i i

F=s(&+...+8)+T,,

tités £, on a

F, ne dépendant que de &4, &rp2,y -+, En et nullement des variables £ d’indice

égal ou inférieur a r.
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Le discriminant de la fonction quadratique
(51— 8) (&4 ..+ E)+Fy—s(&, +...+E&2),

égalé a o, donne la méme équation en s que A = o. Il a un seul mineur d’ordre r
pouvant étre différent de o pour s = s, ; ce mineur est le discriminant de

Fi—s(8+. ..+ 82

le discriminant de cette derniére fonction ne s’annule donc pas pour s =s,, et s,
est une racine multiple d’ordre égal précisément 4 7 pour I’équation A = o, autre-
ment les mineurs d’ordre » de A s’annuleraient tous pour s = s,, contrairement
a Phypothése.

Ainsi si la racine s, est d’un ordre de multiplicité supérieur a 7, le discriminant
de la fonction ¢ est nul.

2° Le discriminant de ¢ est nul. Dans ce cas, la racine s, est d’ordre de mul-
tiplicité supérieur a 7.

Supposons, en effet, que ¢ se décompose en une somme de r, carrés distincts,
ry << r. On pourra poser

o=Ei &+ L,

ce qui donne les relations

2“?/{ =1 (k:],Q,...,I’l),
Ea?k =0 (/(':I’l—l—l,l‘,—}—Q,...,l‘),

Zai/rotijzo k—jFo.

i

., . ro(r,—1 .
Ces nr quantités o sont des fonctions de 7i(r— 1) ~ (r — r,)? paramétres.

Partageons I'expression de x; en deux parties :

X=Xy~ &i,
Zi=oy & Aok,

Xi== OCi,,-+1.£;-+1 ~+.. . az‘ngn-

, —
1Fr—s1z,=o0,
Ex,-: Eid-.. .+ 8L + 2237,-5,-—!—25?,
i i

F=si(g+...+8)+2s D z2,+F(zy, ..., 2,).

13
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Les coefficients des lermes en §,, ..., £, dans Ex;’ et dans I sont propor-
i

tionnels, ceux du second degré par rapport a ces variables se réduisant ala somme
de r, carrés E2+ &3 +. ..+ E2. Un calcul facile montre que le discriminant de
la nouvelle expression de I — sz‘xf

i
<s1—s><£;:+.-.+za+zzaa>+F<¢:,z, @) =5 X &
i H
admet le facteur s, — s avec I'exposant ar — ry.

2. Lorsque les coefficients de la fonction F sont réels, les racines de I'équation
en s, A — o, sont réelles et le deuxiéme cas ne peut se présenter.

En effet, si A = o admettait une racine imaginaire s,, avec le degré de multi-
plicité ,97 elle admettrait aussi comme racine la quantité imaginaire conjuguée s
avec le méme degré de multiplicité ¢; si les mineurs d’ordre 7~ de A n’étaient pas
tous nuls pour s, ils ne le seraient pas non plus pour s}, et, si 'on pouvait
résoudre les équations (1) par rapport & Z,yy, ..., £, pour s==s,, on pourrait
les résoudre parrapportaux mémes quantités pour s = s,. Endonnanta zy, ..., 2,
des valeurs réelles quelconques, on serait donc conduit & deux sysiémes de
valeurs imaginaires conjuguées :

Lpily Lrsnr vy Ip d’une part,

’ ’

Lopls Lpons woer T d’autre part,
salisfaisant & la relation
r ’
ZEP A X Xy X . XX, =0,

ce qui est impossible.
Enfin le discriminant de ¢ ne peut étre nul; car les équations

r

! r
Pr, == 0O, Pry— Oy s @y, =0

seraient salisfaites pour des valeurs de zy, 2, ..., z, différentes de o et réelles,
et I'on en déduirait
24 xi4.. .+ x,=0

pour des valeurs des quantités z réelles et non nulles.

3. Solent f(xy, X2y ooy xy) =0 I’équation d’une surface dans Pespace a n di-
mensions, et &y, Zs, « « -, Z, les coordonnées d’un point pour lequel la fonction f
est holomorphe, et la somme des carrés de ses dérivées premiéres différente

de o:
Rie=f2+ f2+...+fr520.
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Transportant origine en ce point, I'équation de la surface devient
1
1
ot e =0
S i fer ’

J# étant une fonction entiére et homogéne de degré k& des nouvelles coordon-
nées hy, fiay ..., h,. Prenons pour nouveaux axes coordonnés la normale au
plan fi=o, axe des {, et n—1 perpendiculaires entre elles et & celle-ci, axe
des &,8, ..., 5._,. On pourra les choisir si la surface est réelle ainsi que le
point pris sur cette surface, de maniére que dans le développement de  suivant
les puissances croissantes des variables £, les termes du second degré n’offrent
pas de double produit de ces variables

C=t(a b+ a4+ 4, E2 )+ 4840

Les coefficients @, as, ..., a@,_, courbures de la surface au point considéré
sont déterminés par la condition que le discriminant de la fonctlion quadratique

fotaR(R3 ...+ h2)

bl oy e 17
s'annule pour ces valeurs de a, en supposant les quantités A; liées par I'équa-

tion f; = o. Ainsi on aura

(1) S 2alRh;+2fl, =0 ({=1,2,...,n),

f1: 0.

L'élimination des quantilés % et de l'indéterminée A donne une équation de
degré n — 1 en a. Subslituant & @ une racine de cette équation et résolvant par
rapport aux quantilés % les équations (1), on obtient 'équation de I'axe des § cor-
respondant par rapport aux axes primitifs. Les points pour lesquels il n’y a pas
de solution au probléme sont situés a l'inlersection de la surface /= o0 et de la
surface lieu des points pour lesquels I'équation en @ a des racines multiples ou
mmfinies. Pour certains points de celte interseclion, entre autres ceux qui sont
réels sur les surfaces réelles, il y a des solutions au probléme, mais toujours avec
une certaine indétermination (n° 1).

Dans le cas ot I'équation de la surface est donnée sous la forme

z :f(xUIZ, . ..,.%‘,171),
on a
RE=1+pl+pi-+...+priss

en posant f,, = p;; et les quantités @ sont les racines de P’équation obtenue en

annulant le discriminant de la fonction quadratique

(2) Jo—aB[A + R+ 02+ (p oo Pt )]
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Pour la surface du second degré

z} H
— + ... = —1==0
Az A2 ’
on a les équations
h; . .
X°+aRlL+)A2 =o0 (i=1,2, ..., n);
1
x.
EA;/”-O’
i i
en posant
22 2
2 " Ln.
R =X + '+A,’;’
d’ou

Ssaina o ="

Les axes des £ sont les normales aux surfaces homofocales & la surface du second
degré qui passent par le point considéré

E—Afai 92 =1

4. Nous dirons qu’une surface est & lignes de courbure coordonnées lorsque les
n coordonnées d’un point de la surface pourront s’exprimer, comme pour les sur-
faces du second degré, & 'aide de n — 1 paramétres, qui seront ceux des lignes
de courbure, de facon que lorsque n — 2 d’entre eux resteront constants, la
courbe obtenue en faisant varier le paramétre restant aura pour tangente en l'un
quelconque de ses points une des directions principales de la surface. Soient
Uy, Uy, «»ey Up_y les paramétres d’un point de la surface de coordonnées x4,

Za, + .., 2. Le plan tangent aura pour équation
(=Y a(X;—z)=o,
i

les X, étant les coordonnées courantes et les coefficients ¢; définis par les équations

(1) 2(:?:1, ZCiw,fuk:o (k=1,2, ..., n—1).

i i

Les plans normaux aux lignes coordonnées ont pour équations

‘5’»:;,{2‘”5"‘(&‘“"'):0 (k=1,2, ..., n—1),



MEMOIRE SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX A 72 VARIABLES. 143

en posant

E "vulp

et supposant les n — 1 quantités A; différentes de o. Si les lignes coordonnées
PP q 8

a~ 0

(2)

sont orthogonales, on a les (—H:M_ﬁ relations
3) D use=0 (k=K o);

et si de plus elles admettent pour tangentes les directions principales de la sur-

(n—1)(n—2)
2

face, on a encore les autres relations

(4) Ecix:!uqu'zo (k_k,¢0)«

i
Pour avoir les coordonnées d’un point de la surface
(ui -+ VU U, -+ ‘)29 c ey u/l—l -+ "'n—l )9

ar rapport au systéme d’axes formé par la normale a la surface, axe des Z. el
P p p ) )
les directions principales, axes des £,, E,, . «ey En_y, 1l faut remplacer dans

I’expression de ces quantités Xy par

02
x"_'—zdul i+ = <Z§Ef‘) +2220u§2, >+...,

il vient

Ee=Asvr + —<EZ m,,v,v) .. (my;=my;, | —j£0),

J

ou, d’aprés les équations (3) et (2),
’nff - 2 xl“l. ‘xlll — Z ‘xml xm,u‘ _— A A/Iuk,

Zﬂ ’ ’ . 3
Mmjp=my; = Liuy, xltlukui — AkA/.‘u,' (,/ — Kk # O)'
i

Quant a m;, les indices ; et / étant tous deux différents de £, ce coefficient est
nul. En effet, il est égal 4 la somme

2 xuq xm fO
-
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Or par dérivation, on tire des équations (3)

’ "
E Jlllhxlll/ll[ 2 "l"inixiuknp

i

'V p ” J— ’ n
'ziu]' 'I‘iukul —_ xi'l[ 'I'iujuk’

i i

2: ’ o 2:
xim 'Ziujul —_ *Z'u/l 'Tm SN ;
i

et ces trois équations du premier degré exigent que les trois différents qui y
éq premier degré exigent q > qui y

figurent soient nuls. En définitive

. I , ‘ ,
Ex=Apvr— 2—;\-/6 Z A; A/Hk ";’ -+ <E Am:j "j> Cp .
7

en se bornant aux termes du premier et du second degré par rapport aux quantités ¢.

Les sommations 2 s’étendent aux n — 1 valeurs 1, 2, ..., n—1 de l'indice J.
J
Les termes du second degré dans le développement de § peuvent s’écrive

1 2 2,2
; (l]AJ' Vj;
j

parmi les termes du troisiéme degré, ceux qui contiennent trois variables diffé-
rentes ¢ ont un coefficient nul.
En effet des équations (1) et (4) on tire

Wl .
2 cmk xuq - Z cl m,\ — A/2. Qs Z Cl’”k xl” =0 (k _./ # 0);
i
rapprochant des équations (1), il vient
~ , ’ N 9 e —
(J) ciuk:"‘al.'xiup xtzh—f\ (Z/_—ﬁ)/. L =1, 2, ... (Il—-l)],
i

ce sonl les formules d’Olinde Rodrigues.

Le coefficient du produit ¢4¢;¢; daus le développement de L est égal A

2 Cci x,,,k,,/,,l, or des équations (4) on tire

< ~
2 : m . 2
Ci xiu;j/l-u[ - cuq xlll i —=a \ r; KN xmlul'

i i

i
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Si les indices k, j,  sont différents deux & deux, ce coefficient est done nul.
Le coefficient de ¢} ¢; est égal a

%ak E A/r Al,culv;

1(3Ag A, @s + AL k).

et celui de ¢} a

Si maintenant on prend pour variables indépendantes §,, &, ..., §,_y au lieu
deey, oo, 0u_y,0na

1 I
J— L2 _r —_—__ r
:_Ezafgj_‘_ﬁ”_‘”'”_k 1.2...p””+""

i

{p désignant un polynome entier et homogéne de degré p des variables £. {;, on
le voit facilement, ne contient pas de termes renfermant trois des variables &; le
nombre de ses termes est donc (n — 1)2.

Pour avoir facilement Pexpression de {,, remarquons que les courbures au
point&,, &, ..., &, delasurface sont données par les racines de 'équation en a,
obtenue en annulant le discriminant de la fonction quadratique correspondant a

la formule (2) du n° 4; en se bornant aux termes du premier ordre par rapport
aux variables §, cette équation devient

k=n-—1

I l (ar+ G —a)=o;
k=1

ains la différentielle Lotale de a; est égale a + {31, et en définitive

. dai 3 da”_.1 3 ddi 9
G= d—s,g‘ e s, St T 3220—%‘5[&,

.. , .y da; , I ;
les nombres Z, j dans la somme double étant différents, et —— représentant da;

ds; A; 0y,
5. Toute surface a lignes de courbure coordonnées fait partie d’une infinité de
systémes complélement orthogonaux (Darsoux, Legons sur les systémes ortho-
gonauz et les données curvilignes, n° 104). Réciproquement, toute surface com-
prise dans un systéme orthogonal admet des lignes de courbure coordonnées.
Pour un systéme complétement orthogonal, les coordonnées z,, x,, ..., z,
d'un point sont des fonctions de n paramétres u,, us, ..., u, satisfaisant aux

. . n(n—x
équations, au nombre de —E——),

zxjukxl"u,:() (k—l#o),

Fac. de T.,2¢ 5., 11. 19
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2778

Nous supposerons la somme Ex’-2 différente de o et nous la désignerons par

i

Aj. Des n équations
dxi:Ex},,kdltk (i=1,2,...,n),
3

on déduit

!
2 L ;= Al duy;
i

donc les quantités u; étant exprimées en fonctions des quantités x;, leurs dérivées
partielles seront données par la formule

duy T,
—_ 9 JriuL7
dx; — A}

duy du; 1\2 Co
ox; dx;  \AzA; P Liay = 0
12 i v
i i

Prenons pour nouveaux axes coordonnés, &, &, ..., &,, les normales aux sur-
b ’ b b b

et, par suite,

faces qu'on obtient en laissant constants successivement u,, Uy, . . ., u, et faisant
varier les n — 1 autres quantités u. Ainsi

) 1 ,
= A—szmk(xi** x;).

Le point correspondant aux accroissements ¢y, ¢3, ..., ¢, des paramétres aura
pour coordonnées, dans le nouveau systéme,

1 ’ N A
E/;:Akvk-—— Z_A_ICEAjAj,,k v;-.’—|— (ZA/",I. iyt
j j

\

en se bornant a écrire les termes du premier et du second degré. Les termes du
deuxiéme degré sont au nombre de 22 — 1, aprés réduction, ceux contenant le
produit de deux quantités ¢ ayant un coefficient nul, lorsque I'un des indices des

quantités ¢ n’est pas égal & k. On arrive a cette expression par un calcul iden-
tique a celui du numéro précédent.

6. Silon fait ¢4= o et si 'on élimine les autres quantités ¢, on a, pour I'équa-
tion de la surface correspondante,
I A
Cp—=— —— E ALy
> =/ ’
2A & }\J

en se bornant & écrire les termes du second degré dans le second membre. Ainsi
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les surfaces qui passent par un point admettent pour directions principales
en ce point les normales aux autres surfaces qui y passent.

Ce qui est la généralisation du théoréme de Dupin relatif anx systémes triples
orthogonaux.

Nous poserons

I dA_,
_f_\;-dz; :u[\gkj, u%kj:A/-akj;

J ne peut prendre la valeur & ; nous ferons, pour simplifier les formules, oz = o,
a 'imitation de M. Darboux.

dopr=—arr =0 [kA=1,2, ..., (n—1)].

Désignons les cosinus directeurs de la normale a la surface ¢x=o0 avec les

anciens axes par Ci, Ckay - -+, Chn. ON 2
Lizy, d‘z'l
Ec?-:l Cri= — k=1,2 n).
ki > i Ak dSk ( 4y ’ )

(2) - +a
l

ox; oo
remplagant dTl; par sa valeur A ¢y, il vient

dcki

dul —|—<yllak101i:“.0 (/{—l# O).

Pour avoir la dérivée de ¢z par rapport & u;, nous partirons de la formule
20,2”-: 1; on en déduit
i

’ — ’ ’ '
Cri Ching = C1i Cljey =+ + + = Cp—1,i Ch—Lying = Ch+1,ing Chtyizg =« - +»

dcki
= Eo}lg Cji
. dLl/c jkCjh
i

en appliquant la formule (2) et se rappelant que JAzx= 0. Ces formules sont
identiques. aux formules (24) et (26) des Lecons sur les systémes orthogonaux
de M. Darboux, n°92. On en déduit ensuite les relations du n° 93 entre les fonc-

tions bjx qui sont désignées dans cet Ouvrage par — 8.

7. Recherche des systémes orthogonaux. — Soit la fonction quadratique

EZ”Zijhi/lj")\(/l%"l-'"+h'2l)’ nMy; == m;;;
i
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les coefficients m;; étant des fonctions des n variables z,, za, ..., £, €t A une
indéterminée. Pour les valeurs de A qui annalent son discriminant A, les n équa-
tions

Em,-j/l,-—-z)\h,-:o ({=1,2....,n)

]

.

admettent le systéme de solutions en 4

hy

=
©

P
=

81y 82y +++, 0, étant des mineurs du premier ordre de A. Si les différentielles
totales

(1) 0,dz,+...+0,dxr,=— o

sont intégrables pour toutes les valeurs de X racines de I'équation A =o, on en
déduira un systéme orthogonal, puisque pour les surfaces correspondant aux deux

Z:ai 28,— o,

i

racines Ay, A, de A = o0, on aura

13;, 23; représentant §; pour les valeurs },, X, de A. Ainsi, il faut que la condition
d’intégrabilité de la différentielle totale (1)

0 ( Oy — Oy ) ~+ 0 (O, — Oy ) + 04 (Gi; — 9j)) =0

soit satisfaite pour toutes les valeurs A racines de 'équation A = o, les indices ¢, , &
différant deux a deux. Prenons pour équation en A

X: -\
(2) Z(Yi_l—zi)_v,
X, Y;, Z; étant des tonctions de z; seulement et D une constante. Exprimons que

la différentielle totale
Z X dx;—o
Y, —2 T

est intégrable pour chaque racine A de cette équation (2). On a

X; \*7., X
[2 (”—“Y,-_x> ]‘x: =iy

en posant

_ ., 7 ) ' Ly, <y
N_—Xl+2<YY—X>X+2XY—YY—XY
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et z représentant 'une quelconque des variables z,, 22, ..., Zn. La condition
d’intégrabilité devient

Ni Y,; I
Nj Yj 1 | =05
Nk Yk I

A dans le déterminant qui forme le premier membre de cette équation devant

prendre n valeurs différentes, il faut qu’il soit nul quel que soit A pour n > 2.
Ainsi

Z z oy
—g=aVerb, Vi Xi=cYitd,

2 XY, — X, Y — %Y;:eYiJrf,

'indice ¢ prenant les valeurs 1, 2, ..., n, et a, b, ¢, d, e, f étant des constantes.
Il en résulte
N =(aY+bd)r+2(cY+d)A+eY+f,
X' =—[aY*+ (b+c)Y +d],
XY =—[aY3+ (b+2¢)Y2+2d+e)Y +f]=—P(Y),
XY'=—[2aY?+ (b+3¢c)Y+d+e]Y,

Y _2aY*+(b+3c)Y+-d+e

Y — P(Y) Y.

L’intégration de la dernitre équation donne CY'= o(Y), (1) étant une fonc-
tion qui devient nulle ou infinie pour les valeurs de Y qui annulent P(Y) et C
une constante. On en déduit

e [dY: __P(Y) _ (aY;+ b)P(Y;)
.Z‘[.—-C, C‘D(Y,), Xl—— ——Y—l,—) Zl—Cf (Y) dY

C; étant une constante différente avec l'indice /. Quant aux constantes qu’on
peut introduire dans les intégrales définies qui figurent dans 'expression de x
et celle de Z, elles n’ont aucune importance. On les choisira de maniére a les sim-
_plitier.

8. L'intégrale de la différence totale

X,
(1) ZY —dei=o,
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ol A4 est une racine de I'équation

X}
2(‘__3(,-— : — zi> =D,

est donnée par la formule

(») f

u élant une constante, la limite inférieure « de l'intégrale représentant linfini

M

2

o () [E (Y—,X?A — z,.> —D] dh = up,

1

ou une racine de I'équation P ()= o, suivant les cas, et enfin w(}) une solution
de I’équation différentielle

(3) P(1) o' (M) +2[ad+(b+c)h+d]o()) =o.
En effet, on a X
()ll/,_ " XiN,'
o =) oS

la limite supérieure ), seule variable avec z;, annulant la fonction placée sous le

signe f Or

N; P al+2ch+e
Y= (=22 " Yi—x
donc si
(4) [0V P(M)] = (ak24+2¢h +e)w (D),
on aura

dun _y [ N; _ X
dxi—XiL O.)()\)(Y.l—*‘:T)zd)\—mP()\h)m()\h),

en choisissant « de maniére que
P(a)w(a)
Yi— a

soit nul. En développant 'équation (4), on obtient I’équation (3).
L’intégrale (2) est illusoire lorsque le point z,, z,, ..., Z, est situé sur l'une

X
S

i

des surfaces

%o €étant une racine de ’équation P(A) = o pour A\,=12%,. Mais ces surfaces au
nombre de trois, si @ n’est pas nul, font partie du systéme et remplacent les inté-
grales correspondantes. Nous les appellerons surfaces singuliéres du systéme.
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Posons
X}

o —Li=v;.

YL'— 10

La surface Zv,-: D a ses lignes de courbure coordonnées; les fonctions o;

doivent donc satisfaire & une méme équation de la forme
V’ vl// — kV”2+ kl V”+ k27

k, ki, ko élant des constantes (Darsoux, Legons sur les systémes orthogonaux,
n° 78).
En effet, on a successivement

X,
Y, —2,

X,' N,’

m:(alg “+2cki+e)

v}:
puisque P(X) =o;
(Y;i—2)X; =X, Y},

(Y;—12)2 ?

v = (arl +2cd,+¢)

le numérateur de ¢; est du second degré par rapport a Y;, et il s’annule pour Y,
égal a X ; 1l est donc divisible par Y;— %, et l'on a

" o___ ki
=k
k et k, étant des constantes.
" k(
v, =— V3 e Y:’
(Yi“)\o)'
9i0; =— ky(adl +2¢ck,+ e) (TX'Y—;):‘
i Mo

Le produit X; Y] s’annule pour Y; =12, et en désignant par k,, ks, k, de nou-
velles constantes, on a

I " ks
(Y;—20)2 Y, —1

vivi =k, + k.

e . I . , . p .
L’élimination de P entre les expressions de ¢; et le produit ¢} ¢! conduit
i — Ao

a la relation que nous voulions établir.
La fonction ¢; se réduit 4 une constante lorsque a =c=e¢=o.

9. Lorsque a et b sont nuls, les fonctions Z; sont toutes nulles, et 'on a pour
I’équation en A
X?

. —?-l__—)\:D.
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Lorsque D est nul, cette équation a seulement n — 1 racines ; la nié™ peut étre
considérée comme infinie etla famille de surfaces correspondantes est donnée par
I'intégrale

(1) E‘fl'ix,-dxi: u,,
i U

les limites inférieures «; étant des constantes choisies a volonté et u, le paramétre
de la famille.

Ainsi lorsque D n’est pas nul, les surfaces du systéme orthogonal s’obtiennent
en faisant varier « dans I'enveloppe de la surface

.[:w()\) [Z (\%) —D:, dh=u,

ol A est le paramétre et « considéré comme constant.
Lorsque D est nul, le systéme orthogonal est formé de la famille de surfaces (1)
et de la famille de surfaces obtenues en faisant varier « dans I'enveloppe de la

surface
)

f m(x)<2 YX: }> d\=u.

Les formules (3) du n°® 7 se simplifient

N=2(cY+d)A+eY+f,
(n X' =—(cY +d), XY =—[2cY*+ (2d +e)Y + f],
[2¢h*+ (2d +e)h+flw'(A) +2(ch+d)w()) =o.

Si ¢ n’est pas nul, en éliminant Y des deux avant-derniéres équations, on a
P 3 q ’
X' X'=2(X' +d)?—(2d+e) (X +d)+cf.

Les systémes orthogonaux qu’on obtient coincident avec ceux donnés par
M. Darboux dans ses Legons sur les systémes orthogonaux, n° 80 et suivants.

Si ¢ est nul, on ne peut exprimer Y en fonction de X/, et I'on obtient des sys-
témes qui n’ont pas été considérés par M. Darboux.

10. Nous nous plagons dans I’hypothése a = b =c = o, et d différent de o.
Ona
Y’ _
Gd+e)Y+f  dzr’
[(2d +e) A+ flw + 2dw —=o.

X =—dux,

Si 2d + e n’est pas nul, on peut supposer sans nuire a la généralité f= o, et
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0o e
il vient, en posant 2 —+ ="

)
Y, =C;x?, w=2A .

Le systéme orthogonal correspondant a D £ o est [ormé des surfaces obtenues

en faisant varier « dans I’équation de 'enveloppe de la surface

. A2 - x?
f )n " 2<C—‘1‘—"11T)>_I ll-/\\:”-
o i ¢ '
13

l
On en ure

() _‘2*111
v _ gy e +,
dx Gt —

o. representant o ou oo suivanl que — — est pOSltlf ou negallf. Le systceme
m

admet
une seule surface singuliére qui a pour équation

J’ai établi ce systéme (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, janvier
1899) par une autre marche.

On peut integrer lorsque ~m est un nombre entier posmf ou negalll, et les
7

coefficients des termes logarithmiques sont indépendants des variables .
Pour m =—1, on a

B, N\ N (27 X
u — ’g —+ ;Z.L'l -+ )\z Cixi —‘—z (_Al' [((zl‘ _ 7\.1/1')

surface singuliére
N

- C;
i

Pour m =— o,

);2 ~ 5 \ A ~
w2 Y+ X Cl(Co— D),

surface singuliére

\jl,‘ .
b C;
i
Pour m =1,
I ' L ~ I
u—_-= 1——2“ S (=
)\< . L,> HCZ Cix;—)
1] t
Fac. de T., 2¢ S., 11

20
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La surface singuliére du systéme est le plan

X

[
Ainsi le systéme détermine dans ce plan, c’est-a-dire dans un espace & n —1

dimensions, an systéme orthogonal. Effectuons la substitution orthogonale

j=n—1

.Z'[*Cts—*“ Z clj )

j=1

Pour les surfaces w, us, ..., w, qui passent par un méme point g, §i,5, +..,

<
Sn-1,0N a

du; duy, du; duy .
07 oz y*a; 05, =o (J—k#o0).

Si les coefficients ¢ satisfont aux relations

Ciey=0Crcy=...=0C, cp,
et si, de plus, { est déterminé par I’équation
c
PN
. Cl
12
la dérivée de u par rapport a { est nulle. On obtient donc un systéme orthogonal

dans I'espace & n — 1 dimensions &, ..., &,_, en faisant varier « dans I'équation

de I'enveloppe de la surface

A
Ec {— = u,
z;— he;

les fonctions z; étant définies par I’équation
Wl o .
mi:ci’;—i—ZC,-j;’_,- ({=1,2,...,n—1,0n)

ou £ est une indéterminée.
En annulant D, on obtient un systéme de cones orthogonaux en faisant varier «

dans I'équation de I'enveloppe du céne

YO o

A — L \dh=u;

fa 2 ’
i
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le systéme admet pour cone singulier

Enfin, si dans les formules relatives aux co6nes dans I’espace & n + 2 dimensions,
on remplace £y, Zy, « .., Znys PAT Y1y Y2, «+ -y Yuyo coordonnées sphériques dans
I'espace a n dimensions, salisfaisant & la relation

Y?+]§+---+y3+z:0,

on a des systémes orthogonaux en coordonnées sphériques.

Si 2d + e = o, on ne peut supposer f nul, alors
Xi:d-l‘[. Yi: Ld[ll','-'i—c,‘, w—e /

e représentant dans o la base des logarithmes népériens. Le systéme est formé des
surfaces que I'on obtient en faisant varier « dans I’équation de I'enveloppe de la

surface
22

22
e ™ E—K —1|dr=u
u/a [< mlz;+ C;— A ’
N\ i
ot I'on a posé m = g La limite inférieure de l'intégrale « doit étre choisie de

2%
maniére que e " soitnul;

du —% x;
=—me "——m ——.
d$i mlxi—{—(,,-—}

11. Nous supposons a=0b=c=o0, comme précédemment, mais de plus
d = o.

Les équations (1) du n®9 deviennent

X'=o, XY = —(eY + /),
N=eY 4/, w'=o,
d’ot
W =1

Si e est différent de o, on peut supposer f nul. Alors les fonctions X; sont des
constantes, que nous désignerons par Ci;

Y; —— el Y,‘.

On a en premier lieu le systéme orthogonal formé par les surfaces que I'on ob-



156 A. PELLET.

tient en faisant varier « dans I'équation de Penveloppe de la surface

N\ ~a Y,‘—). - .
Z<(,,. l—\ﬁ>+ DL=u;

i

en second licu le systéme provenant de I'enveloppe de la surface

Les surfaces de ce second systéme sont des cylindres perpendiculaires & la famille

(w
4 = Uy,
i

On peut supposer ZC;’: 1; remplacons C; par ¢; et effectuons la substitution

de plans parallcles

13
orthogonale

j=n—1

.
;=G + Z ¢ijEjs
j=1
ot £ est une indéterminée que 'on peut, sans nuire a la généralité, remplacer
par o. Le systéme orthogonal de cylindres donne un systéme orthogonal de surfaces

dans l'espace & n — 1 dimensions &, &,, ..., &, ,.
I y G2y s Sn—1

. . X
Lorsque e est nul, la fonction Y; devient ——f‘,’, el les formules restent les
a7

mémes.

12. Si @ et b ne sont pas nuls simultanément, les surfaces des systémes définis
aux n* 7 et 8 s’obtiennent, sauf les surfaces singulieres au nombre de trois au

plus, en faisant varier « dans 'équation de 'enveloppe de la surface

o/ X7 ; -
(1) /x o (1) Z(Y?i“l)‘n dh = u,

i
i
ol v est regardé comme constant et ) le paramétre. La limite inférieure 2 doit

oY

’

ére choisie de facon que
P(a) ()

Yi~—oz
. du Cliir
so1t uul, de sorte que se réduit a
dl‘i
du D Xl‘
oz, = PN ey

N

Nous appellerons 'équation (1), Uéquation génératrice du systéme.
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Nous avons étudié le cas olt @ et b sont nuls tous deux; nous allons supposer «@
nul et b différent de o, b 0.

Les formules des n® 7 et 8 deviennent
N'=— (b)Y —d, -Z'=—bX,
XY/ =—[(b+26)Y24-(2d + )Y 4 f]=— P(Y),
o (WP +20(l)[(b+c))+d]=o.
Si b + cest différent de o, Y peut s’exprimer en fonction de X' et 'on tombe sur
les systémes orthogonaux du n°® 84 des Legons sur les systémes orthogonaux de
M. Darboux.

Supposons donc ¢ ==— b. Les formules précédentes se simplifient; on peut

supposer f nul sans nuire a la généralité et 'on a
| 8

X'=—d, 7'=—bX,
XY =—|— sz—i—(gd—l—.e)Y]:—-P(Y),
o' (MP(XM)+2dw(h)=o0;
d’ott
Xi=—dz; 7= bd%?;

si d n’est pas nul; et pour I'équation géndératrice du systéme

2
< R 1 b .
/o: Q)(/)I:ZLZI <T—;—)——;{>—I):’d)\*ll.

Y; et w(%) ontles expressions

2

;o m dC[.ﬁU?I . } )ha
Yi= 1 — bCra?’ w()‘)_<b7\——md ’

(

+e R .
— = m, supposé différent de o; et si (2d + ¢) est nul

en posanL 7
[2

d —_cs

VS e

dans I'expression de v, e désigne la base des logarithmes népériens.

Les surfaces singulicres, lorsque m est différent de o, ont pour équation

22—
NES 2—m
:—’,,———b Ex?—i—mdD:o,
‘1[ 2
i

i

N ( rem '_z_—l—mE",z mdD
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L’une d’elles est une sphére lorsque m ===1. En transformant le syst¢éme dans
ce cas par rayons vecleurs réciproques, le pole étant sur la sphére, on obtient un
systéme orthogonal contenant un plan comme surface individuelle et par suite on
en déduira comme au n° 10 un systéme orthogonal dans un espace a (n —1)
dimensions. ' '

13. Nous avons supposé d différent de o, @ et b + ¢ étant nuls; lorsque d est
nul aussi, on peut faire w =1, les fonctions X; sont des constantes que nous dési-
gnerons par C;, et 'on a

Zi:_ bC,—.’L‘i,
Zi:—bCixi, C,Y::be—eYn

d’outt

1hYize &

e \i - Ci’
s1 e n’est pas nul, et

7 Ci
‘ i = b oy )

si e est nul. On a dans les deux cas pour équation génératrice du systéme ortho-

EC;%JY?X —<b ZCixl-—i—D))\: .

gonal

1l n’y a aucune surface singuliére si e est nul, et deux si e ;£ o

22 b ¥ Cai+D=o,
> C?e+b20ixi+n:o.

i YYi—_b‘ i

14. La fonction w(7) est une puissance de ) lorsque
o=m[al+(b+2e) 2+ (2d + e)k+ f1+2[al+(b+c)h+d]},
quel que soit %; d’olt

(m+-2)a=o, (m—+2)b+2(m+1)c=o,

2(m +1)d + me =o, f=o.

Si m n’est pas égal & — 2, @ doit étre nul et 'on retombe sur 'un des cas étudiés.

Pour m = — 2, on a

c=f=o, d—+e=o.
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Les équations (3) du n° 7 deviennent

X'=—(aV+bY +d), XYV =—(aYo+0Y+d)Y=—P(Y),

XY'=—(2aY+0)YY, Z=—(aY+0b)X.

Il en résulte
C:Y;=aY?}+bY;+ d, X,=—CY;

Z= Ci(aY?+ bY,) = Ci(— Xi— d);
Z[‘___ C,(— X,wdx,):CfY,—C,dx,;

et pour I'équation génératrice du systéme

A . C?Y;l 9
(1) "C :ﬁ[E<Yl*)\—C;Y‘+Cld‘7‘l>”“D]d):u’

et 'on a

du _ al+br+d (Y,

d:ci— A Y,'—)\,

en prenant pour limite inférieure o de I'intégrale une racine de 1’équation
ac®+boa+d—=—o.

En effectuant les calculs, I'équation (1) devient

D= (1R ) (- 3) =

Il y a trois surfaces singuliéres; parmi elles un plan, celle qui correspond 4 la

racine o de P(A)=o
d}_: C;z;=D.
Effectuons la substitution orthogonale

Jj=n—1

xr;=c¢;§+ Z cijt; ({=1,2,...,n);

si les quantités ¢; satisfont aux proportions

Cy

“1

)
3]

S

B

s
2

ce qui suppose Z G} # o, et si I'on détermine { par I’équation

dc2 Cic;=D,
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(. \ ou
la dérivée de u par rapport & ¢, =5 cst nulle; on a donc, comme an n° 10, un

at

systeme orthogonal dans I'espace & n — 1 dimensions £,, &y, ..., &,_,.

15. Le systéme orthogonal précédent est le seal pour lequel une surface singu-

liere soit plane, lorsque a est différent de o. Désignons, comme au n® 8, par U la
2

fonction Y= Z, 2 étant une racine de 'équation

P(a)=ac’+ (b-+2c)+ (2d+e)a+ f==o.

La surface singuliére correspondant & « a pour équation Z U;=D. Llle sera
. i
plane si
o0, (ax®+acu—+e)X;
dl’i o Yi —

se réduit a une constante quel que soit I'indice 7. Remarquons qu’on peut sup-

poser o.= o el par suite f= 0. On a donc, eu égard aux équations (3) dun® 7,

X —=KY, X=—I[aY?+(b+e)Y-+d],

XY = — [aY?- (b4 2¢)Y + 2d 4+ e]Y;
il cn résulte deux valeurs pour Y’
KY=—1{aY*+ (b+c)Y+dj=—{aY*+ (b+2¢)Y +2d+e];
K est une constante; d’ot
¢ =o, d+ e—o, JS=o.

ce sont précisément les conditions pour que ©(3.) soil égale a %72,

16. Cherchons dans quel cas une surface singuliére est une sphére. Alors en
transformant le sysléeme par rayons vecieurs réciproques, le péle élant‘sur la
sphére, on obtiendra un systéme dans lequel une surface singuliére est un plan;
d’ot comme au n° 10 un systéme orthogonal dans un espace & n — 1 dimensions.

), élant la racine de P (1) = o, a laquelle la surface singuliére correspond, il

faudra qu'on ait, pour que cette surface soit une sphére,

X
m =Kz, + K,

K et K; étant des constantes. Substituant dans les équations, provenant des for-
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mules (3) dun°7

X' =—[aY?+ (b+c)Y 4 d],
XY=—[aY?+ (b+2c) Y+ (2d+e(Y +f]=—DP(Y),

1l vient
(Ko; +K) Y+ K(Y; — %) =—[aY! + (0 +)Y; + 4],
(Kai+ Ko) (Y, — %) Y= — P(Y);
d’out
—Yl—)l—(—j’))o —JaY}+(b+e)Y;+d]=K(Y;—14,).

I{emplagant le quotient de P(Y;) par Y;— 2, par sa valeur
aY? + (akg+b0420)Y;+adl -+ (b+2c)hy+2d +e,
et réduisant, on a
(ado+)Y;+ad2+(b+20)h+d+e=K(Y—2);
ce qui entraine les deux égalités
K—=al+c, 2adl+ (b+-3c)ly+d-+e=o.

On vérifie qu’elles sonl satisfaites dans le cas du syst¢éme du n° 12, lorsqu’une
surface singuliére est une sphére, la quantité que nous y avons désignée par m
égale d +~1o0ua —1.

On peut supposer A, nul; alors f = o, et la condition devient d + ¢ = o. Réci-
proquement si f est nul, et si, en méme temps, d + e =o, & la racine nulle de
P (%) = o correspond comme surface singuliére une sphére.

1i vient
Y 2aY—+(b+30)
Y 7 aYi+(b+20)Y +d

Y,
d’oti
P ”()~n:)~1)
C,Y;:[an -+~(b+20)Yi+d] <H> 3
, i— M
%o et i, élant les deux racines de

akt+ (b+2¢)h+d=o;
puis
cxi+ K, <Y,.—Ao et
C;  —\Y,—%, ’

K, étant une nouvelle constante qu’on peut supposer nulle d’ailleurs lorsque C;
Fac. de T., 2¢S., 1. 21
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est différent de o. Il en résulte

(cxi+K)Y;=—[aY} + (b+20)Y;+d],
et enfin

X T —[aY?+ (b+20)Y,+d]Y,
i— Y1

= (cx;+ K,’)Y,'.

Supposant K; nul, les formules (3) du n° 7 donnent
I'=—(aY+ )X =cxr (X' +cY+d)=c(xX) +cdx,

2
Z:cﬂsz—kcdlﬁ—-

On a pour fonction génératrice du systéme

u-f)‘wO) Ex2<—Yf——Y-— i)_n &
] AN 7o Sl ’

w () est donné par la formule

2¢c
m()\):%?<;\%%>am*l.)’
«, la limite inférieure, doit étré prise égale a 'une des racines o, Ay, de
al*+ (b+2c)h+d=o.
La sphére, surface singuliére du systéme, a pour équation

dz x} +2cD=o.

17. En définitive, 2 un systéme de valeurs données aux constantes a, b, ¢, d,e,f,
correspond une classe de systémes orthogonaux dans ’espace & n dimensions; on
les obtient en particularisant les n constantes introduites par l'intégration de
I’équation du second ordre définissant les fonctions Y, '

Y, aY? +(b+3c)Y;+d—+e
Y, aY!+(b+20)YI+ (2d+e)Y;+f o

quant a la constante D, en lui attribuant diverses valeurs, on obtient des systémes
homothétiques. Toutefois il faut remarquer qu'une classe de systémes reste la
méme quand on change % en m) -+ n, met n élant des constantes, ce qui permet
de véduire de deux unités le nombre des constantes a, b, ¢, d, e, f, dans chaque

€cas.



